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RESUMO

SERRA, Rafael de Araujo. O problema de Julio César em Frege. 2021. 72f. Disser-
tacdo (Mestrado em Filosofia). Instituto de Ciéncias Humanas e Sociais, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, R], 2021.

A busca de uma defini¢cdo adequada dos ntimeros e de um critério de identidade
para eles sdo questdes quase que indissocidveis na filosofia da matemaética de Frege.
No presente trabalho, o tema que sera examinado, o problema de Jualio César, é um
problema que diz respeito tanto a uma proposta de definicio dos ntimeros quanto ao
estabelecimento de um critério de identidade para eles. O problema de Julio César ocorre
em trés situagdes distintas na obra de Frege. Nas duas primeiras situagdes, ele atinge,
respectivamente, a primeira e a segunda definicio dos ntiimeros cardinais que Frege
oferece em seu segundo livro Os Fundamentos da Aritmética. Na terceira situacdo, ele
atinge o critério de identidade para os nimeros que Frege fornece em seu terceiro livro
As Leis Bdsicas da Aritmética. Dito isso, os meus objetivos principais sdo dois: (1)
determinar se o problema de Julio César que ocorre nessas trés situa¢des distintas é ou
ndo é o mesmo problema; (2.1) no caso de se tratar do mesmo problema, identificar
o que é o problema de Julio César de uma maneira geral; (2.2) no caso de ndo se
tratar do mesmo problema, verificar qual é o problema de Jtlio César em cada situagdo
especifica. Além disso, irei criticar a interpretacdo l6gica de Greimann e a interpretacdo
semidntica de Heck do problema de Julio César em Os Fundamentos da Aritmética e em
As Leis Bdsicas da Aritmética. Concluirei a dissertacdo apresentando e rejeitando duas
interpretacdes alternativas do problema em questdo, uma interpretacdo metafisica e
uma outra epistemolégica, e argumentando a favor da minha prépria interpretagdo

formal do problema de Jalio César nos dois livros citados.

Palavras-chave: Problema de Jalio César; Critério de Identidade; Definicao.



ABSTRACT

SERRA, Rafael de Araujo. Julius Caesar problem in Frege. 2021. 72p. Disserta-
tion (Master of Philosophy). Instituto de Ciéncias Humanas e Sociais, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, R], 2021.

The search for an adequate definition of numbers and for a criterion of identity
for them are questions almost indissociable in Frege’s philosophy of mathematics. In
the present work, the topic to be examined, the Julius Caesar problem, is a problem
that concerns both a proposal for a definition of numbers and the establishment of a
criterion of identity for them. The Julius Caesar problem takes place in three distinct
situations in Frege’s writings. In the first two situations, it affects, respectively, the
tirst and the second definition of cardinal numbers that Frege gives in his second book
The Foundations of Arithmetic. In the third situation, it affects the criterion of identity for
numbers that Frege gives in his third book Basic Laws of Arithmetic. All that being said,
my main goals are two: (1) to determine whether the Julius Caesar problem that occurs
in these three distinct situations is the very same problem or not; (2.1) if the problems
in question are the same, to identify in general terms what the Julius Caesar problem is;
(2.2) if this is not the case, to verify what is the Julius Caesar problem in each individual
situation. Furthermore, I will criticize both Greimann'’s logical approach and Heck’s
semantical approach to the Julius Caesar problem in The Foundations of Arithmetic and
in Basic Laws of Arithmetic. I conclude my dissertation by presenting and rejecting two
alternative approaches to the problem in question, a metaphysical approach and an
epistemological one; simultaneously, I argue in favor of my own formal approach to the
Julius Caesar problem in both books just mentioned.

Keywords: Julius Caesar Problem; Criterion of identity; Definition.
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INTRODUCAO

Podemos dizer que Frege é um dos maiores fil6sofos da matematica, se ndo
o maior, que ja existiu. Os Fundamentos da Aritmética, o seu segundo livro, é o maior
classico nesse tema escrito até hoje, e As Leis Bdsicas da Aritmética, o seu terceiro e tltimo
livro, expressa o pensamento maduro de Frege em relacdo as discussdes iniciadas no
segundo livro. Uma vez que Frege é um dos maiores fil6sofos de um campo (filosofia
da matematica) tdo importante para a filosofia analitica, e podemos discutir se ele ndo
é o proprio fundador da filosofia analitica, Frege merece um posto dentre os maiores
tilésofos da contemporaneidade. Assim sendo, entender o desenvolvimento de seu
pensamento ao longo de toda a sua obra torna-se uma tarefa muito importante. Visto
que o problema de Jualio César aparece em livros tanto da juventude filoséfica de
Frege (Os Fundamentos da Aritmética de 1884) como da sua maturidade filosofica (As
Leis Bdsicas da Aritmética de 1893), tal problema é um excelente ponto de partida para
tentarmos entender o desenvolvimento e o amadurecimento do pensamento desse
grande fil6sofo.

Como veremos no primeiro capitulo, Frege foi um revoluciondrio na histéria
da légica, gozando, hoje em dia, do titulo de pai da légica matematica moderna.
Ao discutirmos o problema de Jalio César tanto em Os Fundamentos da Aritmética
como em As Leis Bdsicas da Aritmética, nés estaremos possibilitando a compreensao das
peculiaridades do pensamento de Frege que lhe permitiram entrar para a histéria da
l6gica e, de maneira geral, para a histéria da filosofia. Deste modo, o problema de Julio
César é um tema de extrema importancia exegética.

Além de uma importancia exegética, o problema de Jilio César também possui
uma importancia filoséfica. A execugdo do projeto logicista vislumbrada por Frege tem
como concepgdo subjacente um realismo matematico. Para fundamentar logicamente
a aritmética, Frege ndo abre mdo da tese de que os niimeros existem, ainda que como
entidades abstratas. Para Frege, além do mais, ndo basta simplesmente que os ntimeros
existam. Na condicdo de entidades basicas da aritmética, os niimeros devem também
possuir um critério de identidade satisfatério que, por sua vez, nos permitiria acessa-
los. E é aqui que se encontra a importancia filésofica do problema de Jalio César.
Como veremos no segundo capitulo, o problema de Jalio César atinge a segunda
definicdo de Frege dos ntimeros cardinais. Tal defini¢do tem justamente a forma de
um critério de identidade. Ela é um critério para a identidade numérica. No capitulo
3, além disso, veremos que o problema em questdo também afeta a tentativa de Frege
de introduzir percursos de valor. Frege tenta introduz tais objetos fornecendo um

critério de identidade para eles. Ora, uma vez que, em As Leis Bdsicas da Aritmética,



Frege define os nimeros individuais como percursos de valor, tal critério de identidade
também seria um critério para a identidade numérica. Portanto, o problema de Julio
César, longe de ser um assunto trivial, ¢ um problema filoséfico, a medida que ele
afeta as tentativas de Frege de fornecer um critério de identidade para os nimeros,
impossibilitando assim o acesso a eles.

A fim de abordar o problema de Julio César, eu dividi essa dissertacdo em 4
capitulos. No capitulo 1, “Frege e o projeto logicista”, eu falo da importancia de Frege
para a histéria da filosofia, apresentando as suas contribui¢cdes como l6gico. Além
disso, faco uma introdugdo ao projeto logicista de Frege, apresento o objetivo geral de
sua obra e os respectivos objetivos especificos de cada trabalho seu. No capitulo 2,
“Os Fundamentos da Aritmética e o problema de Julio César”, eu discuto Os Fundamentos
da Aritmética como um todo e, em especial, o problema de Jalio César que atinge a
primeira e a segunda defini¢do dos ntimeros cardinais. Apresento, logo em seguida, as
interpretacdes de Dirk Greimann e Richard Kimberly Heck do problema em questao.
No terceiro capitulo, “As Leis Bdsicas da Aritmética e o problema de Jalio César”, eu
faco uma conexao entre Os Fundamentos da Aritmética e As Leis Bdsicas da Aritmética,
dizendo que no dltimo se encontra a execucdo daquilo que no primeiro foi tracado e
esbocado. Obviamente, também discuto o problema de Jilio César que ocorre na se¢ao
10 desse terceiro livro, e que afeta a tentativa de Frege de introduzir e explicar nomes
para percursos de valor. Ainda no capitulo 3, apresento novamente as interpreta¢des
de Greimann e Kimberly Heck, s6 que agora do problema de Julio César que afeta a
introducdo dos nomes de percursos de valor. Por fim, no dltimo capitulo, em que se
encontram as minhas consideragdes finais, fago uma retomada de tudo que foi dito até

entdo, e discuto a minha prépria interpretagdo do problema de Julio César.



1 FREGE E O PROJETO LOGICISTA

Gottlob Frege (1848-1925) foi um matemadtico e l6gico alemdo. O seu trabalho
em matematica teve como principais objetos de estudo a légica matemaética e os fun-
damentos da aritmética. Ao investigar esses objetos, Frege deu a sua obra um carater
tilosofico e, por isso, ele também é tido como um fil6sofo. Hoje em dia, Frege é con-
siderado o principal personagem dentre aqueles que, de alguma forma, contribuiram
para a fundacdo da l6gica matemédtica moderna, e é por esse motivo que ele é visto por
muitos, com justica, como um légico muito importante. O seu primeiro livro, a Con-
ceitografia, publicado em 1879 e no qual encontramos a primeira versdo de seu sistema
l6gico, representa para a histéria da logica algo semelhante aos Analiticos de Arist6te-
les. Contudo, os dois tiveram importancias distintas: enquanto Arist6teles instituiu
o estudo da légica como disciplina filos6fica, Frege foi o grande responsavel por um
desenvolvimento revoluciondrio em tal disciplina. A sua obra foi revoluciondria, entre
outras coisas, pelos seguintes aspectos inovadores: nela, encontramos uma formulagao
nitida do conceito de fun¢do légica; encontramos, além do mais, a primeira aparicdo
de quantificadores em légica formal, incluindo quantificagdo de segunda ordem; e, por
tim, ela contém o primeiro tratamento formal de quantificagdo multipla. Mais impres-
sionante ainda é que, assim como Aristoteles em seus Analiticos, Frege apresenta essas
ideias inovadoras de uma maneira sistemdtica e exemplar. Na Conceitografia, encon-
tramos um sistema sem lacunas no qual todos os teoremas sdo derivados logicamente
de um pequeno conjunto de axiomas. Complementarmente ao pequeno conjunto de
axiomas, o sistema de Frege também contém poucas regras de inferéncia, o que acaba
tornando longas as provas dos mais simples teoremas.

A escolha de Frege por uma abordagem sistemética é devido a sua concepgao
de légica: “O método de prova mais seguro é, obviamente, o estritamente l6gico, que,
desconsiderando as caracteristicas particulares das coisas, baseia-se exclusivamente
nas leis sobre as quais todo o conhecimento se apoia.” (FREGE, 1972, p. 103)'. Para
Frege, a l6gica é uma sistematizagdo rigorosa das leis da razdo; é a ciéncia que descreve
aquelas leis que governam o pensamento. O pensamento, por sua vez, ndo deve ser
confundido com processos psicolégicos e subjetivos que invariavelmente ocorrem em
nds, e os quais Frege chama de ideias. Para Frege, a reproducédo de contetidos através
das sentengas de sua linguagem légica deve abstrair toda e qualquer subjetividade, que
é completamente irrelevante para as cadeias de inferéncia. Aquilo que é relevante paraa
formulagdo de cadeias de inferéncia é chamado por Frege, na Conceitografia, de conteiido
conceitual (FREGE, 1972, §3) e, em Sobre o Sentido e a Referéncia, de referéncia (Bedeutung).

! “The firmest method of proof is obviously the purely logical one, which, disregarding the particular
characteristics of things, is based solely upon the laws on which all knowledge rests.”



Na Conceitografia, duas sentengas expressam o mesmo contetido conceitual (judicavel)
se delas, juntamente com um determinado conjunto de sentengas S, se seguem as
mesmas consequéncias logicas. Para Frege, a l6gica deve lidar somente com o contetido
conceitual das sentengas, e a sua Conceitografia foi idealizada justamente “[...] para
expressar um contetido (conceitual) por meio de simbolos escritos de uma maneira
mais precisa e perspicua do que é possivel com palavras.” (FREGE, 1972, p. 90-91)%.
Quando ele fala em leis da razdo, ele estd se referindo aquelas leis que determinam o que
é validamente pensavel, isto é, que determinam quais inferéncias estamos legitimados
a fazer, de maneira que o objetivo da logica é especificar o modo como nés devemos
necessariamente pensar a fim de que nossos pensamentos se encontrem dentro das leis
da razéo.

E também na Conceitografia que Frege nos diz, logo no prefécio, o seu principal
objetivo: estabelecer uma fundamentagédo logica da aritmética. O projeto de fundamen-
tar logicamente a aritmética tem como condigdo necessdria e suficiente a demonstracao
de que a ultima é redutivel a l6gica, ou seja, a verificagdo da tese logicista. De acordo
com tal tese, designada por “logicismo” e defendida primeiramente por Frege®, ndo hé
nenhuma diferenga essencial ou substancial entre a aritmética e a l6gica; ainda que ndo
aparentem superficialmente, elas sdo, no fundo, uma e a mesma ciéncia. Tal maneira
de conceber a relagao entre essas duas ciéncias é exposta na seguinte passagem de Os
Fundamentos da Aritmética:

Nao menos essencial para a mateméatica do que a recusa de toda a assisténcia
por parte da psicologia é o reconhecimento de sua ligagdo intima com a légica.
Eu ouso a concordar com aqueles que sustentam que é impossivel separar ni-
tidamente ambas. Todos deveriam ao menos conceder que toda investigagdo
acerca da cogéncia de uma prova ou da justificagdo de uma definicdo é uma
questdo légica. Mas tais questdes ndo podem simplesmente ser eliminadas da
matematica, pois é somente fornecendo uma resposta a elas que nés podemos
alcangar a certeza necessaria. (FREGE, 1960, p. XXI)*

Numa outra passagem, além disso, Frege quase que identifica as leis da aritmética (as

2 “[...] to express a [conceptual] content through written symbols in a more precise and perspicuous
way than is possible with words”

3 Apesar de Frege ser considerado o primeiro logicista, o projeto fregeano numa forma embriondria ja é
encontrado em outros autores, como o proprio Frege (1960, §15) insinua ao expor brevemente as ideias
de Leibniz e W. S. Jevons.

4 “No less essential for mathematics than the refusal of all assistance from the direction of psychology,
is the recognition of its close connexion with logic. I go so far as to agree with those who hold that it is
impossible to effect any sharp separation of the two. This much everyone would allow, that any enquiry
into the cogency of a proof or the justification of a definition must be a matter of logic. But such enquiries
simply cannot be eliminated from mathematics, for it is only through answering them that we can attain
to the necessary certainty.”

4



leis dos ntimeros), que sdo, para ele, juizos analiticos®, com as leis da l6gica (as leis do
pensamento):

O fato de que isto é possivel mostra que os axiomas da geometria sdo indepen-
dentes um do outro e das leis primitivas da légica, e, consequentemente, sdo
sintéticos. O mesmo pode ser dito das proposi¢oes fundamentais da ciéncia
dos nimeros? Aqui, basta que tentemos negar qualquer uma delas e nos en-
contrariamos completamente confusos. Até mesmo pensar ndo mais pareceria
possivel. A base da aritmética é mais profunda, me parece, do que a base de
qualquer das ciéncias empiricas, e até mais do que a base da geometria. As
verdades da aritmética governam tudo que é enumeravel. Este é o dominio
mais amplo de todos; pois a ele pertence ndo apenas o efetivamente real, ndo
apenas o intuivel, mas tudo que se pode pensar. As leis dos ndmeros ndo
deveriam, portanto, ter uma relagdo muito intima com as leis do pensamento?
(FREGE, 1960, §14)°

Os logicistas acreditam, desse modo, que podemos desenvolver toda a aritmética uni-
camente a partir da l6gica, ao definirmos todos os termos e conceitos aritméticos por
meios puramente l6gicos e deduzirmos, com a ajuda de regras de inferéncia que preser-
vam verdade, todos os teoremas da aritmética a partir de axiomas da logica e defini¢des.
Nao haveria, portanto, axiomas e regras de inferéncia de cunho exclusivamente arit-
mético; todos eles seriam, igualmente, teoremas e regras de inferéncia da légica.

Frege considerava a légica como um meio, ou caminho, para resolver o problema
da caréncia de uma fundamentacao satisfatéria para a aritmética. Para entendermos a
solugdo que Frege idealizava para tal problema, levemos em conta que, em seu sistema,
é possivel rastrearmos as cadeias de inferéncia de modo a chegarmos a um conjunto
de pressupostos, ou principios do pensamento, que ndo precisam, eles mesmos, ser
justificados. Tal conjunto de principios, para Frege, representaria o ponto de origem de
todo o conhecimento aritmético, que seria derivavel desse conjunto com o auxilio da

> Por juizo analitico, Frege entende um juizo cuja a justificagao estd pautada somente em definicdes e leis
légicas. Por outro lado, um juizo sintético é aquele cuja a justificacdo tem de estar pautada em leis que
governam uma ciéncia especifica. Além disso, uma verdade tem o cardter a priori se a sua demonstracdo
estd baseada somente em leis gerais, que em si mesmas néo sdo demonstraveis. Por fim, uma verdade é
a posteriori para Frege se em sua prova recorrermos necessariamente a enunciados que expressem fatos
particulares. As defini¢des do préprio Frege se encontram em Frege (1960, §3).

6 “The fact that this is possible shows that the axioms of geometry are independent of one another and
of the primitive laws of logic, and consequently are synthetic. Can the same be said of the fundamental
propositions of the science of number? Here, we have only to try denying any one of them, and complete
confusion ensues. Even to think at all seems no longer possible. The basis of arithmetic lies deeper, it
seems, than that of any of the empirical sciences, and even than that of geometry. The truths of arithmetic
govern all that is numerable. This is the widest domain of all; for to it belongs not only the actual, not
only the intuitable, but everything thinkable. Should not the laws of number, then, be connected very
intimately with the laws of thought?”



l6gica. Assim, a solugdo de Frege para o problema em questdo se daria por meio do ras-
treamento das cadeias de inferéncia de todos os teoremas da aritmética, com o objetivo
de encontrar, ao fim desse procedimento de rastreamento, os principios do pensamento
mencionados. Ao encontrar esse conjunto de principios, Frege analisaria a natureza
de cada um deles, descobrindo, assim, que sdo principios l6gicos, e determinando,
consequentemente, que a natureza do conhecimento aritmético também é 16gica, uma
vez que os teoremas da aritmética seriam derivados desse conjunto de principios. Caso
o sistema em que derivamos os teoremas da aritmética fosse um que, por um lado, esta
pautado em axiomas légicos, mas no qual, por outro lado, existem provas com lacunas,
ndo haveria razdes para acreditarmos que a aritmética tem uma natureza légica, pois
ndo terfamos certeza se as provas dos teoremas da aritmética dependem somente de
axiomas logicos e definigdes em conjuncdo com regras de inferéncia que preservam
verdade. A possibilidade de tal incerteza é indicada por Frege na conclusdo de Os
Fundamentos da Aritmética:

Eu ndo alego ter tornado mais do que provéavel o carater analitico das propo-
si¢des aritméticas, uma vez que ainda podemos sempre duvidar se elas sdo
dedutiveis unicamente a partir de leis puramente légicas, ou se, em alguma
parte, algum outro tipo de premissa ndo tenha se envolvido em suas provas
sem que nés tenhamos percebido. Esta dtivida ndo serd completamente dissi-
pada nem mesmo pelas indica¢des que dei de como provar algumas das pro-
posicoes; ela s6 pode ser removida pela producdo de uma cadeia de dedugoes
sem lacunas, de tal modo que nenhum passo que nio esteja em conformidade
com algum dos poucos principios de inferéncia reconhecidos como puramente
logicos seja dado. (FREGE, 1960, §90)”

E é justamente para evitar essa situagdo que Frege (1960, §4) faz questdo de que, em sua
16gica, sejam construidas somente provas sem lacunas, pois, se num sistema ha somente
provas sem lacunas, o rastro das inferéncias que ocorrem dentro de uma prova nunca se
perde e, desse modo, a natureza daquilo que é derivado pode sempre ser determinada
com base na natureza das sentengas a partir das quais fazemos derivagdes.

Para que tudo isso seja possivel, a linguagem criada por Frege, a Conceitografia,
deve ser uma linguagem légica artificial na qual possamos representar de maneira clara

e precisa inferéncias légicas, por meio da revelacdo da estrutura oculta das sentencas;

7 “I do not claim to have made the analytic character of arithmetical propositions more than probable,
because it can still always be doubted whether they are deducible solely from purely logical laws, or
whether some other type of premiss is not involved at some point in their proof without our noticing it.
This misgiving will not be completely allayed even by the indications I have given of the proof of some
of the propositions; it can only be removed by producing a chain of deductions with no link missing,
such that no step in it is taken which does not conform to some one of a small number of principles of
inference recognized as purely logical.”
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ou seja, para que a Conceitografia torne visivel o modo como sentengas estdo logica-
mente relacionadas, nela devemos poder formular de maneira exata a forma logica
dessas sentencas. Uma tal formulacdo exata, segundo Frege, ndo é realizdvel na lingua-
gem ordindria, a medida que na mesma, tradicionalmente, sentencas sdo analisadas
em termos de sujeito e predicado. Frege (1972, §3 e §9), entdo, abandona a distin-
¢do sujeito/predicado e propde, em contrapartida, uma andlise em termos de fungdo
e argumento®, que tem por objetivo justamente facilitar a representagdo das relagdes
logicas que existem entre sentencas.” Uma vez que a linguagem ordinaria é logica-
mente imperfeita, pois ela ndo revela a estrutura l6gica das sentencas, a Conceitografia
representaria determinados contetidos de modo mais preciso do que ela e, por isso,
seria a mais adequada para revelarmos as rela¢des logicas que existem entre sentencas.

Descrevemos acima o modo como Frege concebia a légica, a saber, como o
instrumento por meio do qual poderiamos fundamentar satisfatoriamente a aritmética.
Aqui, a légica é vista como a linguagem dentro da qual seria possivel levar a cabo o
projeto logicista, e a qual Frege chamava de “Conceitografia”. No entanto, em Frege, ha
ainda uma segunda concepcao de légica. Nessa concepgdo, a l6gica ndo é meramente
a ferramenta que ajudaria a dar fim as preocupagdes de Frege quanto a aritmética, mas

sim é a ciéncia do pensar humano enquanto tal. Frege também considerava a l6gica

8 Para ilustrarmos o que Frege quer dizer com “fungdo” e “argumento”, consideremos o seguinte:
suponhamos que “a” designe o individuo Arquimedes e que “M” designe o conceito ser matemitico.
Assim, o enunciado “M(a)” significard Arquimedes é matemdtico. Agora, suponhamos que “g” e “p”
designem, respectivamente, os individuos Gauss e Pascal. Assim sendo, os enunciados “M(g)” e “M(p)”
significardo, respectivamente, Gauss é matemdtico e Pascal é matemdtico. O que os trés enunciados acima
tém em comum, isto é, “M( )", é justamente aquilo que, para Frege, significa uma fungdo. O que muda
de um enunciado para o outro, a saber, “a”, “g” e “p”, sdo exemplos do que, para Frege, significam
argumentos. Portanto, dentre as partes que compdem o significado de um enunciado, a fungdo é aquela
que sempre permanece inalterada, enquanto o argumento é a parte substituivel. A parte substituivel,
no entanto, ndo precisa ser um individuo ou objeto em geral. Suponhamos, por exemplo, que “F” e “C”
designem, respectivamente, os conceitos ser fildsofo e ser catélico. Deste modo, “F(p)” significard Pascal é
filésofo e “C(p)” significara Pascal é catélico. Ora, se analisarmos os trés enunciados “M(p)”, “E(p)” e “C(p)”,
aquilo que se modifica de um para o outro, isto é, “M”, “F” e “C”, ndo significa um objeto, mas sim um
conceito de primeira ordem; ou seja, a parte substituivel do significado de um enunciado também pode
ser um conceito. No caso dos trés enunciados em questdo, a parte que permanece inalterada significa,
para Frege, um conceito de segunda ordem.

? As distingdes sujeito/predicado e fungdo/argumento sdo formas de analisarmos uma sentenga. Tome-
mos, como exemplo, a sentenca “Aristoteles é discipulo de Platdao”. Uma anélise sujeito/predicado dessa
sentenca nos diria que “Aristételes” é o seu sujeito e “é discipulo de Platdo” o seu predicado. Essa é
a tnica maneira de analisarmos essa sentenca de acordo com a distingdo sujeito/predicado. Por outro
lado, a distin¢ao fun¢do/argumento nos oferece uma multiplicidade de andlises da sentenga “Arist6teles
é discipulo de Platdao”. Numa primeira andlise, “ser discipulo de Platdo” e “Aristételes” significariam,
respectivamente, a fun¢do e o argumento da sentenca acima. J4 numa segunda, “ser mestre de Aris-
toteles” significaria a fungdo e “Platdo” o argumento. Ainda numa terceira andlise, “ser discipulo de”
significaria a funcdo (binaria) da sentenca e “Aristételes” e “Platdo” significariam os seus argumentos.
Por fim, numa tdltima andlise, “ser mestre de” significaria a func¢do (bindria) da sentenca em questdo e
“Platdo” e “Aristételes” significariam os seus argumentos. Em todas as andlises apresentadas acima,
“Aristételes é discipulo de Platdao” significa o mesmo, isto é, expressa o0 mesmo contetido. Para Frege
(1972, §9), a distingdo fungdo/argumento nunca diz respeito ao contetido de uma sentenca, mas somente

a maneira de enxergé-la.



como um campo de estudo, como um objeto a ser investigado. Isso ndo significa,
porém, que ha uma independéncia da légica em relacdo a aritmética. Significa apenas
que a logica ndo é ancilla' da aritmética, que ela ndo existe somente para servir aos
objetivos do aritmético. Enquanto ciéncia, a l6gica também tem as suas proprias leis: as
leis do pensamento (ou da razdo). Como o proéprio nome sugere, essas leis governam o
dominio do pensavel, ou do contavel (para Frege, os dominios do pensével e do contavel
sdo um e o mesmo dominio), que é o dominio mais abrangente que se pode imaginar.
Semelhante as ciéncias naturais, a 16gica também descreve a realidade, mas com uma
diferenca: enquanto as ciéncias naturais tratam de por¢des da realidade, a logica é a
ciéncia que trata das caracteristicas mais gerais da realidade. A légica captura essas
caracteristicas em forma de leis e, deste modo, contém também um aspecto prescritivo.
Assim como as leis de uma sociedade, que prescrevem como os individuos que nela
vivem devem se comportar, as leis da l6gica, igualmente, prescrevem como devemos
pensar. Mas aqui também hd uma diferenca importante: as leis de uma sociedade tém
um carater convencional, dependendo, assim, da concordancia daqueles que legislam,
enquanto as leis da l6gica, a0 mesmo tempo que prescrevem o validamente pensavel,
tém compromisso apenas com a realidade que corretamente descrevem.

Infelizmente, as ideias de Frege ndo foram completamente compreendidas de
inicio e, consequentemente, os seus méritos s6 foram tardiamente reconhecidos. Em sua
época, principalmente dentro do ambiente académico, Frege nado foi considerado mais
do que um simples professor universitario sem grandes sucessos. Somente no inicio
do século XX, o trabalho de Frege comecou a ser adequadamente reverenciado. Dentro
da Alemanha, ele foi citado em textos do célebre fil6sofo Edmund Husserl; mas foi
principalmente no exterior que Frege fez fama, ao ser mencionado, por exemplo, pelo
matemdtico britdnico Bertrand Russell ao longo de sua obra.!’ Devido ao fato de que
a importancia de seu trabalho néo foi reconhecida de imediato, Frege resolveu, antes
mesmo de aplicar o sistema l6gico desenvolvido na Conceitografia para a demonstracao
do logicismo, oferecer uma introducao filoséfica ao seu projeto, que foi publicada em
1884 sob o titulo “Os Fundamentos da Aritmética”. A tentativa de demonstracao do
logicismo através de provas formais e detalhadas s6 foi realizada em seu livro As Leis
Bdsicas da Aritmética, no qual se encontra a versdo amadurecida da légica revoluciondria
de Frege, e cujo os dois volumes foram publicados em 1893 e 1903, respectivamente.
Conceitografia, Os Fundamentos da Aritmética e As Leis Bdsicas da Aritmética foram os
tnicos livros que Frege publicou ao longo de toda a sua vida, e o objetivo principal dos
trés é instituir o logicismo. Frege também publicou alguns artigos, dentre os quais se
encontram Fungdo e Conceito, de 1891, Sobre Conceito e Objeto, de 1892, e Sobre o Sentido

10 “ancilla” é uma palavra latina e significa serva. Ela era o termo utilizado na Europa crista da Idade

Média para se referir ao papel da filosofia em relagdo a teologia.
11 Russell faz referéncia a Frege em seu livro Principles of Mathematics (1903) e em seu artigo On Denoting
(1905).
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e a Referéncia, também de 1892. Os trés artigos visam fornecer uma fundamentagdo
tilosofica para as distingdes necessdrias ao projeto logicista de Frege.

Antes de discutir FA'? e, em especial, o problema de Julio César em FA, gosta-
ria de apresentar algumas defini¢des que Frege propde na Conceitografia de conceitos
importantes que sdo utilizados nas defini¢des fornecidas em FA. O primeiro conceito
a ser definido é o de hereditariedade, que é uma rela¢do de segunda ordem'. Para
Frege (1972, §24), uma propriedade F é hereditdria numa relacdo R se e somente se,
para quaisquer objetos x e i, se x tem a propriedade F e x estd na relacdo R com y, entdo
y também tem a propriedade F. Simbolicamente:

e Herus(F(a), R(a, B)) = YXVy((F(x) A R(x, v)) — F(y))

O segundo conceito a ser definido é o de ancestral forte, que é uma relacdo de primeira
ordem. Segundo Frege (1972, §26), x é ancestral forte de y na R-sequéncia se e somente
se, para qualquer propriedade F, se F é hereditdria na relacdo R e para todo z, se x
estd na relacdo R com z implicar que z tem F, entdo y também tem a propriedade F.

Simbolicamente:

o R¥x, y) =4 YHIVXVY((F(x) A R(x,y)) — F(y)) A Vz(R(x,z) —
F@z)] — F(y)}

Em outras palavras, x é ancestral forte de y na R-sequéncia se e somente se y vem depois
de x na R-sequéncia. O préximo conceito é o de ancestral fraco, outra relacdo de pri-
meira ordem. De acordo com Frege (1972, §29), x é ancestral fraco de y na R-sequéncia

se e somente se x é ancestral forte de y na R-sequéncia ou y é igual a x. Simbolicamente:

® R™(x,y) Zag R*(x, y) V (y = x)

Ou seja, x é ancestral fraco de y na R-sequéncia se e somente se y pertencer a R-sequéncia
iniciada por x. O conceito de ancestral fraco é muito importante na defini¢do de Frege
do conceito de ndmero natural (cardinal finito) em FA. Para Frege (1960, §83), n é um
namero natural (cardinal finito) se e somente se 0 é ancestral fraco de n na S-sequéncia,
que é a sequéncia dada pela relagdo ser sucessor imediato (S(, )) e iniciada por 0. Simbo-

licamente:

12 Daqui em diante, ao escrever “’FA”, refiro-me a “Os Fundamentos da Aritmética” .

13 Uma relacdo de segunda ordem é uma fungdo @(F,G) (em que ‘F’ e ‘G’ representam os espagos de
argumento da fungdo @ e percorrem fung¢des de primeira ordem) cujo o valor para quaisquer argumentos
é sempre um valor de verdade.
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e Nn =def S*40, n)

Dada a defini¢do de Frege de ancestral fraco, n serd um ntimero natural se e somente

se 0 for ancestral forte de n na S-sequéncia ou 7 for igual a 0. Simbolicamente:

o Nn =4 S*0,n) VvV (n=0)

Por fim, Frege (1972, §31) define funcionalidade, que é um conceito de segunda or-
dem'*. Uma relacdo R é funcional se e somente se, para todo x, y e z, se x estd na relagdo

R com y e x estd na relacdo R com z, entdo y é igual a z. Simbolicamente:

o Func,sR(a, B) =g YXVYYz((R(x, y) A R(x,2)) — y =z)

4 Um conceito de segunda ordem é uma fungdo @(F) (em que ‘F’ representa o espaco de argumento da
fungdo @ e percorre fungdes de primeira ordem) cujo o valor para qualquer argumento é sempre um
valor de verdade.
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2 OS FUNDAMENTOS DA ARITMETICA E O PROBLEMA DE JULIO CESAR

Em FA, Frege da prosseguimento ao programa de uma fundamentagdo logica
para a aritmética. Aqui, ele estd preocupado com a natureza dos ntimeros cardinais e
com o conceito de nimero natural. Frege quer definir o conceito de ntimero por meios
puramente l6gicos, para que, com o auxilio de tal defini¢do, seja possivel provar logica-
mente as leis basicas da aritmética. Esse objetivo, no entanto, ndo é nada simples de ser
alcancado, pois, apesar do conceito de nimero ser um dos conceitos aritméticos mais
simples, ainda assim, de acordo com Frege (1960, p. XVI), ele é mais delicado do que a
maioria dos conceitos que encontramos em outras ciéncias. Uma defini¢do do conceito
de nimero em termos estritamente 16gicos, por sua vez, ndo é importante apenas do
ponto de vista do logicismo, mas também porque Frege acredita que somente através
de um tal tipo de definicdo podemos ser bem-sucedidos “[...] em alcangar o conhe-
cimento de um conceito em sua forma pura, em despi-lo dos invélucros irrelevantes
que o obscurecem aos olhos da mente” (FREGE, 1960, p. XIX)". Portanto, as principais
questdes que Frege visou responder e que, assim, orientaram-no na elaboragdo do livro,
sdo: O que sdo os numeros? Eles podem ser definidos? As leis basicas da aritmética
podem ser provadas a partir das defini¢des dos ntimeros por meios puramente 16gicos?
As sentencas da aritmética sdo analiticas ou sintéticas?'®

Essas questdes eram importantes para Frege porque, até a época da publicagdo de
FA, nenhuma fundamentacéo satisfatéria da aritmética havia sido fornecida, de modo
que a tarefa mais urgente no que dizia respeito a essa disciplina era fundamenté-la em
bases mais s6lidas. Antes de ter se dirigido a essa tarefa, Frege (1960, p. XVI) considerou
importante nos dizer, primeiramente, o porqué que era insatisfatério tudo o que foi dito
até entdo sobre os fundamentos da aritmética. Assim, FA estd dividida em duas partes.
A primeira parte estd direcionada a uma critica contra teorias existentes na época sobre
a fundamentacdo da aritmética. Nessa parte, Frege critica pensadores como Mill, Kant,
Moritz Cantor, Schroder e Hankel, dentre os quais alguns sdo contemporaneos dele.
Na segunda parte, Frege apresenta de uma maneira informal, ampla e aprofundada as
suas estratégias para a construgdo de provas e as suas defini¢des dos nimeros naturais
e do conceito de niimero cardinal, sendo a simbologia e 0 mecanismo introduzidos
na Conceitografia poucos utilizados. Frege adotou uma abordagem informal porque,
dentre as finalidades de FA, estd a de motivar o projeto logicista, explicando como as

defini¢des e provas que ele pretende fornecer podem ajudar a identificar a fonte de

15 “[...] in achieving knowledge of a concept in its pure form, in stripping off the irrelevant accretions

which veil it from the eyes of the mind”
16 Essa questdo, em particular, tem para Frege uma importancia antes filoséfica do que matematica, e ela
é formulada em Frege (1960, §3).



nosso conhecimento da aritmética.!”

FA comega com a pergunta “O que é o niimero um?” (FREGE, 1960, p. XIII). Na
introdugdo, Frege (1960, p. XIV) diz que os matematicos de sua época ndo foram capazes
de dar uma resposta satisfatéria para essa pergunta. Segundo ele, os pontos de vista
predominantes sobre a natureza dos ntimeros naturais e dos enunciados da aritmética
estavam equivocados, a medida que eles faziam referéncia, em tltima instancia, ou ao
contetido da experiéncia ou a forma da experiéncia. O contetdo da experiéncia diz
respeito as sensag¢des particulares que os seres humanos vivenciam ao utilizarem os seus
6rgdos dos sentido. Frege (1960, §7) critica, em particular, John Stuart Mill, um fil6sofo
britanico do século XIX que sustentava que as verdades aritméticas estdo fundadas, no
tim das contas, em nossas experiéncias sensoriais. Mill dizia que expressdes como “5” e
“2 +7” designam agregados de coisas, e que os enunciados da aritmética relatam fatos
empiricos sobre a formacdo ou composigdo de agregados. Em oposicdo a Mill, Frege
diz que um ntmero ndo é nem um agregado de coisas, nem uma propriedade de um
agregado, e que as nossas observagdes particulares ndo sdo nem um pouco relevantes
para o caréter verdadeiro dos enunciados aritméticos.

A forma da experiéncia, por outro lado, diz respeito aquela estrutura a qual
todas as experiéncias humanas devem se submeter, e que determina, em especial,
que qualquer acontecimento e qualquer objeto esteja dado no tempo e localizado no
espaco. Tal estrutura estd na base de todas as nossas intui¢des, como, por exemplo,
de nossas intui¢des espaciais. Alguns autores, dentre eles o renomado fil6sofo alemao
Immanuel Kant, defenderam que a aritmética, em tdltima instancia, estd pautada nessa
estrutura. Por essa razdo, Kant sustentava que as sentengas da aritmética sdo sintéticas,
e ndo analiticas. Frege, em contrapartida, diz que a estrutura que constitui a forma da
experiéncia humana nao desempenha nenhum papel na justificacdo de sentencas da
aritmética e, assim, na fundamentacdo da prépria aritmética. Para rebater Kant, Frege
(1960, §5) alega que verdades aritméticas como 263598 + 59687 = 323285 ndo tem a
sua fonte de justificacdo em tal estrutura, pois elas ndo sao intuitivamente verdadeiras,
tampouco intuitivamente evidentes, e, assim, ndo seriam juizos sintéticos. Para Frege,
o fato de que as nossas experiéncias estdo estruturadas de uma certa maneira pode até
indicar o modo como nés chegamos a descobrir determinadas verdades, ou o porqué
que nés compreendemos algumas verdades mais facilmente do que outras, mas ndo que
a estrutura mencionada nos fornece uma base racional para a justificacdo da aritmética.

Frege (1960, §87) defende que as leis aritméticas sdo juizos analiticos, e essa sua critica

17" A opcéo de Frege por utilizar a linguagem ordindria para escrever FA se deve, muito provavelmente,
a sugestdo de Stumpf de que as suas ideias seriam melhor compreendidas e, assim, gozariam de uma
maior popularidade se fossem apresentadas, primeiramente, de uma maneira informal. A ideia de Frege,
inicialmente, era publicar um segundo livro em que ele ja tentaria demonstrar a tese logicista fazendo
uso da linguagem formal da Conceitografia, ideia cuja a tentativa de execugdo foi entdo adiada para o
seu terceiro livro As Leis Bdsicas da Aritmética. Quanto a isso, ver a carta de Frege para Anton Marty (de
29/08/1882) e de Carl Stumpf para Frege (de 09/09/1882).
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a Kant tem como pano de fundo uma nova concepcdo de analiticidade proposta por
ele. Enquanto Frege (1960, §88) aponta que a caracterizagdo de Kant de analiticidade é
limitada, uma vez que ela se aplica somente a enunciados da forma “Todo P é Q”, Frege
(1960, §3) propde que entendamos por juizo analitico aquele juizo cuja a justificagdo
estd pautada somente em defini¢des e leis 16gicas. Naturalmente, essa caracterizagdo
de Frege de analiticidade pressupde, como o préprio Frege (1960, §4) diz, que o carater
analitico ou sintético de um enunciado diz respeito ndo ao contetido que tal enunciado
expressa, mas sim a maneira pela qual podemos justifica-lo.

Ao perceber que nem as sensagdes particulares nem a estrutura que subjaz nos-
sas intui¢des sdo capazes de nos fornecer uma justificacdo das verdades aritméticas,
Frege recorre a 16gica, a ciéncia da razdo, para rivalizar com a experiéncia na tarefa de

fundamentar a aritmética, pois, para ele,

Na aritmética nés ndo lidamos com objetos que conhecemos através dos sen-
tidos como algo estranho e exterior, mas com objetos dados diretamente para
a nossa razdo como o que ela tem de mais familiar, e que lhe sio totalmente
transparentes. (FREGE, 1960, §105)'8

E importante ressaltar que, embora a primeira parte de FA (de §1 a §46) apre-
sente um carédter negativo, em que Frege fornece véarios argumentos demonstrando
que a experiéncia ndo cumpre nenhum papel na fundamentacdo da aritmética, por trds
desses argumentos negativos se encontra um outro positivo, essencial para a rejeigdo
de qualquer relevancia da experiéncia, a saber, a exequibilidade do projeto logicista. O
argumento da exequibilidade, diferentemente dos argumentos negativos, que incen-
tivavam a rejeicdo da experiéncia na tarefa de fundamentar a aritmética, nos mostra
que a experiéncia é simplesmente dispensavel para a realizagdo de tal tarefa, ao in-
dicar que podemos recorrer a légica em seu lugar. Em outras palavras, enquanto os
argumentos negativos apontam os problemas com as abordagens que se reportam a
experiéncia, a exequibilidade do projeto logicista evidencia que propor tais abordagens

é algo simplesmente desnecessério.

2.1 Numeros como objetos independentes e o principio de Hume

Com as criticas feitas na primeira parte de FA, Frege percebe que, embora os

numerais frequentemente ocorram como adjetivos em enunciados, eles, diferentemente

18 “In arithmetic we are not concerned with objects which we come to know as something alien from
without through the medium of the senses, but with objects given directly to our reason and, as its
nearest kin, utterly transparent to it.”

13



de outros adjetivos como as cores, ndo representam propriedades de objetos, sejam
esses objetos singulares ou aglomerados de objetos. Para um melhor esclarecimento,
consideremos os enunciados “As paginas do livro sdo brancas” e “Ha 100 paginas no
livro”. De acordo com Frege, enquanto no primeiro caso a propriedade de ser branca
estd sendo atribuida a cada pagina do livro individualmente, ndo podemos dizer a
mesma coisa no segundo caso, pois as paginas do livro, consideradas individualmente,
ndo tém a propriedade de ser 100. Elas parecem possuir a propriedade de ser 100
somente quando consideradas em conjunto, ou seja, quando consideradas como um
aglomerado de paginas, de modo que as propriedades representadas pelos numerais
ndo podem ser propriedades de objetos singulares. Por outro lado, Frege sustenta que
tais propriedades também ndo podem ser atribuidas a aglomerados de objetos, pois
um mesmo aglomerado pode ser visto de diversas perspectivas e, desse modo, a um
mesmo aglomerado poderiam ser atribuidos diferentes nimeros, o que é estranho.
Exemplificando, consideremos um livro qualquer. Esse livro pode ser visto como
um conjunto de x paginas, digamos 100; ou como um conjunto de y palavras, digamos
10.000; ou, ainda, como um conjunto de z letras, digamos 100.000. Ou seja, a um mesmo
objeto poderiamos atribuir diferentes niimeros simultaneamente. F como se a uma
mesma coisa nds pudéssemos atribuir, a0 mesmo tempo, propriedades contraditérias
entre si, de modo que as propriedades representadas pelos numerais também nao
podem ser propriedades de aglomerados de objetos.

Depois de ter sido mostrado que o dominio de aplicagdo dos ntiimeros nao é
nem os objetos contados, nem os aglomerados formados por esses objetos, Frege (1960,
§46) constata que, quando atribuimos um ntimero a alguma coisa, essa coisa ndo é um
objeto, mas sim um conceito; ou seja, que numa atribuicio numérica é predicado algo de
um conceito.”” Isso quer dizer que, ao afirmarmos, por exemplo, que um piano moderno
é composto por 88 teclas, estamos atribuindo o niimero 88 ao conceito ser tecla de um
piano moderno. Para ser ainda mais preciso, Frege (1960, §51-53) diz que um adjetivo
representado por um numeral, como o que ocorre em “Ha 100 pédginas no livro”, é
parte de um predicado de segunda ordem que, por sua vez, exige como complemento
um predicado de primeira ordem. No caso de nosso enunciado “Hé 100 paginas no
livro”, o predicado de segunda ordem é o predicado “Ha 100 ...”, que é complementado
pelo predicado de primeira ordem “ser pagina no livro”. Uma vez que, para Frege,
o predicado de segunda ordem acima significa um conceito de segunda ordem, que
é complementado pelo conceito de primeira ordem ser pdgina no livro, em enunciados
como “Ha 100 péaginas no livro” é feita uma atribuicdo numérica de segunda ordem a
um conceito de primeira ordem.

O predicado de segunda ordem “H4 100 ...”, assim como qualquer outro predi-

19 “[...] o contetido de uma atribuicdo numérica é uma afirmacao sobre um conceito.” (“[...] the content

of a statement of number is an assertion about a concept.”) (FREGE, 1960, §46).
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cado que expressa uma atribuicdo numérica, é comumente chamado de quantificador
numérico, e ele pode ser escrito, mais precisamente, da seguinte maneira: “Existem
exatamente 100 x, tal que x ...”. J4 na segunda parte de FA, em sua primeira tentativa
de definir os nimeros cardinais, Frege (1960, §55) define os quantificadores numéricos
“H4 exatamente 0 x, tal que x é F”, “Ha exatamente 1 x, tal que x é F” e “Ha exatamente

n+1x, talquex é F”,em que ‘F’ é um predicado arbitrario. A defini¢do é como se segue:*

1. JpxFx (H4 exatamente O x, tal que x é F) = df —JxFx
2. dyxFx (Ha exatamente 1 x, tal que x é F) = df dx(Fx A Vy(Fy = y = x))
3. Jy1xFx (Haexatamenten+1x, talquex é F) = d f Ax(FxAd,y(FyAy# x))

Essas trés clausulas, de maneira conjunta, simbolizariam uma defini¢do recursiva dos
ntimeros cardinais.?! Ao retirarmos o predicado de primeira ordem ‘F’ da expressdo
“JpxFx”, obtemos o predicado de segunda ordem “Jyx( )x”, que designa o conceito
de segunda ordem sob o qual caem todos os conceitos de primeira ordem que ndo
se aplicam a nenhum objeto. Dentro desse conceito de segunda ordem caem, por
exemplo, os conceitos ser corvo branco e ser cisne negro, dentre outros. Igualmente, ao
retirarmos o predicado ‘F’ da expressdo “J;xFx”, obtemos o predicado de segunda
ordem “Jyx( )x”, que designa o conceito de segunda ordem sob o qual caem todos os
conceitos de primeira ordem que se aplicam a exatamente um objeto. Esse conceito
de segunda ordem também pode ser visto como uma propriedade, mas ndo uma de
objetos, e sim uma de propriedades de objetos. Ele é aquela propriedade que todas as
propriedades que se aplicam a exatamente um objeto possuem. De uma maneira geral,
a defini¢do recursiva acima nos permite formalizar logicamente, para todo ntiimero #,

o quantificador numérico “3,x( )x” (“Existem exatamente  x, tal que x ...”).

20 E importante mencionar que nao estou usando a terminologia de Frege. Para ser preciso, as expressoes

que Frege define ndo sdo “Ha exatamente 0 x, tal que x é F”, “H& exatamente 1 x, tal que x é F” e “Ha
exatamente n+1 x, tal que x é F”, mas sim “O ntimero 0 pertence ao conceito F”, “O ntimero 1 pertence
ao conceito F” e “O numero n+1 pertence ao conceito F”. Contudo, os respectivos significados das
expressdes “Ha exatamente 0 x, tal que x é F” e “O ntmero 0 pertence ao conceito F” sdo capturados
pelo mesmo quantificador numérico “JpxFx”, de maneira que elas sdo permutaveis entre si. O mesmo
vale para os outros pares de expressdes correspondentes.

2l Uma definigao recursiva ¢ uma definigao por inducéo a partir de casos bases. Em tal tipo de definicdo,
uma classe de entidades é especificada ou construida ao definirmos alguns casos simples e algumas
regras que permitem formular casos complexos em termos dos casos simples. Na defini¢do em questao,
a classe de entidades que estd sendo especificada é a classe dos conceitos de segunda ordem que sdo
designados pelos quantificadores numéricos definidos. O caso base, ou simples, é a cldusula 1, e a regra
que permite determinarmos os casos mais complexos a partir dos casos anteriores é o passo indutivo da
cldusula 3. A cldusula 2, que é desnecessdria pois é o primeiro caso complexo, é obtida ao aplicarmos a
regra da cldusula 3 a cldusula 1. Podemos também dizer que uma defini¢do recursiva é uma que define
certos objetos ou entidades em termos de objetos previamente definidos que, por sua vez, sio do mesmo
tipo que o objeto que estd sendo definido.
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Como vimos acima, a primeira definicdo de Frege dos ntimeros cardinais define
logicamente os quantificadores numéricos “Jpx( )x”, “J1x( )x”, “I111x( )x” e etc. Frege
percebe, no entanto, que ela ndo serve para uma reducdo logicista da aritmética a
l6gica, por algumas razées. Em primeiro lugar, por meio dela, ndo podemos expressar
o contetdo de equagdes aritméticas, como, por exemplo, “O niimero de pdginas do livro
A = O miimero de pdginas do livro B”. Tal defini¢do, enganosamente, parece servir aos
propositos de Frege, a medida que nela estdo sendo definidas expressdes complexas
das quais 0s numerais, aparentemente, ocorrem como constituintes e, desse modo,
eles também estariam sendo definidos. Contudo, ao observamos que na expressao
“Zix( )x” o numeral ‘1’ ndo estd ocorrendo como um termo singular, mas sim como um
indice do quantificador que deve ser interpretado contextualmente, constatamos que os
numerais ndo sdo constituintes das expressoes definidas acima e, assim, que a primeira
defini¢do de Frege dos ntiimeros cardinais define apenas os conceitos de segunda ordem
designados pelas expressdes “Jpx( )x”, “J1x( )x” e etc, e ndo os ntimeros designados
pelos numerais ‘0", ‘1" e etc.?? O méaximo que a defini¢do recursiva de Frege pode fazer
é nos dizer se dois conceitos de primeira ordem quaisquer, digamos, ser pdgina do livro
A e ser pdgina do livro B, caem sob o mesmo conceito numérico. Uma vez que aquilo
que equacdes aritméticas como “O niimero de pdginas do livro A = O niimero de pdginas
do livro B” afirmam néo é que dois conceitos de primeira ordem caem sob um mesmo
quantificador numérico, mas sim que hd uma identidade entre dois objetos, a saber,
dois ntiimeros, a defini¢do em questdo ndo é capaz de capturar o conteido de uma
equacdo como a exemplificada acima, pois ela ndo define os nimeros como objetos,
como os referentes de termos singulares.

Em segundo lugar, Frege (1960, §56) reconhece que a defini¢do recursiva tam-
bém é insatisfatéria pelo fato dela padecer do problema que ficou conhecido, entre os
comentadores de Frege, como o problema de Jiilio César. Esse problema, como veremos
mais pra frente, afeta, igualmente, a segunda definigdo de Frege dos ntimeros cardinais.
No caso da defini¢do acima, o problema diz que ndo podemos decidir em geral, com
base nela, se algo é ou ndo é um ntmero cardinal. Ou seja, o problema de Julio César
na primeira definicio dos nimeros cardinais acusa tal definicdo de ndo nos fornecer

um bom critério para distinguirmos os ntimeros cardinais do que ndo é nimero car-

22 Segundo Salmon (2017, p.1636-1637), podemos comparar a ocorréncia de “1” na expressdo definida
“J1xFx” com a ocorréncia de “um” em “cardume”, ou com a ocorréncia de “sete” em “videocassete”; ou
seja, para a defini¢do recursiva de Frege, ela seria um mero “acidente ortografico”. Na minha opinido,
Salmoén exagera ao afirmar que as ocorréncias das expressdes “0” e “1” nas cldusulas da definigdo
recursiva sdo meros “acidentes ortograficos”. Apesar de na definicdo em questdo tais expressdes ndo
desempenharem o papel de termos singulares, ou seja, ndo funcionarem como nomes de objetos, elas
cumprem pelo menos uma fungéo: indicar qual é a quantidade de objetos que caem sob um certo conceito
F. Embora ndo possamos, a partir da defini¢cdo recursiva, atribuir sentido a enunciados de identidade
que envolvam niimeros, ela ainda serve para determinar, por exemplo, se dois conceitos de primeira
ordem quaisquer caem sob um mesmo quantificador numérico, e para isso as expressdes mencionadas
sdo importantes.
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dinal. Se quiséssemos saber, por exemplo, se Aristoteles é o ntimero que pertence a
um dado conceito F, ou, para pegarmos o exemplo de Frege, se Julio César é o nu-
mero que pertence a F, nés ndo seriamos capazes de solucionar essas duvidas a partir
da definicdo em questdo, pois nenhuma de suas trés clausulas atribui um sentido aos
respectivos enunciados “H4 exatamente Aristételes x, tal que x é F” (“JaristotelesXFX”) €
“Ha exatamente Jtlio César x, tal que x é F” (“Jjuiio cesarXFx”). Devido a esse problema,
Frege concluiu que, com a defini¢do recursiva, nés ndo apreendemos de fato o que sdo
0s numeros.

Greimann (2003, p. 263) diz que o problema de Jalio César na primeira defini¢do
dos cardinais é que as trés clausulas da defini¢do ndo legitimam uma interpretacado de

nomes de ntimeros®

como termos singulares, pois, ao considerarmos o ntimero que
pertence a um dado conceito F, tais cldusulas ndo seriam capazes de selecionar um
tinico objeto x tal que o enunciado “o ntmero que pertence a F = x” faca sentido. Por
conseguinte, ao substituirmos “x” por um nome qualquer, por exemplo, o nome “Julio
César”, a defini¢do em questdo ndo fornecerd um sentido para o enunciado resultante
“O ntmero que pertence a F = Julio César”. Ainda que substituamos “x” por um
numeral, digamos “1”, tal defini¢do, surpreendentemente, ndo serd capaz de atribuir
um sentido ao enunciado “O namero que pertence a F = 1”. Para Greimann, ndo
estamos legitimados a tratar nomes de niimeros como termos singulares pelo seguinte
motivo: a partir da definigdo recursiva de Frege, ndo conseguimos fornecer um sentido
aos enunciados de identidade que envolvem nomes de ntimeros. A interpretacdo de
Greimann parece estar baseada na principal caracteristica da relagdo de identidade, a
saber, que ela é uma relacdo de primeira ordem, isto é, uma relagdo que s6 admite
objetos como possiveis argumentos. Consequentemente, o simbolo para a relagdo de
identidade “=", igualmente, s6 admite termos singulares como possiveis argumentos,
uma vez que s6 nomeamos objetos com o auxilio de termos singulares. Em outras
palavras, ao ser incapaz de atribuir sentido aos enunciados de identidade envolvendo
nameros, a defini¢do recursiva padeceria de duas faces do mesmo problema: de um
ponto de vista ontolégico, ela ndo capturaria os nimeros da maneira que Frege quer
captura-los, a saber, como objetos independentes; de um ponto de vista linguistico,
ela ndo trataria os nomes de ntimeros como termos singulares. Uma vez que, para
Frege, ndo poderiamos contornar essas duas faces do problema de Julio César a partir
da proépria definigdo recursiva, so restou a ele abandona-la.

H4 ainda, na verdade, um terceiro motivo pelo qual Frege rejeitou a definicdo
recursiva: ela faz uso de uma expressao que ainda néo foi definida. Na definicdo da

expressdo “d,.1xFx” (Ha exatamente n+1 x, tal que x é F), Frege recorreu a expressao

2 Entendo por nomes de ntimeros quaisquer expressdes que tenham a pretensdo de designar nimeros,
sejam eles considerados conceitos de segunda ordem ou objetos independentes. Exemplos de tais nomes
sdo “2”,“4+3”, “o namero que pertence a F”, “O ntmero de Gs”, entre outros.
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“3,xFx” (H4 exatamente n x, tal que x é F), cujo o significado, afirma Frege (1960, §56),
é tdo desconhecido quanto o da expressao que se estd tentando definir.

A interpretacdo de Kimberly Heck (2012, p. 86) do problema de Julio César
da defini¢do recursiva é similar a interpretacdo de Greimann, no sentido de que, para
Heck, também se trata da incapacidade de tal defini¢do de caracterizar expressdes
como “0”, “1” e “1+1”, que ocorrem nas cldusulas, como termos singulares, como
nomes de objetos. De acordo com Kimberly Heck (2012, p. 86), se a defini¢do recursiva
realmente tivesse caracterizado tais expressdes como termos singulares, como partes
“semanticamente significantes”, isto é, que cumprem a fungdo de referir, das expressdes
definidas nas cldusulas, elas seriam substituiveis por uma varidvel. Com isso, Heck
quer dizer que, a fim de caracterizar os nomes de ntiimeros como termos singulares,
a definicdo recursiva teria que explicar, além de expressdes como “JyxFx”, “J;xFx” e
“J;.1xFx”, também a expressdo “J,xFx”, em que o indice “y” é uma variavel que pode
ser substituida pelo nome de qualquer objeto do dominio. Aqui, Heck parece entender
que Frege ndo admitia que uma expressdo pudesse ser substituida por uma variavel
se a mesma hao possuisse um carater autébnomo, ou independente; ou seja, se tal
expressdo fosse meramente um constituinte de uma outra expressdo que soé significasse
algo quando tomada como um todo. Para Kimberly Heck (2012, p. 87), o problema
de Julio César seria, portanto, que a definigdo recursiva ndo nos diz se um nome como
“Jalio César” satisfaz ou ndo a expressdo “Jd,xFx”, em que “F” pode ser qualquer
predicado; em outras palavras, que a defini¢do recursiva ndo nos fornece as condigdes
de verdade de “yi, csserxFx”. Como consequéncia, teriamos que a definigdo recursiva
ndo caracterizou os ntiimeros como objetos, que é a maneira como Frege os concebe,
uma vez que ela ndo caracterizou, igualmente, as expressodes “0”, “1” e “1+1” como
termos singulares, como uma classe de expressdes que, supostamente, se referem aos
nimeros como objetos.

Para Frege, os nimeros sdo objetos, e ele quer defini-los como tais. A sua
primeira definicdo propds que os nimeros fossem conceitos de segunda ordem, e é
por isso que ela ndo nos possibilitou expressar o contetido da equagdo “O niimero de
pdginas do livro A = O niimero de pdginas do livro B”, na qual os nimeros ocorrem como
objetos “independentes”, ou “auto-subsistentes” (FREGE, 1960, §56). Por um lado, a
defini¢do recursiva serviu para caracterizar enunciados em que fazemos atribuicdes
numéricas como afirmagdes sobre conceitos; por outro lado, ela ndo caracterizou os
nuameros cardinais como objetos, e dai o seu caréter insatisfatorio.

Além do mais, parecem haver pelo menos trés razdes para que Frege sustente
que os ntiimeros sdo objetos, que apresentarei agora acriticamente: (1) ao aplicarmos
a matematica em nosso dia a dia, nés nos referimos aos niimeros com o auxilio de
nomes proprios, utilizando-se os numerais, por exemplo, ou empregando-se outros

tipos de termos singulares; em particular, empregando-se descri¢des definidas, como
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“O numero de ovos na geladeira” ou “O numero primo par”.** Para apresentarmos
uma segunda razado, levemos em conta a ontologia de Frege, em que existem somente
dois tipos de entidades, a saber, conceitos e objetos. Se os ntimeros fossem conceitos,
poderiamos, tranquilamente, falar deles no plural, isto é, expressdes como “0s nimeros
zeros” e “os nimeros uns” fariam sentido, uma vez que conceitos, pelo menos os sortais,
admitem plural; (2) dado que tais expressdes ndo fazem sentido algum, os ntimeros
ndo poderiam ser conceitos, de modo que s6 restou a Frege traté-los como objetos.”
Uma terceira razdo que Frege teria para tratar os niimeros como objetos, que ja foi
discutida acima e que serd explorada mais abaixo, é que, (3) na aritmética, os numerais
ocorrem, em geral, em enunciados de identidade, e a identidade é uma relagdo de
primeira ordem, uma relagdo que s6 pode ser saturada por objetos.”® Os motivos
citados, para Frege, sdo mais do que suficientes para tratarmos os niimeros como objetos
independentes, que podem ser reconhecidos como os mesmos nos diferentes contextos
em que sdo inseridos, de maneira que a realiza¢do do projeto logicista idealizada por
ele depende de um esclarecimento do que sdo esses objetos.

A fim de esclarecer o que sdo os nimeros, Frege propde que, em vez de inves-
tigarmos expressdes da forma “Existem exatamente 100 pdginas no livro”, em que o
carater objectual dos ntiimeros nao estd em evidéncia, nos voltemos para o significado
de enunciados como “O ntiimero de paginas no livro é 100”, nos quais o “é”, em vez de
expressar uma atribuicdo de predicado, indica que se trata de uma equacéo, isto é, de
uma identidade entre objetos. Ele diz:

Agora, o nosso interesse aqui é chegar a um conceito de ntimero ttil para
0s propositos da ciéncia; nés ndo deveriamos, portanto, ser desencorajados
pelo fato de que na linguagem ordindria ntimeros ocorram também de forma
atributiva. Isso pode sempre ser contornado. Por exemplo, a proposi¢do “Ju-

piter tem quatro luas” pode ser convertida em “o ntimero de luas de Japiter

2 “Quando nés falamos de ‘0 ntimero um’, nés indicamos por meio do artigo definido um objeto de

investigagdo cientifica determinado e tinico. Nédo existem diferentes nlimeros um, mas somente um. Em
‘" n6és temos um nome préprio, que como tal ndo admite plural [...].” (“When we speak of ‘the number
one’, we indicate by means of the definite article a definite and unique object of scientific study. There
are not divers numbers one, but only one. In ‘I’ we have a proper name, which as such does not admit
of a plural [...].”) (FREGE, 1960, §38).

% “Somente expressdes conceituais podem ser colocadas no plural. Portanto, se falamos de “unidades’,
nds ndo podemos estar utilizando a palavra como equivalente ao nome préprio ‘um’, mas sim como
uma expressdo conceitual.” (“Only concept words can form a plural. If, therefore, we speak of ‘“units’,
we must be using the word not as equivalent to the proper name ‘one’, but as a concept word.”) (FREGE,
1960, §38).

26 “[...] nés falamos de ‘o ndmero I’, em que o artigo definido serve para classificd-lo como um objeto.
Na aritmética essa auto-subsisténcia se apresenta em todo lugar, como, por exemplo, na identidade I +
I=2. [..]. E as identidades sdo, dentre todas as formas de proposi¢do, as mais tipicas da aritmética.”
(“[...] we speak of ‘the number I, where the definite article serves to class it as an object. In arithmetic
this self-subsistence comes out at every turn, as for example in the identity I + I = 2. [...]. And identities
are, of all forms of proposition, the most typical of arithmetic.”) (FREGE, 1960, §57).
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é quatro”. Aqui a palavra “é” ndo deve ser tratada como uma mera cépula,
como na proposicdo “o céu é azul”. Isso se torna evidente pelo fato de que nés
podemos dizer: “o ntimero de luas de Japiter é o nlimero quatro, ou4”. Aqui

"2y
e

tem o sentido de “é idéntico a” ou “é o mesmo que”. De modo que o que
nos temos é uma identidade, afirmando que a expressdo “o ndamero de luas de
Japiter” significa o mesmo objeto que a palavra “quatro”. (FREGE, 1960, §57)*

Em especial, Frege esta interessado no significado de expressdes da forma “O ntiimero
de Fs”, em que “F” pode ser qualquer predicado sortal®, uma vez que tais expressdes
constituem termos singulares que sempre designam ntmeros cardinais®, que sdo os
numeros que Frege estd tentando definir. Dito em outros termos, Frege tem interesse
em expressdes desse tipo porque ele enxerga “O nimero de ()” como uma expressao
funcional a partir da qual obtemos termos singulares que designam ntiimeros cardinais
como objetos sempre que a complementamos com um predicado de primeira ordem.
E interessante observar o movimento que Frege faz aqui: Frege converte uma
questdo sobre a natureza de certos objetos, nomeadamente, os ntimeros cardinais, numa
questdo sobre o significado de determinadas expressdes, a saber, os nomes da forma “O

numero de Fs”. Tal movimento é visto, por alguns®, como o movimento que caracte-

% “Now our concern here is to arrive at a concept of number usable for the purposes of science; we
should not, therefore, be deterred by the fact that in the language of everyday life number appears also
in attributive constructions. That can always be got round. For example, the proposition ‘Jupiter has
four moons’ can be converted into ‘the number of Jupiter’s moons is four’. Here the word ‘is” should
not be taken as a mere copula, as in the proposition ‘the sky is blue’. This is shown by the fact that we
can say: ‘the number of Jupiter’s moons is the number four, or 4’. Here “is” has the sense of ‘is identical
with” or ‘is the same as’. So that what we have is an identity, stating that the expression ‘the number of
Jupiter’s moons’ signifies the same object as the word “four”.”

28 Um predicado é sortal se e somente se ele significar um conceito que possui um critério de identidade e
individualizagdo. A principal caracteristica de um tal conceito é que a ele pode ser atribuido um ntimero
ou artigo indefinido; ou seja, se n for um niimero cardinal e F um predicado sortal, digamos, o predicado
“letra na palavra ‘bola’”, a expressdo “d,xFx” terd sentido. Um exemplo de um predicado néo-sortal é o
predicado “ser dgua no Rio Amazonas”.

% Pois um ntimero cardinal é sempre o ntimero de um conceito F.

30 Por exemplo, por Dummett: “[...] §62 é indiscutivelmente o pardgrafo filosofico mais fértil de todos
os tempos. [...] ele é o primeirissimo exemplo do que veio a ser conhecido como a ‘virada linguistica’
na filosofia. O Grundlagen (Os Fundamentos da Aritmética) de Frege pode ser chamado, com justiga,
de o primeiro trabalho de filosofia analitica.” (“[...] §62 is arguably the most pregnant philosophical
paragraph ever written. [...] it is the very first example of what has become known as the ‘linguistic
turn’ in philosophy. Frege’s Grundlagen may justly be called the first work of analytical philosophy.”)
(DUMMETT, 1991, p. 111). Com “virada linguistica”, Dummett se refere, particularmente, a seguinte
passagem de §62, que serd discutida daqui em diante: “Como, entdo, os nimeros serdo dados para nos,
se n6s ndo podemos ter quaisquer ideias ou intui¢des deles? Uma vez que é somente no contexto de
uma proposi¢do que as palavras tém algum significado, o nosso problema se torna o seguinte: Definir o
sentido de uma proposi¢do na qual um nome de ntimero ocorre.” (“How, then, are numbers to be given
to us, if we cannot have any ideas or intuitions of them? Since it is only in the context of a proposition
that words have any meaning, our problem becomes this: To define the sense of a proposition in which a
number word occurs.”) (FREGE, 1960, §62). Dummett diz ainda: “[...] Frege foi o primeiro a colocar uma
questdo ndo-linguistica e oferecer uma resposta linguistica. Se fosse apenas com base em Grundlagen, §62
e a sua continuacéo, ele ainda mereceria o titulo de avo da filosofia analitica.” (“[...] Frege was the first
to ask a non-linguistic question and return a linguistic answer. If it were on the strength of Grundlagen,
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riza a tradi¢do analitica na filosofia. A resposta de Frege a questdo acima é dada de uma
maneira bem peculiar, de acordo com um principio apresentado na introdugao de FA,
o principio do contexto, segundo o qual ndo devemos indagar pelo significado de uma
expressdo tomada isoladamente, mas somente no contexto de uma proposicao. Frege
(1960, §60) sugere, portanto, que nés ndo investiguemos o significado de expressdes,
em particular, de expressdes da forma “O ntimero de Fs”, consideradas isoladamente,
fora de contexto; caso contrario, correriamos o risco de confundir o significado de uma
tal expressdo com aquelas imagens mentais, as ideias, que ela pode eventualmente
provocar em nds, e que sdo irrelevantes, segundo Frege, em sua investigacdo dos fun-
damentos da aritmética. Deste modo, Frege (1960, §60) entende que somente através do
significado de uma proposicao inteira, considerada como uma unidade de significacao,
podemos compreender o significado de seus elementos constitutivos. Para Frege, por-
tanto, ndo podemos fazer nada para determinar o significado de uma expressdo além
de indicar o modo como essa expressdao contribui para o significado das proposi¢des
nas quais ela ocorre. Aqui, a proposi¢do como um todo é vista como tendo uma certa
prioridade, ou antecedéncia, em relagao aos termos que nela ocorrem.

Uma vez que Frege esta interessado em nomes da forma “O ntmero de Fs”, ele
sugere que analisemos um tipo especial de enunciado em que nomes ocorrem, e que,
para ele, seria o tipo mais apropriado para determinarmos contextualmente o signi-
tficado de nomes. Os enunciados desse tipo sdo os “enunciados de reconhecimento”
(FREGE, 1960, §62), que sdo enunciados de identidade em que de um lado do sinal de
igualdade se encontra o tipo de nome cujo o significado se quer determinar. Frege tem
em vista enunciados de reconhecimento da forma “O ntimero de Fs = x”, em que, de
um lado, encontramos o tipo de nome que se esta tentando definir, a saber, “O nimero
de Fs”, e em que, do outro lado, hd um nome ‘x” qualquer, como “O ntmero de Gs”,
“Aristoételes” ou “Julio César”. A fim de descobrir o que significa “O ntmero de Fs”,
Frege pretende, portanto, especificar o conteido dos enunciados de reconhecimento
mencionados, de modo a revelar como os nomes da forma em questao contribuem para
o significado desses enunciados de identidade. Ao fazer isso, Frege estard definindo os
nameros cardinais, que sdo os referentes de nomes da forma “O ntimero de Fs”, como
objetos.

Inicialmente, Frege considera somente enunciados de reconhecimento da forma
“O ntimero de Fs = O namero de Gs”, isto é, enunciados de identidade em que ‘x’
também é um nome da forma “O ntimero de ()”. A partir de sua andlise do enunciado
“O ntmero de Fs = O ntimero de Gs”, Frege (1960, §63) conclui que esse enunciado é
logicamente equivalente ao enunciado “Ha uma correspondéncia 1-1 entre os conceitos

F e G”. O dltimo enunciado esta afirmando que existe uma relagédo R, tal que R é biuni-

§62 and its sequel alone, he would still deserve to be rated the grandfather of analytical philosophy.”)
(DUMMETT, 1991, p. 112).
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voca’!, e R associa todo objeto que é F a um objeto que é G, e vice-versa®>. A existéncia
dessa relacdo entre os respectivos conceitos F e G pode ser logicamente formalizada

assim:®

o JR((VxVyVz((R(x, y)AR(x,z)) — y = 2)AVxVyVz(R((x, y) AR(z, y)) —
x = z2))AVx(Fx — Jy(Gy A R(x, y))) A Vy(Gy — Jx(Fx A R(x, y))))

Frege (1960, §68) chama de equinumeéricos dois conceitos entre os quais hd uma tal relagdo

1.3* De uma maneira geral, podemos dizer que, para introduzir

de correspondéncia 1-
os nimeros como objetos, Frege define as equacdes entre eles e, para isso, recorre a uma
relagdo de equivaléncia®, a saber, a relagdo de equinumerosidade entre conceitos. Essa
relacdo de equinumerosidade, como acabamos de ver, pode ser expressa em termos
estritamente 16gicos, de modo que a defini¢do acima de “O ntiimero de Fs”, através da
determinacdo do significado do enunciado “O ntmero de Fs = O ntmero de Gs”, é
uma definicdo puramente légica.

Obviamente, a defini¢do em questdo ndo é uma no sentido tradicional, quer di-
zer, ndo é uma definigdo explicita da expressdo que se deseja definir. Ela ndo apresenta
uma outra expressdo que possamos utilizar no lugar de “O ntimero de Fs”, sempre
que esse ocorrer num enunciado. Ao invés disso, a segunda defini¢do de Frege dos
ntimeros cardinais, também chamada, na literatura secundadria, de principio de Hume®,

¢ uma definigdo contextual da expressdo “O nimero de Fs”, e ela é expressa assim:

e O ntmero de Fs = O ntiimero de Gs =4 F ~ G,

em que F e G sdo dois conceitos quaisquer e ‘~” é o simbolo para a relacdo de correspon-
déncia 1-1 (para a relagdo de equinumerosidade) entre conceitos. Tal tipo de defini¢do
caracteriza uma andlise do termo definido, ao mostrar que um determinado tipo de
enunciado, em que o termo ocorre, pode sempre ser substituido por um outro tipo de
enunciado, em que a expressao definida ndo mais ocorre.

No entanto, o principio de Hume também é rejeitado por Frege, pois, por meio
dele, os numeros nédo sao suficientemente determinados. A defini¢do “O ntiimero de Fs

31 As condicBes que uma relagdo R deve satisfazer para ser biunivoca sdo apresentadas por Frege em
Frege (1960, §72).

32 Ou seja, R simplesmente correlaciona os Fs e Gs. Ver Frege (1960, §71).

3 Para a maneira como Frege ilustra a existéncia de uma correspondéncia 1-1 entre dois conceitos F e G,
ver o exemplo dos pratos em Frege (1960, §70).

3 A defini¢do de Frege de equinumerosidade se encontra em Frege (1960, §72).

% Uma relagio de equivaléncia é uma relagdo que é reflexiva, simétrica e transitiva.

3% Os comentadores de Frege chamam tal defini¢do de “principio de Hume” porque Frege (1960, §63), ao
definir a identidade ntiimerica em termos da relacdo de equinumerosidade, menciona Hume, dizendo
que o mesmo j4 havia indicado esse caminho.
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= O nimero de Gs =4 F ~ G” ndo nos fornece uma anélise completa dos enunciados
de reconhecimento que contenham uma expressao da forma “O ntimero de Fs”. Ela
s6 pode ser aplicada, segundo Frege (1960, §66), aos enunciados de identidade em que
ambos os nomes dos dois lados do sinal de igualdade sdo da forma “O ntiimero de Fs”.
Isso quer dizer que a segunda defini¢do de Frege dos cardinais se aplica aos enunciados
de reconhecimento da forma “O niimero de Fs = O nimero de Gs”, mas nao a todos os
enunciados de reconhecimento do tipo “O ntimero de Fs = x”, uma vez que ‘x’ poderia
ser um nome que ndo tem a forma “O namero de ( )”. Se ‘x” fosse substituido, por
exemplo, pelo nome “Jalio César”, a defini¢do ndo determinaria como o enunciado
resultante “O nimero de Fs = Juilio César” deve ser analisado, pois “Jalio César” ndo
é um nome da forma “O ntmero de ()”. Isso significa que, por meio do principio de
Hume, ndo conseguimos saber se o objeto Julio César, referente do nome “Jtlio César”,
é ou ndo é um numero cardinal. Dito de uma outra maneira, a defini¢do em questdo
ndo estabelece o sentido de todos os enunciados de identidade em que um nome como
“O ntimero de Fs” ocorre, mas somente daqueles enunciados de identidade da forma
“O ntamero de Fs = O ntiimero de Gs”. Esse problema com a defini¢do contextual é a
outra ocorréncia do problema de Jlio César em FA.

Frege (1960, §66) chega ainda a dizer que nds sabemos que o enunciado “O
numero de Fs = Jilio César” é falso, para qualquer conceito F; ou seja, que nés conhe-
cemos o sentido de um tal enunciado, de maneira que ndés nunca confundiriamos Julio
César com um numero. Isso, contudo, ndo se dd em virtude da definicdo contextual,
mas sim intuitivamente, o que nao estaria de acordo com o projeto logicista. A tese
logicista ndo nos diz apenas que todas as verdades aritméticas (axiomas e teoremas)
podem ser derivadas unicamente a partir de leis 16gicas e defini¢des, mas, também, que
os respectivos sentidos de todos os enunciados de identidade que envolvem ntimeros
podem ser determinados por meios puramente 16gicos. Ora, uma vez que “O ntmero
de Fs = Julio César” é um enunciado de identidade que envolve nimeros, o seu sentido,
de acordo com o logicismo, deveria poder ser determinado com base unicamente na
l6gica. No entanto, diante do problema de Julio César, ficamos carentes de uma defi-
ni¢do puramente légica dos ntimeros, que forneca sentido para um enunciado como o
acima, de modo que se faz necessario o recurso a um expediente extra-16gico, a intuicdo,
para conhecermos o sentido de um tal enunciado. Portanto, enquanto ndo dispormos
de uma defini¢do puramente l6gica dos nlimeros, o projeto logicista ndo poderd ser
levado adiante, pois, invariavelmente, precisaremos utilizar expedientes extra-l6gicos
para acessarmos o sentido de um enunciado.

O problema com a segunda defini¢do leva Frege (1960, §68) a fornecer, em FA,
uma terceira e tltima definicdo dos nliimeros cardinais. Ela é uma definicdo explicita

da expressao “o ntimero de Fs”, e diz:
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e O namero de Fs =4 A extensdo do conceito ser equinumérico a F

Por uma tal extensdo, Frege parece entender o conjunto que contém, como 0s seus
elementos, os conceitos que sdo equinuméricos a F. Para exemplificar, digamos que
F é o conceito dngulos de um tridngulo. O nimero de Fs serd, portanto, a extensdo do
conceito ser equinumeérico a “Angulos de um tridngulo”. A essa extensdo pertencerdo todos
os conceitos que sdo equinuméricos a dngulos de um tridingulo, ou seja, todos aqueles
sob os quais caem exatamente 3 objetos,' nessa extensdo encontraremos, deste modo,
os conceitos atletas no podium, letras na palavra “céu” e o préprio dngulos de um tridgngulo,
entre outros, uma vez que podemos correlacionar 1-1 os respectivos elementos de cada
um desses conceitos com os elementos de dngulos de um tridngulo. Apesar de ter rejeitado
anteriormente o principio de Hume como uma definicdo do nome “O ntimero de Fs”,
Frege (1960, §73), por meio da defini¢do explicita acima, demonstra que o enunciado
“O ntmero de Fs = O nimero de Gs” é logicamente equivalente ao enunciado “F ~
G”; ou seja, ele demonstra que o principio de Hume é uma consequéncia légica da
definigdo explicita de “O ntiimero de Fs”.

Curiosamente, depois que Frege utiliza a defini¢do explicita para derivar o prin-
cipio de Hume, ele ndo mais faz uso dela. Ela serve praticamente apenas para demons-
trar a equivaléncia entre “O namero de Fs = O ntimero de Gs” e “F ~ G”. Para Frege,
o restante do procedimento de reducao da aritmética a l6gica seria realizdvel somente
com base no principio de Hume. Na verdade, Frege diz que nés ainda precisariamos
da defini¢do explicita para uma outra coisa, a saber, analisar enunciados de reconheci-
mento que contenham somente um nome da forma “O namero de Fs”, pois, por meio
da definigdo contextual, nés ndo conseguimos estabelecer o sentido de um enunciado
de identidade como “O ntmero de paginas do livro A = Jtlio César”. Tal incapacidade
do principio de Hume de estabelecer o sentido do enunciado em questdo parece revelar
que a andlise que a defini¢do contextual faz dos niimeros ndo os representa como obje-
tos. Pois, se a definicdo contextual realmente caracterizasse os ntiimeros como objetos,
deveriamos poder, por meio dela, distingui-los de qualquer outro objeto que resolvés-
semos considerar. Em termos linguisticos, isso quer dizer que, se o principio de Hume
de fato caracterizasse expressdes da forma “O ntimero de Fs” como nomes préprios,
ele deveria, igualmente, fornecer um sentido a todos os enunciados de reconhecimento
em que tais expressdes ocorrem.

Por outro lado, para que, por meio da defini¢do explicita, Frege possa estabelecer
o sentido do enunciado de identidade do pardgrafo anterior, é preciso, antes, que ele
tfaca algumas suposi¢cdes. Em particular, uma vez que Frege define “O niimero de
Fs” como “a extensdo do conceito ser equinumérico a F”, ele precisa supor que, com
a definicdo explicita, nés podemos determinar o valor de verdade de enunciados de

reconhecimento que contenham somente um nome da forma “A extensdo de E”, em
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que ‘E’ é um predicado que designa um conceito qualquer, em especial, um conceito
como ser equinumeérico a F. Se Frege ndo admitisse que, por meio da definigdo explicita,
nds podemos determinar o valor de verdade do enunciado “A extensdo do conceito ser
equinumérico a ‘pdaginas do livro A" = Jalio César”, entdo essa definicdo ndo constituiria
avango algum relativamente a defini¢do contextual de “O ntmero de Fs” e, assim, ndo
haveria nenhum motivo para ter substituido a segunda pela primeira. De fato, Frege
(1960, §107) parece admitir isso, pois ele sustenta que noés ja4 compreendemos o sentido
da expressdo “extensdo de conceito”, ou seja, o respectivo referente de qualquer nome
da forma “a extensdo de E” ja estaria dado para nés como objeto e, portanto, nds
sabemos que o enunciado de identidade acima é falso, pois sabemos, igualmente, que
Julio César ndo é uma extensdo de conceito. No fim das contas, Frege entende que ndo
precisamos de nenhuma explicagdo adicional do que sdo extensdes de conceitos, e que
uma extensdo estd associada a todo conceito.

E interessante notar que a relacio de equinumerosidade, a qual Frege recorre
tanto na segunda como na terceira defini¢do de “O ntimero de Fs”, divide em diferentes
reparti¢Oes a totalidade de conceitos, de modo que, para qualquer nimero 7, todos os
conceitos sob os quais caiam exatamente n objetos pertencerdo a mesma reparticdo.
Assim, todos os conceitos que ndo se aplicam a nenhum objeto pertencerdo a uma certa
reparticdo; todos aqueles que se aplicam a exatamente um objeto pertencerdo a uma
outra reparticdo, diferente da anterior, e assim sucessivamente. Enquanto os conceitos
da mesma reparticdo sdo equinuméricos, aqueles de reparti¢des distintas ndo o sdo.
Essa propriedade da relacdo de equinumerosidade de dividir os conceitos em diferentes
reparticdes permite que nés compreendamos a terceira definigdo de Frege dos ntimeros
cardinais como atribuindo um ntmero n aquela reparticio de conceitos que valem
exatamente de n objetos, uma vez que dois ou mais conceitos tém o mesmo namero se
e somente se eles forem equinumeéricos, isto é, se e somente se eles pertencerem a mesma
reparticdo. Podemos dizer ainda que a defini¢do explicita de Frege estd identificando
os nuimeros com tais reparticdes, de maneira que o ntimero 2, por exemplo, serd a
reparticdo que contém os conceitos sob os quais caem exatamente dois objetos.

Como vimos acima, a relagdo de equinumerosidade é uma relagdo de equiva-
léncia. De um modo geral, qualquer relacdo que efetue uma tal divisdo em reparti¢des
de nosso universo de discurso é uma relagdo de equivaléncia, e as reparticdes que sdo
originadas pela relacdo de equivaléncia podem ser chamadas, igualmente, de classes de
equivaléncia. Dito isto, podemos seguramente afirmar que, como coroldrio da defini-
¢do dos nimeros em termos de extensdes de conceitos, a relacdo de equinumerosidade
@ também é definida para o conjunto de todos os conceitos ¥, de tal maneira que, se C é
um conceito e {C} é a classe de equivaléncia de C relativamente a relacdo de equinumero-
sidade @, entdo, para qualquer conceito F pertencente a ¥, C estard na relagdo @ com F
se e somente se {C} e {F} forem idénticos; ou seja, a partir da defini¢do explicita de Frege,
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deduzimos que dois conceitos quaisquer sdo equinuméricos se e somente se as suas
respectivas classes de equivaléncia forem idénticas. Ilustrada de uma tal maneira, a
terceira definicdo de Frege dos niimeros cardinais associa a todo conceito F pertencente

a ¥ um objeto {F}, que é a classe de equivaléncia de F, isto é, o seu nimero, de modo que

e VYFYG(®(F,G) = {F} = {G})

vale.
Ap6s ter definido os nliimeros cardinais em termos de extensdes de conceitos,

Frege (1960, §72) apresenta, finalmente, a sua definicdo do conceito de nimero cardinal:

e 1 é um numero cardinal =4 hd um conceito F tal que n é igual ao
dinal =4 h to F tal 1

numero de Fs

Ao aplicarmos a definigdo explicita, temos que:

e n é um namero cardinal =4r hd um conceito F tal que n é igual a

extensdo do conceito ser equinumeérico a F

E importante ressaltar que, aqui, Frege ainda néo esta definindo os ntimeros naturais
individuais, e sim o conceito geral de ntiimero cardinal. Além disso, tanto com a
definicdo contextual como com a defini¢do explicita, Frege nado estava tentando definir
os nimeros naturais, mas sim a expressao “O ntiimero de ()”, que é a maneira como 0s
nuameros cardinais sdo dados para nds, pois um ntmero cardinal, como diz a defini¢do
acima e como ja foi dito anteriormente, é sempre um nimero de um certo conceito,
isto €, um ndmero que responde a pergunta “Quantos Fs existem?”. Uma vez que os
nimeros naturais também podem ser usados para responder a pergunta “Quantos Fs
existem?”, eles, igualmente, sdo considerados por Frege ntiimeros cardinais.

Ha uma diferenca importante, no entanto, entre o conjunto dos ntimeros naturais
e o conjunto dos ntimeros cardinais: enquanto o primeiro contém somente niimeros
finitos, ao segundo pertencem também nimeros infinitos. Isso porque, assim como com
os nimeros finitos, os niimeros infinitos também podem ser usados para responder a
pergunta acima. Consideremos, por exemplo, a pergunta “Quantos niimeros naturais
existem?”. O namero que responde a essa pergunta é designado, por Frege (1960, §84),
pelo simbolo “e0;”. 001 é o niimero que indica a cardinalidade do conjunto dos niimeros
naturais, isto é, co; = O ntimero do conceito ser niimero natural. Como oco; é usado para
contar os elementos de um determinado conjunto, ou seja, ele é o nimero de um certo
conceito, co; também é um ntmero cardinal, embora ndo seja um ntimero natural. co;

¢ um ndmero infinito, ou, para seguir a terminologia habitual, transfinito.
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2.2 Heck e Greimann sobre o problema de Julio César em FA

A formulagdo de Frege do problema de Jalio Cesar diz que o principio de Hume
ndo nos permite decidir de um objeto qualquer, que ndo nos é dado como um ntimero,
se ele é ou ndo é um ndmero. Tal formulacdo pode nos dar a entender que Frege
esperava que, por meio do principio de Hume, pudéssemos adquirir conhecimento,
pois, ao falar em “decidir”, Frege parece estar exigindo do principio de Hume que ele
nos diga quais objetos sdo niimeros e quais objetos nao o sdo. Kimberly Heck (2012,
p- 84-85) nos diz, no entanto, que a questdo em pauta ndo é epistemolégica, ou seja,
que a objecdo de Frege ao principio de Hume ndo diz respeito ao que podemos ou
ndo vir a saber por meio dele. De acordo com Kimberly Heck (2012, p. 85), Frege ndo
estd exigindo do principio de Hume que ele resolva, ou responda, questdes relativas a
equagdes aritméticas no geral. Ndo seria o papel do principio de Hume, por exemplo,
nos dizer quais equacdes aritméticas sdo verdadeiras e quais sdo falsas. Ele ndo nos
dird o valor de verdade nem de equagdes cuja a verdade ou falsidade nés conhecemos,
como “o ntmero de corvos brancos = o ntimero de cisnes negros”, nem o valor de
verdade de equagdes cuja a verdade ou falsidade nés desconhecemos, como “o ntimero
de ntiimeros pares que ndo sdo a soma de dois primos = o nimero de objetos diferentes
de si mesmo”. O papel do principio de Hume é outro: explicar o que sdo os niimeros.
Para isso, ele deveria explicar o que significam as expressdes como “o ntimero de Fs”,
estabelecendo, para qualquer x, o significado de enunciados de identidade da forma
“O namero de Fs = x”.

Uma vez que estabelecer os significados de tais enunciados é fixar as condigdes
de verdade deles, o que o principio de Hume pode fazer, segundo Kimberly Heck (2012,
p- 85), é auxiliar na determinagdo da verdade desses enunciados, fixando, para isso, as
condicdes de verdade deles. Antes, contudo, duas condi¢des precisam ser satisfeitas:
(1) o enunciado de identidade é da forma “O ntmero de Fs = O ntmero de Gs”; e (2) o
mundo satisfaz as condi¢des de verdade do enunciado de identidade em questdo. No
fundo, o que determina, e o que deve determinar, o valor de verdade de um enunciado
de identidade é o mundo, sendo a obje¢do de Frege ao principio de Hume ndo a sua
incapacidade de determinar, por si s6, o valor de verdade de um enunciado como “o
nimero de Fs = Julio César”, mas sim a sua incapacidade de estabelecer as condi¢des
de verdade de todos os enunciados de identidade que envolvam uma expressdo da
forma “o namero de Fs”.

De acordo com Greimann (2003, p. 270), as duas ocorréncias do problema de Jalio
César em FA colocam para Frege, no fundo, o mesmo problema: os respectivos critérios
fornecidos pelas defini¢des para que algo seja o niimero de um certo conceito F ndo
determinam completamente a referéncia de nomes de ntimeros. Segundo Greimann

(2003, p. 270), as defini¢des em questdo ndo fixam completamente a referéncia de um
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nome como “o numero de Fs” porque elas ndo demarcam nitidamente o campo de
aplicacdo do conceito ser o niimero que pertence a F. Aqui, o problema de Jalio César
é visto como um problema 16gico, cuja a origem estd na exigéncia de Frege (1960,
§74) de que a referéncia de todas as expressdes, sejam essas expressdes funcionais ou
termos singulares, esteja completamente determinada. S6 assim poderiamos usar uma
expressdo na linguagem logicamente perfeita de Frege, a Conceitografia. Para Frege,
uma defini¢do dos nimeros cardinais determinaria completamente a referéncia de um
termo singular como “ontimero de Fs” se e somente se ela estabelecesse as condigdes de
verdade de “o ntimero de Fs = x”, em que x percorre ndo somente os niimeros cardinais,
mas todos os objetos do dominio. Em outras palavras, uma tal definicdo determinaria
a referéncia de “o ntimero de Fs” se e somente se ela tragasse precisamente o campo de
aplicagcdo do conceito ser idéntico ao niimero de Fs. Ao tomarmos “n” como sendo um
nome de nimero qualquer, o problema de Jilio César seria, portanto, que as tentativas
apresentadas de defini¢do dos cardinais ndo tragam precisamente o campo de aplicacdo
do conceito ser idéntico a n, uma vez que elas ndo estabelecem, para todo x, as condi¢des
de verdade de “n = x”. Ou seja, por meio dessas defini¢des, nés ndo sabemos se o
conceito ser idéntico a n se aplica a um x qualquer como Julio César, pois elas ndo nos
fornecem as condicoes de verdade de “n = Julio César”.

Para Greimann (2003, p. 270), tal exigéncia de Frege, que chamaremos de prin-
cipio da determinagdo completa, é resultado de sua busca por um sistema que garanta a
validade de todas as leis 16gicas. A lei l6gica que Frege estaria procurando validar ao
adotar esse principio é, por sua vez, a lei do terceiro excliido, que seria apenas uma
outra formulacdo do principio da determinagdo completa. Deste modo, para Grei-
mann, o problema de Jalio César em FA é apenas uma consequéncia da validagdo da
lei do terceiro excluido no sistema de Frege. Contudo, ndo é ponto pacifico entre os
comentadores de Frege que ele j4 havia adotado o principio da determinagdo completa
em FA. Por um lado, existe o préoprio Greimann (2003, p. 270-271), que defende que
Frege ja havia adotado tal principio. Greimann fundamenta o seu posicionamento na
seguinte passagem de FA, em que Frege estaria, segundo ele, expressando o principio
da determinacdo completa:

Tudo que pode ser exigido de um conceito do ponto de vista da l6gica e tendo
em vista o rigor de prova é somente que os limites para a sua aplicagdo estejam
nitidos, que noés sejamos capazes de decidir com seguranga sobre todo objeto
se ele cai sob esse conceito ou ndo. (FREGE, 1960, §74)%

37 “All that can be demanded of a concept from the point of view of logic and with an eye to rigour of
proof is only that the limits to its application should be sharp, that we should be able to decide definitely
about every object whether it falls under that concept or not.”
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Por outro lado, existe o Kimberly Heck (1997, p. 279-280), que sustenta que ndo ha
indicios de que Frege ja havia aderido ao principio da determinacdo completa em FA.
De acordo com Heck, afirmar que a genésis do problema de Jtlio César se encontra na
adocdo de tal principio por parte de Frege é atribuir a Frege, sem justificagdo alguma,
um principio que ele s6 viria a adotar explicitamente a partir de 1891.

Kimberly Heck (2012, p. 87) entende que o problema de Jalio César que atinge a
segunda defini¢cdo dos cardinais é o mesmo que aquele que atinge a defini¢do recursiva
dos cardinais, s6 que colocado de uma maneira diferente. No caso em questdo, o
problema é que a definigdo contextual ndo caracterizou as expressdes da forma “o
numero de Fs” como termos singulares, como nomes de objetos, uma vez que a mesma
ndo estabeleceu o significado de todos os enunciados de identidade que envolvem
nomes de ntimeros. De acordo com Kimberly Heck (2012, p. 87), se a definicdo
contextual tivesse de fato sido bem sucedida em caracterizar as expressdes da forma “o
numero de Fs” como termos singulares, entdo num enunciado de identidade como “o
namero de Fs = o nimero de Gs” a expressdo “o ntimero de Fs” poderia ser substituida
por uma variavel. Comisso, Heck estd afirmando que se o principio de Hume realmente
tivesse cumprido o papel para o qual ele foi desenvolvido, por meio dele deveria ser
possivel apreendermos nédo s6 o sentido de identidades da forma “o ntimero de Fs =
o numero de Gs”, mas também o sentido da identidade “x = o nimero de Gs”, em
que “x” é uma varidvel que percorre os nomes de todos os objetos do dominio. Para
Heck, o problema de Julio César na segunda defini¢do dos cardinais é, portanto, que
tal definicdo ndo nos diz nada sobre se um nome como “Jalio César”, que ndo possui a
forma “o numero de Fs”, satisfaz ou ndo o enunciado de identidade “x = o niimero de
Gs”; ou seja, que tal definicdo ndo nos fornece as condi¢des de verdade de “Julio César
= o nimero de Gs”. Uma vez que a abordagem de Heck caracteriza o problema de
Jalio César em FA como um problema quanto ao significado, ou sentido, de enunciados
de identidade que envolvem nomes de nimeros, o problema de Jalio César em FA é,
para Heck, um problema seméntico.

Um outro motivo pelo qual Heck caracteriza o problema de Jalio César em
FA como um problema seméantico diz respeito ao tipo de questdo que Frege estava
tentando responder ao formular o principio de Hume, e que, no fim das contas, o levou
ao problema de Jalio César. Como vimos, Frege propos o principio de Hume para
responder a questdo de como os ntimeros sdo dados para nés, uma vez que eles nao sao
objetos que podemos acessar espaco-temporalmente. De acordo com Kimberly Heck
(2012, p. 115), Frege entendia essa questdo como uma questdo semantica, que poderia
ser colocada também do seguinte modo: como podemos estabelecer o significado, ou

sentido, de expressdes que, supostamente, se referem aos ntimeros como objetos? Essas
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expressoes eram, para Frege, os nomes de niimeros, em particular, as expressdes da
forma “o ntimero de Fs”, que designam os niimeros cardinais como objetos. Uma vez
que a questdo que Frege estava tentando responder, e que cuja a tentativa de resposta
o levou ao problema de Julio César, era uma questdo semantica, Kimberly Heck (2012,
p- 115) sustenta que o problema de Jalio César em FA é um problema semantico, ou
seja, um problema que diz respeito ao significado de expressdes de determinada forma.

Ao contrario de Frege, Kimberly Heck (2012, p. 87-88) nos diz que a partir
do principio de Hume nés podemos entender sim o que significa a identidade “x = o
numero de Gs”. No entanto, esse entendimento, segundo Heck, é substitucional, ou seja,

‘", 7

nds compreendemos a varidvel “x” em “x = o nimero de Gs” de tal modo que nés s6
admitimos como possiveis substitui¢des para “x” um determinado tipo de expressdo,
a saber, os nomes da forma “o namero de Fs”. Em outras palavras, nés tratamos
“x” no enunciado de identidade “x = o nimero de Gs” substitucionalmente, como se
a sua classe de substituicdo contivesse somente nomes da forma “o ntmero de Fs”.
Consequentemente, o principio de Hume, para Heck, captura a nossa compreensao de
tal enunciado de identidade e, deste modo, captura também a nossa compreensdo dos
nameros. Uma vez que Frege levantou o problema de Jalio César contra a sua segunda
defini¢do dos cardinais, ou seja, uma vez que ele se perguntou, dada a defini¢do
contextual, qual seria o significado de um enunciado de identidade como “o ntimero
de Fs =Julio César”, o seu entendimento das varidveis de seu sistema parece ser objectual,
o que significaria que, para Frege, uma varidvel pode a principio ser substituida pelo
nome de qualquer objeto do dominio, e ndo somente pelos nomes de determinado tipo
ou forma.

Para fundamentar a sua posi¢do de que o nosso entendimento da identidade “x
= onumero de Gs” é substitucional, Kimberly Heck (2012, p. 88) pede que suponhamos
que Julio César é o namero do conceito F, de maneira que ao dizermos que Julio César
é igual ao ntiimero do conceito G, também estamos dizendo que o ntiimero do conceito
F éigual ao ntimero do conceito G. Com essa suposi¢do, Heck quer ressaltar que, ainda
que uma identidade seja entre dois ntimeros cardinais, no caso em questao o nimero
de Fs e o numero de Gs, é possivel que nés ndo compreendamos o que significa dizer
que tais nameros estdo numa relacdo de identidade, pois dada a suposicdo, Julio César
é o nimero de Fs, de modo que a sentenga que expressa a identidade entre esses dois
ndmeros é “Jalio César = o namero de Gs”, que é uma sentenca de identidade que
nds ndo compreendemos. Em outras palavras, Heck estd defendendo que a nossa
compreensao de uma identidade entre dois ntimeros depende de como esses ntimeros
estdo dados. No exemplo acima, nés ndo apreendemos o significado da identidade
entre o nimero de Fs e o nimero de Gs porque o nimero de Fs estava dado como “Julio
César”, e ndo como “o ntimero de Fs”. A constatacdo de que nés s6 apreendemos o

significado de uma tal identidade se ambos os ntiimeros estiverem dados na forma “o
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namero de Fs” confirma, de acordo com Heck, que o nosso entendimento do enunciado
de identidade “x = o niimero de Gs” é substitucional.

Eu discordo tanto da interpretacdo de Greimann do problema de Jilio César em
FA, segundo a qual o problema tem raizes légicas, como da interpretacdo de Heck do
mesmo problema, que diz que ele tem raizes semanticas. Com a minha discordancia, eu
ndo estou negando que o problema de Jalio César coloque tanto um problema l6gico
como um problema semantico para Frege. O que quero discutir ndo é quais tipos
de problemas o problema de Jalio César coloca para Frege, mas sim como o mesmo
entendia esse problema. A meu ver, Frege ndo entendia o problema de Jalio César em
FA nem como um problema 16gico e nem como um problema semantico, mas como um
problema primordialmente formal. Ou seja, a principal preocupacdo de Frege ndo era
que o principio de Hume néo satisfaz o principio da determinac¢do completa e, assim,
ndo garante a validacdo da lei do terceiro excluido, e nem que o principio de Hume nao
estabelece o significado de todos os enunciados de identidade que envolvem nomes de
nameros. A sua principal preocupagdo era que o principio de Hume ndo dé conta de
todos os enunciados de identidade bem-formados do sistema 16gico subjacente.

Apesar de, em Os Fundamentos da Aritmética, Frege ter adotado uma abordagem
informal, o que torna dificil a identificacdo do sistema l6gico subjacente, a minha
interpretagdo tem como suposicdo que tal sistema é o mesmo que aquele apresentado
em 1879 na Conceitografia, s6 que com alguns acréscimos importantes. Entre esses
acréscimos, os mais relevantes para a discussdo em questdo sdo os seguintes: (1) a
introdugdo dos ntimeros cardinais no dominio de objetos, atrdves da definicdo de
nomes (da forma “o ntimero de Fs”) que designam esses ntimeros como objetos; (2)
a introducdo dos ntimeros naturais no dominio, por meio da defini¢do explicita dos
mesmos em termos de percursos de valor; e (3) o estabelecimento do principio de Hume
como o critério de identidade numérica. Contudo, tais acréscimos, que ja significam
uma expansdo significativa do sistema l6gico da Conceitografia, ainda ndo pareciam
ser suficientes para satisfazer as pretensdes logicistas de Frege, pelo seguinte motivo:
Frege ndo ambicionava reduzir apenas a aritmética dos nimeros naturais a l6gica, mas
também fundamentar as outras aritméticas, como a aritmética dos niameros inteiros e
a dos nameros reais, em bases puramente légicas. Tal ambicdo de Frege ndo pode ser
alcangada com base no principio de Hume, de modo que foi ela que o levou a objetar a
ideia de que tal principio seria um bom critério de identidade numérica.

A ideia de que Frege pretendia expandir o sistema légico de FA de modo a
englobar ndo s6 os nimeros naturais, mas também outros tipos de nameros, é sugerida
nas seg¢des finais de FA, entre §92 e §104. Frege diz: “Até o momento noés restringimos
a nossa atencdo aos Numeros [naturais]. Vamos agora dar uma olhada nos outros

tipos de ntimeros, e tentar fazer algum uso neste campo mais amplo daquilo que nés
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aprendemos no campo anterior.” (FREGE, 1960, §92)%. Aqui, Frege visa claramente
estender as discussoes relacionadas aos nimeros naturais para outros tipos de nimeros.
Além do mais, Frege se faz a seguinte pergunta: “Como entdo os niimeros complexos
serdo dados para nos, e as fragdes e os numeros irracionais?” (FREGE, 1960, §104)%.
Ao se fazer essa pergunta, Frege parece querer estender o seu dominio de objetos, que
até entdo engloba s6 os ntimeros cardinais (e entre eles os nimeros naturais), para um
dominio que contenha também outros tipos de niimeros, de modo que uma redugdo
de outras aritméticas a légica seja possivel.

Contudo, ao longo de sua obra, Frege diversas vezes sustentou que qualquer
expansdo do dominio de objetos exige novas atribui¢oes de significado as fun¢des que
foram anteriormente definidas, de maneira que essas redefini¢des das fungdes englo-
bassem também os objetos recentemente introduzidos. No caso particular das fun¢des

de soma e multiplicacdo, Frege diz:

Se nés abandonarmos este método de tratamento puramente formal, nés pode-
mos nos ater a circunstancia de que, simultaneamente a introducdo de novos
numeros, os significados das palavras “soma” e “produto” sdo estendidos.
[..]. Entdao vamos escolher, ao invés disso, como a nossa raiz quadrada de
-1 o intervalo de tempo de um segundo, e que este seja simbolizado por i.
Deste modo, 3i significard o intervalo de tempo de 3 segundos, e assim por
diante. Qual objeto devemos entdo simbolizar por, digamos, 2 + 3i? Qual
significado deveria ser atribuido ao simbolo da soma neste caso? Agora, isto
deve ser estabelecido de maneira geral para todos os casos semelhantes, o que
claramente nao ser4 facil. (FREGE, 1960, §100)*

Num artigo de 1891, Frege continua sustentando essa exigéncia quanto as fungdes an-
teriormente definidas, dizendo, de novo a respeito da fun¢do da soma, que ela precisa
ser redefinida toda vez que houver uma expansdo do dominio de objetos:

[...] Contanto que os tinicos objetos que a aritmética trate sejam os [nimeros]
inteiros, as letras a e b em ‘a + b’ indicam somentes os inteiros; o simbolo da

3 “Up to now we have restricted our treatment to the [natural] Numbers. Let us now take a look at the

other kinds of numbers, and try to make some use in this wider field of what we have learned in the
narrower.”

% “How are complex numbers to be given to us then, and fractions and irrational numbers?”

40 “If we abandon this purely formal method of treatment, we may fasten instead on the circumstance that,
simultaneously with the introduction of new numbers, the meanings of the words ‘sum” and “product’
are extended. [...]. So let us choose instead as our square root of —1 the time-interval of one second, and
let this be symbolized by i. Thus 3i will mean the time-interval of 3 seconds, and so on. What object
shall we then symbolize by, say, 2 + 3i? What meaning should be assigned to the plus symbol in this
case? Now this must be laid down generally for all such cases, which clearly is not going to be easy.”

32



soma precisa ser definido apenas entre os inteiros. Toda expansdo do campo ao
qual os objetos indicados por a e b pertencam nos obriga a fornecer uma nova
definicdo do simbolo da soma. Parece ser exigido pelo rigor cientifico que nds
asseguremos que uma expressdo nunca se torne bedeutungslos; nés devemos
cuidar para que nds nunca calculemos com simbolos vazios na crenga de que
estamos lidando com objetos. (FREGE, 1997, p. 141)*

Ainda numa terceira passagem, encontrada em seu livro As Leis Bdsicas da Aritmética,

mais especificamente, no segundo volume datado de 1903, Frege diz:

[...] Contudo, o simbolo de adigdo foi explicado apenas se a referéncia de toda
combinagdo de simbolos possivel da forma ‘a + b’ foi determinada, indepen-
dentemente dos nomes préprios referenciais que possam ser inseridos para
‘a’ e 'b’. Porém, se explicarmos tais combinagdes de simbolos apenas para o
caso em que para ‘a’ e ‘b’, por exemplo, simbolos para nlimeros reais inteiros
forem considerados, entdo na verdade explicamos somente essas combinagdes
de simbolos, ao invés do simbolo de adigdo, violando assim um outro prin-
cipio béasico de defini¢do que ainda sera discutido. E nés ainda imaginamos,
de forma inconsciente, que a referéncia do simbolo de adigdo é conhecida, e o
tratamos assim também naqueles casos para os quais nenhuma explicagdo foi
dada. (FREGE, 2013, §65, Vol.2)*2

Dadas as passagens citadas, podemos dizer que, com tal exigéncia, Frege esta
apenas demandando que o principio da determinagdo completa seja respeitado, pois, ao
introduzirmos novos objetos no dominio, as fun¢des anteriormente definidas deixam
de estar completamente determinadas para todos os objetos que estamos legitimados a
considerar, de maneira que uma redefini¢do de cada uma delas se faria necessaria. E é
justamente tendo essa exigéncia em mente que Frege compreende o problema de Jdlio
César em FA.

Para entendermos de que modo Frege o compreende, relembremos como Frege

41 “[..] So long as the only objects dealt with in arithmetic are the integers, the letters a and b in ‘a +

b’ indicate only integers; the plus sign need be defined only between integers. Every widening of the
field to which the objects indicated by a and b belong obliges us to give a new definition of the plus
sign. It seems to be demanded by scientific rigour that we ensure that an expression never becomes
bedeutungslos; we must see to it that we never perform calculations with empty signs in the belief that
we are dealing with objects.”

42 “[...] However, the addition-sign has been explained only if the reference of every possible combination
of signs of the form ‘a + b’ has been determined, whatever referential proper names might be inserted for
‘a’ and ‘b’. Yet if one explains such combinations of signs just for the case, for example, where signs of
whole real numbers are to be taken for ‘a” and ‘b’, then one has indeed only explained those combinations,
rather than the addition-sign, thereby violating a second basic principle of definition which remains to
be discussed. And still one unwittingly imagines that the reference of the addition-sign is known and
treats it accordingly also in those cases for which no explanation has been given.”
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chegou a formulagao do principio de Hume em FA. Frege procurava definir a expres-
sdo “o numero de Fs”, que se definida adequadamente de acordo com as exigéncias
fregeanas quanto a defini¢des, nos concederia acesso aos niimeros naturais e aos car-
dinais transfinitos. Para defini-14, Frege julgou necessario um enunciado que pudesse
ser convertido numa identidade entre nomes da forma “o ntimero de Fs”, ou seja, um
enunciado cujo o contetido fosse 0 mesmo que aquele expresso por “o nimero de Fs =
o namero de Gs”. Frege percebeu entdo que o enunciado que expressa tal contetido é
o enunciado “o conceito F é equinumérico ao conceito G”, e assim estabeleceu o prin-
cipio de Hume, o que caracterizou uma defini¢do contextual de “o ntimero de Fs”. Se
o dominio de objetos do sistema 16gico de FA contivesse somente os niimeros naturais
e os cardinais transfinitos, isto é, se os tinicos nomes que Frege pretendesse introduzir
em FA fossem aqueles da forma “o nimero de Fs”, entdo ele consideraria o principio
de Hume como um bom critério de identidade para os objetos que compdem o seu
dominio, pois, para todas as identidades que envolvem somente ntimeros naturais e
cardinais transfinitos, para todos os enunciados de identidade da forma “o ntmero
de Fs = o nimero de Gs”, que seriam os tinicos enunciados de identidade possiveis,
podemos, a partir do principio de Hume, estabelecer as suas respectivas condi¢des de
verdade. Deste modo, a fun¢do de identidade estaria completamente determinada,
definida para todos os objetos que se encontravam até entdo no dominio, e portanto o
principio de Hume, utilizado para definir tal fungao, estaria totalmente de acordo com
as exigéncias fregeanas quanto a defini¢des.
Contudo, Frege diz em FA:

Do mesmo modo com as defini¢des de fragdes, nimeros complexos e do resto,
tudo no final ird se resumir a procura de um contetido judicavel que possa
ser transformado numa identidade cujos lados sejam precisamente os novos
nuimeros. Em outras palavras, o que nés precisamos fazer é fixar o sentido de
um enunciado de reconhecimento para o caso destes ntimeros. Ao fazermos
isso, nés ndo podemos esquecer as duvidas geradas por tais transformagdes,
que noés discutimos em §63-68. Se nés seguirmos o mesmo procedimento que
nods adotamos 14, entdo os novos niimeros sdo dados para nés como extensdes
de conceitos. (FREGE, 1960, §104)*3

Nessa passagem, Frege estd dizendo como colocar em pratica o que ele havia dito em

3 “In the same way with the definitions of fractions, complex numbers and the rest, everything will in
the end come down to the search for a judgement-content which can be transformed into an identity
whose sides precisely are the new numbers. In other words, what we must do is fix the sense of a
recognition-judgement for the case of these numbers. In doing so, we must not forget the doubts raised
by such transformations, which we discussed in §63-68. If we follow the same procedure as we did
there, then the new numbers are given to us as extensions of concepts”
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§92, a saber, estender as discussdes relacionadas aos ntimeros naturais para outros
tipos de ntiimeros. O procedimento aqui é exatamente o0 mesmo que o descrito acima
para a formulagdo do principio de Hume. S6 que, no caso em questdo, Frege nao esta
preocupado apenas com os niimeros naturais, isto €, com os nomes da forma “o namero
de Fs”, mas também com outros tipos de ntimeros. Frege parece estar buscando uma
definicdo dos outros tipos de ntiimeros que nos permita acessa-los como objetos, que
nos permita introduzi-los no dominio de objetos. Para essa defini¢cdo, Frege também
julga necessdrio um enunciado, um conteiido judicdvel, que possa ser convertido numa
identidade entre esses outros tipos ntimeros, ou seja, um enunciado que expresse o
mesmo contetido que uma tal identidade. Claramente o principio de Hume ndo sera
de utilidade nesse contexto, pois o principio de Hume s6 define a identidade para o
caso dos nimeros naturais e cardinais transfinitos, isso se supormos que o dominio de
objetos contém somente esses nimeros. Em outras palavras, o principio de Hume s6
fornece as condi¢oes de verdade de identidades da forma “o ntimero de Fs = o nimero
de Gs”, em que nomes como “o niimero de Fs” s6 nomeiam o0s naturais e os cardinais
transfinitos. Além do mais, se o principio de Hume fosse ttil para definir os outros
tipos de nimeros, Frege ndo diria que é necessario um novo contetido judicivel para
a definigdo de tais nameros, uma vez que, quando ele diz isso, o principio de Hume
ja havia sido proposto como o critério de identidade numérica. Podemos concluir,
portanto, que o principio de Hume ndo serve como critério de identidade para os
objetos do dominio se ao dominio em questdo pertencem outros objetos além dos
nameros naturais e cardinais transfinitos, e em especial, se a tal dominio pertencem
outros tipos de ntimeros, como 0s niimeros inteiros e reais.

E foi justamente por esse motivo que Frege rejeitou o principio de Hume em
FA. Ele incluia no dominio de seu sistema l6gico outros objetos além dos ntimeros
naturais e cardinais transfinitos. Esses objetos, por sua vez, ndo eram quaisquer tipos
de objetos. A formulagdo de Frege do problema de Julio César pode dar a entender
que ele incluia “ndo-nimeros” no dominio de seu sistema l6gico. Ao falar de Julio
César, Frege parece estar considerando os humanos como pertencendo ao seu dominio
de objetos. Contudo, Frege ndo compreende que o seu dominio contém objetos como
Julio César ou Aristételes, e nem que ele contém quaisquer outros tipos de objetos,
como paises ou planetas. Isto é, Frege ndo entende que nomes préprios como “Julio
César” e “Inglaterra” pertencam ao grupo de nomes que compdem o vocabuldrio de
sua Conceitografia, até porque ele ndo fez nada para introduzi-los como tais. Ao falar
de Julio César, Frege estd apenas indicando que o critério de identidade proposto néo
funciona para um dominio que contenha objetos além dos nimeros naturais e cardinais
transfinitos; ou seja, que o principio de Hume ndo estabelece as condi¢des de verdade
de todos os enunciados de identidade de um sistema cujo o vocabulario contém nomes

que ndo sdo da forma “o ntimero de Fs”.
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Os outros objetos que Frege pretendia incluir no dominio de seu sistema l6gico
eram os numeros inteiros, os nameros reais, 0s numeros racionais e etc; ou seja, os outros
tipos de niimeros além dos naturais e cardinais transfinitos. Uma vez que as expressoes
da forma “ontimero de Fs” ndo nomeiam tais nimeros, para introduzi-los como objetos
no dominio da Conceitografia, Frege precisa de um novo tipo de nome préprio que
designe esses niimeros como objetos, e em seguida de um novo “principio de Hume” a
partir do qual seja possivel definir esse tipo de nome préprio. Em outras palavras, Frege
precisa de um novo critério de identidade para os objetos que ele esta considerando
como pertencendo ao seu dominio; de um critério que funcione para todos os tipos
de nimeros que ele pretende considerar, e ndo somente para os nimeros naturais e
cardinais transfinitos. Nao bastaria para Frege, por exemplo, formular um critério de
identidade para cada tipo de nimero que pertenca ao dominio de FA, de tal modo
que o conjunto do ntiimeros naturais, o conjunto dos ntimeros inteiros e o conjunto
dos ntmeros reais tenham, respectivamente, um critério de identidade préprio. Se
Frege assim procedesse, ele ndo seria capaz de distinguir os niimeros que pertencem a
conjuntos distintos e, deste modo, a fungdo de identidade ndo estaria determinada para
todos os objetos do dominio, de acordo com o principio da determinagdo completa.

Uma vez que o principio de Hume constitui um critério de identidade somente
para os nimeros naturais e cardinais transfinitos, podemos dizer que o problema de
Julio César em FA, de um ponto de vista ontolégico, é o seguinte: a partir do principio
de Hume, ndo podemos distinguir ntimeros de diferentes tipos. Se ao dominio de
objetos pertencem somente os nimeros naturais e cardinais transfinitos, é possivel, por
um lado, distinguir o nimero natural 0 do ntimero natural 1. Por outro lado, o dominio
de objetos do sistema de Frege contém tanto os nimeros naturais como, por exemplo, os
numeros inteiros, de modo que néo é possivel distinguir o nimero natural 0 do ndmero
inteiro 1. Nao podemos nem mesmo distinguir o niimero natural 0 do niimero inteiro
0, uma vez que o principio de Hume néo constitui um critério de identidade comum
para ambos os objetos. Agora, de um ponto de vista formal, isto é, levando-se em conta
a linguagem logica de FA e as férmulas bem-formadas que a partir dela podem ser
construidas, o problema de Julio César é o seguinte: o principio de Hume ndo é capaz
de estabelecer as condi¢cdes de verdade de todos os enunciados de identidade bem-
formados da linguagem légica. A partir do principio de Hume, ndo somos capazes
de estabelecer, por exemplo, as condi¢des de verdade de um enunciado de identidade
em que, de um lado, temos 0 nome de um ntimero natural, e em que, do outro lado,
temos o nome de um ntimero inteiro. Suponhamos que a expressiao “o nimero de Gs”
nomeia o nimero natural 0. Suponhamos também que, na Conceitografia de Frege, a
expressdo que nomeia o nimero inteiro 0 é “I<0,0>”. O enunciado de identidade “o
namero de Gs = 1<0,0>" seria, portanto, um enunciado de identidade bem-formado
da Conceitografia cujas condi¢oes de verdade ndo sdo estabelecidas pelo principio de
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Hume, uma vez que a expressao “1<0,0>" ndo possui a forma “o ntiimero de Fs”.

Essa é a minha interpretacdo do problema de Jtlio César em FA. Frege entendia
o problema de Jalio César como um problema formal, como um problema quanto
a formagdo de enunciados de identidade bem—formados de sua linguagem légica.
A partir das passagens citadas, podemos dizer que ele tinha em mente introduzir
no vocabulario da Conceitografia nomes préprios para os outros tipos de ntmeros.
Contudo, ele se deparou com o problema de Julio César; ou seja, ele percebeu que os
enunciados de identidade bem—formados construidos a partir desses novos nomes a
serem introduzidos ndo sdo abarcados pelo principio de Hume. Obviamente, Frege ndo
precisaria introduzir um mesmo tipo de nome para todos os nimeros que pertencem
ao seu dominio de objetos. Ele poderia, se assim lhe fosse conveniente, continuar
nomeando os niimeros naturais pelos nomes da forma “ontmero de Fs” e para os outros
tipos de niimeros introduzir, respectivamente, nomes que possuem outras formas. O
importante é que todos os objetos, todos os niimeros nomeados por essas expressoes
de formas distintas possuam um critério de identidade em comum, de modo que
todos os enunciados de identidade bem-formados da linguagem légica possam ter suas
respectivas condi¢des de verdade determinadas. Ao fornecer tal critério de identidade,
Frege poderia, como ele mesmo sugere na tltima citacdo acima, reduzir todos esses
nameros a extensoes de conceitos, assim como ele fez com os ntimeros naturais.

E importante dizer que, mesmo que Frege fornecesse um tal critério de iden-
tidade, ele, muito provavelmente, ainda definiria todos esses ntimeros em termos de
extensdes de conceitos, assim como ele fez com os nimeros cardinais (naturais e car-
dinais transfinitos). Lembremos que, assim que Frege define os ntimeros cardinais
explicitamente em termos de extensdes de conceitos, ele deriva o principio de Hume de
tal defini¢do, de modo que o principio de Hume, embora néo constitua mais uma de-
finicdo dos cardinais, permanece sendo, para Frege, o critério de identidade deles. Ou
seja, uma definicdo dos ntiimeros em termos de extensdes de conceitos ndo é, para Frege,
incompativel com um critério de identidade numérico como o principio de Hume. As
razdes pelas quais Frege rejeita o principio de Hume como uma definigio, e ndo como
um critério de identidade, dos niimeros cardinais parecem ser duas: além do problema
de Julio César que atinge tal principio, Frege parece estar determinado a identificar
os nimeros cardinais com determinados objetos 16gicos, conhecidos de antemao, que
vem a ser as extensdes de conceitos (os percursos de valor). Ora, se Frege “aceitava” o
principio de Hume como um critério de identidade para os niimeros cardinais e se, mesmo
assim, ele forneceu uma defini¢do dos cardinais em termos de percursos de valor, é
muito provéavel que ele, ainda que tendo a sua disposi¢do um critério de identidade
para todos os tipos de ntimeros, definisse esses niimeros em termos de percursos de
valor, porque ele queria identificd-los com um determinado tipo de objeto. O préprio

Frege sugere isso, como vimos na tltima citagdo: “[...] Se nds seguirmos o mesmo
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procedimento que nés adotados 14, entdo os novos niimeros sdo dados para nds como
extensoes de conceitos.” (FREGE, 1960, §104, grifo meu)*. Portanto, Frege ndo entendia
que um critério de identidade geral para todos os tipos de niimeros fosse incompativel

com uma defini¢do desses nimeros em termos de percursos de valor.

2.3 Os numeros naturais e a impredicatividade da definicio de niimero natural

Logo ap6s ter definido o conceito de nimero cardinal, Frege define os ntimeros
naturais individuais e a relagdo ser sucessor imediato. Uma vez que todo objeto é idéntico
a simesmo e que, logicamente, nada cai sob o conceito diferente de si mesmo, Frege (1960,

§74) estabelece que 0 é o namero desse conceito e, portanto, define:*

e 0 =4 a extensdo do conceito ser equinumérico ao conceito ‘diferente de si
mesmo’

Em seguida, Frege define a relacdo ser sucessor imediato. Tal defini¢do serd importante
para entendermos como ele define os outros niimeros naturais, e ela é como se segue
(FREGE, 1960, §76):

o S(n,m) =g AFAY(Fy A (n = NxFx Am = Nx(FxA ~ (x = v))))

Ou seja, n é 0 sucessor imediato de m se e somente se houver um conceito F e um objeto
y, tal que y é F, n é o ntimero de Fs, e m é o nimero do conceito ser F e diferente de y (o
nimero de objetos que caem sob F que sdo diferentes de y).

4 “.] If we follow the same procedure as we did there, then the new numbers are given to us as

extensions of concepts”

% Lembremos, novamente, que o principal objetivo de Frege é demonstrar a tese de que a aritmética é
redutivel a 16gica. As defini¢des dos ntimeros naturais individuais devem, deste modo, estar baseadas
somente em nogdes légicas. Agora, consideremos os conceitos cisne negro e corvo branco. Sob cada um
desses conceitos ndo cai absolutamente nenhum objeto, e qualquer conceito F que seja equinumérico a
algum deles é equinumérico a ambos. Por conseguinte, os conceitos ser equinumérico ao conceito “cisne
negro” e ser equinumérico ao conceito “corvo branco” compartilham a mesma extensdo (por conveniéncia,
chamemos esses dois conceitos de “N” e “B”, respectivamente), a saber, aquela extensdo cujo os membros
sdo todos os conceitos que ndo se aplicam a nenhum objeto. A principio, tanto a extensdo de N como
a extensdo de B poderiam ser utilizadas para definir o ntimero zero. Contudo, tal defini¢do nado seria
atil para os propositos de Frege, uma vez que estd longe de ser uma verdade logica que nédo existem
cisnes negros, ou que ndo existem corvos brancos. Para definir o ndmero zero, Frege precisou, portanto,
identificar um conceito do qual possamos demonstrar por meios puramente légicos ndo se aplicar a
nenhum objeto. Dado que ndo é necessdrio nenhum recurso a qualquer tipo de intui¢do para sabermos
que um dado objeto, seja ele qual for, é idéntico a si mesmo, “todo objeto é idéntico a si mesmo”
(“Vx(x = x)”) expressa uma verdade légica. Por conseguinte, “nenhum objeto é diferente de si mesmo”
("~ dx ~ (x = x)”) também expressa uma verdade légica, ou seja, é logicamente verdadeiro que na
extensdo do conceito diferente de si mesmo ndo se encontra nenhum objeto. Assim sendo, a definicdo de
Frege do ntimero zero estd de acordo com o projeto logicista.
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Tendo definido 0 e a relagdo ser sucessor imediato, Frege estd pronto para definir
os outros nimeros naturais. Para definir o sucessor imediato de 0, Frege precisa de um
conceito sob o qual caia exatamente um objeto a mais do que sob o conceito ao qual 0 se
aplica, isto é, do que sob o conceito diferente de si mesmo. Ele escolhe o conceito idéntico a
0, e estabelece que 1 é o nimero desse conceito. Observemos que sob o conceito idéntico
a 0 cai exatamente um objeto a mais do que sob o conceito diferente de si mesmo, a saber,

o proprio 0. Assim sendo, Frege (1960, §77) define o 1:

e 1 =4 a extensdo do conceito ser equinumérico ao conceito “idéntico a 0’

De acordo com a defini¢do de ser sucessor imediato, para definir o sucessor de 1, Frege
precisa de um conceito sob o qual caia exatamente um objeto a mais do que sob o
conceito ao qual 1 se aplica, ou seja, do que sob o conceito idéntico a 0. Frege determina
que 2 é o namero do conceito idéntico a 0 ou 1, sob o qual caem os nameros 0 e 1 (que ja
toram definidos) e nenhum objeto a mais, ou seja, sob o qual cai exatamente um objeto
a mais do que sob o conceito idéntico a 0. Deste modo, Frege define:

e 2 =4 a extensdo do conceito ser equinumérico ao conceito ‘idéntico a 0
oul’

O procedimento geral para a defini¢do de todos os nlimeros naturais, com a excegdo
de 0, é: a partir do dltimo ntimero definido (digamos, 2) e dos ntimeros definidos
anteriormente (0 e 1), nés obtemos um novo conceito F (idénticoa 0 ou 1 ou 2), e definimos
o sucessor imediato (3) do dltimo nimero definido como a extensdo do conceito ser
equinumérico ao conceito ‘F’ (‘idéntico a 0 ou 1 ou 2’). E curioso que Frege (1960, §107)
chega ainda a dizer que ele ndo julga essencial para a defini¢io dos ntimeros e, assim,
para a concretizacdo do projeto logicista o recurso a extensdes de conceitos, mesmo
ap0s ter considerado as solugdes definicionais que tal recurso proporciona.
Naturalmente, o procedimento de Frege acima para a defini¢do de todos os
nimeros naturais s6 funciona sob o pressuposto de que os ntimeros sdo objetos. Para
percebermos isso, observemos que, se todos os nimeros até um ntimero n (digamos, 4)
ja foram definidos, o préximo a ser definido, o sucessor de 1 (5), serd definido como o
ndmero de um certo conceito F (idéntico a 0 ou 1 ou 2 ou 3 ou 4), de tal modo que sob F
devem cair exatamente n+1 (5) objetos. Uma vez que a estratégia de Frege é determinar
F indicando precisamente os n+1 objetos (0, 1, 2, 3 e 4) que caem sob esse conceito, ele
precisard ter acesso a n+1 objetos para que ele possa utilizd-los na determinacdo de tal
conceito (F). E é justamente a tese de que os ntimeros sdo objetos que permite que a

Frege sejam dados n+1 objetos, pois tendo ja definido os niimeros de 0 a 7 (4), e sendo
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esses niimeros objetos, Frege tem a sua disposigdo n+1 (5) objetos, obtidos ao contarmos
deOan (0, 1,2 3e4), e pode utilizd-los na determinac¢do do conceito F (idéntico a 0
ou 1 ou 2 ou3ou4). Apos ter determinado o conceito F, Frege pode finalmente definir
o sucessor (5) de n, e assim enxergamos o porqué da defini¢do de Frege dos ntimeros
naturais exigir que os niimeros sejam tratados como objetos.

Depois de ter definido os ntimeros naturais individuais, Frege se volta para o
conceito geral de nimero natural. Nesse momento, é importante destacarmos de an-
temdo uma caracteristica da légica de Frege que se tornara evidente ao apresentarmos
a sua definicdo de nimero natural. A caracteristica em questdo é a seguinte: na légica
de Frege, os respectivos escopos dos quantificadores contém somente as entidades in-
troduzidas da ordem correspondente ao quantificador. Com “entidades introduzidas”,
eu me refiro as entidades que por meio de defini¢des ou estipulagdes foram incorpo-
radas ao dominio, seja esse o dominio de objetos ou de fungdes; ou seja, sdo aquelas
entidades que mediante uma defini¢do ou uma estipulacdo receberam um nome (um
termo singular ou uma expressdo funcional) que, por sua vez, foi inserido no vocabulé-
rio da Conceitografia. Os quantificadores de primeira ordem de Frege devem percorrer,
portanto, todos os objetos introduzidos, e ndo somente os nimeros naturais, de modo
que, para Frege, os niimeros naturais somente serdo dados para nés se a sua defini¢do
do conceito niimero natural decidir sobre todos os objetos do dominio, isto é, se ela
determinar, para qualquer objeto percorrido pelos quantificadores se ele é ou ndo é
um numero natural. Igualmente, os quantificadores de segunda ordem devem percorrer
todas as fungoes de primeira ordem (incluindo os conceitos) introduzidas. Os de terceira
ordem devem percorrer todas as fungdes de segunda ordem introduzidas, e assim por
diante.

Vimos que o procedimento de Frege para a geragdo de todos os niimeros natu-
rais tem como base a relacdo ser sucessor imediato, e que, portanto, tal relacdo é aquela
que caracteriza a construgdo do conjunto dos nimeros naturais. Assim como para a
definicdo dos nimeros naturais individuais, a relacdo ser sucessor imediato também é
essencial para a definicdo de Frege de niimero natural. Dada a relevancia dessa relagdo
para as defini¢cdes de Frege, antes de apresentarmos a sua defini¢do do conceito de
namero natural, é importante ressaltarmos rapidamente as propriedades que consti-
tuem a relagdo ser sucessor imediato. Em particular, destacaremos aquela propriedade
que é indicada pelo artigo definido ‘0’ ao falarmos do sucessor imediato de um ntimero
x. Como é ponto pacifico em filosofia da linguagem, ao utilizarmos artigos definidos,
estamos pressupondo a existéncia e a unicidade do objeto que satisfaz a propriedade
em questdo, no nosso caso, a propriedade ser sucessor imediato de x, de maneira que o
artigo definido ‘o’ da expressdo ‘o sucessor imediato de x” estd indicando que a relagdo

ser sucessor imediato é univoca, ou funcional. Uma relacdo funcional é uma func¢do que
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liga cada objeto de nosso dominio a no méximo um objeto de nosso contradominio.*®

Deste modo, podemos expressar a funcionalidade da relagdo ser sucessor imediato da
seguinte maneira: sejam quaisquer x, y e z, se tanto y como z sdo sucessores imediatos
de x, disso se segue que y tem de ser igual a z. Ao utilizarmos o simbolo “S(, )” para
denotarmos a relagdo ser sucessor imediato, a sua funcionalidade pode ser representada
formalmente nos seguintes termos:

o VxVyVz((S(y,x) A S(z,x)) — y =2z2)

Depois de termos salientado a funcionalidade da relagdo ser sucessor imediato,
podemos dizer que, para Frege, os nimeros naturais sdo simplesmente 0, 0 sucessor
imediato de 0, 0 sucessor imediato do sucessor imediato de 0, e assim sucessivamente.
Ora, uma vez que Frege concebe os nimeros naturais de tal maneira, a fim de definir
o conceito geral de nimero natural, ele deverd indicar como essa cadeia de sucessores,
partindo do 0, pode ser dada por meios puramente 16gicos. Para isso, Frege pede
que levemos em consideragdo todo conceito F que satisfaz conjuntamente as seguintes
condigoes:

e (1)0€éF

e (2) Para todo x e y, se x é F e y é sucessor imediato de x, entdo y
também é F

A segunda condigdo pode ser abreviada ao dizermos que F é hereditdria na relagdo ser
sucessor imediato.*” O que Frege estd querendo, portanto, é que consideremos todas as
propriedades que sdo passadas de niimero para ntimero a partir de 0 através da relagao
ser sucessor imediato.

Frege entdo constata duas coisas: em primeiro lugar, que os niimeros naturais
caem sob todo conceito F que satisfaz as condi¢des (1) e (2); em segundo lugar, que
0s objetos que caem sob todo conceito F que satisfaz (1) e (2) sdo niimeros naturais.
Para entendermos o porqué da primeira constata¢do, suponhamos que 1 é um niimero
natural e que G é um conceito qualquer que satisfaz as condic¢des (1) e (2). Pela condicdo
(1), 0 é G; pela condicdo (2), o sucessor imediato de 0 é G; novamente pela condigdo (2),
o sucessor imediato do sucessor imediato de 0 também é G, e assim por diante. Ora,
podemos perceber que, se n é de fato um niimero natural, ou seja, se n é um ntimero

que noés obtemos ao, comegando do 0, aplicarmos repetidamente a relagdo ser sucessor

46 Ver a defini¢do de funcionalidade do capitulo 1.
7 Ver a definicdo de hereditariedade do capitulo 1.
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imediato, entdo n também serd G, pois n terd a forma “o sucessor imediato do ... do
sucessor imediato de 0”. Quanto a segunda constatagdo, suponhamos que m é um
objeto qualquer que cai sob todo conceito F que satisfaz (1) e (2). De acordo com Frege,
entre os conceitos que satisfazem (1) e (2) encontramos o conceito de niimero natural.
Ora, uma vez que nimero natural é um dos conceitos F que satisfazem (1) e (2) e que m
é um objeto que cai sob todo conceito F que satisfaz tais condi¢des, entdo m também
cai sob o conceito niimero natural, sendo assim um ntmero natural. No fundo, o que
essas duas constata¢des conjuntamente expressam é que, para ser niimero natural, é
condigdo necessdria e suficiente cair sob todo conceito F que satisfaz as condigdes (1) e

(2) e, tendo isso em mente, Frege (1960, §83) define o conceito de nimero natural:

e 1 é um nimero natural =4, n cai sob todo conceito F que satisfaz (1)
e (2)

Formalmente, tal definicdo pode ser expressa do seguinte modo:

e Nn =4 YF((FO A YxVy((Fx A S(y, x) — Fy)) — Fn)

E isso que Frege (1960, §83) quer dizer com “n é um membro da sequéncia dos ntimeros
naturais que comeca com 0”48, isto ¢, que 1 tem toda a propriedade que vale de 0 e que
é hereditéaria na relacdo ser sucessor imediato.

Por outro lado, uma vez que Frege concebe a sequéncia dos ntimeros naturais
como a S-sequéncia (a sequéncia dada pela relagdo ser sucessor imediato) que comega
com 0, podemos dizer que, para ele, a expressdo “n é um membro da sequéncia dos
ndmeros naturais que comega com 0” tem o mesmo significado que “n pertence a S-
sequéncia que comeca com 0”. Ora, mas de acordo com o préprio Frege (1972, §29),
a expressdo “n pertence a S-sequéncia que comeca com 0” pode ser traduzida pela
expressdo “0 é ancestral fraco de n na S-sequéncia”, de modo que “n é um membro da
sequéncia dos ntimeros naturais que comega com 0” também significa o mesmo que “0
é ancestral fraco de n na S-sequéncia” . Em outras palavras, a expressdo “n é um nu-
mero natural” pode igualmente ser definida por meio do conceito de ancestral fraco e,

sendo assim, podemos ver a defini¢do de Frege de ntimero natural da seguinte maneira:

o INn =45 S0, n),

# “1 is a member of the series of natural numbers beginning with 0”
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como ja haviamos antecipado no capitulo 1. Também no capitulo 1, vimos que Frege
define o conceito de ancestral fraco deste modo:

° R**(X, y) Edef R*(X, y) \Y (y = X)

e, por conseguinte, a sua definicdo do conceito de ntiimero natural diz que:

e Nn = def S§*0,n) VvV (n=0);

ou seja, para Frege, n é um ntmero natural se e somente se 0 é ancestral forte de nna S-
sequéncia ou n é igual a 0. Como o conceito de ancestral forte é definido logicamente®,
podemos dizer que a defini¢do de Frege de nimero natural é feita em termos puramente
l6gicos, uma vez que ela faz uso somente do conceito de ancestral forte, da relagdo de
identidade e de 0.

Vimos com a segunda constatacdo acima que, para Frege, o conceito de nimero
natural estd entre os conceitos F que satisfazem as condi¢des (1) e (2). Isso s6 acon-
tece, por sua vez, porque a definicdo de Frege de nimero natural possui a seguinte
caracteristica: o escopo do quantificador de segunda ordem que nela ocorre contém o
proprio conceito niimero natural. A razdo pela qual o quantificador de segunda ordem
da definicdo também percorre o conceito definido, isto é, o conceito niimero natural, é
que os escopos dos quantificadores da l6gica de Frege, como ja vimos, contém todas as
entidades introduzidas da ordem correspondente ao quantificador. Os quantificadores
de segunda ordem, portanto, percorrem todos os conceitos de primeira ordem intro-
duzidos, em especial, o conceito de ntimero natural, que foi introduzido pela prépria
defini¢do. Dado que a defini¢do de Frege contém um quantificador que percorre o
proprio conceito definido, poderiamos facilmente pensar que ela é circular. Contudo,
em seu definiens, o predicado “ntmero natural”, que designa o conceito em questao,
ndo ocorre. Ao invés disso, Frege simplesmente supde que o conceito niimero natural
se encontra no escopo do quantificador de segunda ordem da definigao.

Tal caracteristica da defini¢do de ntimero natural, embora ndo implique uma
circularidade, a torna impredicativa. Uma definigdo é impredicativa se ela menciona
ou, como é o caso da definicdo de Frege, quantifica sobre o conceito definido. Esse tipo
de defini¢do pode nos causar algum estranhamento, uma vez que, ao tentarmos aplica-
la para descobrirmos se um determinado objeto cai ou nado sob o conceito definido,
parece que estamos pressupondo que ja temos uma certa familiaridade com o conceito
em questdo, de maneira que noés ja saberiamos quais objetos caem sob ele. Frege, no

entanto, ndo se incomoda com esse carater impredicativo da definigdo. Isso porque ele

¥ Ver a definigdo do capitulo 1.
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ndo estd preocupado com aspectos psicologicos, ou seja, ele ndo faz questdo que uma
definicdo seja tal que ela constitua, para aquele que a apreende, a melhor maneira de
explicar um conceito. Basta que a definigdo represente logicamente o conceito definido,
de modo que, por meio de uma anélise dos enunciados da aritmética em termos dos

conceitos definidos, seja possivel uma redugdo da aritmética a légica.
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3 AS LEIS BASICAS DA ARITMETICA E O PROBLEMA DE JULIO CESAR

Como foi dito no primeiro capitulo, o grande objetivo de Frege era demonstrar
o logicismo, isto €, a tese de que a aritmética é redutivel a 16gica. Ao longo do capitulo
anterior, vimos que, em FA, Frege pretendeu definir logicamente conceitos, relagdes e
objetos aritméticos, de maneira que tal objetivo pudesse ser alcangado. Para que Frege
conseguisse reduzir a aritmética a 16gica, ele precisava provar todo o conhecimento
aritmético em bases puramente légicas, ou seja, nos mostrar que todas as verdades da
aritmética sdo, no fundo, teoremas da légica. Contudo, ele ndo conseguiria atingir o seu
objetivo se ele tentasse derivar logicamente, uma por uma, cada verdade da aritmética,
uma vez que existem infinitos teoremas aritméticos. Portanto, para executar o seu
programa, Frege precisou, em primeiro lugar, descobrir quais sdo as verdades bdsicas e
fundamentais da aritmética, nas quais todas as outras estdo baseadas, e em seguida provar
que essas verdades podem ser derivadas por meio das defini¢des de seu sistema. Deste
modo, Frege teria demonstrado, ainda que indiretamente, que todos os teoremas da

aritmética se seguem logicamente de suas definigdes.

3.1 Os axiomas de Dedekind-Peano

Ainda que Frege ndo tenha falado que essas verdades béasicas da aritmética sdo
os axiomas de Dedekind-Peano, podemos certamente dizer que ele tinha em mente esses
axiomas, que sdo mencionados por ele em FA (com excecdo dos axiomas II e VI) e que

podem ser formulados como se segue:*

1. Axioma I: NO (FREGE, 1960, §83)
2. Axioma II: VxVy((INx A S(y, x)) — Ny)

3. Axioma III: VxVyV¥z((S(y, x) A S(z,x)) — y = z) (FREGE, 1960, §78)

%0 O axioma I se segue imediatamente da defini¢do de ntimero natural do capitulo anterior, de modo que

ele é indiretamente mencionado em FA ao Frege definir o conceito de ntimero natural. Para percebermos
isso, consideremos que “INO” serd verdadeiro se e somente se “VF((FO A VxVy((Fx A 5(y,x) — Fy)) —
F0)” também for verdadeiro. Ora, mas “VF((FO A VxVy((Fx A S(y,x) — Fy)) — F0)” expressa uma
verdade l6gica, ou seja, é sempre verdadeiro, uma vez que “VF((FO A B) — F0)” é logicamente verda-
deiro independentemente do que “B” seja. Portanto, “IN0” serd sempre verdadeiro e, assim, 0 satisfaz
trivialmente a definicdo de niimero natural. Dada a defini¢do de ntimero natural em termos do conceito
de ancestral fraco, podemos perceber a mesma coisa, ao considerarmos que “IN0” serd verdadeiro se e
somente se “S*(0, 0) v (0 = 0)” for igualmente verdadeiro. Uma vez que “(0 = 0)” é uma verdade légica
e que, deste modo, “A Vv (0 = 0)” é logicamente verdadeiro independentemente do que “A” seja, “S*(0,
0) v (0 = 0)” também expressara uma verdade l6gica, de maneira que “INO” serd sempre verdadeiro, e,
assim, percebemos novamente que 0 satisfaz trivialmente a defini¢do de ntimero natural.



4. Axioma IV: Vx ~ S(0, x) (FREGE, 1960, §78)
5. Axioma V: VxVyVz((S(z, x) A S(z,y)) — x = y) (FREGE, 1960, §78)
6. Axioma VI: VF((FO A VxVy((Fx A S(y, x) — Fy)) — Yx(INx — Fx))

7. Axioma VII: Yx(Nx — JyS(y, x)) (FREGE, 1960, §79 e §82-83)

No que diz respeito especificamente a esses axiomas, se “0”, “niimero natural” e “ser
sucessor imediato” sdo definidos de tal forma que tais axiomas resultam verdadeiros,
entdo o conjunto dessas defini¢des satisfaz os axiomas de Dedekind-Peano. O principal
objetivo de Frege, deste modo, era nos mostrar que, partindo apenas de suas defini¢des
e da logica, nés conseguimos derivar os axiomas acima, ou seja, que tais defini¢des
tornam esses axiomas verdadeiros, de maneira que elas satisfazem os axiomas de
Dedekind-Peano.

Apesar de Frege ter apresentado alguns esbocos de prova para ilustrar como
as suas definigdes funcionariam a servigo da tese logicista®, ele ndo provou efetiva-
mente em FA os axiomas de Dedekind-Peano a partir das defini¢des fornecidas. Frege
reservou a execugdo dessa tarefa para o seu ultimo livro As Leis Bdsicas da Aritmética.
Que Frege tenha adiado a tarefa em questdo para um livro posterior ndo é nenhuma
surpresa, uma vez que o objetivo tracado em FA ndo era o de estabelecer de uma vez
por todas o logicismo, mas sim dar uma maior plausibilidade a tese de que os enunci-
ados da aritmética sdo analiticos, isto é, de que eles podem ser provados partindo-se
somente de definicdes e leis l6gicas. Frege, de fato, esperou ter alcancado tal objetivo,
pois ele disse na conclusdo de FA: “Eu espero poder afirmar no presente trabalho ter
tornado provavel que as leis da aritmética sdo juizos analiticos e, consequentemente,
a priori. Assim, a aritmética se torna simplesmente um desenvolvimento da légica,
ainda que um desenvolvimento derivativo.” (FREGE, 1960, §87)>. FA, portanto, deve-
ria ter um carater introdutério, em que Frege motivaria o logicismo, sendo a verdadeira
demonstragdo da tese logicista postergada para As Leis Bdsicas da Aritmética.

Uma vez que o objetivo do presente trabalho ndo é realizar uma andlise das
provas que Frege forneceu dos axiomas de Dedekind-Peano, apenas indicarei onde,
em LB, estdo as respectivas provas dos axiomas em questdo. Todas elas, com excegdo
da prova do axioma II, se encontram no volume I do livro, e foram feitas, obviamente,
na linguagem formal de Frege, a Conceitografia.

O axioma I, que diz que 0 é um namero natural, e que se segue diretamente da

definicdo de Frege de nimero natural, é o teorema 140 de LB, demonstrado em Frege

1 O esbogo de prova do axioma VII, por exemplo, se encontra em Frege (1960, §82 e §83).

2 “T hope I may claim in the present work to have made it probable that the laws of arithmetic are
analytic judgements and consequently a priori. Arithmetic thus becomes simply a development of logic,
albeit a derivative one.”

3 Daqui em diante, ao escrever “‘'LB”, refiro-me a “As Leis Bdsicas da Aritmética”.
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(2013, §113, p. 143). O axioma II, que diz que o sucessor imediato de todo ntimero
natural também é um ntmero natural, é o teorema 108 da Conceitografia, obtido em
Frege (1972, §30, p. 189). O axioma III, que expressa que a relacdo ser sucessor imediato
é uma relacdo funcional, é o teorema 71 de LB, demonstrado pela prova B de Frege
(2013, §66 - §87). O axioma que diz que 0 ndo é o sucessor imediato de nenhum ntimero
natural, o axioma IV, é o teorema 108 de LB, obtido em Frege (2013, §103, p. 131). O
axioma V, que afirma que a relacdo inversa da relacdo ser sucessor imediato também é
funcional, é o teorema 89 de LB, cujo a prova é a prova I' de Frege (2013, §88 - §95).
O principio de indugdo matematica, o axioma VI, que diz que os nimeros naturais
possuem todas as propriedades que valem de 0 e que sdo hereditarias na relagdo ser
sucessor imediato, é o teorema 128 de LB, demonstrado em Frege (2013, §111, p. 139). Por
tim, o axioma VII, que expressa que todo ntimero natural tem um sucessor imediato, é
o teorema 155 de LB, cujo a prova é a prova H de Frege (2013, §114 - §119).

3.2 A indeterminacao de percursos de valor

Como vimos no capitulo 2, a solugdo de Frege para o problema de Julio César na
defini¢do contextual dos cardinais foi definir os ntimeros explicitamente, da seguinte

maneira:

e O namero de Fs =4 a extensao do conceito ser equinumérico a F

Como também vimos, essa solugdo pressupde que o sentido de identidades como “Julio
César = a extensao do conceito ser equinumérico ao conceito ‘niimero primo par’”, em que
somente um nome da forma “a extensdo de E” ocorre, pode ser fornecido pela definicdo
em questdo. Uma vez que Frege, em LB, interpreta as extensdes de conceitos como
percursos de valor’* de fungdes especificas, a saber, daquelas fungdes cujo respectivo
valor, quando saturadas, é um valor de verdade, a solugdo acima pressupde que o
sentido de todas as sentencas da forma “x = ¢F(¢)”, em que “x” pode ser qualquer
nome e “éF(¢)” é um termo singular que designa o percurso de valor da fun¢éo F, esta
determinado.

Frege percebeu, contudo, que o problema de Jtlio César também afeta sentengas
da forma “x = éF(¢)”. Consideremos como Frege (2013, §3, Vol.1) introduziu a nogao de
percurso de valor em LB: a expressdo “a func¢do F tem o mesmo percurso de valor que
a funcdo G” é correferencial a expressdo “as funcdes F e G sempre tém o mesmo valor
para os mesmos argumentos”. O que Frege quer assegurar ao introduzir percursos de

valor desse modo é a transformacdo da generalidade de uma equagdo numa equagdo

5% Assim como com as extensdes de conceitos, Frege ndo deixa claro o que seriam percursos de valor.
Podemos interpreté-los, no entanto, como objetos que estariam associados a todos os tipos de fungdes,
sejam essas conceitos ou fungdes em geral de qualquer ordem.
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entre percursos de valor, e vice-versa. Esse, por sua vez, é justamente o contetido do
axioma V de LB, que diz:

~ (éf(e) = dg(@) = (o f(a) = g(a)) (FREGE, 2013, §20, Vol.1)

O que a expressdo “(_a_ f(a) = g(a))” significa é que as funcdes f e g tém o mesmo
valor para qualguer argumento. O conteido da expressdo “(éf(¢) = ag(a))”, por sua
vez, é que os percursos de valor das fungdes f e g sdo o mesmo. O que o Axioma V afirma,
portanto, é que a generalidade de uma equagdo entre os valores de fungdes para o
mesmo argumento significa o mesmo que a igualdade entre os respectivos percursos de
valor dessas fung¢des. Tendo ja introduzido uma notagado para percursos de valor, Frege
entendia que o axioma V é aquele que permite que transformemos, no sistema de LB,
qualquer expressdo funcional no nome do percurso de valor da fung¢do correspondente.

Frege (2013, §10, Vol.1) observou que o axioma V, no entanto, ndo determina
completamente a referéncia de um nome da forma “¢F(¢)”. Para ele, o axioma V nos
permite reconhecer um percurso de valor somente se tal objeto nos é dado por um nome
da forma “£F(¢)”; ou seja, n6s ndo conseguiriamos saber, com base no axioma V, se um
certo objeto, que ndo é designado por um nome da forma acima, é oundo é um percurso
de valor. Esse problema também poderia ser colocado da seguinte maneira: o axioma
V ndo estabelece o sentido de todos os enunciados de identidade da forma “x = éF(¢)”.
Ele somente fornece sentido a enunciados de identidade como “¢G(¢) = €F(¢)”, em que,

£“, .7

no lugar de “x”, encontramos um outro nome da forma “éF(¢)”. Ao substuituirmos
“x” por “Aristoteles”, por exemplo, ou por “_a_a = a”, que, para Frege, é um nome
que designa o Verdadeiro, o axioma V ndo fornece sentido aos enunciados de identidade

(_a_a=aqa)=¢F(e)”, pois nem “Aristételes” nem

resultantes “Aristoteles = ¢F(e)” e “

“

o a = a” sdo nomes da forma “£F(¢)”. Aqui, Frege se deparou novamente com o

problema de Julio César, que, dessa vez, ndo diz respeito a uma definigido dos nimeros
cardinais, mas sim a introdugdo de, ou a estipulagio do que seriam percursos de valor,
em termos dos quais, em se¢des posteriores de LB, os cardinais sdo definidos.

Embora Frege tenha, em FA, abandonado a defini¢do contextual dos cardinais
por causa do problema de Jalio César, em LB, ele ndo abre mdo do axioma V. Dada a
concepgao de Frege (2013, §33, Vol.1; §146, Vol.2) de defini¢do e do seu papel, o axioma
V nédo é propriamente uma defini¢cdo, uma vez que aquilo que seria o seu definiendum, a
expressdo do lado esquerdo do segundo simbolo de identidade, j& contém um simbolo
completamente conhecido, a saber, o préprio simbolo de identidade “=" e, portanto,
se Frege considerasse o axioma V como uma defini¢do, ele violaria totalmente os
seus principios de definicdo em §33 de LB. Além do mais, o axioma V ndo é uma
definicdo também pelo fato dele nem ter um carater abreviativo, nem ser dispenséavel,

caracteristicas que qualquer definicdo deve possuir, de acordo com Frege (2013, p.
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VI, Vol.1). O fato de Frege ter considerado o axioma V ndo como uma estipula¢do
dispensdvel (uma defini¢do), mas sim como algo essencial para os nomes de percursos
de valor, o obrigou a permanecer com esse axioma, e a eliminar a indeterminagdo
gerada pelo problema de Julio César pouco a pouco. O procedimento que eliminava
paulatinamente tal indeterminagao era estabelecer, para cada nova fungdo F introduzida
no sistema de LB, o valor que F deveria ter para percursos de valor como argumento.
Uma vez que, no momento em que Frege se deparou com o problema de Julio
Cesar em §10, as tinicas func¢oes introduzidas tinham sido todas reduzidas a funcao de
identidade™, Frege s6 precisou estabelecer qual valor tal fungdo tem para percursos
de valor como argumentos. Além disso, dado que os tnicos objetos introduzidos até
entdo eram os percursos de valor e os valores de verdade, bastava que Frege fizesse
estipulacdes adicionais que identificassem os valores de verdade com percursos de valor
especificos.” Para tanto, Frege identificou o Verdadeiro com o percurso de valor é—(e),
que corresponde a func¢do —<¢ (a fungao horizontal), cujo o valor é o Verdadeiro somente
quando o seu argumento for o Verdadeiro, e cujo o valor é o Falso para qualquer outro
argumento. Em seguida, Frege identificou o valor de verdade Falso com o percurso
de valor é(e = (.o (a) = (a))), que corresponde a fungdo & = (Lo (a) = (a)), cujo
o valor é o Verdadeiro somente quando o seu argumento for o Falso, e cujo o valor é
o Falso para qualquer outro argumento. Ou seja, para resolver o problema de Julio

César que atinge o axioma V, Frege estipulou duas coisas: em primeiro lugar, que a

% Na verdade, Frege reduz as condigdes de verdade das fungdes até entdo introduzidas as condigdes
de verdade da identidade. As fun¢des em questdo sdo: (1) o horizontal “—¢&”, (2) a negacdo “__ &”
e (3) o condicional “__ C”. Em primeiro lugar, Frege reduz as condi¢des de verdade da negacdo e do

<

condicional as condi¢des de verdade do horizontal. Para entendermos como isso funciona, consideremos
as condicoes de verdade do horizontal. O valor da fungdo “—<&” é o Verdadeiro somente quando o seu
argumento for o Verdadeiro, e é o Falso para qualquer outro argumento diferente do Verdadeiro. O
valor da fungdo “__ £”, por outro lado, é o Verdadeiro quando o valor da funcdo “—¢&” for o Falso, e é o
Falso quando o valor da fung¢do “—¢&” for o Verdadeiro. Também podemos compreender a funcdo “__
&” como a fungdo “__ (—&)”, de maneira que o seu valor sempre dependera do valor da fungado “—¢&”
para o argumento inserido em “£”. O valor da fungdo “__ C” é o Falso somente quando o valor de “—¢&”

<

for o Verdadeiro e o valor de “—C” for o Falso, e é o Verdadeiro em todos os outros casos, de maneira que
o valor de ’L[ C” dependerd, igualmente, do valor do horizontal para os argumentos inseridos em “&”

e “C”. Em segundo lugar, Frege reduz as condicdes de verdade do horizontal as condi¢des de verdade
da identidade. Ele considera a fung¢do de identidade “& = (£ = &)”, cujo valor é o Verdadeiro somente
quando o argumento “&” for o Verdadeiro, e cujo valor é o Falso para qualquer outro argumento. Ou
seja, as condi¢des de verdade das fungdes “—<E&” e “& = (£ = £)” sdo as mesmas e, consequentemente, as
condig¢des de verdade da negacdo e do condicional também sdo reduzidas as condi¢des de verdade da
identidade. Também podemos compreender essa reducdo do seguinte modo: para sabermos o valor da
fungdo “—&” para o objeto inserido em “&”, precisamos saber, primeiramente, se esse objeto é ou ndo é
idéntico ao Verdadeiro, ou seja, precisamos saber o valor da fungdo de identidade para o objeto em questao
e o Verdadeiro.

% Pois qualquer outra identidade possivel no sistema ¢ uma identidade entre percursos de valor, que
tem o seu sentido estabelecido pelo axioma V.
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funcdo de identidade tem o Verdadeiro como valor para os argumentos Verdadeiro e
é—(¢), ou seja, que o enunciado de identidade “Verdadeiro = é—(&)” é verdadeiro; em
segundo lugar, que a func¢do de identidade também tem o Verdadeiro como valor para
os argumentos Falso e é(e = (___a_ (a) = (a))), ou seja, que o enunciado de identidade
“Falso = é(e = (o (a) = (a)))” também é verdadeiro. Portanto, a solu¢do acima
prevé que se, ao introduzirmos uma nova fun¢ao no sistema, tal introdugao for sempre
acompanhada por uma estipula¢do adicional do valor dessa fungdo para percursos de
valor como argumento, a indeterminacdo causada pelo problema de Jtlio César jamais
ocorrerd novamente.

Como vimos acima, para acabar com a indeterminagdo dos percursos de valor
causada pelo problema de Julio César que afetou o axioma V, Frege identificou o
Verdadeiro e o Falso com os seus respectivos conjuntos unitdrios. Na solucdo desse
problema, Frege se sentiu livre para ignorar qualquer outro objeto que pudéssemos
identificar com percursos de valor e focou somente nos valores de verdade, realizando
estipulagdes adicionais que identificaram esses com percursos de valor especificos.
Para justificar essa atengdo especial aos valores de verdade, isto é, para explicar a sua
preocupacdo apenas com a questdo de se os valores de verdade sdo percursos de valor,
Frege disse o seguinte: “Uma vez que até aqui nés introduzimos apenas os valores
de verdade e os percursos de valor como objetos, s6 poderiamos colocar a questao de
se um dos valores de verdade poderia ser um percurso de valor.” (FREGE, 2013, §10,
Vol.1)””. De acordo com tal passagem, a justificativa de Frege foi que apenas os valores
de verdade e os percursos de valor tinham sido introduzidos até entdo como objetos.
A questdo que devemos nos perguntar agora, portanto, é o que Frege quis expressar
com tal justificativa.

De acordo com Kimberly Heck (2012, p. 94), o que Frege quis dizer com “Uma
vez que até aqui nés introduzimos apenas os valores de verdade e os percursos de valor
como objetos” é que o escopo dos quantificadores de sua linguagem formal contém so-
mente os objetos introduzidos no sistema de LB, a saber, até §10, os percursos de valor e
os valores de verdade. Se o que Heck estd dizendo é o que Frege realmente quis expres-
sar com tal passagem, entdo temos em LB uma concepg¢do dos quantificadores similar
aquela que Frege tinha em FA, pois, como vimos ao abordarmos a impredicatividade
da defini¢do de ntimero natural, o escopo dos quantificadores de Frege continha, em
FA, somente as entidades introduzidas da ordem correspondente ao quantificador. A
abordagem de Heck apresentada equivale a dizer, portanto, que Frege, em LB, limitou
o escopo de seus quantificadores de primeira ordem apenas aos objetos introduzidos, que

ele restringiu 0 dominio de sua linguagem formal apenas as entidades introduzidas.”®

7 “Since so far we have only introduced the truth-values and value-ranges as objects, the question can
only be whether one of the truth-values might be a value-range.”

8 Kimberly Heck (2012, p. 96) fala em “limitacdo” dos escopos dos quantificadores, em “restri¢do” do
dominio da linguagem formal, porque ele parece sustentar que, no sistema légico de FA, o escopo dos
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Por isso que Frege, deste modo, ndo teria se preocupado em realizar estipula¢des adi-
cionais que identificassem outros objetos, além dos valores de verdade, com percursos
de valor especificos, uma vez que tais objetos ndo se encontravam dentro do dominio
da Conceitografia. Sendo assim, se tornou irrelevante para Frege a questdo de se o
objeto Julio César satisfaz ou ndo a expressdo “x = £G(¢)”, pois “x” s percorreria os
objetos do dominio, a saber, os percursos de valor e os valores de verdade.

A interpretagdo de Kimberly Heck (2012, p. 115) do problema de Julio César que
atinge o axioma V é paralela a sua interpretacdo do problema de Julio César que afetou
o principio de Hume em FA, s6 que com uma diferenca, a saber, que Kimberly Heck
(2012, p. 94) esta assumindo que Frege trabalhou, em LB, com um dominio restrito de
quantificagdo. No capitulo anterior, vimos que Frege se deparou com o problema de
Julio César em FA ao tentar responder a questdo de como os nimeros sao dados para
nés. De acordo com Kimberly Heck (2012, p. 115), Frege entendia essa questdo como
a questdo semantica: como podemos estabelecer o significado, ou sentido, de expressdes
que, supostamente, se referem aos nliimeros como objetos? Frege respondeu tal ques-
tdo em FA contextualmente, postulando o principio de Hume, ou seja, considerando
uma identidade entre nameros cardinais como expressando o mesmo conteido que a
relacdo de equinumerosidade entre os respectivos conceitos aos quais esses niimeros
correspondem. Ao se deparar com o problema de Julio César, Frege mudou a sua res-
posta, e disse que os ntimeros sdo dados para nés como extensdes de conceitos, como
percursos de valor de fung¢des especificas. Uma vez que a questdo que Frege estava
tentando responder era uma questdo semantica, Heck sustenta que o problema de Jtlio
César em FA é um problema semantico.

No entanto, a questdo acima, respondida por Frege em FA, reaparece em LB com
uma outra forma. Dado que os ntimeros cardinais foram definidos por Frege como
percursos de valor de conceitos, a questdo em LB é: como os percursos de valor sdo
dados para n6s? Segundo Kimberly Heck (2012, p. 115), Frege entendia tal questdo,
assim como em FA, como uma questdo semantica, ou seja, a questdo na verdade é:
como podemos estabelecer o significado de expressdes que, supostamente, se referem a
percursos de valor como objetos? ou, em outras palavras: como podemos determinar a
referéncia de nomes de percursos de valor, de nomes da forma “¢F(¢)”? Em LB, a resposta
de Frege a essa questdo é o axioma V, ou seja, é considerar uma equagado entre percursos

de valor “éF(¢) = £€G(¢)” como sendo correferencial ao enunciado “__a_ F(a) = G(a)”,

que expressa a generalidade de uma equagdo. A andlise de Heck do problema de Julio

quantificadores de Frege contém todas as entidades existentes da ordem correspondente ao quantificador,
e ndo somente as entidades introduzidas como eu defendo. Deste modo, ao falar em “limitacdo” e
“restricdo”, Heck estd indicando que hd uma mudanga no sistema légico de LB em relagdo aquele de
FA no que diz respeito ao escopo dos quantificadores e ao dominio de entidades. Para Heck, em LB,
os quantificadores de Frege passam a percorrer somente as entidades introduzidas no sistema, e ndo mais
todas as entidades existentes; ou seja, o dominio da Conceitografia passa a conter somente as entidades
introduzidas, uma posigdo que eu defendo quanto ao sistema de FA.
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César que afeta o axioma V, diferentemente de sua anélise do problema correspondente
que atingiu o principio de Hume, leva em consideracdo tanto o cardter da pergunta que
levou ao problema como o caréter da solugdo que foi oferecida, isto é, das estipulagdes
adicionais que foram postuladas para resolvé-lo. Tais estipulagdes adicionais, de acordo
com Kimberly Heck (2012, p. 117), sdo estipula¢des semanticas, pois elas s6 teriam sido
feitas para garantir que a todos os enunciados de identidade possiveis na linguagem
fosse fornecido um significado, e que, deste modo, todos os nomes de percursos de valor
possuissem uma referéncia. Uma vez que a questdo que levou Frege ao problema de
Julio César em LB é uma questdo seméantica e que, além disso, as estipulagdes adicionais
feitas para resolvé-lo também tém um carater semantico, Kimberly Heck (2012, p. 115)
sustenta que o problema de Jalio César em LB é, assim como em FA, um problema
semantico.

Eu ndo concordo com a interpretacdo de Heck da passagem “Uma vez que até
aqui nés introduzimos apenas os valores de verdade e os percursos de valor como
objetos”, e tampouco com a sua intepretagdo do problema de Jalio César em LB. Frege,
ao longo de sua obra, diversas vezes argumenta contra a possibilidade de se trabalhar
com uma restri¢do no dominio de objetos.” Eu entendo que, ao Frege restringir a sua
atengdo aos valores de verdade no que diz respeito as estipula¢des adicionais, ele ndo
estd se referindo aos valores de verdade e percursos de valor como objetos, mas sim
a quais tipos de nomes foram introduzidos até entdo. Para compreendermos a minha
interpretacdo da passagem em questdo, levemos em conta que, até §10, os tnicos tipos
de nomes que estdo disponiveis na linguagem légica de LB sdo os nomes de percursos
de valor e os nomes de valores de verdade. Os nomes de percursos de valor tém a
forma “£F(¢)”, e foram introduzidos pelo axioma V; ja os nomes de valores de verdade
sdo todas as sentencas de LB.** Uma vez que esses sdo os tnicos nomes de objetos a
disposicado de Frege, s6 existem, até §10, trés tipos de enunciados de identidade possi-
veis na Conceitografia:

1. Enunciados de identidade em que em ambos os lados do sinal de identidade
temos nomes de percursos de valor;

2. Enunciados de identidade em que em ambos os lados do sinal de identidade
temos nomes de valores de verdade;

3. Enunciados de identidade em que, de um lado, temos um nome de percurso de

5 Ver, por exemplo, (FREGE, 1997, p.141) e (FREGE, 2013, §65, Vol.2).

0 Aqui, deve ser levada em consideragdo a distingdo entre o sentido e a referéncia de uma expressao
que Frege faz em seu artigo Sobre o Sentido e a Referéncia. Nesse artigo, Frege diz que o objeto ao qual
as sentencas verdadeiras se referem é o valor de verdade Verdadeiro. Por outro lado, o objeto ao qual

as sentengas falsas se referem é o valor de verdade Falso. Se “S” é uma sentenga verdadeira de LB, “S”
designard, portanto, o Verdadeiro, e a sua respectiva negacdo designard, consequentemente, o Falso.
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valor, e em que, do outro lado do sinal de identidade, temos um nome de valor
de verdade.

Consequentemente, um enunciado de identidade como “éF(¢) = Julio César” nao é
bem-formado na linguagem légica de Frege, uma vez que “Jalio César” ndo é nem
um nome da forma “éF(¢)”, nem alguma sentenga verdadeira ou falsa de LB. Frege,
portanto, ndo precisa se preocupar com a questdo de se o axioma V estabelece ou nao
as condi¢des de verdade de um tal enunciado, pois, e essa é a minha interpretagdo
da passagem acima, os tnicos nomes que devem ser levados em consideragdo sdo os
nomes de percursos de valor e os nomes de valores de verdade. Em outras palavras,
para Frege, as tinicas questdes relevantes sdo aquelas que podem ser formuladas dentro
de sua linguagem artificial, ou seja, dentro de seu formalismo e, por esse motivo, eu
vejo o problema de Julio César em LB como um problema formal.

Vimos no capitulo anterior que Frege lidou com o problema de Julio César em
FA definindo os nimeros cardinais como percursos de valor de conceitos. Tal estratégia
para superar o problema pressupde que nado é preciso nenhuma explicagdo adicional
sobre o que sdo percursos de valor, que os nomes de percursos de valor, os nomes da
forma “£F(¢e)”, ndo requerem nenhum tipo de defini¢do ou estipulacdo que fixe as suas
referéncias, pois elas ja estariam dadas pra n6és como objetos. Em sintese, em FA, Frege
trata a nogdo de percurso de valor como uma nogao primitiva de seu sistema.

Em As Leis Bdsicas da Aritmética, as coisas sdo um pouco diferentes. Frege ainda
trata a nogdo de percurso de valor como uma nogdo primitiva, mas com uma diferenca:
os enunciados de identidade da forma “A extensdo de E = x”, isto é, “£E(¢) = x”, em
que “x” ndo é um nome da forma “¢E(¢)”, se tornam, diferentemente do que ocorre
em FA, probleméticos para Frege. Segundo Greimann, “A estratégia de Frege [em FA]
para superar o problema de Jlio César definindo os nlimeros em termos de percursos
de valor pressupde que as regras semanticas de seu sistema determinam a referéncia
dos nomes de percursos de valor completamente.” (GREIMANN, 2003, p. 271)°.
Quanto a essas regras semanticas que governam os nomes de percursos de valor, a
Unica a disposi¢do em FA é o principio de Hume, dado que a expressdo “o niimero
de Fs”, que significa um objeto cujo critério de identidade é o principio de Hume, foi
definida explicitamente como “o0 percurso de valor do conceito ser equinumérico a ‘F’”.
No entanto, uma vez que o principio de Hume fornece um critério de identidade para
o objeto significado por “o nimero de Fs” em termos da relacdo de equinumerosidade
entre conceitos, ele s6 governa os nomes de percursos de valor em que o “E” de

“¢E(¢)” for um predicado de segunda ordem da forma “ser equinumérico a ‘F””. Ou seja,

61 “Frege’s strategy to overcome the Caesar problem by defining numbers in terms of value-courses

presupposes that the semantic rules of his system determine the reference of the value-course terms
completely.”
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o principio de Hume ndo constitui uma regra semantica geral que governa todos os
nomes de percursos de valor.

Tal regra semantica encontramos somente em LB, nomeadamente, o axioma V:

- (€ (e) = ag(a) = (o f(a) = g()),

que diz que dois termos singulares “éf(¢)” e “ag(a))” tém a mesma referéncia se e
somente se o enunciado “Vx(f(x) = g(x))” for verdadeiro. O axioma V é uma regra
semantica geral que governa todos os nomes de percursos de valor. Até §10 de LB,
ele é a Ginica regra semantica fornecida por Frege que cumpre tal fungdo. Mesmo
constituindo uma regra semantica geral para nomes da forma “¢E(¢)”, o axioma V nédo
é suficiente para fixar a referéncia dessas expressdes, dado os casos probleméticos em
que o “x” de “¢E(¢) = x” ndo é um nome da forma “¢E(¢)”.

A ideia de que Frege, ainda que tratando a nogdo de percurso de valor como
primitiva, entende esses casos como problemaéticos é reforcada pela sua crenca de que
sdo necessdrias, além do axioma V, regras semanticas adicionais para estabelecer as
referéncias de nomes de percursos de valor. Tais regras semanticas sdo aquelas que
nos dizem se os valores de verdade sdo ou ndo sdo percursos de valor e, caso sejam,
quais percursos de valor eles seriam. A primeira regra adicional estabeleceu qual é a
referéncia do nome de percurso de valor “é—(¢)”, a saber, o Verdadeiro. A segunda
regra adicional estabeleceu qual é a referéncia do nome de percurso de valor “é(e =
(1—a—(a) = (a)))”, asaber, o Falso. De acordo com Greimann (2003, p. 272), essas regras
semanticas adicionais sdo elaboradas por Frege para complementar o axioma V, no seu
papel de fixar as referéncias de nomes da forma “¢E(¢)”, de modo que o problema de
Julio César em LB deveria ser visto como o problema de que a regra semintica expressa
pelo axioma V ndo é suficiente para estabelecer as referéncias de nomes da forma “€E(e)”.
Greimann diz: “Esse problema [...] consiste na indeterminacédo referencial dos nomes
de percursos de valor: o problema é que a regra semantica [axioma V] ndo determina
sobre o que noés estamos falando quando estamos falando sobre percursos de valor.”
(GREIMANN, 2003, p. 272)®2. Ainda que Greimann represente o problema de Julio
César em LB de diferentes maneiras, todas elas tém algo em comum, a saber, que o
problema é representado, assim como em Heck, como um problema semdantico.

Contudo, a abordagem de Greimann ¢é diferente da de Heck quando a questdo
é o porqué que Frege acha que o axioma V, sozinho, é incapaz de estabelecer a refe-
réncia de nomes de percursos de valor. A sua abordagem esta baseada nos critérios

fornecidos por Frege em LB que determinam quando uma expressao, seja ela o nome

62 “This problem [...] consists in the referential indeterminacy of the value-course terms: the problem
is that the semantic rul[e] do[es] not fix what we are talking about when we are talking about value-
courses.”
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de uma func¢do ou um termo singular, tem uma referéncia. Dentre esses critérios, os

mais relevantes para a discussao sdo:

[1] Uma expressdo funcional de primeira ordem com um argumento tem uma
referéncia (se refere a algo, é referencial) se 0 nome préprio que resulta desta
expressdo funcional quando os espagos de argumento sdo preenchidos por
um nome préprio sempre tem uma referéncia, contanto que o nome inserido

se refira a algo.®®

[2] Um nome préprio [termo singular] tem uma referéncia se, sempre que ele
preencher os espagos de argumento de uma expressao funcional referencial
de primeira ordem com um argumento, o nome préprio resultante tiver uma
referéncia [...].** (FREGE, 2013, §29, Vol.1)

Greimann reformula esses critérios da seguinte maneira:

[...] De acordo com [1], por exemplo, o predicado “¢(&)” tem um Bedeutung
proprio somente se a sua interpretacdo semantica fixar o valor de verdade de

“"_r

“@(a)” para todo termo singular “a” que tenha um Bedeutung préprio, e de
acordo com [2] um termo singular “a” tem um Bedeutung préprio somente se
a sua interpretacdo semantica fixar o valor de verdade de “@(a)” para todo
predicado “¢(&)” que tenha um Bedeutung préprio. (GREIMANN, 2003, p.
274)%

“Bedeutung” é o termo alemao utilizado por Frege para se referir a entidade que uma
expressdo representa, e que foi traduzido para o portugués como “referéncia” na citagdo
anterior. Para Greimann (2003, p. 275), esses critérios tém simplesmente o papel de
reforcar o principio da determinagdo completa, que em FA foi formulado do seguinte
modo: toda fungdo F deve ter os limites de sua aplicagdo nitidamente marcados; o que
significa que, para todo objeto a, o valor de F(a) tem de estar estabelecido. Se F for
um conceito, esse valor é um valor de verdade; isto é, tem de estar estabelecido, para
todo a, se a cai ou ndo cai sob F. Em outras palavras, tais critérios sdo, para Greimann
(2003, p. 273), uma reformulagdo em LB do principio da determinagdo completa, que,

63 “A name of a first-level function with one argument has a reference (refers to something, is referential) if
the proper name which results from this function-name when the argument places are filled by a proper
name always has a reference provided the inserted name refers to something.”

4 “A proper name has a reference if, whenever it fills the argument places of a referential name of a
first-level function with one argument, the resulting proper name has a reference [...].”

65 “[...] According to [1], for instance, the predicate ‘¢(&)” has a proper Bedeutung only if its semantic
interpretation fixes the truth-value of ‘p(a)” for any singular term ‘a” that has a proper Bedeutung, and
according to [2] a singular term ‘a” has a proper Bedeutung only if its semantic interpretation fixes the
truth-value of “p(a)’ for any predicate ‘¢(£)” having a proper Bedeutung.”
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dada a nogdo de Bedeutung, pode ser expresso assim: uma expressdo, seja ela o nome
de uma funcdo (incluindo nomes de conceitos) ou um termo singular, s6 é legitima na
Conceitografia se o seu respectivo Bedeutung estiver totalmente estabelecido.

De acordo com o segundo critério acima, s6 podemos considerar o Bedeutung de
um termo singular “a” como estabelecido se, para toda fungao F, “F(a)” tem Bedeutung.
No caso em questdo, estamos falando de nomes de percursos de valor, isto é, de termos
singulares da forma “éF(¢)”, de modo que tais nomes s6 tém Bedeutung se, para toda
funcdo @, “p(éF(¢))” tem Bedeutung. No entanto, a partir do axioma V, ndo conseguimos
estabelecer o Bedeutung de “@(éF(¢))” para toda fungdo ¢. Em particular, se ¢ for a
funcéo idéntico ao Verdadeiro, o axioma V ndo é, na auséncia de estipula¢des adicionais,
capaz de fixar o Bedeutung de “¢(¢F(¢))” e, por conseguinte, ele também néo é capaz
de fornecer um Bedeutung para termos singulares da forma “£F(¢)”. E por esse motivo
que, para Greimann, o axioma V ndo consegue, sozinho, estabelecer a referéncia de
nomes de percursos de valor.

Apesar de ambos sustentarem que o problema de Jalio César é semantico, a abor-
dagem de Greimann difere da abordagem de Heck, e se aproxima da minha, quando
ele diz:

E importante notar que os “critérios de referencialidade” de Frege ([1] e [2])
ndo dizem que o uso de um predicado “@(&)” na ciéncia so6 é legitimo quando
foi determinado para todo objeto x quais sdo as condi¢des para o predicado ser
verdadeiro de x. De acordo com [2], é suficiente determinar para todo termo

"

singular “a” quais deveriam ser as condi¢des de verdade de “@(a)”. (GREI-
MANN, 2003, p. 274)%

Nessa passagem, Greimann interpreta o principio da determina¢do completa em LB
como dizendo respeito ndo aos objetos que compdem o dominio, mas sim aos termos
singulares que compdem o vocabuldrio. Suponhamos que “@(&)” é o predicado “& =
€F(e)” (“ser idéntico ao éF(¢)”). O que Greimann esta dizendo é que os critérios [1] e [2],
que sdo uma reformulacdo do principio da determinac¢do completa, exigem ndo que
esse predicado seja definido para todos os objetos do dominio, mas sim que ele seja de-
tinido para todos os termos singulares a disposi¢do. Greimann diz que Frege “delimita a
extensdo de ‘p(&)” somente quanto aqueles objetos que estdo (semanticamente) ‘dados
para no6s’ [...].” (GREIMANN, 2003, p. 274)%7; ou seja, que, para Frege, um predicado

6 “It is important to note that Frege’s “criteria of referentiality’ do not say that in science the use of a

predicate ‘@(&)’ is legitimate only when it has been determined for any object x what the conditions are
for the predicate to be true of x. According to [2], it suffices to determine for any singular term ‘a’ what
the truth-conditions of ‘¢(a)” are supposed to be.”

67 “delimit[s] the extension of ‘()" only with respect to those objects which are (semantically) ‘given to
us’ [...].”
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“@(&)” precisa ser definido somente para os objetos para os quais termos singulares
foram introduzidos. Nessa interpretacdo, um objeto que nao estd “dado para nés”,
para o qual ndo ha a diposi¢gdo no vocabuldrio um expediente linguistico por meio
do qual possamos nos referir a ele, é irrelevante para determinarmos completamente
um predicado “¢(&)”. Uma vez que Greimann interpreta o principio da determinagdo
completa dessa maneira, parece que ele entende por “Uma vez que até aqui nés intro-
duzimos apenas os valores de verdade e os percursos de valor como objetos” (FREGE,
2013, §10, Vol.1) o mesmo que eu, a saber, que Frege esta dizendo que ele restringe a
sua atencdo aos valores de verdade porque somente os valores de verdade, além dos
percursos de valor, possuem expedientes linguisticos por meio dos quais podemos nos
referir a eles.®®

Como eu disse anteriormente, com a minha intepretacdo, eu ndo estou negando
que o problema de Julio César coloque um problema seméantico para Frege. A questdo
“qual é o significado do enunciado de identidade “éF(¢) = Verdadeiro’?” é uma que
carece de resposta a partir do axioma V. Além disso, se assumirmos, como Greimann,
que o principio da determinagdo completa é uma lei l6gica, entdo a questdo “a validade
das leis l6gicas da Conceitografia é preservada pelo axioma V?” é relevante, de modo
que o problema de Julio César também colocaria um problema l6gico para Frege. O
que eu nego, no entanto, é que alguma das questdes acima é a que mais preocupa Frege
na sua tentativa de solucionar o problema de Jalio César por meio das estipulag¢des
adicionais. A meu ver, antes mesmo de se colocar essas questdes, Frege se deparou
com uma questdo como a seguinte: o enunciado de identidade “¢F(¢) = (o a = a)”
é bem-formado na Conceitografia? Frege chega a conclusdo de que enunciados como
esse, compostos por um nome de percurso de valor e um nome de valor de verdade,
sdo bem-formados e, s6 a partir de entdo, ele se coloca outras questdes a respeito de tais
enunciados. Uma vez que a questdo sobre o cardter bem-formado desses enunciados
é anterior e, por isso, mais importante do que a questdo sobre o significado deles, eu
entendo que foi ela que levou Frege ao problema de Julio César e, assim sendo, eu
interpreto tal problema como um problema quanto a linguagem de LB e as férmulas

que podem ser construidas a partir dela; ou seja, como um problema formal.

68 A interpretacdo de Greimann da passagem em questdo, que eu compartilho, parece implicar o seguinte:

o dominio de objetos do sistema 16gico de Frege, da Conceitografia, s6 contém aqueles objetos para os
quais nomes, expedientes linguisticos, foram introduzidos. Essa é uma posi¢do que eu defendo néo s6
quanto ao sistema légico de LB, mas também quanto ao sistema logico de FA. No caso particular de
LB, isso quer dizer que, até §10, os tinicos objetos que compdem o dominio sdo os percursos de valor
e os valores de verdade, pois somente para tais objetos, até entdo, ha a disposi¢do no vocabulario da
linguagem items linguisticos por meio dos quais podemos nos referir a eles.
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3.3 Interpretacdes alternativas do problema de Julio César

Até o momento, apenas trés maneiras de abordarmos o problema de Julio César
foram apresentadas: uma abordagem l6gica, uma abordagem semantica e uma formal.
Frege, contudo, d4 margem para interpretarmos o problema em questao de, pelo menos,
mais duas maneiras, a saber, uma interpretagdo metafisica e uma outra epistemoldgica.
Como vimos, a terceira definicdo dos ntiimeros cardinais, a defini¢do explicita, surgiu
para solucionar o problema de Jilio César que afetou a segunda defini¢do dos cardinais,
a defini¢do contextual. Nessa solucdo, Frege nos disse o que os ntimeros cardinais sdo
na verdade, a saber, percursos de valor; ou seja, ao identificar os nimeros cardinais
com percursos de valor, ele nos disse que tipo de objetos os niimeros sdo. Esse tipo de
identificagdo, que chamarei de identificagdo transsortal®®, ndo é feita, no entanto, pelo
principio de Hume, pela definicdo contextual dos cardinais. Apesar do principio de
Hume constituir um critério de identidade para os nimeros cardinais, ele ndo nos diz
o que tais nameros no fundo sdo, a que classe de objetos eles pertencem. Deste modo,
poderiamos ver o problema de Jalio César em FA como o incomodo de Frege de que
o principio de Hume ndo nos diz o que sdo os ntimeros cardinais. Abordado dessa
maneira, como um problema metafisico, o problema de Jalio César pode ser formulado
do seguinte modo: o principio de Hume ndo determina que tipo de objetos os ntimeros
cardinais sdo. Ele ndo nos diz se os nimeros sdo percursos de valor ou, por exemplo,
humanos, ou qualquer outro tipo de objetos que possamos pensar. Analogamente, o
problema de Jilio César em LB, apresentado como um problema metafisico, é: o axioma
V ndo determina o que sdo os percursos de valor; em outras palavras, o problema é que
o axioma V ndo é capaz de responder a pergunta: que tipo de objetos os percursos de
valor sdo?

No entanto, ha pelo menos duas razdes para sustentarmos que Frege ndo enten-
dia o problema de Jalio César como um problema metafisico. A primeira razao esta
baseada numa passagem a qual me referi indiretamente no capitulo 2, mas que agora

cito palavra por palavra:

O Numero que pertence ao conceito F é a extensdo do conceito “conceito
equinumérico ao conceito F”, onde um conceito F é dito equinumérico a um
conceito G se existir a possibilidade de correspondéncia um a um mencionada

acima.

% Greimann (2003, nota de rodapé 41, p. 275) chama de identificagdo transsortal a identificagdo de um
tipo de objeto com uma subclasse de um tipo diferente de objeto. No caso em questdo, a identificacao
é dos ntimeros cardinais com percursos de valor especificos, com as extensdes de certos conceitos. De
acordo com a definicdo explicita, o conceito de ntimero cardinal caracteriza um tipo de objeto, os ntimeros
cardinais, e todos eles seriam percursos de valor. Vale ressaltar, contudo, que nem todos os percursos
de valor sdo ndameros cardinais, e por isso a identificagdo é com uma subclasse de um tipo diferente de
objeto.
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Eu suponho que, nesta definigdo, o sentido da expressdo “extensdo de um
conceito” é conhecido. Eu ndo espero que esta maneira de acabar com a difi-
culdade [0 problema de Julio César] encontre aprovacdo universal, e muitos
irdo preferir outros métodos de remover a diivida em questdo. Eu ndo atribuo
importancia decisiva nem mesmo a introducdo das extensdes de conceitos.
(FREGE, 1960, §107)7°

Nessa passagem, Frege sugere que existem outras maneiras de lidar com o problema
de Jalio César em FA que ndo envolvem recorrer a percursos de valor. Essa sugestdao
estd diretamente relacionada com o que Frege diz logo em seguida, a saber, que ele ndo
atribui “importancia decisiva” a introducdo de percursos de valor no sistema. O que
Frege parece querer dizer com isso é que a maneira que ele escolheu para resolver o
problema, a definicdo dos ntimeros cardinais em termos de percursos de valor, ndo é a
Unica a disposicdo, e que, portanto, a introducado de percursos de valor ndo é “essencial”
para a solucdo do problema, que o papel que eles cumprem ndo tem uma “importancia
decisiva”. Se, quando Frege disse isso, ele tinha em mente alguma outra maneira de
resolver o problema, infelizmente ele ndo nos contou que maneira seria essa. Por outro
lado, o que ele diz nessa passagem constitui evidéncia suficiente para sustentarmos que
ele ndo entendia o problema de Jtilio César como um problema metafisico, pelo seguinte
motivo: a profundidade de um problema metafisico, de uma questdo metafisica, ndo
admite uma multiplicidade de solugdes ou respostas satisfatérias. Ao entendermos o
problema de Julio César como um problema metafisico, ou seja, ao nos colocarmos a
pergunta “que tipo de objetos 0os nlimeros cardinais sd0?”, nés ndo esperamos que mais
de uma solugéo esteja correta, que mais de uma resposta seja aceitavel. Se os ntimeros
cardinais sdo percursos de valor, eles simplesmente sdo, isto é, eles ndo poderiam ser
qualquer outro tipo de objeto. Contudo, é justamente isso que Frege estd sugerindo:
ao aludir a outras maneiras de resolver o problema, ele esta dizendo que os ntimeros
cardinais podem ser definidos de outra forma. Sendo assim, fica claro que, para Frege,
a questdo colocada pelo problema de Julio César ndo é uma questdo metafisica.

A outra razdo para sustentarmos que Frege ndo entendia o problema de Julio
César como um problema metafisico estd baseada no tipo de solucdo que, em LB,
foi oferecida ao problema. Como vimos acima, o problema de Jalio César em LB,
caracterizado como um problema metafisico, pode ser formulado como se segue: o

axioma V ndo determina o que sdo os percursos de valor. Em outras palavras, o

70 “The Number which belongs to the concept F is the extension of the concept ‘concept equal to the

concept F’, where a concept F is called equal to a concept G if there exists the possibility of one-one
correlation referred to above.

In this definition the sense of the expression ‘extension of a concept’ is assumed to be known. This way
of getting over the difficulty cannot be expected to meet with universal approval, and many will prefer
other methods of removing the doubt in question. I attach no decisive importance even to bringing in
the extensions of concepts at all.”
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problema em questdo é um que da origem a seguinte pergunta: que tipo de objetos
os percursos de valor sdo? Ora, se Frege realmente enxergasse tal problema como
um problema metafisico, se ele realmente estivesse considerando tal pergunta, nés
esperariamos que, na busca por uma solugéo, ele investigasse a natureza dos percursos
de valor; que ele, na tentativa de determinar que tipo de objetos sdo os percursos
de valor, analisasse o que os percursos de valor essencialmente sdo. Contudo, para
resolver o problema em LB, Frege simplesmente oferece estipula¢des complementares
ao axioma V elaboradas com o tinico intuito de possibilitar que esse axioma estabeleca
as condi¢des de verdade de identidades como “éF(¢) = (o a = a)”, em que, de
um lado, temos 0 nome de um percurso de valor, e em que, do outro lado, temos o
nome de um valor de verdade. Deste modo, essas estipula¢des adicionais, longe de
constituirem uma resposta profundamente elaborada, possuem um caréter emergencial
numa tentativa de auxiliar o axioma V nos casos excepcionais que ele ndo da conta
sozinho. No caréter de meras estipulagdes, elas certamente ndo foram elaboradas para
resolver um problema visto como metafisico e, assim sendo, podemos dizer que Frege
ndo entendia o problema de Jilio César em LB como um problema metafisico.

Além de uma abordagem metafisica, também podemos enxergar certa plausi-
bilidade numa abordagem epistemolégica do problema de Jalio César. Como vimos,
Frege rejeita tanto a ideia de que os ntimeros sdo objetos espago-temporais como a ideia
de que eles sdo propriedades desses objetos, o que significa que, para Frege, os ntimeros
ndo estdo dados para a nossa sensibilidade. Ele, no entanto, sustenta que os nimeros
estdo dados de uma outra forma para nés: como objetos que podemos acessar por meio
da razdo. Essa visdo racionalista de que os nimeros sdo objetos da razdo, ou objetos
l6gicos, compromete Frege com a tarefa de explicar como esse acesso aos ntimeros
por meio de nossa razdo se da; ou seja, ao adotar essa postura racionalista, Frege se
vé obrigado a responder a questdo: como temos acesso epistemolégico aos ntiimeros?
Vimos no capitulo 2 que Frege respondeu a essa questdo recorrendo a equagdes, isto
é, a identidades em que ntiimeros ocorrem. Uma vez que enunciados de identidade
sdo enunciados de reconhecimento, isto é, enunciados em que reconhecemos novamente
um objeto como sendo ele mesmo (s6 que, em muitos casos, como dado de uma ou-
tra forma), parece que, para Frege, a questdo acima e a questdo “como reconhecemos
novamente que um nimero é ele mesmo?” sdo uma e a mesma questdo. Tratar essas
duas questdes como sendo a mesma questdo parece indicar que, para Frege, o acesso
epistemolégico a objetos abstratos como os niimeros s6 é possivel recorrendo-se a um
critério de identidade para eles, uma vez que tais objetos ndo sdo acessiveis por meio
de nossos sentidos. Sendo assim, podemos formular o problema de Jalio César de um

ponto de vista epistemoldgico de duas maneiras distintas:

1. O principio de Hume néo constitui um intermedidrio para acessarmos epistemo-
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logicamente os ntimeros cardinais

2. O principio de Hume ndo nos fornece um método para reconhecermos um nu-

mero cardinal de novo como sendo o mesmo.

No entanto, a maneira como Frege responde as duas questdes anteriores sugere
que ele ndo entendia o problema de Jtlio César como um problema primordialmente
epistemolégico. A sua resposta indica que essas duas questdes expressam uma preo-
cupagdo que é anterior a qualquer preocupacao epistemoldgica; tais questdes contém,
no fundo, um cardter semantico. A resposta de Frege é:

Como, entdo, os ntimeros serdo dados para nds, se nés ndo podemos ter quais-
quer ideias ou intui¢des deles? Uma vez que é somente no contexto de uma
proposicido que as palavras tém algum significado, o nosso problema se torna
o seguinte: Definir o sentido de uma proposi¢do na qual um norme de niimero
ocorre. Isso, obviamente, nos deixa ainda com muitas op¢des. Mas nos ja
estabelecemos que os nomes de niimeros devem ser compreendidos como re-
presentando objetos auto-subsistentes. E isso é suficiente para nos fornecer
uma classe de proposi¢des que devem ter um sentido, nomeadamente, aquelas
que expressam o 10sso reconhecimento de um niimero de novo como sendo o mesmo.
(FREGE, 1960, §62, grifo meu)”!

Eu destaco duas coisas nessa passagem: em primeiro lugar, que Frege transforma uma
questdo sobre certos objetos, os ntimeros cardinais, numa questdo sobre os nomes desses
objetos, os nomes de niimeros; em segundo lugar, que, para responder essa questdo, Frege
faz uso de um principio semantico, o principio do contexto, segundo o qual palavras
em geral e, em especial, nomes préprios ndo tém significado algum quando tomados
isoladamente, fora do contexto de um enunciado. Para Frege, o significado de qualquer
palavra é a sua contribuigdo, ou o seu papel, na determinag¢do do significado dos enun-
ciados em que tal palavra ocorre e, sendo assim, as palavras s6 tém significado quando
consideradas dentro de um enunciado. Quanto ao primeiro destaque, os nomes de
numeros que Frege tem em mente sdo, como vimos no capitulo anterior, os nomes
da forma “o ntiimero de Fs”, que simbolizam a maneira como os niimeros cardinais

estdo dados para nés, como ntimeros de um conceito. Quanto ao segundo destaque, os

71 “How, then, are numbers to be given to us, if we cannot have any ideas or intuitions of them? Since
it is only in the context of a proposition that words have any meaning, our problem becomes this: To
define the sense of a proposition in which a number word occurs. That, obviously, leaves us still a
very wide choice. But we have already settled that number words are to be understood as standing for
self-subsistent objects. And that is enough to give us a class of propositions which must have a sense,
namely those which express our recognition of a number as the same again.”
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enunciados que Frege considera sdo enunciados de reconhecimento, isto €, enunciados
de identidade, em especial, os enunciados que envolvem nomes da forma acima. Deste
modo, Frege transforma as duas questdes do pardgrafo anterior, respectivamente, nas

seguintes questdes:

e Qual é o significado dos nomes de ntiimeros, dos nomes da forma “o ntmero de
Fs”?

e Qual é o significado dos enunciados de reconhecimento que envolvem nomes de

numeros, dos enunciados de identidade da forma “o niimero de Fs = x”?

que, igualmente, sio uma e a mesma questdo. Ao fazer essa transformacdo, Frege
parece entender as questdes epistemolégicas do pardgrafo anterior como as questdes
semanticas acima. Uma vez que o problema de Jalio César, considerado como um pro-
blema epistemolégico, é justamente que o principio de Hume nédo consegue responder
as questdes epistemoldgicas apresentadas, o problema de Julio César, de um ponto de
vista semantico, serd justamente que o principio de Hume nado consegue responder as
questdes semanticas acima. Essa versdo semantica do problema de Julio César também

pode ser formulada de duas maneiras diferentes, como se segue:

1. O principio de Hume néo é capaz de estabelecer o significado dos nomes da forma

“o nimero de Fs”

2. O principio de Hume nao é capaz de estabelecer o significado dos enunciados de

identidade da forma “o nimero de Fs = x”.

Dado que (1) Frege interpreta semanticamente as questdes epistemoldgicas men-
cionadas e que (2) o problema de Julio César é que o principio de Hume néo é capaz de
respondé-las, podemos concluir que, antes de entender o problema de Jtlio César como
um problema epistemolégico, Frege o compreende como formulado acima, isto é, como
um problema semantico. Em outras palavras, Frege parece sustentar que s6 podemos
acessar epistemologicamente os nlimeros cardinais, e reconhecé-los novamente como
0s mesmos, se apreendermos, primeiro, o significado de todos os enunciados de identi-
dade em que os nomes de nimeros ocorrem, de modo que o fato de que o principio
de Hume, na qualidade de um principio semantico, ndo nos fornece o significado de
tais enunciados é um problema mais fundamental para Frege do que o fato de que o
principio de Hume, na qualidade de um principio epistemoldgico, ndo nos concede o

acesso aos nuimeros cardinais como objetos. Sendo assim, devemos rejeitar a ideia de
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que Frege compreende o problema de Julio César como um problema primordialmente
epistemolégico.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho, eu abordei varios aspectos da filosofia da matemaética
de Frege e, sobretudo, do problema de Julio César enfrentado por ele. Eu comecei
apresentando a importancia exegética e a importancia filoséfica do problema de Jalio
César, e as caracteristicas da obra de Frege que a tornaram revoluciondria. Vimos que
Frege trabalha com duas concepgdes de légica. A primeira concepgdo de logica que
consideramos foi a l6gica como a ferramenta para a realizacdo do projeto logicista, o
que motivou a abordagem sistematica de Frege. Em seguida, vimos qual é o objetivo da
l6gica para Frege e o que a tese logicista afirma, a saber, que os axiomas e as regras de
inferéncia da aritmética sdo, no fundo, teoremas e regras de inferéncia da légica. Con-
sideramos os problemas de um sistema de provas com lacunas e, consequentemente,
as vantagens de um sistema de provas sem lacunas. A segunda concepcdo de logica
que abordamos foi a légica como a ciéncia do pensar humano, da razdo enquanto tal.
Eu disse que o que levou Frege a publicar FA foi a impopularidade da Conceitografia,
e encerrei o primeiro capitulo apresentando as defini¢des da Conceitografia de alguns
conceitos utilizados em FA.

Eu iniciei o segundo capitulo apresentando um dos objetivos de FA: definir
logicamente os nimeros cardinais e o conceito de ntimero cardinal, para que assim
Frege pudesse provar as leis bésicas da aritmética. Levantei as questdes a serem
respondidas por Frege em FA, e disse que FA é composto por duas partes completamente
distintas: a primeira parte tem um carédter negativo e critico, e a segunda parte tem
um cardter positivo e explicativo, estando tudo dentro de uma abordagem informal.
Quanto a primeira parte, conferimos a posi¢cdo de Mill a respeito da natureza dos
nameros e dos enunciados da aritmética, e os motivos pelos quais Frege rejeita esse
posicionamento. Consideramos a visdo de Kant sobre a aritmética e as sentencas da
aritmética, e as criticas de Frege a Kant. Dentre essas criticas, encontramos a critica de
Frege a caracterizagao kantiana de analiticidade. Vimos que, para Frege, os enunciados
da aritmética sdo juizos analiticos, e, logo em seguida, apresentei a definigdo de Frege
de juizo analitico. Terminei a apresentagdo da primeira parte de FA indicando as razdes
de Frege para sustentar que os numerais ndo representam nem propriedades de objetos
singulares e nem de aglomerados de objetos.

Quanto a segunda parte de FA, eu disse que, para Frege, uma atribui¢do numérica
expressa a atribuicdo de um conceito de segunda ordem a um conceito de primeira
ordem. Em termos linguisticos, vimos que isso significa a complementacdo de um
predicado de segunda ordem, de um quantificador numérico, por um predicado de

primeira ordem. Apresentei a primeira defini¢do de Frege dos ntimeros cardinais, a



definicdo recursiva, e expliquei o que é uma defini¢do recursiva. Consideramos trés
razdes fornecidas por Frege para rejeitarmos essa definicdo, e dentre elas se encontrava
a primeira ocorréncia do problema de Julio César em FA. Quanto a essa ocorréncia
do problema, conferimos a interpretacdo de Greimann, segundo a qual o problema
é que as trés clausulas da defini¢cdo recursiva ndo legitimam uma interpretacdo dos
nomes de nimeros como termos singulares. Conferimos também que a interpretagao
de Heck desse problema é a mesma de Greimann: para Heck, o problema se trata da
incapacidade da defini¢do recursiva de caracterizar os nomes de ntimeros que ocorrem
nas clausulas como termos singulares e, assim, de caracterizar os nimeros como objetos.

Eu disse que Frege quer definir os nimeros como objetos, e apontei as razdes
que ele tem para sustentar que eles sdo objetos. Para defini-los como objetos, vimos que
Frege deixa de lado as atribui¢des numéricas e foca nas equagdes, nas identidades entre
ntimeros. Utilizei a expressdo de Dummett “virada linguistica” para caracterizar o
modo como Frege faz isso, ao definir os nimeros cardinais estabelecendo o significado
do nome “o ntimero de Fs”, que representa a maneira como os cardinais estdo dados
para nés. Apreciamos a segunda defini¢cdo de Frege dos ntimeros cardinais, a defini¢do
de “ontimero de Fs” de acordo com o principio do contexto, o que a qualifica como uma
defini¢do contextual. Essa defini¢do é a seguinte: o significado de identidades da forma
“o ntimero de Fs = o ntimero de Gs” é a existéncia de uma relacdo de correspondéncia
1-1 entre os dois conceitos F e G. Eu disse que Frege chama tal relagdo de segunda
ordem de relagdo de equinumerosidade. Em seguida, apresentei o problema de Julio
César com a segunda defini¢do dos cardinais da seguinte maneira: o problema é que
a definicdo ndo nos fornece meios para distinguirmos objetos dados como ntimeros
cardinais de objetos que ndo estdo dados como tais. Vimos que Frege defende que
nds conhecemos intuitivamente o significado de “o namero de Fs = Julio César”, mas
que recorrer a um expediente extra-l16gico como a intui¢do vai contra o que o projeto
logicista determina.

Apresentei a terceira definicdo de Frege dos niimeros cardinais, a defini¢do ex-
plicita de “ontimero de Fs” em termos de extensdes de conceitos, e disse que o principio
de Hume é derivado logicamente por Frege a partir de tal defini¢do. Verificamos qual
é a utilidade da defini¢do explicita na solu¢do do problema de Jalio César em FA, e eu
trouxe a pressuposicdo que estd por tras de sua utilizacdo nessa solucdo. Vimos que
a relacdo de equinumerosidade é uma relagdo de equivaléncia que divide a totalidade
dos conceitos em diferentes reparti¢des. Eu defendi que a defini¢do explicita identifica
os ntimeros cardinais com essas reparti¢des, que também podem ser chamadas de clas-
ses de equivaléncia, e, enfim, apresentei a defini¢do de Frege do conceito de ntiimero
cardinal: “o objeto n é um ntiimero cardinal” significa que existe um conceito F tal que
n é igual ao namero de Fs. Além disso, eu fiz uma divisdo entre dois tipos de ntimeros
cardinais: os cardinais finitos, que sdo os nimeros naturais, e os cardinais transfinitos,
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dentre os quais se encontra o ntimero oo, que indica a cardinalidade do conjunto dos
nimeros naturais mas que ndo é um nimero natural.

Euiniciei a secdo 2.2 dizendo que o papel do principio de Hume ndo é determinar
o valor de verdade de equagdes aritméticas, mas sim explicar o que sdo os niimeros
cardinais, isto é, esclarecer o significado de equag¢des que envolvem nomes da forma
“o ntimero de Fs”. Vimos que, para Greimann, as duas ocorréncias do problema de
Julio César em FA expressam, no fundo, o mesmo problema, a saber, que as respectivas
defini¢des envolvidas ndo qualificam os nomes de nliimeros como termos singulares.
Além disso, vimos que Greimann compreende tal problema como um problema légico,
como o problema de que essas defini¢des ndo satisfazem o principio da determinagdo
completa, a lei l6gica do terceiro excluido. Consideramos o posicionamento de Heck
quanto ao mesmo problema, que, diferentemente de Greimann, sustenta que Frege
ainda ndo havia aderido ao principio da determinagdo completa em FA. Heck também
defende que as ocorréncias do problema de Jilio César em FA representam o problema
de que as respectivas defini¢des ndo caracterizam nomes de ntimeros como termos
singulares, mas ele atribui isso a incapacidade das defini¢des de estabelecer, para todo x
pertencente ao dominio, o significado de “o namero de Fs = x”. Por isso, e por entender
que a questdo que levou Frege ao problema de Julio César é a questdo semantica
“como podemos estabelecer o significado de ‘o nimero de Fs’?”, Heck compreende
esse problema como um problema semantico.

Em seguida, eu apresentei a minha interpretacdo do problema de Jualio César em
FA: o problema, que eu também entendo como sendo um s6, é que nem a defini¢do
contextual, tampouco a defini¢do recursiva, dao conta de todos os enunciados de identi-
dade bem-formados do sistema l6gico subjacente. Eu defendo que, ainda que o problema
de Jalio César em FA coloque um problema l6gico e um problema semantico para Frege,
Frege o compreende como um problema primordialmente formal. N6s pressupomos
que o sistema légico de FA é o mesmo da Conceitografia, mas com alguns acréscimos: a
introducdo dos nimeros cardinais e dos ntimeros naturais no dominio de objetos e o
estabelecimento do principio de Hume como critério para a identidade numérica. No6s
dissemos que esses acréscimos ndo foram suficientes para as pretensdes logicistas de
Frege: fundamentar em bases logicas ndo somente a aritmética dos ntimeros naturais,
mas também as outras aritméticas. Eu sustento que tais pretensdes levaram Frege a
criticar o principio de Hume como constituindo um critério de identidade apenas para
os numeros cardinais, e que Frege expandiu ainda mais o sistema l6gico nas sec¢des
finais de FA para que o seu dominio englobasse também os outros tipos de niimeros.
Vimos que Frege exige que toda expansdo do dominio de objetos seja acompanhada
por uma redefini¢do das fun¢des do sistema, para que os objetos recém-introduzidos
também sejam contemplados, e defendemos que tal exigéncia é apenas a observancia
do principio da determinagdo completa.
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Afirmamos que Frege estava a procura de um novo critério de identidade para
0s objetos de seu dominio, e isso por dois motivos: (1) Frege expandiu o seu dominio
de objetos para que ele incluisse também os outros tipos de ntimeros e (2) o critério de
identidade até entdo vigente, o principio de Hume, s6 serve para um dominio de objetos
que contenha apenas os nimeros cardinais, para um sistema em cujo vocabuldrio
existem somente nomes da forma “o ntimero de Fs”. Sustentamos que ao dominio de
objetos de FA ndo pertencem humanos como Jalio César, que o nome “Jalio César” ndo
taz parte do vocabulario da Conceitografia. Eu disse que Frege, ao falar de Julio César,
estd apenas indicando que o principio de Hume nédo funciona com um dominio que
possui objetos além dos niimeros cardinais; que o principio de Hume ndo serve para
um sistema de cuja linguagem facam parte nomes que ndo sdo da forma “o nimero
de Fs”. Além disso, eu defendo que, para que Frege possa introduzir outros ntimeros
no dominio, ele precisa de duas coisas: (1) um novo tipo de expressdo que designe
esses nuimeros, uma vez que as expressdes da forma “o ntimero de Fs” nomeiam
somente niimeros cardinais, e (2) um novo “principio de Hume”, a partir do qual seja
possivel estabelecer as condi¢oes de verdade de todas as identidades bem-formadas
que envolvam as novas expressdes. Quanto ao segundo ponto, eu disse que o novo
principio deve representar um critério de identidade comum, ou geral, para todos os
tipos de nimeros que Frege considere como pertencendo ao seu dominio de objetos.

A minha interpretacdo caracteriza o problema de Julio César em FA de dois
modos: ontologicamente, o problema é que, a partir do principio de Hume, ndo con-
seguimos distinguir nimeros de diferentes tipos; formalmente, o problema é que o
principio de Hume néo estabelece as condi¢des de verdade de todas as identidades
bem-formadas do sistema. Defendemos que Frege compreende o problema em ques-
tao formalmente, como um problema quanto a formagdo de enunciados de identidade
bem-formados na Conceitografia. E um problema que diz respeito a linguagem légica
de FA e as formulas bem-formadas que podem ser construidas a partir dela. Eu encerrei
a se¢do 2.2 dizendo que, ainda que Frege tivesse a sua disposi¢do um critério de iden-
tidade geral como o mencionado acima, ele ainda definiria os outros tipos de ntimeros
explicitamente em termos de percursos de valor. Argumentamos a favor disso susten-
tando que (1) Frege estava decidido a identificar os nimeros com determinados objetos
16gicos, conhecidos previamente, e que (2) ele achava que um critério de identidade
como o principio de Hume, ainda que com um carater mais geral, fosse perfeitamente
compativel com a defini¢do de todos 0s ntimeros em termos de percursos de valor.

Na secdo 2.3, eu apresentei a defini¢do de Frege dos nimeros naturais individu-
ais e da relagdo ser sucessor imediato. Verificamos o porqué de que o procedimento para
a definicdo dos nimeros em termos de percursos de valor s6 funciona dada a tese de
que eles sdo objetos. Também conferimos a caracteristica da l6gica de Frege que origina

a impredicatividade da defini¢do de niimero natural, a saber, que o escopo dos quantifi-
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cadores de Frege contém todas as entidades introduzidas da ordem correspondente ao
quantificador. Eu abordei, em seguida, a funcionalidade da relagdo ser sucessor imediato,
e disse que podemos entender a defini¢do de Frege de niimero natural de duas maneiras
diferentes, que, na verdade, dizem a mesma coisa: (1) n é nimero natural significa que
n tem toda propriedade que 0 tem e que é hereditaria na relacdo ser sucessor imediato;
(2) n é namero natural significa que 0 é ancestral fraco de n na sequéncia sucessor, que
é a sequéncia dada pela relacdo ser sucessor imediato. Finalizamos o segundo capitulo
analisando a impredicatividade da definicdo de niimero natural, e sustentamos que tal
impredicatividade ndo constitui um problema para Frege.

No capitulo 3, dissemos que Frege pretendia executar o programa logicista
demonstrando que os axiomas de Dedekind-Peano podem ser derivados logicamente
de suas defini¢des. Vimos que o objetivo de FA, por um lado, é motivar o projeto
logicista, e que o objetivo de LB, por outro lado, é executd-lo. Eu indiquei onde se
encontram em LB as provas dos axiomas de Dedekind-Peano, e fiz uma retomada de
como Frege soluciona o problema de Julio César em FA. Verificamos que a solugdo
pressupde que o significado de todas as identidades da forma “x = £F(¢)”, em que
“x” pode ser o nome de qualquer objeto do dominio, estd estabelecido. Apresentei
o axioma V, e disse que a nogdo de percurso de valor é introduzida em LB por meio
desse axioma. Percebemos que o problema de Julio César também atinge identidades
da forma “x = ¢F(¢)”. Inicialmente, eu apresento esse problema do seguinte modo: o
axioma V ndo estabelece o significado de todas as identidades da forma “x = ¢F(e)”,
mas apenas das identidades em que, no lugar de “x”, ocorre outro nome como “¢F(e)”.

Vimos que Frege ndo abandona o axioma V mesmo com o problema de Jalio
César, e que ele entende que esse axioma ndo é uma defini¢do dos percursos de valor.
Conferimos a maneira como Frege elimina o problema de Jalio César do axioma V,
estabelecendo o valor que as fung¢des introduzidas tém para percursos de valor como
argumento, e consideramos o modo como ele reduz todas essas fung¢des a funcdo de
identidade. Apresentei as estipulagdes que Frege realiza para estabelecer o valor da
identidade para percursos de valor e valores de verdade como argumentos. Essas es-
tipulagdes identificam os valores de verdade com seus respectivos conjuntos unitarios
e sdo as seguintes: os enunciados de identidade “Verdadeiro = é—(¢)” e “Falso = é(e
= (.—a_(a) = (a)))” sdo verdadeiros. Eu disse que Frege, ao solucionar o problema de
Julio César em LB dessa maneira, ignora qualquer outro objeto que possa ser identifi-
cado com percursos de valor e foca apenas nos valores de verdade. Vimos que Frege
justifica a sua atengao especial a questao de se os valores de verdade podem ser percur-
sos de valor dizendo que somente esses objetos foram introduzidos. A interpretacdo
de Heck dessa justificativa é a seguinte: Frege quis limitar o escopo de seus quantifi-
cadores de primeira ordem aos objetos introduzidos; ele quis restringir o dominio de
sua Conceitografia as entidades introduzidas. A posicdo de Heck é de que Frege faz
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estipulagdes focando apenas nos valores de verdade porque quaisquer outros objetos
além de valores de verdade e percursos de valor ndo pertencem ao dominio do sistema
l6gico de LB.

Analisamos 0s motivos que levaram Heck a interpretar o problema de Julio
César em LB como um problema semdntico. Os motivos sdo: (1) Heck defende que
a questdo semdntica “como podemos estabelecer a referéncia (Bedeutung) de expressoes
que supostamente se referem a percursos de valor?” que levou Frege ao problema em
questdo; (2) Heck sustenta que as estipulagdes fornecidas por Frege para resolver o pro-
blema de Julio César em LB também sado seminticas. Eu discordei tanto da interpretacao
de Heck da justificativa de Frege como de sua interpretacdo do problema de Jtlio César
em LB. Quanto ao primeiro ponto, eu disse que Frege argumenta diversas vezes contra
qualquer possibilidade de restricdo no dominio de objetos. A minha interpretacdo da
justificativa de Frege é a seguinte: Frege quis dizer que os tinicos nomes que podem ser
considerados na formacédo de identidades da Conceitografia sio nomes de percursos de
valor e nomes de valores de verdade, que sdo os tinicos nomes introduzidos até entao.
Quanto a interpretacdo de Heck do problema de Julio César em LB, eu disse que Frege
estd preocupado, em primeiro lugar, com as identidades que podem ser construidas
dentro de seu formalismo. Nos sustentamos que Frege se atém aos valores de verdade
ao colocar o problema de Jlio César porque nomes de valores de verdade fazem parte
de seu formalismo, e que ele ndo se preocupa com Julio César porque “Julio César”
ndo faz parte de seu formalismo. Por isso, eu interpretei o problema de Jalio César em
LB, assim como em FA, como um problema primordialmente formal.

N6s vimos que Greimann considera o axioma V como uma regra seméantica geral
que governa nomes de percursos de valor, e que ele trata as estipulagdes adicionais
como regras semanticas auxiliares ao axioma V. Isso o levou a oferecer a seguinte in-
terpretacdo semintica do problema de Julio César em LB: o problema é que a regra
semantica geral expressa pelo axioma V ndo é, sozinha, capaz de estabelecer a referéncia
de nomes de percursos de valor. Apresentei a razdo de Greimann por trds dessa afirma-
¢do sobre o axioma V, a saber, que ele entende que o axioma V nao satisfaz os critérios de
referencialidade fornecidos por Frege em LB. Vimos que os critérios de referencialidade
ndo sdo satisfeitos pelo axioma V porque tal axioma ndo determina a referéncia de
“@(éF(¢))” para toda fungdo “¢”, e que Greimann compreende esses critérios como
uma reformula¢do em LB do principio da determinac¢do completa. Além disso, disse-
mos que Greimann interpreta os critérios de referencialidade linguisticamente, e ndo
ontologicamente, ou seja, eles versariam sobre os termos singulares que fazem parte do
vocabuldrio, e ndo sobre os objetos que compdem o dominio. Dada a interpretagao
linguistica de Greimann do principio da determinag¢do completa, eu sustentei que a sua
interpretacdo da justificativa de Frege quanto as estipulagdes adicionais é a mesma que
a minha: Frege quis dizer que ele da atencdo especial aos valores de verdade porque
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somente valores de verdade e percursos de valor possuem nomes, termos singulares, no
vocabulario da Conceitografia.

Eu finalizei a segdo 3.2 apresentando a minha interpretacdo formal do problema
de Julio César em LB, que é muito similar a minha interpretacdo do problema em FA.
No6s defendemos que, ainda que o problema de Julio César em LB coloque uma questdo
l6gica e uma questdo seméantica para Frege, ele estava tentando resolver por meio das
estipulagdes adicionais um problema que ele entende como formal. Dissemos que a

questdo formal “a identidade “éF(¢) = (_a_ a = a)’ é bem-formada na Conceitografia?”

é anterior a qualquer questdo sobre o significado de tal identidade e sobre se essa
identidade ocasiona ou ndo uma violagdo das leis /6gicas da Conceitografia. Por esse
motivo, eu sustentei que é a questdo formal acima que faz Frege se deparar com o
problema de Julio César em LB e, por ser uma questdo formal, eu interpretei esse
problema como um problema primordialmente formal.

Na tltima sec¢do desta dissertagdo apresentamos duas interpretac¢des alternativas
do problema de Jalio César: uma interpretagdo metafisica e uma outra epistemolégica.
A interpretacdo metafisica do problema de Jalio César em FA é a seguinte: o principio de
Hume, diferentemente da definigdo explicita, ndo nos diz o que os ntimeros cardinais
sdo na verdade. A interpretacdo metafisica do problema de Jalio César em LB é: o
axioma V ndo determina que tipo de objetos os percursos de valor sdo. Eu apresentei
duas razdes para rejeitarmos a ideia de que Frege entende o problema de Jtlio César
como um problema metafisico: (1) em FA, Frege sugere que existem outras maneiras
de resolver o problema de Julio César que ndo a maneira adotada por ele; contudo, a
profundidade de um problema visto como metafisico ndo permite que esse problema
tenha mais de uma solugdo; (2) a solu¢do do problema de Jalio César em LB ndo é
elaborada para determinar a natureza, ou a esséncia, dos percursos de valor, mas é
constituida de meras estipulagdes com cardter emergencial.

Quanto a interpretacgdo epistemolégica do problema, dissemos que, para Frege, o
acesso epistemoldgico aos nimeros s6 € possivel por meio de um critério de identidade
para eles. Deste modo, apresentei duas formulagdes distintas do problema de Julio
César visto como um problema epistemoldgico: (1) o principio de Hume nédo constitui
um intermedidrio para acessarmos epistemologicamente os nliimeros cardinais, e (2)
o principio de Hume ndo nos fornece um método para reconhecermos um nimero
cardinal novamente como sendo o mesmo ntimero. Vimos que, para Frege, s6 pode-
mos acessar epistemologicamente os ntimeros cardinais, e reconhecé-los novamente
como sendo 0s mesmos, se apreendermos, primeiramente, o significado dos nomes de
nimeros, isto é, dado o principio do contexto, o significado das identidades em que os
nomes de nimeros ocorrem. Sendo assim, eu defendi que Frege, antes de entender o
problema de Jalio César como um problema epistemolégico, entende o problema em

questdo semanticamente das seguintes maneiras: (1) o principio de Hume néo é capaz
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de estabelecer o significado dos nomes de ntimeros, e (2) o principio de Hume nao é
capaz de estabelecer o significado das identidades que envolvem nomes de ntimeros.
Finalizamos a dissertagdo afirmando que Frege ndo compreende o problema de Ju-
lio César como um problema primordialmente epistemolégico; que ele entende que o
problema semantico é anterior a, e mais importante do que, o problema epistemolégico.

Obviamente, o problema de Jalio César ndo foi completamente esgotado na
presente dissertacdo. Apesar de ser um tema bastante explorado na literatura secun-
déria sobre Frege, hd ainda diversos aspectos do problema a serem analisados, e que
pretendo investigar em trabalhos futuros. Em particular, a solugdo de Frege para o
problema de Jalio César em FA é uma que gera bastante controvérsia, uma vez que ele
ndo s6 assume que nds temos familiaridade com extensdes de conceitos, mas também
que essa familiaridade confere sentido a enunciados de identidade antes considerados
probleméticos. A minha impressdo é que Frege se surpreende com o problema de Jtlio
César em FA e, entdo, adota uma medida emergencial que ndo s6 tem a pretensdo de
solucionar o problema, mas que também possa preservar o principio de Hume.

Como uma alternativa a solugdo proposta, nés podemos nos perguntar, por
exemplo, se a solugdo oferecida por Frege ao problema de Julio César em LB ndo é
possivel no contexto de FA. Evidentemente, os respectivos quadros conceituais de FA
e LB sao diferentes. Nesses livros, Frege trabalha, em especial, com nog¢des semanticas
distintas. Em FA, por um lado, Frege faz uso da nogdo de contetdo judicédvel (o con-
teado conceitual de sentencas), que é a tinica unidade semantica associada as sentencas
da Conceitografia. Em LB, por outro lado, Frege recorre a distingdo entre as nogdes de
pensamento (o sentido de sentengas) e referéncia, que sdo as duas unidades semanticas
associadas as sentencas do sistema 16gico de LB. Se essa distin¢do é essencial ou ndo
para a solucdo do problema de Julio César proposta em LB é uma questdo que merece
ser estudada mais profundamente. Podemos até mesmo nos questionar se esses di-
ferentes quadros conceituais ndo levaram Frege a conceber as respectivas ocorréncias
do problema de Jalio César de maneiras distintas, ainda que elas representassem o
mesmo problema. De qualquer modo, eu espero ter explorado suficientemente o tema
abordado de maneira a (1) ter esclarecido o que é o problema de Jalio César em cada
uma das ocasides que Frege o enfrenta e a (2) ter determinado se as diferentes ocorrén-
cias do problema de Julio César representam ou ndo o mesmo problema, que foram os

objetivos tracados para esta dissertacao.
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