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RESUMO

Nos ultimos anos, varias ferramentas matematicas foram desenvolvidas para se resolver
problemas que envolvam a mecénica da fratura linear elastica (MFLE) tanto para casos
estdticos quanto para casos dinamicos. O Método dos Elementos de Contorno (MEC), a
técnica da Dupla Reciprocidade e a Fungao de Green Numérica tem sido aplicado com
sucesso a problemas com agoes de dominio (por exemplo: forgas gravitacionais, problemas
transientes com velocidades e aceleragoes). Com base nessas ferramentas, este trabalho
apresenta estudos complementares utilizando o Método do Elemento de Contorno (6), a
técnica da Fungao de Green numérica (9), junto com a técnica da Dupla Reciprocidade
(11). Esse trabalho analisa numericamente o efeito de uma carga concentrada em uma
determinada viga, a acdo do dominio com o peso proprio, e o carregamento aplicado tanto

no sentido positivo quanto no sentido negativo do eixo cartesiano y.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Fun¢ao de Green, Dupla Recipro-
cidade.






ABSTRACT

In Recent years, various mathematical tools were developed to solve problems involving the
mechanics of linear elastic fracture to static Cases and to Dynamic Case. The Boundary
Element Method, the technique of double Reciprocity and a Green Function Numerical
has been successfully applied to problems with field actions (for example: Gravitational
forces, transient Problems with speeds and accelerations). With these basic tools, this work
presents Complementary Studies using the Boundary Element Method, a numerical Green
function technique, along with the technique of Dual Reciprocity. This work numerically
analyzing the effect of a concentrated load in a particular beam, the field of action with
the self-weight and load applied both in the positive and in the negative direction of the

Cartesian axis y.

Keywords: Boundary Element Method,Green Function and Double Technical Reciprocity.
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INTRODUCAO

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem sido aplicado com sucesso a
problemas da Mecanica da Fratura Linear Elastica (MFLE) envolvendo os casos estaticos
e dindmicos. A técnica da Dupla Reciprocidade,apresentada por Nardini e Brebbia em
1982, resolveu problemas transientes, com solugoes fundamentais estaticas, que se mostrou
bastante eficaz na solu¢ao de problemas com ac¢des de dominio. A Funcao de Green
Numérica mostrou-se uma ferramenta muito eficaz para discretizar uma trinca descarregada.
O objetivo desse trabalho ¢ analisar numericamente o comportamento de uma trinca Reta e
Inclinada analisando o Fator de Intensidade de Tensao. Para tanto, este apresenta estudos
complementares utilizando o MEC com a técnica da Fungao de Green numérica(9), junto
com a técnica da Dupla Reciprocidade, fazendo um estudo numérico do efeito de uma
carga concentrada em uma viga trincada, tendo a acao de dominio como peso préprio ou
forcas de tracdo, considerando o carregamento aplicado tanto no sentido positivo como

negativo do eixo cartesiano y.

No Capitulo 1, foi feito uma breve abordagem dos conceitos relacionados com a
elasticidade linear que servem de base para o desenvolvimento tedrico que é apresentado
nos capitulos subsequéntes. Sendo tratado os principios basicos da Mecéanica da Fratura
Linear Elastica (8) (5) (15), os modos de carregamento, as expressoes que definem o campo
de tensoes na ponta da trinca e os fatores de intensidade de tensoes, que sao os parametros

mais importante utilizados nos resultados estudados(1) (2) (9).

No Capitulo 2, foi desenvolvido a formulacao do Método dos Elementos de Contorno
para elasticidade 2D, deduzida a Equacao de Navier até a Equacao Integral de Contorno

classica e aplicado o Método da Dupla Reciprocidade formulando a nova notagao para o
MEC (9) (10) (6) (4)(3) (13) (15) (16).

No Capitulo 3, foi tratado a Funcao de Green Numérica, onde a partir da equagao
integral de contorno, foi feito o desenvolvimento para problemas elasto-estaticos em solidos
com trinca. Calculando-se os deslocamentos e forcas de superficie nas faces da trinca,
desenvolvendo-se uma formulagao do MEC com a Dupla Reciprocidade e a Fungao de
Green Numérica(6)(11) (12)(9) (10).

No Capitulo 4,descreveu-se algebricamente os métodos a serem usados e o funcio-
namento do c6digo(1)(2)(6).

No Capitulo 5, foram analisados os resultados numericos do c6édigo em Fortran
para as formulagoes tratadas anteriormente(6)(14), e considerados dois tipos de trincas:
Centrada Reta e Inclinada; e de Bordo Reta e Inclinada(7).
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Introducao

No Capitulo 6, foram as consideracoes finais e possiveis aplica¢oes(4)(3)(13)(16)(17).
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1 INTRODUCAO A MECANICA

1

A area da engenharia requer uma compreensao de conceitos bésicos, como: meca-
nica, cinematica, termodinamica, ciéncia dos materiais, analise estrutural e eletricidade. Os
Engenheiros usam esses principios fundamentais atrelados as ferramentas computacionais
para projetar e analisar fabricas, equipamentos, maquinas industriais, sistemas de aqueci-
mento, refrigeracao, sistemas de transporte, aeronaves, embarcagoes, robdtica, dispositivos
médicos, armas e etc. A mecanica geral trata de conceitos que sao imprescindiveis ao
desenvolvimento das engenharias, ela engloba areas fundamentais da fisica, podendo ser
separada em estatica e dinamica, conhecidas como: mecanica classica, de Lagrange e a

dindmica dos corpos rigidos.

Todos os elementos estruturais correspondem a dominios tridimensionais, quando
forcas sao aplicadas em uma chapa fina em seu préprio plano, o estado de tensao e
deformagao na chapa pode ser considerado plano de tensdo (plane stress). Neste caso,
somente as dimensoes do plano da chapa sao necessarias para as analises. Por outro
lado,um solido prismatico contido nas extremidades, sujeito a uma condi¢ao constante de
carregamento normal no eixo pode ser analisado como uma sucessao de fatias bidimensionais
de espessura unitaria. Este problema é identificado como plano de deformagdes (plane
strain). Os estados axissimétricos correspondem a situacoes que podem ser consideradas
como bidimensionais, para efeitos de analise, pois as varidveis de interesse sdo fungoes

apenas de duas coordenadas, radial e axial.

Nesse capitulo é estudado, resumidamente, o Estado plano de tensao, e o Estado
plano de deformagdo, de um elemento infinitesimal (15), a Lei de Hooke e os Fatores de
Intensidade de Tensao (1)(2).

1.1  Introducado a Teoria da Elasticidade

A maioria dos materiais sofrem deformagoes, essas podem ser geradas por agentes
externos, como: os carregamentos externos, carga de dominio ao longo do tempo, as colisoes,
dentre outros. Por tais motivos, torna-se altamente importante o estudo das Resisténcias
dos Materiais, das Fraturas e da Fadiga. A Teoria da Elasticidade assume trés condigoes:
homogéneas, corpos com as mesmas condigoes fisicas; isotropicas, corpos possuam com as
mesmas condigoes fisicas; e perfeitamente elasticas, quando submetidos a uma carga apés

sua retirada, voltam as suas condi¢oes iniciais.(15), figura 1.
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+_n.

Estado geral de Estado plano de Estado plano de
tensdo tensdes tensdes
(vista bidimensional)
(@) (b) (c)

Figura 1: Componentes de Tensoes em um Elemento Infinitesimal

Equacao do Equilibrio
Para as Tensoes:
Ogz Ozy Ogzz
0= |0y Oy Oy (1.1)

Ozz Ozy Ozz

Para o Estado de Tensoes para um ponto qualquer do sélido

004, 00y 004,
+ +

o By P +b, = 0 (1.2)
0oy, 0oy, 0oy,

= 1.
o + Dy + P + by 0 (1.3)
00 n 00y n 00, b= 0 (1.4)

ox oy 0z

onde o primeiro subscrito, indica a dire¢do normal a face do elemento na qual a componente

atua, e o segundo subscrito, indica o componente ao qual a componente de tensao é paralela.

Ao se representar em Notacgao indicial, que é uma forma compacta de se escrever
sistemas de equagoes, podendo ser usada para substituir a forma escrita por extenso ou
representar uma matriz. Nesse caso, ao se representar os somatoérios do sistema acima,
teremos:

Oijyj +bz =0 (15)
onde o indice apds a virgula subscrito indica a direcdo na qual a componente de tensao é

derivada. Respeitando a propriedade de Simetria, tém-se: 0;; = 0.

1.2 Estado Plano de Tensdo (EPT) e Deformacdo (EPD) para
CAUCHY

Conhecendo-se cada componente de tensao, 0;;, em um ponto qualquer e aplicando

o equilibrio dos momentos em um tetraedro infinitesimal,de acordo com a figura2.Obtém-se
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as componentes do vetor das forcas de superficie, p;, e suas respectivas componentes de

tensao,o;;:

il AN

\\ Py .
’:'!—;..l_ "\\‘ pl
Txy S
I—" i
Ty
C';Y

Figura 2: Tensoes em um tetraedro infinitesimal

Dz = OgzNy + OzyTly + 0421,
Py = OyaNy + OyyNy + 0y, (1.6)
Dz = OzNg + O zyTly + 0.1,
onde n; sdo os cossenos diretores da normal a superficie do elemento em relacao aos eixos.
Em notacao indicial:

pi = O'Z'jnj (17)

1.3  Relacao Deformacao e Deslocamento

Consideremos que nenhum deslocamento de particulas no sélido seja possivel sem
que sofra deformacoes. Ao sofrer a¢des externas, um soélido é deformado, sua deformacao
dista um vetor u, qualquer, que demostra o deslocamento para um ponto qualquer do sélido.
Para o nosso estudo, teremos um corpo homogéneo, genericamente no espaco, adotaremos
para o estado indeformado, o ponto P em x;(z1,x9,23) € 0 ponto @ em (dx; + z;). E
para o Estado deformado, o ponto P’ em & (&1, &, &) e o ponto Q' em (d&; + &;). Assim
como, uma distancia inicial dsy, uma distancia final ds e um vetor deslocamento u;, como

demonstrado na figura 3:

Para o Estado Indeformado:

dsg = dx;.dx; e (1.8)
Para o Estado Deformado P’
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Figura 3: Estado de deformagao de um sélido

logo:
0w

an

os pardmetros de medida (19), teremos:

onde u;,; = . Considerando apenas um deslocamento no corpo rigido, ao se analisar

Sendo o tensor definido como:

1

este tensor é designado por tensor das deformagoes de Almansi ou componentes FEulerianas
das deformacoes e foi introduzido por Cauchy e Almansi. No contexto das grandes
deformacoes sao utilizados com frequéncia por Green ou por Almansi. Ja4 no contexto
das pequenas deformagoes, os termos de segunda ordem sao despresados, tornando-se
desnecessarias as distingdes entre as deformagdes de Almansi e de Green, sendo entao

definidas as deformacdes lineares da seguinte forma:

1
€ij = i(uiaj i ) (1.16)

1.4 Delta de Dirac

E um objeto matematico utilizado em diversas areas da fisica, figura 4. Por exemplo,
no célculo da fungao de Green em problemas de contorno nao-homogéneos, na determinagao

do espectro continuo de autovalores, na determinacao das flutuagoes térmicas de particulas
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pontuais em mecanica estatistica, dentre outras. A distribuicdo delta de Dirac ou funcao
impulso, introduzida por Paul Dirac, é a representacao matematica para uma forca intensa

que atua em um ponto em um curto intervalo de tempo (18).

12

10 -

08 s

0o &

Figura 4: Delta de Dirac

Tem as seguintes propriedades:

o 0(x—&) =0, para = # &

d(x — &) = o0, para © = &;

>, 0(x — &) = 0 para £ ndo contido no intervalo de integragio; e

20, 0(x — &) = f(§) para £ contido no intervalo de integragao.

A distribuigao é normalmente representada por §(x), onde seu andlogo no dominio

discreto é o delta de Kronecker:

l,se 1=y
0ij = S,
0,se i#j

1.5 Equacao do Equilibrio Dinamico e Lei de Hooke

As Equagoes da Elastodinamica descrevem matematicamente as deformagoes de
um corpo sélido quando este for sujeito a mudancas de temperatura ou a uma carga
externa. Nessa parte, trabalharemos com duas dessas equacoes para chegarmos na equagao
desenvolvida no trabalho.

Equacdo do Equilibrio Dindmico

Também, conhecida como equagdo do Movimento, representada por:



32 Capitulo 1. Introdugdo a Mecinica

onde p é a massa especifica do corpo e i; sao os componentes do vetor aceleracdao. Ao se

analisar um problema Estatico o termo pti; sera nulo.

A Lei de Hooke

O35 = 2”‘51']' + A.akk.éij (118)

que relaciona as tensoes e as deformacoes especificas, onde p e A\ sdo constantes de Lamé,

definidas pelas expressoes abaixo, com o Médulo de Young (E)e pelo coeficiente de Poisson

(v):

E
R 1.19
h= o+ (1.19)
Ev
A= 1.20
(1+v).(1-2v) ( )
Relacionando as duas equacgoes, teremos:
1 1
Oij = 2M§(uiaj i) + >\§(U1€7k g1, )0ij (1.21)
Simplificando:
0ij = p(tisj Fjsi ) + Mg O (1.22)
Relacionando a Equacao do Equilibrio Dindmico com a equagao anterior:

Obtendo, assim, a equagao de Navier que constitue um sistema linear de equagoes diferen-

ciais para um corpo sélido, homogéneo, isotrépico e elastico linear (6), representada por:

H-Us g5 +()\ + M)-an'j +b; = pui; (1-24)

onde as fungoes u;, €;; € 0,5 que satisfazem as condigoes de contorno:

- Neumann: p; = p;

- Dirichilet:u; = u;

1.6 Mecanica da Fratura Linear Elastica

As imperfei¢coes em materiais solidos tem sido estudadas ao longo dos anos pelo
homem. Essas podem resultar de problemas no projeto, no processamento inadequado
dos materiais, através de impurezas, defeitos internos, defeitos microestruturais e defeitos
superficiais, por tratamentos térmicos incorretos, deterioracao em servico, ou por operar

incorretamente o equipamento.
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Um dos parametros principais que caracteriza a Mecanica da Fratura Linear
Elastica (MFLE) é o Fator de Intensidade de Tensoes (FIT) que é uma funcao formada:
pela geometria da estrutura, pela trinca e pelo carregamento a que esta sendo submetida.
E pode ser determinado a partir do conhecimento do estado tensional na vizinhancga da
extremidade da trinca(13)(6). Através dele pode-se avaliar a magnitude das tensoes e
deformagoes na ponta da trinca e assim, definir a severidade do trincamento ou o tempo

de vida da peca.
O estudo das falhas em equipamentos é dividido em trés médulos:

Modo I: carregamento em tragao, com deslocamentos das superficies da trinca

perpendicularmente a si mesmas, figura 5.

Modo II: carregamento em cisalhamento (escorregamento) com deslocamentos
das superficies da trinca paralelamente a si mesmas e perpendicularmente a frente de
propagacao, figura 6 .

Modo III: carregamento em cisalhamento (rasgamento) com deslocamento das

superficies das trincas paralelamente a si mesmas e a frente de propagacao, figura 7.

Figura 5: Modo I de Tensao

9
(

Figura 6: Modo II de Cisalhamento

Em 1957, Westergaard (20) e Irwin(8) identificaram um fator de proporcionalidade
nos modos de cisalhamento que associa as expressoes para cada modo de trincamento,
subdividindo o FIT para cada modo em: K;,K;;,K;;; ; esses sao relacionados com a tensao

interna e o deslocamento em pontos proximos a ponta da trinca.
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Figura 7: Modo IIT de Cisalhamento

Westergaard analisou o campo de tensoes utilizando ntimeros complexos em uma

placa infinita contendo uma rachadura, o qual é demonstrado na figura 8 a seguir.

AR T S T {1 O {1

i

4
b 40

b

I I O
b

i
b

A A

Figura 8: Campo de tensoes

Para as tensoes:

Opw = ReZ — yImZ' (1.25)
oy = ReZ +yImZ' (1.26)
Toy = —yReZ'. (1.27)

onde Z ¢ uma funcao complexa, Re é a parte real, I'm ¢é a parte imaginéria.

Z(z) = 2 (1.28)
- (O
7(s) = 0= (1.29)
ETELIPE

onde z = x + 1y, a é o comprimento da trinca,o., ¢ a tensao ao longo da trinca.
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Os 04, € 0y tensoes paray = 0 e x > a sao:

O

Oyy = —F——p— (1.30)
-y
x
Duas décadas mais tarde , Irwin mostrou que a soluc¢ao poderia ser simplificada
na area em torno da ponta da trinca,de acordo com a figura 9, utilizou z = a + re?’, e

inventou o fator de intensidade de tensao (FIT) no processo. Como demostrado a seguir:

& 4 A 4 1"} {f .ﬁ. 1[[
e ——
g | =
4 4
== Y 7 =
L
== ilr B8 =

i
¢

i
!

i
O

==

§

R A

Figura 9: Campo de Tensoes

Tem-se:

O

O-OO
Z(z) = \/1_( a )2 - 2are?i + r2e0i
a + re? (a2 T oare0i 1 74262(9@')

(1.31)

Para valores proximos a ponta da trinca, r é pequeno, tal que a >> r, assim

a? >> a.r >>r? (7), obtendo:
O

Z(z) = Toarch (1.32)

a?

Z(z) = aoo.\/Ze_gi (1.33)

Simplificando:

Aplicando a id. de Euler:

¥ = cosf +i.sin 6 (1.34)

Reescreve-se:

a 6 . .0
Z(2) :aoo.,/g.(cos§ — 1. sm§) (1.35)
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Ao se derivar:

i) = O [@ 30 . 30
Z'(z) = vt 2r.(cos 5~ Gsing ) (1.36)
Analisando as tensoes:
ra 9 000 fa . 360
) 0 .30
Ogr — Oo- 277/' (COS§ ?T.Sln ?) (138)

Considerando, y = r.sin 6:

,/ cos - — = st sin 329) (1.39)
6

Adotando, = sm 0 = sm - cos -

7 30
,/ cos - — sm 208 5 sin ?) (1.40)

7T ~
Acrescentando, ~— na equagao:
s

7 7 36
O :Joo.\/La.cosf(l—sinf.sin—) (1.41)
2mr 2 2 2
Analogamente:
7 6 30
Oyy = UOO"/;TC; cos 5(1 + sin 3 sin ?) (1.42)
0 6 36
Toy = Oco. %.(COS §.sin 5+ cos ?) (1.43)

Sendo o tipo de Fratura descrito pelo FIT:

K = 0oo/Ta (1.44)

Logo:
K
T = ——0(0) (1.46)
Toy = £ h(0). (1.47)

Para o campo de Deslocamentos:

K 0 0

Uy = o %.(:osi(k—l—l—zsin2 5) (1.48)
K [r 0 0

Uy 2V 2 sin 2(k + 2. cos 2) (1.49)

onde
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3 —
k = (3 —4v) para EPD e k = (3-v) para EPT.

(1+v)
Aplicando nos trés modos:
Para o Modo I:
K; 7 6 36
Oy = .cos —[1 —sin —.sin —]| (1.50)
V2mr 2 2 2
0 7 36
oy = Tl.cos 5[1+sin§.sin ?] (1.51)
s
Ky g . 0 30
Toy = \/_.Cosf.smf.cos— (1.52)
2mr 2 2 2
o, =0(EPT) (1.53)
o, =v.(0, +0y)(EPD) (1.54)
K] T 9 _ . 9 0
= —/—. —(1-2 = 1.55
u oV ar cosQ( U + sin 2) (1.55)
K] T . 9 _ 2 0
=—/—.sin=(2 20 — = 1.56
v Vo sm2( U — cos 2) (1.56)
Para o Modo II:
-K 7 6 36
Oy = \/ﬁz.sinﬁ[Q—i—COS 5 cos ?] (1.57)
Ky 6 . 0 30
o, = \/_.cosf.smf.cos— (1.58)
2mr 2 2 2
K 0 0 30
Ty = \/_.cosf[l — sin —. sin —| (1.59)
27r 2 2 2
o, = 0(EPT) 1.60)
o, =v.(0, +0,)(EPD) (1.61)
K 7 6
_ f %.sin§(2—26+0082§) (1.62)
K 0 7
v = % %.COS 5(1—2@—81112 5) (1.63)
(1.64)
Para o Modo III:
—Kr 0
Tz — . a 1.65
5 V2nr ) (1.65)
K 0
. = . — 1.66
v V2mr % (1.66)
K 0
w = :L”. %.sm5 (1.67)

onde,
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+v)

v é o coeficiente de Poisson;

v =v para EPT e 0 = para EPD;

x €é o eixo cuja orientagao positiva é tangente a extremidade considerada da trinca;
y ¢ o eixo perpendicular a x; e

u, v, w sao os deslocamentos nos eixos x, y e z, respectivamente.

Ainda, segundo Irwin e Griffith, sob regime elastico linear, a taxa de liberacao
de energia G de um material relaciona-se com os fatores de tensoes conforme a equagao

abaixo:

G== (1.68)

para o médulo do material F, tem-se:

FE' = FE para EPT

FE
E/ = ﬁ para EPD
— v
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2 METODO DO ELEMENTO DE CON-
TORNO E METODO DA DUPLA RECI-
PROCIDADE

2.1 Método do Elemento de Contorno (MEC)

Este capitulo tem como objetivo apresentar os conceitos basicos da Formulagao do
Método dos Elementos de Contorno(1)(2). As equagoes integrais da Formulacao Classica e
Hipersingular para pontos pertencentes ao contorno externo e ao contorno da trinca sao

citadas, assim como, a expressao para determinacao das tensoes em pontos internos.

O MEC se aplica a diferentes problemas em engenharia, tais como: mecanica da
fratura, mecénica do contato, barreira actstica, prote¢ao catédica (em casco de navios e
torres de distribuicao elétrica), e problemas de elasticidade. Contudo, as singularidades que
surgem nessas formulagdes matematicas sao contornadas por técnicas e artificios numéricos.
O método possui uma boa precisao nos resultados, resolve problemas em dominios infinitos
ou semi-infinitos, e envolve somente a discretizacdo do contorno, diminuindo o custo
computacional. A figura 10 demonstra como é feito o contorno considerando a linearidade

e a influéncia das forgas em cada ponto fonte (£) e ponto campo ().

N

Figura 10: Dominio do Problema

A equagao 2.1, é a solugao fundamental do MEC e a qual sera tratada no decorrer

desse capitulo.

ui(©) = [ (€ 0)py(@)dl () = [ p(6,0)uy(x)dl () (2.1
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k k = . ..
onde wu;; (&, x) e Dij (&, x) sao, respectivamente, o deslocamento e a forca de superficie no
ponto campo x na dire¢do j pertencente ao contorno I', para uma carga unitaria aplicada

no ponto fonte (interno) & na diregao i.

2.2 Utilizando a Equacao de Navier

Dada a equac@o de Navier, considerando a carga de dominio ndo nula (b;) e o

problema estatico:

fitt i (A + )t +b; = 0 (22)

Atribuindo uma fungao especial que atenda as condigdes de contorno da equagao(6),

u7, ao se integrar no dominio:
,u/gu;m widQ + (A +u)/ I +/ bjutdQ = 0 (2.3)
Ao aplicar a integral por partes:
/QU-U”‘ dQ) = /Q(u.v),i dQ) — /Qv.u,i a2 (2.4)

Tem-se:

O R RER (A e

O ) [ [ 05) 5 = (g )i+ st 5 )Jd2 + [ byusd2 =0 (2.5)
Ao aplicar o Teorema da Divergéncia:

/Q(u.v),i dQ) = /Fu.v.nidF (2.6)

Obtem-se:
(uz il + (4 ) [ (g g)d2+ [ bjusdQ2 =0 (2.7)
Ou

/Q[M(Ujuj,ii )+ (A + p)(ujuj,z )]dQ2 + M/F[(an' wp)n; — (wju,; Jngdl
+ A+ p) /F[(um wi)ng — (uguj,; )ngldl = /Q —bju;d$2 (2.8)
Substituindo a carga de dominio (b;)por:

0(&,x).Py [Py =1
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Teremos:

[t ) + O ) (g5} = | =A(E ). Py a2 (2.9

Q

Assim:
Pyuj(§) = M/F[(an‘ w;)ng — (ujug,i Jnadl + (A + p) /F[(Um' w;)ng — (uguj,i )ngldl. (2.10)
Reescrevendo a equacao com a expressao auxiliar
u/r[(ui,j ui)n; — (ui,ju;)n;ldl =0 (2.11)
Obtém-se:

Piuj(€) = [ [ntuiss 5.0+ Muis Izl = [ [y iy

+ )\uiuj,i i — WUy WS F LU 55 T+ [l ujni]df (2.12)
Adotando:

P = M(Ui,j +U,j,i )TLZ + )\(U“l )nj (213)

p; = pluy,y +ug, )ng + Mug,j )ng (2.14)

Rescrevendo a equagao:
Pju;(f)—l—/ljp}‘ujdlj = /Fu;pjdl“ (2.15)

Considerando que a solugdo fundamental para carga concentrada atua independente:

uj = uj(§ 2) Py = uj;(§,2) P+ ugi (€ o) P (2.16)

* * . . . ~ .
sendo uj; e pj; , respectivamente, deslocamentos e forgas de superficie na diregao j no
ponto campo z, resultado de uma carga unitaria agindo na dire¢do i e aplicada no ponto
fonte &.

Assim:
Pyuy(€) + /F P (€, x). Pyl = /F uly (€, 7). Pipydl . (2.18)

Tém-se:

ui() + [ i€ oy ()l () = [ (& 2).py (@)l () (2.19)



42 Capitulo 2. Método do Elemento de Contorno e Método da Dupla Reciprocidade

Figura 11: Ponto singular £ no contorno em uma regiao semicircular.

2.3 ldentidade Somigliana

Para x € r, aplicando a Identidade Somigliana para os deslocamentos, considerando

a figura 11, teremos a solug¢ao fundamental:

I =1lim(l — T, +T.)
e—0
€ii(§) = 8+ lim [ (€ 2)uy(2)dl ()

i (€uil) + [ piy(& )us(@)al @) = [ uiy(&2).ps (@)l ().

(2.20)

(2.21)

(2.22)

onde ¢;;(§) é o coeficiente para contornos suaves; e a tangente em & ¢ continua, dada pela

5o
metade do delta de Kronecker: —~

Aplicando a derivada, temos as tensoes nos pontos internos:

735(6) = [ Unnl&0m(@)dl (@) = [ Pyué ayun(a)dl (a).

Counsiderando:

. 2pv ouy, ouf, — Oul,
ijk(g’a:) C1- QUUJk ox; +ul o0x; * Ox; ]
2puv - Opj, Opiy, 0292}]

P&, w) = 1— 2077k 0z +u[8xi + 0z;

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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2.4 Método da Dupla Reciprocidade (MDR)

O Método permite resolver problemas transientes usando solugoes fundamentais
da estéatica.E tem como objetivo transformar a integral de dominio do termo existente em

uma integral de contorno(11)(12).

Considereremos a equacao de Navier com carga de dominio sendo o peso préprio:
,uuz-,jj +()\ + M)Uj,ji == bj (226)

Adotando a solugao fundamental para os deslocamentos e para as forgas de superficie
com os procedimentos classicos do método dos Elementos de Contorno gera a seguinte

equacao com integrais de contorno e uma integral de dominio:
Ciuj + /F Pyl = /F wlpydl + /Q b dQ (2.27)
Se representar a agdo do dominio por um somatério de fungoes:
bi(x) :ozg"fm:ajl-f1+a?f2+...+a?f". (2.28)

onde os pontos m sdo os pontos de colocacao, f é uma fun¢ao de aproximacao e o é um

conjunto de coeficientes iniciais desconhecidos.
Reescreve-se:

/u Q) = o /fmu* dQ) (2.29)

Para se transformar em integral de contorno, é necessario reescrever f em termos
de uma funcao primitiva ﬁflj, que satisfaca a equagao de Navier, com termo de dominio

sendo concentrado no volume:
Mﬁﬁjn‘z‘ +(A + M)afmij - 5njfk (2.30)
Desta forma, aplicando essas equagoes obtém-se:
C’Z;uf + /Fp;‘jude — /Fu;‘jpde C’Z ﬁ;” + / Pyl dl — / ug;prsdl) o, (2.31)

Usando os valores nodais com o mesmo grupo de fungoes de interpolagao, obtém-se

0s somatorios:

Ne Ne
CFuF + Z hijuj — Z kiD= Z C’k km 4 Z hy 0y Z gkjﬁ;”)am. (2.32)
j=1 Jj=1 j=1 Jj=1

Finalmente, aplicando a equagao anterior para todos os nés do contorno e pontos

internos, e incorporando a matriz C' em h, forma-se o seguinte sistema de equagoes:
Hu—Gp=(Ht— Gp)a (2.33)

para a = f~'b, onde f* é uma funcdo auxiliar de interpolacdo, que utiliza a distancia entre
os pontos campo e fonte, além de se adequar ao método da colocagao com a distribuicao
delta de Kronnecker, dada por: r(z*, z)(1 + &;;).
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3 FUNCAO DE GREEN NUMERICA

A Funcao de Green Numérica é uma ferramenta que permite a solu¢ao de problemas
da Mecanica da Fratura, tendo como uma de suas vantagens a remocao da interpolacao

do elemento sobre a superficie da Trinca(9)(10).

A FGN, representada na figura 12 , descreve forgas que se encontram em equilibrio,
em termos de uma superposicao de solugoes, sendo essas: a solugao fundamental de
Kelvin e asolucao complementar. Ambas de mesma intensidade com sinais contrarios. Essa
ferramenta é muito importante, pois elimina do sistema final de equagoes os deslocamentos
e as forcas de superficies nas faces da trinca, evitando a singularidade na superficie da trinca,

pois sua discretizacao para a forca de superficie, seria nula, estando essa descarregada.

Figura 12: Fungao de Green Numérica

A primeira solugao que é conhecida, é chamada de solugao de Kelvin (K), representa
um problema em meio infinito com fissura submetida as forgas no problema fundamental de
Kelvin, onde a continuidade das tensdes nos pontos coincidentes com a fissura é garantida
aplicando a equacao do equilibrio do tetraedro regular, tornando a solugao fundamental

equivalente a solucao analitica de Kelvin.

A segunda solugao, chamada de solugao Complementar (C'), representa as mes-
mas forcas de superficies aplicadas na solucao de Kelvin, em pontos ficticios da trinca,
com sentidos opostos. Esta é obtida numericamente aplicando a Formulagao Classica e
Hipersingular do MEC.

A FGN é representada pela soma da Solucao de Kelvin e da Solugao Complementar:

ug (& x) = ufs (&, 2) + ug (€, v) (3.1)

i i

P&, @) = pl (& @) + p5(€, ) (3.2)

onde s6 os tensores complementares sao desconhecidos.
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3.1 Problema Complementar

Inicialmente, com a Formulagao Classica do MEC, atribuindo a solu¢ao fundamental

de Kelvin, com o contorno externo e o contorno da trinca:

wi(€) = /F u (€, 2)p; (z)dT (z) — /F P56 @) (@)dr ()

+ [ uSE o @)dr(@) = [l a)u(2)dr (@) (33)
f f
onde o ponto fonte £ pertence ao contorno complementar e o ponto campo x pertence a
rfure.

Tendo as condigoes de regularidades satisfeitas, as integrais no contorno externo se

anulam, logo:
wl€) = [ ulf(€ i)l ()~ [ plf(6,2)(@)dr () (3.4

Considerando que os efeitos em (C) sao devidos & aplicagdo de uma carga unitaria

na dire¢do k em um ponto ¢ (inicialmente designado por £ no problema (K)):

UG = [ (e s ndra) — [ pE i) (5)

Ly

Fazendo-se uma mudanca de indices objetivando compatibilizar a notagao empre-
gada, considerando que a forca de superficie ao longo da superficie superior da trinca é de

sinal contrario ao da face inferior:
uG(62) = [ wh(COPE(E QITE) — [ PG Ouli(EOdr@)  (36)
f f
Logo:
u(6.2) == [ uli (@, OE(E.C5) + Pl (€ CIT(Q)
+ [ P Qb ¢+ u € AN (Q) (3.7)

Tendo em vista que a solucao de Kelvin produz tensoes internas continuas em
(K), e como as tensoes na superficie inferior e superior da trinca sao opostas de mesma

intensidade, tém-se:
uG(&2) = [ P Qi€ ¢5) +ui (€ AT (Q). (3.8)

Considerando a abertura fundamental da trinca, ou seja, a abertura da fissura na
direcao k£ quando é aplicada uma forca unitaria no ponto fonte pertencente a solucao de
Kelvin na direcao i:

u(62) = [ plile,)ea(, Odr (o). (3.9)
Ao se derivar:

P& ) = [ Pl Ocale. Qdr(C). (3.10)
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3.2 Abertura Fundamental da Trinca

Essa abertura é obtida aplicando o limite na equagao anterior, quando x tende ao
contorno da trinca no problema complementar:

lim p5(6,2) = P5(E.C) = PF [ Pl Qewl€. Odr(c). (3.11)

z—I

onde ¢ é o ponto fonte no problema (C) pertencente a fissura que torna o integrando

hipersingular, no sentido da Parte Finita de Hadamard, representado por PF.

Para condi¢oes de contorno naturais pg(f () = —pg (€,0), e objetivando resolver
numericamente, emprega-se o método dos residuos ponderados com fun¢ao peso igual
ao Delta de Dirac, A((p,¢) m = 1,2, ..., M.Onde ¢, é o ponto de colocacio e M é o

nimero de pontos de colocacao, sendo representado por:

PF [ PE(Cn Qenl&, Od0(Q) = =p§(€.Gr)  m=12. M. (3.12)

A abertura da trinca c;x(&,¢) pode ser interpolada com NG pontos (, € I,
independente das posigoes dos pontos de colocacao (Q_“m), adotando N igual a M, é gerado
um sistema com solugoes mais simples. A técnica de integragdo numérica aplicada nesse
caso deverd contemplar a hipersingularidade devida ao tensor Pf,g(ém, (), podendo ser

empregados integracoes especiais, Kutt.

Ao se analisar a abertura fundamental da trinca com integragao numérica regular

de Gauss e técnicas de integragoes complementares:

N

Z Crmgn Czk(g Cn)W |‘] | ij(ga Em) = _pfg('(ga Em)v (313>

onde E;;(¢, Em) ¢ a correcao numérica, pois ao se utilizar a quadradura de Gauss nao se
contempla o calculo da parte finita da integral isoladamente, |J,| é o Jacobiano devido a
transformagoes de coordenadas no dominio de integracao ao longo do contorno da trinca,
(m € o ponto cuja posicao refere-se as coordenadas naturais de Gauss que sao empregadas
na interpolacdo da abertura da fissura, W, é o fator peso associado a este ponto, e N é o

numero de pontos de integragao.

Para se obter a parcela correspondente a correcdo numérica, faz-se a expansao de

Taylor na abertura da trinca em relacio ao ponto de colocacio Cn:

acik(S? C_m) 1 a2cik (ga Em)

AL (() 2 ar() D) =T () +-.. (3.14)

cin(§,C) = can(€, Gm) + [L(¢) =T (Ga)]+

Substituindo a equacao acima em:

PF [ PEGn Qenle, OaDQ) = =pS(€.Gn)  m=12. M. (3.15)
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Tém-se:

] el
PF [ (G erl€, OAT(Q) + PF [ P (G, () 2o conl€,Cn)

or(q)
1 8cik (&, Cm) = o ks
5 are 1 @) T TECmIAr(C) = =py (& m), (3.16)

L)+ PF [ P 0)

onde a primeira integral é calculada no sentido de Partes Finitas e possui uma singula-
ridade na ordem (T%) A segunda integral com o Valor Principal de Cauchy, e apresenta
singularidade (%) Ja a terceira, a ordem do integrando fica igual ou superior a zero,
portanto, essa regularidade possibilita que o emprego de integracao numérica simples

apresente boa convergéncia.

Aplicando-se a Quadradura de Gauss e reagrupando a expressao:

N —
3= Py (Gons Ga)eae(&, G)Woal Jn] = can(€ Z PE (G, Co)Wal

n=1 n=1
= PF [ PG G)ar(Q)] - 2

n=1

g Z k(G Go)Wal Jul[D(Ca) = T(G
(¢

= PF [ PG OIT(Q) = TGN ()] = b6 G (3.17)

que gera um sistema de equacgoes algébricas onde apenas o termo independente pg (&, C_m)
depende da posicao do ponto fonte £ e as incdgnitas sao as aberturas fundamentais da

fissura em N pontos de integracao.

Comparando a equagao com fator de corre¢cao numérica(6),obtém-se:

-~ 8Cik(£7 5m>
Eij (&, Cm)ejy, + T(C)eik (3.18)
Para:
N _ a _
e = 2 Il P (Gmy Go)Wo — PF | Pl (G, a)dD(Q) (3.19)
n=1 —a

i = Z:I\Jnlpﬁ(fm,é“n)[r((n) L(Gn)]Wy — PF Pfé(Cm,Cn)[ (Ga) = TG )AL (¢)

(3.20)
e =200 L ¢m> gy 520
2oy e in(E ) 3.22)

onde cix(&,Cn) € acgl(“igm)

da trinca 2a ou [—a, al, esses calculados através da interpolagao da abertura da trinca e

sao definidas no ponto de colocagao (,,, com o comprimento

sua derivada, empregando-se N pontos de Gauss.
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Adotando as func¢oes de Bessel, com a substituicao por séries infinitas, e Barra
(15), com comportamento da parte imaginaria regular enquanto a parte real da solugao

fundamental é singular, em r» = 0. E ndo considerando somente o erro singular, tem-se:

Considerando s6 a parte direita:

PF [ P (Gn Qeinl§, OT(Q) =PF [ PJE(GnsC)eun(& OI(C)
£ PF [ PG Qearl€, QI (Q)
+PF [ PG Ol QATC)  (3:24)

Na expressao acima Pf,g é a solucao hipersingular estatica, derivada da soluc¢ao
. 1 - . -
fundamental de Kelvin, P;;? sdo as parcelas de comportamento logaritmico e Pj ¥ sdo as

parcelas de comportamento regular.

O erro devido a singularidade logaritmica em relagdo a integracao pela Quadratura

de Gauss pode ser representado(6):

Z P]lzg CmaCn)W |J ’Qk(f gn PF/ P]lzg Cmagn)clk(g Cn)dr(g) - Czk(g Cm) log
(3.25)

Tendo:

l(;sg = s” Z Waln([¢, — §m|) —[(I¢n — Em|)ln(|cn - §m|) + ([¢n — 5m|)ln(|gn - gm‘) — 2al].
(3.26)

Assim:

80116( Cm)
or'(¢)

Escolhendo os pontos de colocagao para coincidirem com as posicoes dos pontos de

Ei; (&, Em)[ €jr T elog] + ejlc' (3.27)

Gauss, e analisando o limite quando (,, — ¢, , quando n = m, tem-se,para n # m :

0 2% PG GG+ a6 Gl P o) = 6,20 (o~ ()
52[a Zl Waln(|¢, — éml) — [(1¢n — §m|>ln(’<n - §m|) + (16w — ém’)ln(|cn - §m|) — 2a]

_ acik(£7 Cm N ln(a - gm)]] 2aW,, aQCik<€a Em)
ar(c) =1 Cn C a—Gmn 2 dg?

onde m=1,2.., M. (3.28)
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Para se calcular as derivadas referentes a trinca, usa-e o polinémio de Lagrange.
Adotando o comportamento das aberturas da trinca proporcional a a,/p, onde p é a

distancia até a ponta da trinca:

) ~ ) N Czk<57C)
Czk(ga g) \/1 n ;Dn(n)m (329)

para t # n temos

=(n—m)
1;[ — (3.30)

onde n = % é a coordenada natural da trinca, onde D,, é um polindémio de Lagrange de

ordem (N — 1), T é um ntimero inteiro positivo igual a N.

Assim, a primeira derivada é:

aoc v on O
Logo:
8%(5 C) 1 D Czk 5 CTL) 772 D' M 3.31
« 1__77; Qv TRt s 6
E a segunda derivada:
(2 877 3{ 5C
Logo:
Pe(60) 1 Z k&G 2 i NAST)
02 Yo ﬂ = m
N )
4 vi-» S D (H)M (3.32)

n .
i V1=
A equacao completa forma um sistema matricial de 4N equacgoes subdivididas em

dois subsistemas de dimensoes 2N, compartilhando a mesma matriz quadrada, que sao

usados para determinar a abertura fundamental da trinca nos pontos de Gauss.

A representacao matricial deste sistema pode ser simplificada:

Sci(€) = (&), (3.33)

onde ¢; e p! sdo, respectivamente, os vetores de incognitas (aberturas fundamentais da
trinca) e termos independentes, e a matriz S é fun¢ao apenas da geometria da trinca e

independe da posi¢ao do ponto fonte £ .
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Pode-se, alternativamente, usar a técnica de eliminacao de Gauss, que triangulariza
a matriz de coeficientes S e, conseqlientemente, altera o vetor de termos independentes na

direcao ¢ considerada, em cada posicao do ponto £ no contorno externo.

Pode-se escrever a fungdo de Green numérica para uma unica trinca dessa forma:

uii (& @) = ug (& +Z|J [Pk (. Ga)ein (€, G) W (3:34)
n=1

onde J, é o jacobiano, (, sao pontos de colocacao, W,, é a representacao dos pesos de

Gauss, ufj( (& z)e pg (&, z) representam as componentes de deslocamento e for¢a em Kelvin.
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4 IMPLEMENTACAO NUMERICA

Esse capitulo faz a discretizagdo dos valores nodais da geometria do elemento com
contornos lineares e quadraticos(1)(2)(9)(10); demosntra como é o tratamento dado as

integrais Singulares; e descreve o funcionamento do c6digo em Fortran(6).

4.1 Discretizacao Numeérica

A equacao abaixo envolve uma distribuicao dos deslocamentos e forcas de superficie

em todo contorno.
i(©us(€) + [ P (€ wu()dl () = [ (€. x)ps (@)l () (4.1

Para se discretizar a equacgao dividi-se o contorno em J elementos I';, sendo
associado valores de deslocamento e forgas de superficie. Como a variagao das grandezas

dependem da funcao interpola¢ao e do niimero de elementos:

uj = Nu, (4.2)
P = an (43)
Ao substituir:
J J
cun = S2( [ wNdD)p, = 3 / p*NdT)u (4.4)
j=1 7Ly j=1

4.1.1 Funcao de Interpolacao

O contorno I'; ¢ definido em func¢ao da interpolacao M adotada, dependendo de m

noés geométricos do elemento, logo, adotamos as coordenadas do contorno:

;= Mx,, 4.5
j (

Para interpolacao Linear, definem-se dois pontos ou nés geométricos, figura 13:

Adotando:

onde I a matriz identidade; Ny e Ny fungoes de Interpolagao Linear

Ny 0

M, =IN;, =
0 M

(4.7)
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N1

A 2
(% .x3)

Figura 13: Interpolacdo Linear

para —1 <n <1,

1
Ny = 5(1_77)

1
O Jacobiano e a coordenada adimensional 7, sao:

dl' = |J|dn (4.9)

para o caso linear:

dl’l dﬂ?Q
J| = 2 —=)2. 4.10
1= e (1.10)
Sendo:
d.fCl dN1 1 dNQ 2

a oy "
dQ?Q le 2 dNQ 2

(4.11)

—_— = — — 4.12
Sendo o Jacobiano com elemento linear encontrado pela metade do comprimento

do elemento:

l
7= (4.13)

Ja a Interpolacao Quadratica, sao necessarios trés pontos ou nos geométricos, como

demostrado na figura 14:

Para —1 <n <1,

1
Ny = 2(772 - 1)
1
Ny = 2(1 _772)
1
Ny =107 +n) (4.14)
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1~

o 1 0 1 n
(x,x3)
N:
-
\ M
) A
7 1 >N

Figura 14: Interpolacdo Quadratica

Nesse caso o Jacobiano é:

d.f(]l dN1 1 dN2 1 dN3 1

_ a3 4.1
i a7 Ty + a Ty + + an T3 (4.15)
dIQ dN1 2 dN2 2 dN3 2

_ N3 4.16
an a7 x] + a x5+ + a x5 (4.16)
des dNy 4 dNy 4  dNj 4

_ N3 4.17
i i x] + an x5+ + an s (4.17)

4.2 Integracao Numérica nao Singular

Cada integral serd calculada numericamente sempre que o ponto fonte £ nao
pertencer ao elemento I';, sendo feito através da integracao numérica de Gauss:

NPI

[ smin =3 rinu. (4.13)

onde 7 ¢ a coordenada adimensional do ponto de integragao, wy é o fator associado ao

ponto, e, NPI é o numero total de pontos de integracao.

Logo:
NPI
/F p* NdT :/F PN 2 S | JeweNip} (4.19)
J J k=1
NPI
/ w* NdT :/ wNI|dp 2 S [T wp N, (4.20)
I Iy —1

Se adotarmos:

Z(/F,p*NdF)un = ihjun (4.21)

J J
Z(/ U*Ndr)pn = Z:gjpn (4'22>
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Ao se reformular o sistema matricial caracteristico do MEC, obtém-se:
J J
Cly, Z hju,+ = Z GiDn.- (4.23)
=1 j=1

Representado matricialmente, por:

(c+ H)u = Gp
Hu=Gp (4.24)

Que apods a introducao das condigoes de contorno, transforma-se:

Ay=f (4.25)

onde y representa os valores nodais incognitos e f as contribuicoes dos valores prescritos

no contorno.

4.3

Implementacao em Fortran

Para os célculos foi usado um coédigo em Fortran, que recebia os dados de entrada

do problema a serem analisados e fornecia os resultados numéricos das suas equagoes
implementadas(1) (6) (9) (10).

Os procedimentos de funcionamento

Dados de entrada

e Arquivo txt com as seguintes informagoes: Modo de Cisalhamento, coeficiente de
Poisson, volume, niimero de nds internos, niimero de nés externos, niimero de nos
do contorno, nimero de elementos de ligagdao, malha do contorno com suas ligacoes,
pontos internos, elementos com ligacao de trés a trés elementos, distribuicao das

cargas, distribuicao das tragoes e distribuicdo da carga no dominio, vide anexo A.

Funcionamento da Implementacao

e Iniciado o Algoritmo, informar: o nome do arquivo de entrada, nome do arquivo
para a saida, nimero dos pontos de Gauss, inclinagdo da trinca e suas subdivisoes,

de acordo com a figura .

e Carregamento dos dados : leitura dos dados, formacao das matrizes, analise dos
elementos de conectividade e definigdo dos pontos/pesos de Gauss, conforme figura
15.
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e (Calculos realizados: Aplicagao de Lagrange e suas derivadas, aplicacdo do Delta
Kronecker, funcdo EXTRA, deslocamento complementar, tensao complementar,
Jacobiano, deslocamentos 2D, fatores de intensidade de tensao e novas posi¢oes dos

nos.

B C\Users\MARLON\Desktop\dissertacao\MFC\mestrado\professor\test\test\Debug\test.exe — Oa x>

INFORME NOME DO ARQUIVO DE ENTRADA-->kaw.txt
INFORME NOME DO ARQUIVO DE SAIDA --->skaw.txt
INFORME NUM.DE PONTOS DE GAUSS(CONT)-->
24
ENTRE O VALOR DE A
1
MEIO COMPRIMENTO DA TRINCA= 1.00000000000000
ENTRE ANGULO DE INCLINACAO DA TRINCA EM GRAUS
e

INCLINACAO DA TRINCA= ©.000000000000000E+000
INFORME NUM.DE PONTOS DE GAUSS(TRINCA)-->

24

entrar numero de subdivisoes

1
ENTRAR NO DE NUMERO
=1

ENTRAR NO DE NUMERO

1

Figura 15: Plataforma Fortran

Dados de saida

e Arquivo txt com as seguintes informagoes: Modo de Cisalhamento, coeficiente de
Poisson, volume, niimero de nés internos, nimero de nds externos, ntmero de
nos do contorno, nimero de elementos de ligacao, malha do contorno com suas
ligacoes, pontos internos, elementos com ligacao de trés a trés elementos, distribuicao
das cargas, distribuicao das tracgoes, distribuicdo da carga no dominio, variagoes de
deslocamento, variagoes de tensao, deslocamentos na trinca 2D, fatores de intensidade

de tensao adimensionais e novas posi¢oes dos noés, vide anexo B.
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5 APLICACAO NUMERICAS

Nesse capitulo foram feitas trés aplicagoes com o Fortran: A primeira, distribuiu
simetricamente todos os nds no contorno e foi considerado uma trinca centrada; a segunda,
foram encontrados os nés do contorno, considerando uma trinca de bordo reta, foi aplicado
uma forca positiva perpendicular ao eixo x e comparado seus resultados com um artigo; e
a terceira, encontrados novos nos para o contorno, tendo uma trinca inclinada de bordo e

analisado os FIT para varios tipos de trinca.

Testes tedricos

Essa seccao visa testar o funcionamento da implementacao, utilizando uma distri-

buicao totalmente simetrica.

Trinca Reta Centrada tracionada

Tendo uma chapa retangular com uma trinca Reta Centrada tracionada, como
¢ mostrado na figura 16. Adotando um material linearmente elastico com as seguintes
propriedades: modulo de Young igual a 1000; coeficiente de Poisson igual a 0.3, densidade
igual & unidade e trinca de tamanho 1, com a/w = 0.1 e h/w = 2. A discretizagdo tem
4 pontos internos, com dois nds fixos em x e y (18 e 44), e quatro pares de nés duplos

representados nas extremidades da placa.

Os resultados numéricos demonstram simetrias nos noés, apoés a utilizagao do
Implementagao feita em Fortran. Sendo observados nos resultados relativos as aberturas
da Trinca em x e y, por ser um problema de cisalhamento no Modo I, a variagao ocorre em
y, 0 qual, fornece uma variagdo no Fator de Intensidade de Tensao (K1/K0), tabela 1 e 2,

que é o parametro usado para determinar incrementos de trinca durante seu crescimento.

Exemplo de trinca Inclinada Centrada tracionada

Tendo uma chapa retangular com uma trinca Inclinada Centrada tracionada, como
¢ mostrado na figura 17. Adotando um material linearmente eldstico com as seguintes
propriedades: modulo de Young igual a 1000; coeficiente de Poisson igual a 0.3, densidade
igual & unidade, trinca de tamanho 1, com a/w = 0.1 e h/w = 2. A discretizagao tem
4 pontos internos, com dois nds fixos em x e y (18 e 44), e quatro pares de nds duplos

representados nas extremidades da placa.



60

Capitulo 5. Aplicagdo Numéricas
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Figura 16: Chapa Tracionada com Trinca Reta Centrada
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Tabela 1: Valores da Abertura da Trinca.

Tabela 2: Modo de Cisalhamento

N6

K1/K0

K2,/KO0

3

0.3485 0

Os resultados numéricos dessa Trinca por estar Centrada com uma Inclinagao de

45 graus sao simetricamente distribuidos, observa-se uma variagao bidimensional, tabela 3,

que consiste em um modelo Misto de Cisalhamento, com dois Fatores de Intensidade de

Tensao, como demostrado na tabela 4.

Podemos observar nas tabelas 01, 02, 03 e 04, que os resultados obtidos, como
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Figura 17: Chapa Tracionada com Trinca Inclinada Centrada

Tabela 3: Valores da Abertura da Trinca.

N6 CX CY
1 |-0.0004 | 0.0004
2 1 -0.0008 | 0.0008
3 |-0.0012 | 0.0012
4 1-0.0015 | 0.0015
5 [-0.0017 | 0.0017
6 | -0.0018 | 0.0018
7 | -0.0018 | 0.0018
8 [-0.0017 | 0.0017
9 [-0.0015 | 0.0015
10 | -0.0012 | 0.0012
11 | -0.0008 | 0.0008
12 | -0.0004 | 0.0004

Tabela 4: Modo de Cisalhamento

N6 [ K1/K0 | K2/KO0
3 01762 | -0.1762

esperado, foram todos simétricos, tanto na trinca Reta quanto na inclinada. Isto se deve:

ao tipo de distribuicao dos nés do contorno, simétricos; a localizacao da trinca, centrada; e

ao tipo de material, considerado no trabalho como homogéneo, isotropico e completamente

elastico.
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Aplicacoes praticas

Essa seccao vai comparar os resultados obtidos com publicacoes.

5.0.1 Trinca de bordo reta com carregamento vertical positivo

Tendo uma chapa retangular com uma trinca de Bordo Reta com carregamento
vertical positivo, considerando a proporgao dos eixos e dois nés fixos no eixo w (7)(6),
como é mostrado na figura 18. Adotando um material linearmente elastico com as seguintes
propriedades: médulo de Young igual a 1000; coeficiente de Poisson igual a 0,3; densidade
igual & unidade e trinca de tamanhos 7 e 8; com a/w = 0,7 e 0,8. A discretizac¢do tem 197

noés no contorno, 96 elementos quadraticos e 40 pontos internos.

TP I
IS

|
I I 1

h/2 h/2

Figura 18: Chapa com Trinca de Bordo com Carregamento Vertical

Ao implementar os dados no programa, observa-se apds a carga reversa ser aplicada,
uma variacao no Fator de Intensidade de Tensao, tabela 3, que também resultou em uma
variacao da trinca no eixo y, representado na figura 19 , os dados tabelados descrevem
uma superficie similar ao obtido na figura 20. E os valores obtidos para cada tipo de trinca

sao muito préximos, como pode-se observar na tabela 5.

Tabela 5: Valores de K;/Kj.

hjw | a/w | K;/Ky | K;/K, (Karami)
2 0.7 0.27 0.22
2 0.8 0.61 0.63
3 0.7 0.81 0.72
3 0.8 1.30 1.34
4 0.7 1.44 1.22
4 0.8 2.23 2.26




63

Tabela 6: Valores da Abertura da Trinca.

NG C,
11 | 0.173309091
12 | 1.488407728
13 | 11.59123329
14 | 10.30515245
15 | 8.209602971
16 | 6.809388777
17 | 5.497799936
I8 | 4.451916365
19 | 3.487847496
20 | 2.692714304
21 | 1.971155669
22 | 1.376407442
23 | 0.829984825
24 | 0.375531989

13,5
10,5
7.5
4,5
1.5

15 1 23
-4,5

-7,5
-10,5

-13,5
Pontos da Gauss

Figura 19: Abertura da Trinca

Podemos observar algumas diferencas gréaficas, figuras 19 e 20, e diferencas numéri-
cas, tabelas 5, que nao contextam a aplicabilidade do método para resolucao desse tipo de
problema, entretanto, para uma melhor comparagao dos resultados seria necessario rever
as condigoes iniciais aplicadas no artigo comparado, as quais nao sao muito claras ou rever

a escolha da funcao auxiliar usada no programa.

Trinca de bordo inclinada com carga de dominio

Considera-se uma chapa retangular com uma trinca de Bordo Inclinada como é
mostrado na figura 21. O material é linearmente elastico com as seguintes propriedades:
moédulo de Young igual a 1000; coeficiente de Poisson igual a 0,3 e densidade igual a
unidade. As relagoes a/w sao 0,1; 0,2; 0,3; 0,4 e 0,5. A discretizagao tem 165 nds, 80
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closed part c

T

crack mouth

Figura 20: Abertura da Trinca

elementos quadraticos, nés duplos nos quatro cantos da chapa e 4 pontos internos.

// =3
4P | I |

3

Figura 21: Chapa com trinca de Bordo Inclinada

Refazendo o Contorno em uma placa 10x30 com peso proprio tendo uma Trinca de

Bordo com Inclinagao de 45 graus, figura 22:

{-10.10 (20,10
123 134 63

[ ° * 3

(20,100

>4 {-

F
|. ’i.m o ./ :
5 144 ?ﬂ‘- |
.%..15 (20, 0)

165 1 41
-10,00 0,0) (0.0 10,0)

Figura 22: Contorno Adotado para a Chapa com trinca de Bordo Inclinada
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Foram encontrados, como podemos observar na figura 23, as seguintes variagoes no

grafico de K1/KO0 por a: Esse grafico demonstra o decaimento do FIT, K, em rela¢ao ao

0,25

0,1

Figura 23: Gréfico do FIT do problema

tamanho da trinca, a.
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6 CONCLUSAO

O trabalho demonstrou um procedimento muito eficaz para se calcular o fator de
intensidade de tensdo na implementacao em problemas com carga de dominio e de tracao
em 2D, tanto para trincas Retas quanto para trincas inclinadas. Esses conhecimentos,
com a utilizacdo de algumas ferramentas computacionais, poderiam ser aplicados em
estudos mais avancados, como no comportamento estrutural com o decorrer do tempo.
Poderiam ser analisado o comportamento numérico ao se aumentar o carregamento, os
fatores que evidenciam a ruptura e a sua provavel diregdo de propagacao (3)(4) (13)
(16).
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ANEXO A - DADOS DE ENTRADA

Uma chapa retangular com uma trinca Reta Centrada tracionada, adotando um
material linearmente eldstico com médulo de Young igual a 1000; coeficiente de Poisson
igual a 0.3, densidade igual & unidade e trinca de tamanho 1, com a/w = 0.1; h/w
= 2; discretizacao com 4 pontos internos, dois nos fixos, e quatro pares de nés duplos
representados nas extremidades da placa.

Disposicao dos dados:

e dados do problema;
e discretizacao do contorno;
e nos internos;

elementos de conectividade quadraticos;

forga sobre os nos.

Prob trinca de bordo 0,24,52,4,2,1000,0.3,1 1,-5,-10,0,,,, 2,-3.75,-10,0,, ,, 3,-2.5,-10,0,, ,
4,-1.25-10,0,,, 5,0,-10,0,, 6,1.25,-10,0,,, 7,2.5-10,0,,, 8,3.75,-10,0,,,, 9,5,-10,0,,, 10,5,
10,9,,, 11,5,-8.75.,0,,,, 12,5,-7.5,0,,,, 13,5,-6.25,0,,,, 14,5-5,0,,,, 15,5,-3.75.,0, ., 16,5,-2.5,0,,.,
17,5,-1.25,0,,,, 18,5,0,0,,,, 19,5,1.25.0,,,, 20,5,2.5.0, , 21,5,3.75,0, ,, 22,5,5,0, ,, 23.5,6.25,0,,
245,750, , 25,5,8.75,0,,, 26,5,10,0,,, 27,5,10,26,, ,, 28,3.75,10,0,,,, 29,2.5,10,0,,,, 30,1.25,10,0,,,
31,0,10,0,,, 32,-1.25,10,0,,,, 33,-2.5,10,0,,,, 34,-3.75,10,0,,., 35,-5,10,0,,, 36,-5,10,35,,,, 37,
5,8.75,0,,,, 38,-5,7.5,0,, ., 39,-5,6.25,0,,,, 40,-5,5,0,,,, 41,-5,3.75.,0,,,, 42,-5,2.5,0,,, 43,-5,1.25.0,,.,
44,5,0,0,,, 45,-5,-1.25,0,,, 46,-5,-2.5,0,,, 47,-5,-3.75,0,,,, 48,-5,-5,0, , 49,-5,-6.25.0,,, 50,-5,-
75,0, 51,-5,-8.75,0,,,, 52,-5,-10,1,,,, 53,1,0.5 54,1,-0.5 55,-1,0.5 56,-1,-0.5 1,1,2,3.,,, 2.3,4,5, ,
3.5,6,7,,473809,,510,11,12,, 6,12,13,14, , 7,14,15,16,,, 8,16,17,18, , 9,18,19,20,,,, 10,20,21,22, .
11,22,23,24, ,,12,24,25.26,, . 13,27,28,29., . 14,29,30,31,,, 15,31,32,33,, ,, 16,33,34,35,, , 17,36,37,38,,,
18,38,39,40,,,, 19,40,41,42, . 20,42,43 44, 21,4445 46, 22,46,47,48 ., 23.48,49 50, , 24,50,51,52,,,
2.50,,.,., 18,0,0,0,1,, 44,0,0,0,1,,, 1,0,-1,.,, 2,0,-1,., 3,0-1,,, 4,01, .., 5,0,-1,.,, 6,0-1,,,,
7.0-1,,, 8,0,-1,,,, 9,0,-1,,,,, 10,0,0,,,,, 11,0,0,,,,, 12,0,0,,,,, 13,0,0,,,., 14,0,0,,.,, 15,0,0,,.,,,
16,0,0, ., 17,0,0,,.,, 19,0,0, ., 20,0,0,,,,, 21,0,0,,.,, 22,0,0,,.,, 23,0,0,,.,, 24,0,0,,,., 25,00, ..,
26,0,0,,.,, 27,0,1,.,, 28,0,1,,,., 29.0,1,,.,, 30,0,1,,,., 31,0,1,,.,, 32,0,1,,,., 33,0,1,,.,, 34,0,1,,.,,
35,0,1,,.,,, 36,0,0,,.,, 37,0,0,,.,, 38,0,0,,.,, 39,0,0,,.,, 40,0,0,,.,, 41,0,0,.,, 42,0,0,,.,, 43,0,0,,.,,
45,0,0,,,,, 46,0,0,,,,, 47,0,0,,,,, 48,0,0,,.,, 49,00, .., 50,0,0,,.,, 51,0,0, ., 52,0,0,,.,, 1,0,0,,.,,
2,0,0,,.., 3,0,0,,,,, 4,0,0,,,., 5,0,0,,.,, 6,0,0,.., 7,0,0,.,, 8,0,0,,.,, 9,0,0,,.., 10,0,0,,.,, 11,0,0,,.,,
12,0,0, .., 13,0,0,,.,, 14,0,0, .., 15,0,0,.,, 16,0,0,,,,, 17,0,0,,.., 18,0,0,,.,, 19,0,0,,,,, 20,0,0.,.,,
21,0,0,,,,, 22,0,0,.,, 23,0,0,,,,, 24,0,0,,,,, 25,0,0,,,,, 26,0,0,,,,, 27,0,0,, ., 28,0,0,,.,, 29,0,0,,,,
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ANEXO A. Dados de Entrada

30507077 29 31707077 bl 32707077 29 33707077 9 3470?077 bl 35507077 29 36707077 bl 37707077 Pl 38707077 )
3970707’ 9 407070’7 ) 41’07077 ) 42707077 7 4370’077 ) 4470707’ 9 4570’077 7 46’07077 9 47707077 7

48707077 29 49707077 b 50707077 29 51707077 M 52707077 999 9999990 9999999 9999990 9999900 99999 )

9999979

9999999

9999999

9999979

9999999

9999999

9999979

9999999

9999999

9999979

9999999

9999999

9999979

9999999

9999999

9999979

9999999

9999999

9999999 9299990 3392920 9999930 399299 999990
9999999 9299990 9399929 9999930 3390900 99309
9999999 9299990 9999990 9999999 3999990 999090
9999999 9299990 9392920 9999930 3992990 993990
9999999 9299990 9392929 9999930 3390900 99309

9999999 999999 077777’) 077)7777 0777777’

999999

999999

999999

999999

999999

999999

999999

999999

999999

999999

99999

999999

999999

999999

9999999

999999

999999

999999

999999

99999

99999

999999

999999

999999

999999

2999999 9999999 39999

9999999 9299999 999093

9999999 9299999 999 900

9999999 9999999 999990

9999999 9299999 999093

9992999 9399999 999009
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ANEXO B - DADOS DE SAIDA

Disposi¢ao dos dados:

e disposicao dos dados;

e propriedades do material;

e coordenadas dos nos;

e clementos de conectividade quadraticos;

e deslocamentos, tracoes e forcas de campo;

e deslocamentos, forcas e tensdes em nods e pontos internos;
e abertura da trinca;

o FIT;

e novas posicoes dos nos.

1 *** METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNQ ***

*** PARA PROBLEMAS PLANOS DE ELASTICIDADE *** (0 Prob trinca de
bordo

A PARAMETROS LIDOS NO ARQUIVO - s.txt *#%%*

No. DE ELEMENTOS = 24 No. DE NOS = 52 No. DE PONTOS INT. = 4
PROBLEMA TIPO = 2

PROPRIEDADES DO MATERIAL MODULO DE YOUNG = 1000.00 COEFIC.
DE POISSON = 0.300 MASSA /VOLUME = 1.000

COORDENADAS DOS NOS DO CONTORNO NO XY DUPLO 1 -5.0000 -10.0000
52 2 -3.7500 -10.0000 3 -2.5000 -10.0000 4 -1.2500 -10.0000 5 0.0000 -10.0000 6 1.2500
-10.0000 7 2.5000 -10.0000 8 3.7500 -10.0000 9 5.0000 -10.0000 10 10 5.0000 -10.0000 9 11
5.0000 -8.7500 12 5.0000 -7.5000 13 5.0000 -6.2500 14 5.0000 -5.0000 15 5.0000 -3.7500
16 5.0000 -2.5000 17 5.0000 -1.2500 18 5.0000 0.0000 19 5.0000 1.2500 20 5.0000 2.5000
21 5.0000 3.7500 22 5.0000 5.0000 23 5.0000 6.2500 24 5.0000 7.5000 25 5.0000 8.7500 26
5.0000 10.0000 27 27 5.0000 10.0000 26 28 3.7500 10.0000 29 2.5000 10.0000 30 1.2500
10.0000 31 0.0000 10.0000 32 -1.2500 10.0000 33 -2.5000 10.0000 34 -3.7500 10.0000 35
-5.0000 10.0000 36 36 -5.0000 10.0000 35 37 -5.0000 8.7500 38 -5.0000 7.5000 39 -5.0000
6.2500 40 -5.0000 5.0000 41 -5.0000 3.7500 42 -5.0000 2.5000 43 -5.0000 1.2500 44 -5.0000
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0.0000 45 -5.0000 -1.2500 46 -5.0000 -2.5000 47 -5.0000 -3.7500 48 -5.0000 -5.0000 49
-5.0000 -6.2500 50 -5.0000 -7.5000 51 -5.0000 -8.7500 52 -5.0000 -10.0000 1

COORDENADAS DOS PONTOS INTERNOS PONTO X Y 53 1.0000 0.5000 54
1.0000 -0.5000 55 -1.0000 0.5000 56 -1.0000 -0.5000

ELEMENTO DE CONETIVIDADE EL N. 1 N.2N.3L 1123250002345
2.5000 356 7 2.5000 4 789 2.5000 5 10 11 12 2.5000 6 12 13 14 2.5000 7 14 15 16 2.5000
8 16 17 18 2.5000 9 18 19 20 2.5000 10 20 21 22 2.5000 11 22 23 24 2.5000 12 24 25 26
2.5000 13 27 28 29 2.5000 14 29 30 31 2.5000 15 31 32 33 2.5000 16 33 34 35 2.5000 17 36
37 38 2.5000 18 38 39 40 2.5000 19 40 41 42 2.5000 20 42 43 44 2.5000 21 44 45 46 2.5000
22 46 47 48 2.5000 23 48 49 50 2.5000 24 50 51 52 2.5000

No. DESL. PRESC. = 2 No. FORCA PRESC. = 50
DESLOCAMENTOS NO U V 18 0.0000 44 0.0000

TRACOES NO PX PY 1 0.0000 -1.0000 2 0.0000 -1.0000 3 0.0000 -1.0000 4 0.0000
-1.0000 5 0.0000 -1.0000 6 0.0000 -1.0000 7 0.0000 -1.0000 8 0.0000 -1.0000 9 0.0000 -1.0000
10 0.0000 0.0000 11 0.0000 0.0000 12 0.0000 0.0000 13 0.0000 0.0000 14 0.0000 0.0000
15 0.0000 0.0000 16 0.0000 0.0000 17 0.0000 0.0000 19 0.0000 0.0000 20 0.0000 0.0000
21 0.0000 0.0000 22 0.0000 0.0000 23 0.0000 0.0000 24 0.0000 0.0000 25 0.0000 0.0000
26 0.0000 0.0000 27 0.0000 1.0000 28 0.0000 1.0000 29 0.0000 1.0000 30 0.0000 1.0000
31 0.0000 1.0000 32 0.0000 1.0000 33 0.0000 1.0000 34 0.0000 1.0000 35 0.0000 1.0000
36 0.0000 0.0000 37 0.0000 0.0000 38 0.0000 0.0000 39 0.0000 0.0000 40 0.0000 0.0000 41
0.0000 0.0000 42 0.0000 0.0000 43 0.0000 0.0000 45 0.0000 0.0000 46 0.0000 0.0000 47
0.0000 0.0000 48 0.0000 0.0000 49 0.0000 0.0000 50 0.0000 0.0000 51 0.0000 0.0000 52
0.0000 0.0000

FORCAS DE CAMPO 1 0.00000 0.00000 2 0.00000 0.00000 3 0.00000 0.00000 4
0.00000 0.00000 5 0.00000 0.00000 6 0.00000 0.00000 7 0.00000 0.00000 8 0.00000 0.00000
9 0.00000 0.00000 10 0.00000 0.00000 11 0.00000 0.00000 12 0.00000 0.00000 13 0.00000
0.00000 14 0.00000 0.00000 15 0.00000 0.00000 16 0.00000 0.00000 17 0.00000 0.00000 18
0.00000 0.00000 19 0.00000 0.00000 20 0.00000 0.00000 21 0.00000 0.00000 22 0.00000
0.00000 23 0.00000 0.00000 24 0.00000 0.00000 25 0.00000 0.00000 26 0.00000 0.00000 27
0.00000 0.00000 28 0.00000 0.00000 29 0.00000 0.00000 30 0.00000 0.00000 31 0.00000
0.00000 32 0.00000 0.00000 33 0.00000 0.00000 34 0.00000 0.00000 35 0.00000 0.00000 36
0.00000 0.00000 37 0.00000 0.00000 38 0.00000 0.00000 39 0.00000 0.00000 40 0.00000
0.00000 41 0.00000 0.00000 42 0.00000 0.00000 43 0.00000 0.00000 44 0.00000 0.00000 45
0.00000 0.00000 46 0.00000 0.00000 47 0.00000 0.00000 48 0.00000 0.00000 49 0.00000
0.00000 50 0.00000 0.00000 51 0.00000 0.00000 52 0.00000 0.00000 52 0.00000 0.00000 52
0.00000 0.00000 52 0.00000 0.00000 52 0.00000 0.00000

VALORES PROCESSADOS
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DESLOCAMENTOS E FORCAS DE CONTORNO NO U V PX PY 1 0.00190026505
-0.00935054401 0.00000000000 -1.00000000000 2 0.00141894738 -0.00938379432 0.00000000000
-1.00000000000 3 0.00093986293 -0.00939322269 0.00000000000 -1.00000000000 4 0.00046682688
-0.00941065588 0.00000000000 -1.00000000000 5 0.00000000000 -0.00941192036 0.00000000000
-1.00000000000 6 -0.00046682688 -0.00941065588 0.00000000000 -1.00000000000 7 -0.00093986293
-0.00939322269 0.00000000000 -1.00000000000 & -0.00141894738 -0.00938379432 0.00000000000
-1.00000000000 9 -0.00190026505 -0.00935054401 0.00000000000 -1.00000000000 10 -
0.00190184016 -0.00935022662 0.00000000000 0.00000000000 11 -0.00191657825 -0.00823066618
0.00000000000 0.00000000000 12 -0.00191468887 -0.00709306275 0.00000000000 0.00000000000
13 -0.00190771569 -0.00593967807 0.00000000000 0.00000000000 14 -0.00190515107 -
0.00476649192 0.00000000000 0.00000000000 15 -0.00192233395 -0.00356774648 0.00000000000
0.00000000000 16 -0.00197455739 -0.00235362605 0.00000000000 0.00000000000 17 -0.00205465513
-0.00115891019 0.00000000000 0.00000000000 18 -0.00209824411 0.00000000000 0.00000000000
0.00000000000 19 -0.00205465513 0.00115891019 0.00000000000 0.00000000000 20 -0.00197455739
0.00235362605 0.00000000000 0.00000000000 21 -0.00192233395 0.00356774648 0.00000000000
0.00000000000 22 -0.00190515107 0.00476649192 0.00000000000 0.00000000000 23 -0.00190771569
0.00593967807 0.00000000000 0.00000000000 24 -0.00191468887 0.00709306275 0.00000000000
0.00000000000 25 -0.00191657825 0.00823066618 0.00000000000 0.00000000000 26 -0.00190184016
0.00935022662 0.00000000000 0.00000000000 27 -0.00190026505 0.00935054401 0.00000000000
1.00000000000 28 -0.00141894738 0.00938379432 0.00000000000 1.00000000000 29 -0.00093986293
0.00939322269 0.00000000000 1.00000000000 30 -0.00046682688 0.00941065588 0.00000000000
1.00000000000 31 0.00000000000 0.00941192036 0.00000000000 1.00000000000 32 0.00046682688
0.00941065588 0.00000000000 1.00000000000 33 0.00093986293 0.00939322269 0.00000000000
1.00000000000 34 0.00141894738 0.00938379432 0.00000000000 1.00000000000 35 0.00190026505
0.00935054401 0.00000000000 1.00000000000 36 0.00190184016 0.00935022662 0.00000000000
0.00000000000 37 0.00191657825 0.00823066618 0.00000000000 0.00000000000 38 0.00191468887
0.00709306275 0.00000000000 0.00000000000 39 0.00190771569 0.00593967807 0.00000000000
0.00000000000 40 0.00190515107 0.00476649192 0.00000000000 0.00000000000 41 0.00192233395
0.00356774648 0.00000000000 0.00000000000 42 0.00197455739 0.00235362605 0.00000000000
0.00000000000 43 0.00205465513 0.00115891019 0.00000000000 0.00000000000 44 0.00209824411
0.00000000000 0.00000000000 0.00000000000 45 0.00205465513 -0.00115891019 0.00000000000
0.00000000000 46 0.00197455739 -0.00235362605 0.00000000000 0.00000000000 47 0.00192233395
-0.00356774648 0.00000000000 0.00000000000 48 0.00190515107 -0.00476649192 0.00000000000
0.00000000000 49 0.00190771569 -0.00593967807 0.00000000000 0.00000000000 50 0.00191468887
-0.00709306275 0.00000000000 0.00000000000 51 0.00191657825 -0.00823066618 0.00000000000
0.00000000000 52 0.00190184016 -0.00935022662 0.00000000000 0.00000000000 53 -0.00028783146
0.00103319849 54 -0.00028783146 -0.00103319849 55 0.00028783146 0.00103319849 56
0.00028783146 -0.00103319849

DESLOCAMENTOS E TENSOES NOS NOS E PONTOS INTERNOS NO/PT U
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V SX SXY SY SZ SEQ 1 0.00190026505 -0.00935054401 0.00445338202 0.00000000000
1.00000000000 0.30133601460 0.88526372641 2 0.00141894738 -0.00938379432 0.00641665101
0.00000000000 1.00000000000 0.30192499530 0.88369727993 3 0.00093986293 -0.00939322269
0.00918308475 0.00000000000 1.00000000000 0.30275492542 0.88149114551 4 0.00046682688
-0.00941065588 0.01544486555 0.00000000000 1.00000000000 0.30463345966 0.87650256165

5 0.00000000000 -0.00941192036 0.02090348161 0.00000000000 1.00000000000 0.30627104448
0.87215953300 6 -0.00046682688 -0.00941065588 0.01544486555 0.00000000000 1.00000000000
0.30463345966 0.87650256165 7 -0.00093986293 -0.00939322269 0.00918308475 0.00000000000
1.00000000000 0.30275492542 0.88149114551 8 -0.00141894738 -0.00938379432 0.00641665101
0.00000000000 1.00000000000 0.30192499530 0.88369727993 9 -0.00190026505 -0.00935054401
0.00445338202 0.00000000000 1.00000000000 0.30133601460 0.88526372641 10 -0.00190184016
-0.00935022662 0.00000000000 0.00000000000 0.97629796407 0.29288938922 0.86775261138
11-0.00191657825 -0.00823066618 0.00000000000 0.00000000000 0.99215994149 0.29764798245
0.88185104530 12 -0.00191468887 -0.00709306275 0.00000000000 0.00000000000 1.00664126403
0.30199237921 0.89472232632 13 -0.00190771569 -0.00593967807 0.00000000000 0.00000000000
1.02266849524 0.30680054857 0.90896764101 14 -0.00190515107 -0.00476649192 0.00000000000
0.00000000000 1.04358014678 0.31307404403 0.92755432346 15 -0.00192233395 -0.00356 774648
0.00000000000 0.00000000000 1.06060038228 0.31818011468 0.94268223968 16 -0.00197455739
-0.00235362605 0.00000000000 0.00000000000 1.07007763531 0.32102329059 0.95110580642
17-0.00205465513 -0.00115891019 0.00000000000 0.00000000000 1.03456090189 0.31036827057
0.91953784325 18 -0.00209824411 0.00000000000 0.00000000000 0.00000000000 1.00308338548
0.30092501564 0.89156001469 19 -0.00205465513 0.00115891019 0.00000000000 0.00000000000
1.03456090189 0.31036827057 0.91953784325 20 -0.00197455739 0.00235362605 0.00000000000
0.00000000000 1.07007763531 0.32102329059 0.95110580642 21 -0.00192233395 0.00356774648
0.00000000000 0.00000000000 1.06060038228 0.31818011468 0.94268223968 22 -0.00190515107
0.00476649192 0.00000000000 0.00000000000 1.04358014678 0.31307404403 0.92755432346
23-0.00190771569 0.00593967807 0.00000000000 0.00000000000 1.02266849524 0.30680054857
0.90896764101 24 -0.00191468887 0.00709306275 0.00000000000 0.00000000000 1.00664126403
0.30199237921 0.89472232632 25 -0.00191657825 0.00823066618 0.00000000000 0.00000000000
0.99215994149 0.29764798245 0.88185104531 26 -0.00190184016 0.00935022662 0.00000000000
0.00000000000 0.97629796407 0.29288938922 0.86775261139 27 -0.00190026505 0.00935054401
0.00445338202 0.00000000000 1.00000000000 0.30133601460 0.88526372641 28 -0.00141894738
0.00938379432 0.00641665101 0.00000000000 1.00000000000 0.30192499530 0.88369727993
29-0.00093986293 0.00939322269 0.00918308475 0.00000000000 1.00000000000 0.30275492542
0.88149114551 30 -0.00046682688 0.00941065588 0.01544486555 0.00000000000 1.00000000000
0.30463345966 0.87650256165 31 0.00000000000 0.00941192036 0.02090348161 0.00000000000
1.00000000000 0.30627104448 0.87215953300 32 0.00046682688 0.00941065588 0.01544486555
0.00000000000 1.00000000000 0.30463345966 0.87650256165 33 0.00093986293 0.00939322269
0.00918308475 0.00000000000 1.00000000000 0.30275492542 0.88149114551 34 0.00141894738
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0.00938379432 0.00641665101 0.00000000000 1.00000000000 0.30192499530 0.88369727993
35 0.00190026505 0.00935054401 0.00445338202 0.00000000000 1.00000000000 0.30133601460
0.88526372641 36 0.00190184016 0.00935022662 0.00000000000 0.00000000000 0.97629796407
0.29288938922 0.86775261138 37 0.00191657825 0.00823066618 0.00000000000 0.00000000000
0.99215994149 0.29764798245 0.88185104530 38 0.00191468887 0.00709306275 0.00000000000
0.00000000000 1.00664126403 0.30199237921 0.89472232632 39 0.00190771569 0.00593967807
0.00000000000 0.00000000000 1.02266849524 0.30680054857 0.90896764101 40 0.00190515107
0.00476649192 0.00000000000 0.00000000000 1.04358014678 0.31307404403 0.92755432346
41 0.00192233395 0.00356774648 0.00000000000 0.00000000000 1.06060038228 0.31818011468
0.94268223968 42 0.00197455739 0.00235362605 0.00000000000 0.00000000000 1.07007763531
0.32102329059 0.95110580642 43 0.00205465513 0.00115891019 0.00000000000 0.00000000000
1.03456090189 0.31036827057 0.91953784325 44 0.00209824411 0.00000000000 0.00000000000
0.00000000000 1.00308338548 0.30092501564 0.89156001469 45 0.00205465513 -0.00115891019
0.00000000000 0.00000000000 1.03456090189 0.31036827057 0.91953784325 46 0.00197455739
-0.00235362605 0.00000000000 0.00000000000 1.07007763531 0.32102329059 0.95110580642
470.00192233395 -0.00356774648 0.00000000000 0.00000000000 1.06060038228 0.31818011468
0.94268223968 48 0.00190515107 -0.00476649192 0.00000000000 0.00000000000 1.04358014678
0.31307404403 0.92755432346 49 0.00190771569 -0.00593967807 0.00000000000 0.00000000000
1.02266849524 0.30680054857 0.90896764101 50 0.00191468887 -0.00709306275 0.00000000000
0.00000000000 1.00664126403 0.30199237921 0.89472232632 51 0.00191657825 -0.00823066618
0.00000000000 0.00000000000 0.99215994149 0.29764798245 0.88185104531 52 0.00190184016
-0.00935022662 0.00000000000 0.00000000000 0.97629796407 0.29288938922 0.86775261139
53 -0.00028783146 0.00103319849 -0.20885254695 -0.44788942749 1.21568069839 0.30204844543
1.47116761797 54 -0.00028783146 -0.00103319849 -0.20885254695 0.44788942749 1.21568069839
0.30204844543 1.47116761797 55 0.00028783146 0.00103319849 -0.20885254695 0.44788942749
1.21568069839 0.30204844543 1.47116761797 56 0.00028783146 -0.00103319849 -0.20885254695
-0.44788942749 1.21568069839 0.30204844543 1.47116761797

ABERTURA DA TRINCA NO Cx Cy 1 0.00000000000 0.00072723665 2 0.00000000000
0.00160329765 3 0.00000000000 0.00238675615 4 0.00000000000 0.00302421269 5 0.00000000000
0.00347310829 6 0.00000000000 0.00370498775 7 0.00000000000 0.00370498775 8 0.00000000000
0.00347310829 9 0.00000000000 0.00302421269 10 0.00000000000 0.00238675615 11 0.00000000000
0.00160329765 12 0.00000000000 0.00072723665

K1/KO..e.. K2/KO

2 0.22571006762 0.00000000000 3 0.34851138974 0.00000000000 4 0.46629846543
0.00000000000 5 0.57688021221 0.00000000000

BK1/KO..e.BK2/KO

NaN NaN 0.22571006762 0.00000000000 0.28486771851 0.00000000000 0.33960442015
0.00000000000
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NOVAS POSICOES DOS NOS NO U V 1 -4.99809973495 -10.00935054401 2
-3.74858105262 -10.00938379432 3 -2.49906013707 -10.00939322269 4 -1.24953317312 -
10.00941065588 5 0.00000000000 -10.00941192036 6 1.24953317312 -10.00941065588 7
2.49906013707 -10.00939322269 8 3.74858105262 -10.00938379432 9 4.99809973495 -10.00935054401
10 4.99809815984 -10.00935022662 11 4.99808342175 -8.75823066618 12 4.99808531113
-7.50709306275 13 4.99809228431 -6.25593967807 14 4.99809484893 -5.00476649192 15
4.99807766605 -3.75356774648 16 4.99802544261 -2.50235362605 17 4.99794534487 -1.25115891019
18 4.99790175589 0.00000000000 19 4.99794534487 1.25115891019 20 4.99802544261
2.50235362605 21 4.99807766605 3.75356774648 22 4.99809484893 5.00476649192 23
4.99809228431 6.25593967807 24 4.99808531113 7.50709306275 25 4.99808342175 8.75823066618
26 4.99809815984 10.00935022662 27 4.99809973495 10.00935054401 28 3.74858105262
10.00938379432 29 2.49906013707 10.00939322269 30 1.24953317312 10.00941065588 31
0.00000000000 10.00941192036 32 -1.24953317312 10.00941065588 33 -2.49906013707
10.00939322269 34 -3.74858105262 10.00938379432 35 -4.99809973495 10.00935054401
36 -4.99809815984 10.00935022662 37 -4.99808342175 8.75823066618 38 -4.99808531113
7.50709306275 39 -4.99809228431 6.25593967807 40 -4.99809484893 5.00476649192 41 -
4.99807766605 3.75356774648 42 -4.99802544261 2.50235362605 43 -4.99794534487 1.25115891019
44 -4.99790175589 0.00000000000 45 -4.99794534487 -1.25115891019 46 -4.99802544261
-2.50235362605 47 -4.99807766605 -3.75356774648 48 -4.99809484893 -5.00476649192 49
-4.99809228431 -6.25593967807 50 -4.99808531113 -7.50709306275 51 -4.99808342175 -
8.75823066618 52 -4.99809815984 -10.00935022662
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