UFRRJ
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
CURSO DE POS-GRADUACAO EM
MODELAGEM MATEMATICA E
COMPUTACIONAL

DISSERTACAO

Derivadas Deformadas e Aplicacoes

Wanderson Rosa

2019



AL RUR,
& AL

gV\S\DADg
Q\A\\\ S
@]
(22
Wyr3q oW

UFRR)

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
CURSO DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM
MATEMATICA E COMPUTACIONAL

DERIVADAS DEFORMADAS E APLICACOES

WANDERSON ROSA

Sob orientacao de
José Weberszpil

e co-orientacao de
Claudia Mazza Dias

Dissertacao submetida como requi-
sito parcial para obtencao do grau de
Mestre no Curso de Pés-Graduacgao
em Modelagem Matemaética e Com-
putacional, Area de Concentracio
em Modelagem Matemaética e Com-
putacional.

Seropédica, RJ, Brasil
Agosto de 2019



Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Biblioteca Central / Se¢céo de Processamento Téchico

Ficha catalografica elaborada
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

R788d

Rosa, Wanderson, 1986-

Deri vadas Deformadas e Aplicacdes / Wanderson Rosa.
- Seropédica, 2019.

123 f.: il.

Orientador: José Weberszpil.

Coori entadora: C audia Mazza Di as.

Di ssertacdo(Mestrado). -- Universidade Federal
Rural do Ri o de Janeiro, PPGWC, 2019.

1. Model agem Matemati ca. 2. Derivadas Def or madas.
3. Derivadas Defornadas Duais. 4. Mt odos
Vari aci onai s Defornmados. 5. Métodos Vari aci onai s
Def ormados Duais. |. Wberszpil, José, 1963-, orient.
Il. Mazza Dias, Caudia, 1969-, coorient. |11
Uni ver si dade Federal Rural do Rio de Janeiro. PPGWLC.
V. Titul o.




UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO

INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS

CURSO DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM MATEMATICA E
COMPUTACIONAL

WANDERSON ROSA

Dissertagao submetida como requisito parcial para obtenc¢ao do grau de Mestre no Curso
de Pos-Graduagao em Modelagem Matemética e Computacional, Area de Concentragao
em Modelagem Matematica e Computacional.

DISSERTACAO APROVADA EM 26/08/2019.

José Weberszpil. D. Sc UFRRJ
(Presidente)

Carlos Andrés Reyna Vera-Tudella. D. Sc UFRRJ

José Abdalla Helayél-Neto. D. Sc CBPF



AGRADECIMENTOS

O presente trabalho foi realizado com o apoio da Coordenagao de Aperfeigoamento
de Pessoal de Nivel Superior-Brasil(CAPES)-Codigo de Financiamento 001. Agradego em
primeiro lugar a UFRRJ, pela exceléncia em ensino. Ao meu orientador José Weberszpil
por ter me dado toda a base para a elaboracao desta dissertagao, acreditando na minha
capacidade (que muitas vezes cheguei a duvidar), sendo paciente e nao desistindo de
mim, nem nos meus piores dias. A minha coorientadora Claudia Mazza Dias, por todo
apoio e ajuda dados durante esta pds graduacao. Agradego também ao Doutor Oscar
Sotolongo-Costa por ter disponibilizado os dados de tratamento de cancer utilizados nesta
dissertacao.

Agradeco a minha namorada Juliana Marys Bernardo da Silva, por estar ao meu
lado em toda esta jornada, me dando apoio, conselhos e broncas quando necessario. A
minha irma Wallerya Gongalves Rosa pelo ombro amigo, cedido tantas vezes. Agradeco
a minha psicologa, que me ajudou a lembrar; quem eu sou, 0 que eu quero € o quUao
longe consigo ir. Agradecimento especial ao meu grande amigo Tarik que me ajudou
financeiramente quando eu estava sem ter a quem recorrer. Agradeco a todos que me
ajudaram de algum modo nesta longa jornada até aqui, mesmo os nao citados nestes
agradecimentos, cada um deles foi uma pega importante nesta jornada.



“ As nuvens nao sao esferas, as
montanhas nao sao cones, as linhas
costeiras nao sao circulos, e o latido do
cio nao € continuo, nem os reldmpagos se
propagam em linha reta.

Mandelbrot, 1983



RESUMO GERAL

ROSA, Wanderson. Derivadas Deformadas e Aplicagoes. 2019. 123f. Disserta-
¢ao (Mestrado em Modelagem Matematica e Computacional, Interdisciplinar). Instituto
de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2019.

Nas ultimas décadas, diversos formalismos foram usados para descrever sistemas
complexos. Dentre os quais, podem ser citados o calculo fracionario e as derivadas defor-
madas. Ambos mostraram resultados positivos na modelagem de sistemas complexos. No
entanto, o calculo fracionario é definido a partir de operadores nao locais e, portanto, nao
satisfaz algumas propriedades das derivadas usuais; como, por exemplo, a regra do pro-
duto e a regra da cadeia. As derivadas deformadas sao operadores locais e se apresentam
como um pré-fator multiplicado por uma derivada usual. No caso de uma deformacao no
espago das variaveis, este pré-fator depende da variavel independente e de um parametro
de deformagao. Se a deformacao for no espaco das fungoes o pré-fator sera dependente
da funcao que esta sendo derivada e do parametro de deformacao. Os operadores gerados
nesses dois casos sao duais entre si. Os operadores gerados no primeiro caso tem conexao
com a derivada de Hausdorff, com o mapeamento no fractal continuo e satisfazem todas as
propriedades bésicas de derivada. Aqui, estes serao tratados como derivadas deformadas.
Os operadores gerados no segundo caso serao tratados como derivadas deformadas duais.
Neste trabalho serao propostos formalismos de calculo deformado. Como ponto de par-
tida sera tomado um operador generalizado de derivada deformada e de dois de seus casos
particulares, bem como as formas duais dos mesmos. Serao propostas derivadas, integrais
e fungoes deformadas e apods isso serao propostas abordagens variacionais deformadas.
Por fim, aplicagoes tanto em fisica quanto em outras areas serao propostas a partir dos
formalismos de calculo deformado e deformados duais.

Palavras-chave: Derivadas Deformadas, Método Variacional Deformado, Derivadas Du-
ais.



GENERAL ABSTRACT

ROSA, Wanderson. Deformed Derivatives and Some Applications. 2019. 123p.
Dissertation (Master in Mathematical and Computational Modeling, Interdisciplinary).

Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica,
RJ, 2019.

In the last decades, several formalisms have been used to describe complex systems.
Among them, the fractional calculation and the deformed derivatives can be mentioned.
Both showed positive results in the modeling of complex systems. However, the fractional
calculation is defined from non-local operators and, therefore, does not satisfy some prop-
erties of the usual derivatives; such as the product rule and the chain rule. The deformed
derivatives are local operators and are presented as a pre-factor multiplied by a usual
derivative. In the case of a deformation in the space of variables, this pre-factor depends
on the independent variable and a deformation parameter. If the deformation is in the
space of the functions the pre-factor will be dependent on the function being derived and
the parameter of deformation. The operators generated in these two cases are dual to
each other. The operators generated in the first case have a connection with the Hausdorff
derivative, with the mapping in the continuous fractal and satisfy all the basic properties
of the derivative. Here, these will be treated as deformed derivatives. The operators
generated in the second case will be treated as dual deformed derivatives. In this work
will be proposed formalisms of deformed calculation. As a starting point a generalized
operator of deformed derivative and two of its particular cases will be taken, as well as
the dual forms thereof. Derivatives, integrals, and deformed functions will be proposed,
and then deformed variational approaches will be proposed. Finally, applications in both
physics and other areas will be proposed from the deformed and deformed dual formalisms
of calculation.

Keywords: Deformed Derivatives, Deformed Variational Methods, Dual Derivatives.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo apresentar e discutir as derivadas deformadas
bem como algumas aplicacoes. As derivadas deformadas se apresentam como uma alter-
nativa para a descri¢cao de sistemas complexos. Muitas defini¢oes de derivadas deformadas
surgiram nos tltimos 30 anos, como por exemplo a derivada de Hausdorff (CHEN, 2006),
a g-derivada no contexto da mecéanica estatistica de Tsallis (BORGES, 2004b), a derivada
conforme (KHALIL et al., 2014) e recentemente a derivada conforme geral (ZHAO; LUO,
2017).

Um sistema é um todo formado por um conjunto de partes e desempenha alguma
fungao(BERTALANFFY, 1975). Para se estudar um fendémeno, primeiro definimos o sis-
tema onde o fendmeno acontece como, por exemplo, o sistema terra, sol e lua, para estudar
os fendbmenos dos eclipses solares e lunares. Em geral, quando se define um sistema, todo
o resto ¢ desconsiderado para o estudo. Isto caracteriza um sistema fechado(PRIMO,
1999). Também é comum quando se define um sistema para estudo de algum fendémeno,
utilizar o segundo preceito do Descartes que consiste em dividir o problema em partes,
a fim de que com a compreensao delas se obtenha conhecimento do todo(DESCARTES;
DESCARTES, 1973). Porém, nem todos os sistemas podem ser descritos pela soma de
suas partes individuais.

Sistemas fechados e que obedecem ao segundo preceito de Descartes sao chamados
sistemas simples(BORGES, 2004a). Como por exemplo, um gas ideal, que pode ser
descrito pelo comportamento individual de cada molécula que o compoe.

Sistemas complexos sao sistemas abertos que nao podem ser descritos por suas
partes em separado. Os formalismos mais avangados da mecéanica classica nao conseguem
descrever sistemas abertos. Porém no mundo real é impossivel isolar um sistema por
completo(RIEWE;, 1996). O fato das propriedades de um sistema complexo nao poderem
ser descritas pelas propriedades das partes em separado que o compoe, se deve as inte-
ragoes entre as mesmas(GLERIA; MATSUSHITA; SILVA, 2004). Essas intera¢oes geram
comportamentos nao esperados, chamados propriedades coletivas emergentes (BORGES,
2004a).

Um exemplo irrefutavel de sistema complexo foi apresentado na referéncia (NUS-
SENZVEIG, 1999), onde o autor cita o cérebro humano. O mesmo é composto por bilhdes
de neurdnios, onde cada neurdonio em separado ¢ uma estrutura muito simples, estando
ou inativo ou emitindo uma pequena corrente elétrica aos neurénios proximos. Todavia,
quando se analisa o cérebro como um todo, ele exibe propriedades que vao muito além do
esperado para os neuronios individuais.

A ciéncia em geral tem como missao descrever e explicar fendomenos de origem fisica,
biologica ou socia( BRUGGER, 2004). Dentre as possiveis abordagens para se descrever
um fendémeno, existem os modelos mateméticos. Alguns fendmenos sao descritos por
equagoes diferenciais, outros por abordagem estatistica e varios desses exigem simulagao
computacional. Quanto mais complexo o fenémeno analisado, menos é possivel descrevé-
lo com o conhecimento de uma &rea isoladamente. Neste caso é necessario analisa-lo de
forma multidisciplinar(VELHO, 2010).

Muitos resultados foram alcangados devido as interagoes entre fisica, biologia, qui-
mica, medicina, geologia, dentre outras ciéncias. Nesse trabalho estamos interessados
em modelos descritos por equagoes diferenciais. Mais exatamente modelos deformados,
oriundos de deformacoes em modelos jé existentes na literatura.



O termo deformacoes, diz respeito as derivadas deformadas ou derivadas métricas.
Modelos deformados sao modelos onde se utilizam derivadas deformadas. As mesmas serao
descritas melhor no capitulo seguinte. O objetivo nesse momento ¢ justificar a utilizagao
das mesmas. Para tal é necessario discutir a geometria do mundo em que vivemos.

1.1 Geometria Euclidiana e Geometria Fractal

Até o século XIX a geometria euclidiana era tida como a que melhor descrevia
o mundo em que vivemos. Até aquele momento se acreditava que objetos com irre-
gularidades eram imperfeitos e tidos como uma excecao. Entretanto, atualmente se
sabe que objetos irregulares sao a regra e a perfeicao euclidiana é apenas uma abs-
tragado(MANDELBROT, 1982). Imagine um objeto real visivelmente reto. Ao pegar
uma pequena parte dele, e ampliar ao tamanho do original e repetir o processo um nu-
mero n de vezes, a cada repeticao o objeto antes reto comecga a apresentar cada vez
mais detalhes(irregularidades)(ASSIS et al., 2008a). Isto mostra que a geometria eucli-
diana (que possui dimensao inteira, tendo um ponto dimensao 0, uma reta dimensao 1,
uma superficie dimensao 2 e um sélido dimensao 3) nao é o bastante para descrever o
mundo real( MUCHERONI, 2017). Em meados do seculo XIX este fato comegou a se
tornar visivel(SILVA; SOUZA, 2010). Tal fato levou ao surgimento das geometrias nao-
euclidianas(BARRETO; TAVARES, 2010).

Dentre as geometrias nao-euclidianas, a geometria fractal tem se mostrado eficaz
na descricao de estruturas do mundo real, inclusive para fendémenos onde a geometria
euclidiana falha (SILVA; SOUZA, 2010). A propriedade de apresentar cada vez mais
detalhes conforme se aumenta a escala de observagao, é inerente aos fractais. Esta propri-
edade recebe o nome de complexidade. Fractais mateméticos possuem outra propriedade
chamada invariancia de escala(auto-similaridade)(ASSIS et al., 2008b). Tal propriedade
diz que o fractal carrega copias dele mesmo em escalas menores em sua estrutura. Em
fractais reais esta propriedade se apresenta de forma mais "fraca”’, mantendo caracteris-
ticas do objeto original. Porém nao sua forma exata (MENDONCA et al., 2007). Deste
modo, a geometria fractal descreve objetos porosos, fissurados, granulosos, dentre outros.

Fractais mateméaticos podem ser gerados por métodos iterativos. Por exemplo, a
poeira de cantor, que é gerada da seguinte forma:

1 Pegue uma reta de comprimento L;

2 Divida a reta em 3 partes iguais;

3 Remova a reta do meio;

4 Repita o processo para as retas restantes.

O resultado pode ser visto na figura (1.1):
Ao contrario dos objetos euclidianos, os fractais possuem dimensao nao inteira.
Esta dimensao pode ser calculada pela dimensao de Hausdorff(SILVA; SOUZA, 2010):

log (N
p= B (1)
log (L/U)
onde N é a quantidade de partes apos cada iteragao, L é o comprimento inicial do lado
do objeto e U é o comprimento de cada parte apds cada iteracao. Deste modo, a poeira
de cantor possui dimensao D, = log(2)/log(3).
17



Figura 1.1: Poeira de Cantor.

A dimenséao de Hausdorff funciona perfeitamente para fractais matemaéticos (inva-
riantes de escala). Todavia, para fractais reais nao funciona do mesmo modo, isto porque
fractais reais nao possuem auto-similaridade. Para estes fractais, a dimensao pode ser
calculada pela dimensao "box-counting"(contagem de caixas)(BACKES; BRUNO, 2005).
Este método calcula a dimensao de fractais, tanto mateméticos quanto reais, e é descrito
da seguinte forma:

1 Coloque o objeto fractal em uma grade com malha de tamanho U;

2 Conte o ntimero N de caixas (cujo lado tem comprimento U) da grade que contém
parte do objeto;

3 Repita o processo para um novo comprimento U, menor que o original. Isto fara o
nmero de caixas aumentar, uma vez que vocé reduziu o lado delas;

4 Construa um grafico no plano log(N (U)X log(1/U)). Marque os pontos (log(N,,),log(1/U,)),
(log(Npt1),10g(1/Ups1)), ... para N = 1,2,3, ...;

5 Trace uma reta passando pelos pontos do grafico recém construido. A medida da
inclinacao desta reta é a dimensao box-counting.

Ou na seguinte forma:

, — 108(No11(U)) — log(Nn(U)) _ 0g(No41(U)/Nn(U))
log(1/Un1) —log(1/Uy) log(Un/Un+1)
Agora esté definido o conceito de geometria fractal, bem como o conceito de di-
mensao fractal. Na proxima secao sera discutido o conceito espagos métricos.

(1.2)

1.2 Espacgos Métricos e as Derivadas Deformadas

Dado um conjunto nao vazio M, pode-se definir uma métrica em M como sendo
uma funcao d : M x M — RT que associa cada par ordenado z,y € M a um namero
real positivo d(x,y), que é a distancia entre x e y. Satisfazendo as seguintes propriedades
(LIMA, 1983)

1 d(z,y) =0sex=uy;

2 d(z,y) = d(y, x);
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3 d(x,z) <d(z,y) + d(y, z).

Um espago métrico é um par (M,d). Os elementos de um espago métrico podem
ser de natureza variada (MACEDO, 2015).

Neste trabalho estamos interessados em espacos métricos constituidos de vetores,
como por exemplo, o espago vetorial euclidiano n-dimensional R", cujos pontos sao defi-
nidos pelas coordenadas r = xq,xs,...2, € Y = Y1, Ys, ..y, vetores no R". Este espaco é
definido pela métrica euclidiana:

d(z,y) = [z =yl = V/(r1 = y1)? + (22 — 42)* + (20 — Yn). (1.3)
A distancia a qualquer dois pontos = e y é dada pela equagao 1.3.
Agora pode-se relacionar a métrica (1.3) a definigdo da derivada usual, dada por:

df (zo) lim f(x) — f(xo) — lim [(zo + Ax) — f(ﬁo)_

dx z—z0 T — T Az—0 Ax

(1.4)

Com z = z¢ + Az. Az se relaciona com a métrica euclidiana da seguinte forma:

Ap — lx — 9]  se x> x, (15)
—|x — x| se x < . '

Se o limite (1.4) existir, a fun¢ao f(z) é diferenciavel no ponto z,. Quando isso
ocorre pode-se dizer que f(x) — f(z¢) é proporcional a z — xo. Em muitos casos, esta
relagao nao ocorre com objetos fractais, uma vez que os mesmos possuem uma quantidade
infinita de detalhes(complexidade). Com isso apresentam muitas vezes: descontinuidades,
pontos de bico e pontos de tangente vertical, tornando-os nao diferenciaveis no sentido
classico(LIMA, 2010). Por isso, se faz necessario definir uma variagio Az, com uma
métrica diferente.

AHy d(x —x9)  sex > xo, (1.6)
—d(x —x9) sex < x.
Agora pode-se definir uma derivada deformada ou métrica:
DY f(x0) = lim f(@) = flwo) (1.7)

T—x0 AH

Se o limite (1.7) existir dizemos que f(x) é H-diferenciavel no ponto x.

1.3 Mapeamento no Fractal Continuo

Na referéncia (BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012) é feito um mapeamento de
um fluxo em um meio poroso fractal. O processo consistiu em projetar as caracteristicas
do fractal em um espago euclidiano de encaixe. O mesmo foi feito através do método de
contagem de caixas. Gerando um espacgo euclidiano porém mantendo a métrica fractal.
Como pode ser visto na figura (1.2):

Dentre todas as carateristicas de um fractal, as quatro a seguir se fazem sufici-

entes para caracterizar as propriedades de escala e a invaridncia de escala nos fractais
(BALANKIN, 2015):
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a) Fractal material b) Fractal continuum
Q ed/cE b s o, Qe®,cE
’ ’ O =0, cE
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QY Med] c k

D;=In8/In3, D" =In4/In3 => {=In2.5/In3<y=In20/In27

Figura 1.2: Mapeamento no continuo fractal(A figura retirada de (BALANKIN, 2015))

1 Dimensao topologica d:

Esta dimensao caracteriza a topologia e a conectividade do fractal.

2 Dimensao métrica intrinseca do fractal d;:

Também conhecida como dimensao quimica ou de espalhamento. Esta é a dimensao
que quantifica a forma como as unidades elementares do fractal sao "coladas" de
modo a formar o fractal inteiro. Também determina o niimero de dire¢oes indepen-
dentes, simultaneamente ortogonais no fractal. Um analogo a dimensao topolégica
euclidiana.

3 Dimensao fractal D:

Esta dimensao caracteriza a medida fractal, ou seja, a distribuicao de massa do
objeto no espago (box-counting ou Hausdorff).

4 Dimensao fractal da intercessao entre o dominio fractal e o plano cartesiano Dy

Esta dimensao define a rugosidade dos poros e/ou as fraturas nas superficies.

Através das dimensoes acima podem ser definidos as caracteristicas do fractal,
como a co-dimensao £ = D — Dy, que controla a métrica do espago fractal( BALANKIN,
2015). Uma vez que a métrica fractal d(x, () é dependente de &, a variacao A x também
¢ dependente do mesmo. Ou seja, APz ¢ uma funcao que depende da variavel = e de um
parametro fractal £. Para fractais completamente desconectados, a dimensao D é igual
a dimensao D, de modo que o parametro & é nulo. Isto implica em dizer que todos os
pontos do fractal interceptam o espago euclidiano de encaixe. O outro caso extremo é
quando o objeto nao possui rugosidade, poros ou fissuras. Quando isto ocorre, a dimensao
de massa D é inteira e igual a dimensao euclidiana do espago de encaixe e a dimensao D,
é nula. Levando ao fato £ = D = n, onde n é a dimensao euclidiana.

Na referéncia (BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012) é mostrado que uma varia¢ao
Az relacianada a uma métrica definida através de um mapeamento no fractal continuo,
pode levar & derivada de Hausdorff definida na referéncia (CHEN, 2006).

Nesta dissertacao, todo o estudo sera feito a partir do conceito da derivada con-
forme geral definida em (ZHAO; LUO, 2017). E proposto que sua abrangéncia vai além de
uma generalizacao da derivada conforme. Por este motivo, nesta dissertacao, foi nomeada
derivada deformada generalizada. A partir da derivada deformada generalizada, aqui sera
proposto o operador derivada deformada dual generalizada.
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Dentre os casos particulares da derivada deformada generalizada, neste trabalho
escolhemos a derivada conforme e a g-derivada.

A derivada conforme proposta por Khalil (KHALIL et al., 2014), foi apresentada
como uma extensao natural da derivada usual e uma alternativa ao uso do calculo fraci-
onario. A derivada conforme é uma derivada deformada, ou seja, um operador local que
satisfaz todas as propriedades béasicas da derivada usual. A utilizacao da derivada con-
forme se justifica pelo mapeamento no fractal continuo, feito na referéncia (BALANKIN;
ELIZARRARAZ, 2012), uma vez que a mesma tem conexao com a derivada de Hausdorf.

A g-derivada emerge da mecénica estatistica nao extensiva de Tsallis. Sendo que
operador deformado possui a g-exponencial elevada a um parametro A\, como auto-fungao
(BORGES, 2004b). A mesma ¢é uma derivada deformada que também é conectada com
a derivada de Hausdorff. Deste modo, a utilizacao da g-derivada é justificada, tanto pelo
mapeamento no fractal continuo quanto pela conexao com a estatistica nao extensiva.

A seguir serao descritos os proximos capitulos. Todos os procedimentos nos capi-
tulos a seguir serao feitos com a abordagem deformada generalizadas e a partir dela, nas
abordagens deformadas citadas acima.

1.4 Sobre os Proximos Capitulos

O capitulo 2 tem como objetivo apresentar as derivadas deformadas, integrais de-
formadas e também algumas func¢oes deformadas. Também serao apresentadas as formas
deformadas duais. No Capitulo 3 sao apresentadas e discutidas abordagens variacionais
deformadas e deformadas duais. Para as abordagens nao duais, sao deduzidas equagoes de
Euler-Lagrange a partir das trés opgoes de abordagem variacional, descritas na referéncia
(WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2016). Dentre as abordagens duais , obtivemos as
equagoes de Fuler Lagrange, através da opcao 3 da abordagem variacional da referéncia
citada. O capitulo 4 é destinado a apresentagao e discussao de modelos deformados e
deformados duais. As aplicagoes escolhidas foram:

1 Segunda Lei de Newton;

2 Oscilador Harmonico Simples;

3 Fator de Sobrevivéncia de Célula Cancerigena Sujeita a Radiacao;
4 Reologia de Fluidos.

As primeiras duas aplicagoes acima, sao fendomenos fisicos que possuem uma fungao
lagrangiana conhecida. Por este motivo, os modelos deformados e deformados duais para
estes fenomenos, serao definidos a partir das abordagens variacionais, definidas no capitulo
3. Esse procedimento gera uma gama de modelos que serao discutidos um a um, conforme
os mesmos forem apresentados.

Na sequéncia de aplicagoes, 3 e 4, os fendmenos estao fora do escopo da mecé-
nica classica e foram escolhidas com a finalidade de mostrar o carater multidisciplinar
das derivadas deformadas. Os modelos deformados gerados serao definidos a partir da
substituicao da derivada usual por operadores deformados e deformados duais.

E por fim, no capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes e perspectivas para tra-
balhos futuros.

Apos as referéncias serao apresentados apéndices. Os mesmos foram retirados do
texto principal com o objetivo de aliviar o leitor de procedimentos repetitivos e resultados
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semelhantes. O apéndice A é uma revisao do método variacional usual. No apéndice
B, estd uma cinematica deformada através da terceira opgao de abordagem variacional
apresentada na referéncia (WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2016). No apéndice C,
tem-se uma segunda lei de Newton deformada através de operadores deformados duais.
O apéndice D apresenta uma cinematica deformada com operadores duais. No apéndice
E, é apresentado o método numérico que foi utilizado para a obtencao de solucoes de
algumas equagoes diferenciais desta dissertacao. No apéndice F, estao as rotinas numéricas
utilizadas neste trabalho.
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2 CALCULO DEFORMADO

Embora sistemas reais possuam dissipacao desde o nivel macroscopico até o nivel
microscopico, a mecéanica classica nao consegue lidar de forma satisfatoria com sistemas
nio conservativos (WEBERSZPIL; LAZO; HELAYEL-NETO, 2015). A saida adotada
é utilizar variaveis especificas para dissipacao, de modo a tratar o sistema como isolado.
Porém, é impossivel isolar um sistema por completo. Os operadores usuais de derivada
sao definidos em uma topologia euclidiana. No entanto, a geometria euclidiana nao é a
satisfatoria para descrever as formas do mundo real. A geometria fractal proposta por
Mandelbrut descreve o mundo real de forma mais precisa. O que leva aos operadores de
derivadas fracionarias. Os mesmos sao definidos em uma topologia fractal com métrica
euclidiana (BALANKIN et al., 2013). Porém, estes operadores sao nao locais e definidos
por integro diferenciagao e, por este motivo, possuem problemas operacionais que os
tornam dificeis trabalhar.

Com o objetivo de descrever o funcionamento de sistemas complexos, sem os pro-
blemas operacionais inerentes da derivada fracionaria, uma opc¢ao que se apresenta ¢ o uso
de derivadas deformadas. Operadores locais, definidos em uma topologia euclidiana, com
métrica fractal (BALANKIN et al., 2013). Através do mapeamento proposto na referéncia
(BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012), os autores obtiveram uma derivada deformada re-
lacionada com o fluxo de um fluido em meio fractal, a hoje chamada derivada de Hausdorff.
Existem ainda outras defini¢oes de derivadas deformadas como, por exemplo, a g-derivada
(BORGES, 2004b) e a derivada conforme (KHALIL et al., 2014). Derivadas deformadas,
em sua forma nao dual, se apresentam como um pré-fator dependente da variavel inde-
pendente e de um parametro. Além disso, as mesmas satisfazem todas as propriedades
basicas de derivada. Na referéncia (WEBERSZPIL; LAZO; HELAYEL-NETO, 2015), os
autores mostraram que tanto a g-derivada quanto a derivada conforme, possuem uma
conexao com a derivada de Hausdorff. A mesma pode ser obtida através do mapeamento
no continuo fractal proposto por Balankin, na referéncia (BALANKIN; ELIZARRARAZ,
2012). A conexao entre a derivada de Hausdorff e as derivadas deformadas mostra que
pode-se utiliza-las para estudos de problemas em meios com métrica fractal.

2.1 Derivada Deformada Generalizada

Recentemente, surgiu uma definicao de derivada deformada que generaliza os ope-
radores deformados. Na referéncia (ZHAO; LUO, 2017), esta recebe o nome de derivada
estendida linear de Gateaux ou derivada conforme geral. Neste trabalho, ela sera tratada
por derivada deformada generalizada, e pode ser definida como:

D2 f(0) — tig L8 D) — S(0)

e—0 €

(2.1)

Aqui, ¥(z,p) é uma fungao que depende de z e do parametro de deformagao p.
Aplicando a substitui¢ao € = e¥(z, p), obtém-se:

Dy 1) = im (e p) DI gy )

df (x)
dr
Todas as derivadas deformadas se apresentam nesta forma. Agora, serd mostrado

(2.2)



que o operador DY, satisfaz todas as regras bésicas de derivada, independente de qual seja
a funcao V(z,p):
1-Linearidade:

Dy(C1(e) & Dyle)) = W(o.p) ( (C1(0) £ Dy(o) ) (23)
Na equagao (2.3), se for aplicada a regra da soma da derivada usual, obtém-se:
DY(CF(0) £ Dylo) = Warp) (C41(0) £ D g(o)). (2.4)

Na equagao (2.4), se for aplicada a propriedade distributiva, obtém-se:

Dy (Cf(x)£Dg(2)) = CU(z p)= [(2) DU (x,p) = g(x) = CD, f(x)=DDig(a). (2.5

2- Regra do produto:

Dy (f(2)g(x)) = Wz p) o (2)g()). (2.

Na equagao (2.6), se for Aplicada a regra do produto da derivada usual, obtém-se:

Dy (a)gte) = ¥(o.p) (a() 5 f10) + flo) goato) ). (2.7

Na equagao (2.7), se for aplicada a propriedade distributiva, obtém-se:

DL (f(2)g(x)) = g(2)¥ (2, p) - f(2) + F(@) ¥, p) = g ) = g(x) Dl f(z) + F(x) D).

dx dx
(2.8)
3- Regra do quociente:
o (f@)\ _ d (f(z)
2 (500) = v (500 2
Na equacao (2.9), se for aplicada a regra do quociente da derivada usual, obtém-se:
df (x) dg(x)
o (f@)Y g9(x) de f(z) d
Na equagao (2.10), se for aplicada a propriedade distributiva, obtém-se:
af af
D (f(ﬂf) ) _s@ren TR @ n DY b - s
Y\gl2)) 9*(x) B 9*(x) '
(2.11)
4- Regra da cadeia:
d
Dy (f(g(2)) = ¥(z,p)(flg(w)). (2.12)
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Na equagao (2.12), se for aplicada a regra da cadeia da derivada usual, obtém-se:

Db (f(g(x)) = W(x,p) dg;g(g) d(gff) — djzi(gg((;)))Dﬁ,g(x). (2.13)

Deste modo, a derivada deformada generalizada satisfaz todas as propriedades de
derivada. Estes resultados podem se vistos também na referéncia (ZHAO; LUO, 2017)

Obviamente nao é para qualquer funcao ¥(z,p) que o operador DY, ¢ derivada
deformada. Existem algumas condigoes a serem observadas:

1- Quando p = 1, a fungao ¥(z,p) é igual a 1 e o operador Df degenera para o
operador derivada usual.

2- Deve existir uma interpretagao fisica ou geométrica para o operador DY,.

3- Neste trabalho é acrescentada a condi¢do de uma conexao entre o operador DY,
e a derivada de Hausdorff. Esta condi¢ao tem como finalidade garantir que este
operador seja apto a lidar com problemas em meios com métrica fractal.

A interpretagao fisica para o operador DY, atuando sobre uma funcao f(z), ¢ uma
taxa de variagdo deformada da fun¢do f(z). Quando a funcao f(x) for a posi¢ado de um
sistema fisico, esta taxa de variacao deformada é entendida como uma modificacao da
velocidade, tanto em direcao quanto em modulo. Isto pode ser visto claramente quando
¢ analisado um problema bidimensional, com deformacao em apenas uma das dimensoes
ou ainda com diferentes deformacoes em cada direcao.

A interpretagdo geométrica é um produto interno entre W(z,p) e o operador deri-

d
vada usual —, ou seja, a projecao da derivada usual sobre ¥(z, p).

Deste modo, a derivada deformada generalizada é a generalizagao de todos os
operadores deformados; cada operador deformado difere dos demais apenas pelo pré-fator
U(z, p) correspondente.

e Derivada Conforme

Nesta abordagem, o pardmetro de deformacao p é identificado como um parametro

de deformagao «, possivelmente ligado a fractalidade. Quando ¥(z,a) = z'7% o

operador Df, é a derivada conforme D,:

d
dx
Este resultado pode ser encontrado na referéncia (KHALIL et al., 2014).

Dy =x'"? (2.14)

e g-derivada

Nesta abordagem, o pardmetro de deformacao p é identificado como indice entropico
q. Quando ¥(x,q) = 1+ (1 — ¢q)z, o operador DY, é a g-derivada (no contexto da
mecénica estatistica de Tsallis) D,:

d
D,=(1+(1- q)x)@ (2.15)
Como pode ser visto na referéncia (BORGES, 2004b). Na proxima segao serd mos-
trada a integral deformada generalizada.
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2.1.1 Integral Deformada Generalizada

Através do conceito de derivada deformada generalizada, pode-se obter uma inte-
gral deformada generalizada. I,

(o) (1) = 1(2)- (216)

Separando as variaveis:

d (Ig(w,p)) = f(2)V ! (z,p)da.. (2.17)

Aplicando a integral usual em ambos os lados:

Iy tep) = /f xpdx—/f (2.18)

onde d,x = ¥~ (z, p)dz.

Vélido para todo p, onde W(x,p) # 0 e para todo f(z). Como pode ser visto em
(ZHAO; LUO, 2017).

A integral conforme e a g-integral podem ser obtidas a partir da equagao (2.18).

e Integral Conforme:

Na abordagem conforme, a equagdo (2.18) ¢é a integral conforme I,[f(x)]:

= / fa)z* e = / f(2)da(z), (2.19)

onde d,(z) = 2% 'dz. Como pode ser visto na referéncia (KHALIL et al., 2014).

e g-integral:

Na abordagem g-deformada, a equacdo (2.18) ¢ a g-integral I [f(z)]:

/f e da:—/f (2.20)

onde d,(z) = Este resultado foi obtido em (BORGES, 2004b).

(1+(1—Q) )

No proxima secao serao discutidas equagoes de autovalores deformadas e fungoes
relacionadas as autofuncgoes de cada abordagem.

2.1.2 Equacoes de Autovalores Deformadas

Equacoes de autovalores sao importantes para a descricao de muitos fendémenos.
Tendo aplicagoes desde a fisica até fenomenos biolégicos, como crescimento populacional.
A seguir, vamos deduzir as equagoes de autovalores e as respectivas autofungoes associadas
a cada abordagem deformada, aqui considerada. Iniciando pelo caso generalizado, tém-se:

df (x)

U (z,p) 0

= M (), (2.21)

sob & condicao inicial f(0) = fo.
26



A equagao (2.21), pode ser resolvida por separagao de variaveis. Deste modo:

df (z)
f(z)

Calculando a integral e considerando a condicao inicial, obtém-se:

= \N¥(x,p)) 'dx. (2.22)

n(f (@)1 = In(f(x)) — In(fo) = A / (W) de. (2.23)

Na equagao (2.23), através da propriedade de subtragao de logaritmos obtém-se:

In <fj(f)) - )\/Oz(\lf(q:,p))ld:c, (2.24)

0

que pode ser reescrita como:

f(z) = foexp (A /OQC(\IJ(m,p))_ld:v) . (2.25)

A equagao (2.25) é autofungao para equagoes de autovalores generalizadas. Quando
fo=1e X =1 obtém-se:

F(z) = exp ( /O " (W(a, p))_ldx> . (2.26)

Que ¢ uma fungao exponencial dependente da integral da fungao ¥~'(z, p). Esta
funcao generaliza o conceito de funcao exponencial associada a operadores deformados
e aqui serd chamada "exponencial deformada generalizada", ;. Agora esses resultados
serao analisados nas abordagens conforme e g-deformada.

e Autofungao Conforme:

Na abordagem conforme a equagao (2.25) é escrita:

f(x) = foexp ()\ /Ox(\ll(x,a))lda:> = foexp <)\ /Ox :Ualdx> : (2.27)

Na equagao (2.27), Resolvendo a integral nos limites de integragao considerados,
obtém-se:

xz

(@) = foexp <>\§) | (2.98)

A equagao (2.28) é autofuncao para equagoes de autovalores conforme. Quando
fo=1e =1, obtém-se:

T

F(@) = exp (g) , (2.29)

que é uma exponencial esticada e, como pode ser visto na referéncia (ELTON,

2018). A equacdo (2.29) é exatamente a exponencial usual quando a = 1.

No grafico da figura (2.1), pode-se analisar o comportamento das curvas da expo-
nenciais esticadas e?, para valores distintos de a. Todas sao curvas exponenciais,
variando apenas em sua curvatura.
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Exponencial Esticada

Exponencial Esticada
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Figura 2.1: Exponencial Esticada.

e Autofungao g-deformada:

Na abordagem g-deformada a equagao (2.25) é:

F(@) = fooxp ()\ /j(@(m,q))‘ﬂx) — fyexp (/\ /0 mczx) (2.30)

Na equagcao (2.30), a integral pode ser resolvida por substitui¢ao simples. Definindo
a variavel de mudanga, u = (1 4+ (1 — ¢)x), obtém-se que du = (1 — g)dz. Deste

modo:
F(@) = foexp ()\ /lu%(ld_“q)) — fyexp (A(llniug)) | (2.31)

Na equagao (2.31), explicitando u, obtém-se:

In(1+ (1 —q)x)
(1—-4q)

f(z) = foexp (A > = foexp <1n(1 + (1 — q)x)’\/(l_Q)> . (2.32)

Ou ainda:

fl@) = fo(1+ (1= q)z)079. (2.33)

A equagao (2.33) é autofungao para equagoes de autovalores g-deformadas. Quando
fo=1e A =1 obtém-se:

flx) =141 —q)x)/0-9, (2.34)

Que é uma g-exponencial, ef . Podendo ser vista também na referéncia (BORGES,
2004b). A equagao (2.34) nao esta definida em ¢ = 1. Porém, pode-se mostrar que
a mesma converge no limite ¢ — 1 para uma exponencial usual. Deste modo:
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lim e? = lim(1 + (1 — ¢)z)Y/=9.

q—1 q—1

Na equagao (2.35), aplicando a substituigao (1 — ¢)z = 1/n obtém-se:

1 xrmn 1 n x
lim (1+—> :(lim (1+—)) .
n— o0 n n—0o00 n
. "
lim (1 + —) =e,
n—o00 n

Observe que:

A equagao (2.37), é o conhecido limite que da origem a exponencial. Logo:

lim(1 + (1 — q)z)Y/179 = e,
q—1

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

A figura (2.2) apresenta o gréafico de uma g-exponencial, para diversos valores de g,
em comparagao com a exponencial usual. Na figura é possivel ver que para as curvas
g-exponenciais quando ¢ < 1, a curva resultante se afasta da curva da exponencial
usual, crescendo mais devagar no tempo. Para valores ¢ > 1, a g-exponencial cresce

mais rapido no tempo, quando comparada a exponencial usual.

g-exponencial

g-exponencial

T T T T T T T T T T T T T T 1
o 02 04 08 08 1 12 14 16 18 2 22 24 28 28 3

Variavel(x)

Figura 2.2: g-exponencial.

Vejamos agora como fica a funcao inversa da exponencial deformada generalizada

g(x)
Fg(x)) = exp < / (\I’(x,p))ldx) ) — g,

e,, dada pela equagao (2.26). Em face da definigdo geral de operagao inversa, podemos
escrever:

(2.39)

Este resultado é uma generalizacao de funcgoes logaritmicas, associadas as deri-

vadas deformadas, que aqui sera tratada como "logaritmo natural generalizado" In,(z).
Investiguemos agora como fica a fungao inversa em cada abordagem, ou seja, na conforme
e na g-deformada.
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e Logaritmo Natural Conforme:

Na abordagem conforme a equagao (2.39) é:

@q><£2%?li> =z (2.40)

Da equagao (2.40), resulta que g(z) sera dado por:

g(z) = (aIn(z))"* . (2.41)
Nomearemos a equagao (2.41) como o logaritmo natural conforme, In,(z). O loga-
ritmo natural usual é recuperado quando o = 1.

No grafico abaixo esta esbogado o comportamento da funcdo In,(z), para diversos
valores de a:

Logaritimo Natural Confarme

05+

Logaritimo Matural Conforme
o
1

-0.5 1

T T T T T T T T T T T T T T 1
o 02 04 08 08 1 12 14 16 1.8 2 22 24 26 28 3

Variavel (%)

Figura 2.3: Logaritimo Natutal Conforme.

No grafico da figura (2.3), pode-se analisar o comportamento das curvas do logaritmo
natural conforme, In,, para valores distintos de a. Ambas sao curvas estritamente
crescentes e iguais a zero, em r = 1.

e g-logaritmo:

Na abordagem g-deformada, a equagao (2.39) é dada por:

(1+ (1= q)g(a)) V=D = z. (2.42)

Isolando g(x) na equagao (2.42), obtém-se:

xtm1—1
e 2.43
gla) = S (2.43)
que € o g-logaritmo In,(z) da referéncia (BORGES, 2004b). Mesmo a equagcao (2.43)
nao estando definida para ¢ = 1, serda mostrado a seguir que ela converge no limite
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q — 1, para o logaritmo natural usual.

1—q _ 1
lim &~ (2.44)
=1 1—gq

Na equagao (2.44), aplicando a substituigdo 1 — ¢ = a, obtemos:

(llli% = In(z). (2.45)

Na figura (2.4), o grafico de um g-logaritmo natural é apresentado e comparado com
a curva de um logaritmo natural usual:

g-logaritimo

o-ogaritimo
o
i
1

WVariavel(x)

Figura 2.4: g-logaritimo.

O logaritmo natural usual é apresentado na curva em preto. As curvas acima dele
sao para ¢ < 1 e as abaixo para ¢ > 1. Para valores de t < 1 as curvas deformadas
se aproximam de curva usual, conforme o tempo se aproxima de 1 . Na sequéncia
de t, as curvas deformadas comecam a se afastar da curva usual.

A seguir serao apresentadas as fungoes trigonométricas deformadas gerais.

2.1.2.1 Funcoes Trigonométricas Deformadas Generalizadas

Nesta etapa, através da equagao (2.26) e, utilizando a formula de Euler usual , com
expoente imaginério, i, podemos escrever:

(e;f)i = exp (z /:(\Iz(a;,p))—lda;) = cos (/(\I/(x,p))_ldx> + i sin (/(\I/(x,p))_ldx) :

(2.46)
Baseado nas equagao complexa, dada pela equagao (2.46), definir uma formula de
Euler deformada:

(e(“))i = cosp(x) + isin,(x). (2.47)

p
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Na equagao (2.47), nomeamos cos,(x) e sin,(z) , respectivamente como "cosseno
deformado generalizado"e "seno deformado generalizado".
Igualando (2.46) e (2.47) obtém-se:

cos,(z) = cos ( /O C(W(, p))_lda:) , (2.48)

sin, (z) = sin ( /0 (W, p))_ldx> | (2.49)

As equagdes (2.48) e (2.49) s@o as formas explicitas dos cosseno e seno deformados
generalizados.

Na sequéncia, serdo apresentadas as equagoes (2.48) e (2.49), nas abordagens con-
forme e g-deformada:

e Cosseno e Seno Conforme:

Considerando a equagao (2.48) na abordagem conforme tém-se o o cosseno conforme,

o5 ()
cos, () = o8 ( /0 ' xo‘_ldx> — cos (%) | (2.50)

Analogamente, a equagao (2.49) na abordagem conforme é o seno conforme, sin, (z):

sing (z) = sin (/Ox xa_ldx> = sin (g) : (2.51)

Estas fungdes foram apresentadas na referéncia (KHALIL et al., 2014), como as
funcoes que satisfazem as propriedades de derivada de senos e cossenos para a deri-
vada conforme. Porém sem a utilizagdo dos termos seno e cosseno conforme, como
¢ nomeado nesta dissertacgao.

Tanto o seno quanto o cosseno conformes sao exatamente os senos e cossenos usuais
para o = 1. Além disso, as propriedades de derivadas de senos e cossenos se mantém
para as derivadas conformes. O que seré visto na sequéncia.

Aplicando a derivada conforme ao seno conforme, vem que:

d o
D, sin,(z) = :r;lfo‘% sin (%) . (2.52)

Calculando a derivada usual, resulta em:

D, sing(z) = 272! cos (x_) = CoS (x_) = c08q(). (2.53)

Procedendo analogamente ao caso acima e aplicando a derivada conforme ao cosseno
conforme, obtém-se que:

D, cosy(7) = 277 cos (x_) . (2.54)
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Calculando a derivada usual:

D, cosy(z) = —x 7“2 sin [ — ) = —sin | — | = —sin,(2). (2.55)

Na figura 2.5, esta esbogado o comportamento da fungao cosseno conforme, cos, (),
para diversos valores de a. Pode ser visto que o comportamento das curvas dos
cossenos conformes é semelhante a curva de um cosseno usual, porém com variagao
em seu periodo de oscilacao. Quando a < 1, as oscila¢oes demoram cada vez mais
tempo para ocorrer. Quando « > 1 elas demoram cada vez menos tempo.

Na figura (2.6), esté esbogado o comportamento da fun¢ao seno conforme, sin,(x),
para diversos valores de a.. Pode-se observar que o comportamento das curvas dos
senos conformes ¢ similar ao das curvas cosseno conforme, com uma defasagem
angular, para qualquer que seja o a.

Cossena Canfarme

1 7(\

084

08 A

0.4

0.2 4

0.2 4

Cosseno Conforme
o
1

0.4

.06 -

-0.84

Wariravel(x)

Figura 2.5: Cosseno Conforme.

Sena Confarme

Seno Conforme

Wariravel(x)

Figura 2.6: Seno Conforme.
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® (-seno e g-cosseno:

Na abordagem g-deformada, as equacoes (2.48) e (2.49), se tornam o g-cosseno
cos,(z):

cos, () = cos ( / mm) — cos (m W) (2.56)

e, 0 g-seno sin,(x), respectivamente.

sin, (z) = sin ( / mdx> — sin (m W) S @s7)

Esta definicao para o g-cosseno e o g-seno coincide com uma das apresentadas na
tese (COSTA, 2015), onde o autor apresentou, além dessa, outras defini¢oes de
senos e cossenos g-deformados. Os g-cossenos e g-senos, aqui definidos, satisfazem
a propriedade de derivadas de senos e cossenos para o operador g-derivada, como
serd mostrado em seguida.

Aplicando a g-derivada a funcao sin,(z):
d 1 1-—
Dysing(z) = (14 (1 — q)x)% sin <ln w> . (2.58)

Na equagao (2.58), aplicando a derivada usual:

o de(-ge (-9 ( (0+0-g0
Dysine) = P g (n ) e

Assim, procedendo com simples operacoes de simplificacao, obtém-se que:

(1+ (1 —g)x)

D, sin,(z) = cos (ln -

) _ cos, (). (2.60)

De maneira analoga ao caso anterior, aplicaremos a g-derivada ao cos,(x):

D, cosy(z) = (14 (1 — q)x)% Cos (ln W) . (2.61)

E o resultado é:

1+ (1 —qg)z)

D, cos,(x) = —sin (ln -

> — —sing(z). (2.62)

Este resultado coincide com o apresentado na referéncia (COSTA, 2015).

No grafico da figura (2.7) esbogada a fungio cos,(r), para diversos valores de ¢q. E
possivel observar no fendmeno oscilatorio da fungao g-cosseno, o aumento do periodo
de oscilagao, quando ¢ < 1. Também pode-se perceber a reducao do periodo de
oscilagao, quando ¢ > 1. Este resultado ¢ similar ao que ocorre com o cosseno
conforme.
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A figura (2.8) apresenta o grafico de uma funcao sin,(z), para diversos valores de
q. Como esperado da relagao de senos e cossenos, o mesmo fenémeno que ocorre
no grafico da figura (2.7) ocorre na figura (2.8). As curvas diferem apenas por uma
defasagem angular.

g-Cossenao

g-Cosseno

Wariravel(x)

Figura 2.7: g-cosseno .

g-5eno

0.8+

08+

0.4

024

q-Seno
o
1

-0.2 o

0.4

-0.6

-0.8 o

Variravel(x)

Figura 2.8: g-seno .

Nesta segao foram apresentados os operadores derivadas deformadas, bem como
fungoes especiais a eles associadas, tais como as funcgoes trigonométrica e logaritmicas
deformadas. Na proxima secao serao apresentados os operadores duais, relacionados com
as derivadas deformadas. Comecando com o operador derivada dual, relacionado com
a derivada deformada generalizada . Em seguida, serao estudados os operadores duais
especificos, relacionados ao operador derivada conforme e ao operador g-derivada.

2.2 Derivada Deformada Dual Generalizada

Até o presente instante, as deformagoes do operador de derivada foram feitas no
espago das variaveis independentes. Nesta secao, o operador de derivada seré deformado
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no espago das fungoes. Para isso sera, definido uma diferenca ou subtragao deformada
generalizada, conforme feito na Referéncia (ROSA; WEBERSZPIL, 2018), mas aqui para
o caso generalizado.

¢ y—x
U(y,p) ¥(y,p) 8 (2.63)

Onde y = x + €.
Assim, o operador derivada deformada generalizada fica escrito como:

v 18 @)
D‘I’_gl/lg}c yo,z (2.64)

Pode-se ainda definir um operador deformado, através de uma subtragao deformada
no espaco das fungoes f(y) 6, f(x) e nado no espago das variaveis. Tal procedimento leva

ao operador derivada deformada dual generalizada Dy,.

DP f(z) = lim M. (2.65)

y—z Y —

Na equagao (2.65), explicitando a subtragao deformada generalizada f(y) ©, f(y),
obtém-se:

Do f() = tim LD =IOy 50) ) = 0 @) T2 260

y—z  Y— dx

Agora sera analisada a dualidade entre os operadores.

Dualidade entre Operadores

Um operador derivada de y(x), em relacao a x, é representado por D,y. O ope-
rador dual a esse operador ¢ D,y, e satisfaz a seguinte relagdo (COSTA, 2015; ROSA;
WEBERSZPIL, 2018):

D,yDyx = 1. (2.67)
Ou seja, a relagao de dualidade fica escrita como:

Dyx = [Dyy] ™" (2.68)

Agora sera mostrado que o operador derivada usual é auto-dual.
Considere a equagao (2.68), para a derivada usual:

1, Hl
DyyD,x = 1. (2.69)
Na equagao (2.69), explicitando o operador derivada usual:
dy ~
O que leva ao operador:
~ dz
1
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Assim, é natural escrever para o operador dual da derivada usual a relacao:

- dy
Dly =-2 = D,y. 2.72
Y ] zY (2.72)

O que mostra que o operador usual de derivada, D}, é seu proprio auto-dual. Agora,

serao feitos os mesmos procedimentos para o operador derivada deformada generalizada,
D .
Dy,

D5, yDh = 1. (2.73)
Explicitando o operador derivada deformada generalizada, obtém-se:
dy =~
\I/(x,p)%Dgya: =1 (2.74)
O que leva ao operador:
~ _ dx
Dy,x =W 1(3:',]))@. (2.75)
Assim, o operador dual generalizado, pode ser escrito como:
Diy=9""(y p)@- (2.76)
Ve dx

A equagao (2.76) é idéntica a equagao (2.66), sendo que a ultima foi , encontrada
através da subtracao deformada, f(y)Sa f(y). Ou seja o operador D{'}, ¢ dual da derivada
deformada generalizada. Isto implica dizer que todas as derivadas deformadas tem uma
dual associada.

Em seguida, serao apresentadas as derivadas duais, mas agora especificamente nas
abordagens conforme e g-deformada.

e Derivada Conforme Dual:

Na abordagem conforme, o operador (2.66) ¢ o operador derivada conforme dual:

D.f(@) = (@)L, (2.77)

Este resultado pode ser visto também na referéncia (ROSA; WEBERSZPIL, 2018):

e g-derivada Dual:

Na abordagem ¢-deformada, o operador (2.66) é o operador g-derivada dual:

. I &)
DJ””‘(u+a—qvu»>cM‘ (2.78)

Este resultado pode ser visto também na referéncia (COSTA, 2015):

A seguir, serd mostrado que a derivada dual generalizada nao satisfaz as proprie-
dades usuais de derivada.
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2.2.1 Propriedades

O operador derivada dual generalizada é nao linear, como sera mostrado a seguir.

e Multiplicagao por Escalar:

Dy (k) = w7 () I ), DD a9
O que é diferente de:
kDl £ () = k0 (1 (2).p) L. (2.80)

O que mostra que o operador f)ﬁ,y nao satisfaz a propriedade de multiplicacao por
escalar.

e Regra da Soma:

Dy (1) % g(a)) = 0 (F (@) £ 9(a)),p) DL ELZIEN g )
Na equagao (2.81), aplicando a regra da soma usual:
Dy(sa) £ 9(e)) = 0 () £ ae)) (L2 D) s
O que é diferente de:
Dy (f(a) = Dy o(e)) = 07 @). DT £ w1 (g(a) ) DD (s
A regra da soma também nao é satisfeita.
e Regra do Produto:
Dy (alglo) = v (f(a)gte). ) (L), (2.84)
Na equagao (2.84), aplicando a regra do produto usual:
Dy @lgto) = v (1@a)) (a0 L2 4 0 2E) . e
O que ¢é diferente de:
oD, () + 1) Do) = o) (). 0 T (s

) (g(a). ) 2.

Também nao cumprindo a regra do produto.
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¢ Regra do Quociente:

Na equacdo (2.87), aplicando a regra usual do quociente:
2 (i) v (o) (55 ) e

Que ¢é diferente de:

9*(x)
Nao cumprindo a regra do quociente.
e Regra da Cadeia:

Ao contrario das demais regras de derivada, serd mostrado que a derivada dual
generalizada satisfaz a regra da cadeia. Deste modo:

D4 1) = ¥ (7o (), LI (2.90)
Na equagao (2.90), aplicando a regra da cadeia usual:
Dl flate) =¥ (flala). ) GE I — Dg(o)ifaa) G2 o)

Cumprindo assim a regra da cadeia. Sendo a tinica propriedade operacional satisfeita
pelo operador derivada deformada dual generalizada. Trabalhar com operadores
nao lineares nao é algo simples, saber que ao menos uma propriedade de derivada é
satisfeita, j4 pode indicar um caminho para a utilizacao desses operadores.

Estas dificuldades operacionais podem ser contornadas redefinindo adequadamente
o operador deformado dual, DY, sobre uma fungao f(x) especifica. Aqui, manteremos a
mesma notacao para esse operador dual, a fim de evitar sobre carga de notacgoes. Deste
modo:

Dy f(x) = w(f(x).p) L.

Uma vez que o mesmo foi definido sobre uma f(z) especifica, o operador mantém
a forma, quando aplicado a outras fungoes:

(2.92)

Bho(e) = w(f(w).p)" 2.

Deste modo, vai satisfazer as propriedades operacionais adequadas.

(2.93)
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2.2.2 Integral Deformada Dual Generalizada

A partir do operador derivada deformada dual generalizada é possivel obter a
integral deformada dual generalizada. Deste modo:

v (f@).p) o (1) = f@). (2:94)

dx
Na equagao (2.94), multiplicando por ¥(f(z),p) em ambos os lados obtém-se:

= (1) = v @) (2.95)
O que leva a expressao:
a () = W), ) (x)da. (2.96)

Na equagao (2.96), integrando em ambos os lados:

. / U(f (), p)(2)de = / ) (2.07)

A partir da expressao acima, pode ser definida a integral nas abordagens conforme
a g-deformada. Como serd mostrado a seguir:

e Integral Conforme Dual:

Na abordagem conforme, a equacao (2.97) é a integral conforme dual. Dada por:

i, = / £ () f(2)dz = / (@) (2.98)

Na abordagem g-deformada, a equagao (2.97) é a g-integral dual. Dada por:

e g-integral Dual:

Iy = /(1 + (1= q)f(z))f(x)dz = /f (2.99)

Resultado que coincide com o encontrado na tese de doutorado (COSTA, 2015).

2.2.3 Equagoes de Autovalores, para o Operador de Derivada Deformada

Dual Generalizada

Pode-se definir a autofungao para equagoes de autovalores deformadas duais. Deste
modo:

D.f(x) = Af(x). (2.100)

Com a condi¢do inicial f(0) = fo. .
Na equagao (2.100), explicitando D,:

df (x)

RTORE

= \f(z). (2.101)
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Separando as variaveis e integrando ambos os lados:

1@ y=1(f(z), p)df (z) _ i — x
J; A e o

A partir de agora, seré definida a autofuncao para equagoes de autovalores defor-

madas duais, através da equagao (2.102), mas agora especificamente para nas abordagens
conforme e g-deformada:

e Autofungao Conforme Dual:

A autofuncao para o operador derivada conforme dual é obtida pela equagao (2.102)
na abordagem conforme. Deste modo:

/f(ac) Fo-2 ) (1) = ( Z:(x)) 0 _ . 2.103)

fo 1

Na equagao (2.103), usando os limites de integragao, obtém-se:

o) g ) = g

a—1 a—1 a—1

= Az (2.104)

O resultado para f(x), ap6s uma algebra simples, é obtido prontamente como:

f@) = (o= Dz + foH)Y (2.105)
Fazendo fo =1e A =1, obtém-se:
F@) = (1+ (@ = Do) = ey (@) (2.106)

Ou seja, a g-exponencial reparametrizada é auto-fungao do operador derivada con-
forme dual, como pode ser visto na referéncia (ROSA; WEBERSZPIL, 2018).
e Autofuncao g-deformada Dual:

A autofuncao do operador g-derivada dual é obtida a partir da equagao (2.102),
para a abordagem de g-derivadas duais. Deste modo:

f(z) df(x) o
/fo T f @@ " (2.107)

Na equagao (2.107), evidenciando a fungdo f(x), que estd multiplicando (1 — q),
obtém-se:

[/~ (@) + (1 = )] (x)

A integral (2.108) pode ser resolvida por substitui¢ao simples. Fazendo u = [f~1(x)+
(1 —q)], obtém-se du = — f~2(x). Desse modo, a equagao (2.108) pode ser reescrita
como:

/ " d/ () = Az (2.108)
fo
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FHz)+(1—q) d F1(z)+(1—q) d
_/ % = —/ = (2.109)
fot+(1-a) uf=>(z) f?(z) fo 4+ (1—q) U

Na equagao (2.109), resolvendo a integral:

11‘
(In ())|§ <+1+<;) )= ). (2.110)

Na equagao (2.110), considerando os limites de integragao:

f )+ (1 —q)
fol+(1—q)

In(fMz)+(1—-¢q)—In(fy'+(1—¢) = < ) = —Az. (2.111)

Apo6s uma algebrismo simples, obtém-se para f(x):

exp (Az)
flz) = — . 2.112)
O T =) - -9 0w (
Que é a autofuncao g-deformada dual. Fazendo fy =1 e A = 1, obtém-se:
fla) = exp() . (2.113)

(2—¢q)— (1 —q)exp(z)

A equagao (2.113) é exatamente uma exponencial usual quando ¢ = 1 e seu grafico
para diversos valores de ¢ pode ser visto na figura (2.9):

Autofuncao g-deformada dual

Autofungdo g-deformada dual

Figura 2.9: Autofuncao q-deformada dual.

No gréfico da figura (2.9), pode ser visto que as curvas, para valores de ¢ < 1,
crescem mais rapido em rela¢do a = do que a curva da exponencial usual (¢ = 1).
Ainda, as curvas para valores de ¢ > 1, crescem mais lentamente em relacao a x do
que a curva com por g = 1.

42



3 METODO VARIACIONAL COM DERIVADAS DEFORMADAS

O calculo variacional ou método variacional, consiste em achar a funcao para a qual
o funcional de agao é extremo. Segundo o principio da minima agdo, a natureza sempre
opta pelo caminho que extremiza a agao (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002). Um
funcional de agao é definido como uma integral entre dois pontos, z; e x5, da lagrangiana
do sistema. Uma revisao do método variacional usual, pode ser vista no apéndice (A). Nas
secoes desse capitulo, serd apresentado o método variacional generalizado para derivadas
deformadas.

3.1 Abordagem Variacional com Derivadas Deformadas

Nessa secao sera apresentada uma extensao do célculo de variacoes, para sistemas
contendo derivadas deformadas embutidas nas Lagrangiana, para sistemas classicos. Os
resultados estendem as equagoes classicas de Euler-Lagrange, de acordo com a Referéncia
(WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2016). serdo consideradas as 3 op¢des de métodos,
como destacado na referéncia citada, porém ampliado para tratar da derivada deformada
generalizada. Essa opgoes sao:

Opcao 1— Derivadas deformadas embebidas na lagrangiana, integral deformada e
taxa de variagao usual do funcional em, funcao de e.

Opcao 2— Derivadas deformadas embebidas na lagrangiana, integral deformada e
taxa de variacao deformada do funcional, em funcao de e.

Opcao 3— Derivadas deformadas embebidas na lagrangiana, integral usual e taxa
de variacao usual do funcional, em fungao de e.

3.1.1 Opgaol

Com essa opcgao, sera obtida a equacao de Euler-Lagrange para uma lagrangiana
na forma:

L(z,y, Dy,y)- (3.1)

Onde y = y* + en(z). e DY,y = V(z,p)y’. Com y' =y« + en/(z)..
Sera utilizada a integral deformada, de modo que a agao se escreve como:

J(y, Dﬁ,xy):/ L(z,y, DY, y)dyz. (3.2)

1

ou ainda:

J(y, D',y) = / Lz, y, D', y) ¥~ (2, p)da. (3.3)

1

Considerando a taxa de variagao usual do funcional, em fungao de € e considerando
o principio fundamental do célculo das variagoes, obtém-se:

4 T2
(—dj(y’D“y)) 2/ (iL(m,y,D?px@/)‘I’_l(w,p)) dr = 0. (3.4)
de =0 s\ de

e=0



Na equagao (3.4), aplicando a regra da cadeia, obtém-se:

/fm OLdy = OL dDjy
s LOyde ODY.y de

Na equagao (3.5), explicitando DY, obtém-se:

2 [OL dy oL dy’ 1
— = \\ — \\/J dx = 0. 3.6
/xl {8yd€+a%y (,p) ] (e, p)da (3.6)

} ) Uz, p)dz = 0. (3.5)

de
Na equagao (3.6), explicitando y e ¥/, obtém-se:

2 aLd aL d / / —1 _
[ G e + e T s e0)| i apde =0, @)

e=0

Na equagao (3.7), resolvendo as derivadas com relagao a e:

/:2 {g_j (x) + agéxy\lf(l’,p)'f]’(x)} » \Ilfl(x,p)dx = 0. (3.8)

Na equagao (3.8), considerando € = 0:

2 [0L oL
Sl + 5 0o (@) 0 s =0 (39
/m {321 0D,y
Na equagao (3.9), aplicando a regra algébrica distributiva, obtém-se:

/: (qf‘l(x,p)g—j; (z) + agéxyn(x)’) dx = 0. (3.10)

A integral da equagao (3.10), pode ser transformada em duas, pela regra da soma
para integrais. Assim, podemos escrever:

w2 oL 2 0L ,
/ Uz, a)(x,p)a—yn(:c)d:c + aD—pyn(:ﬂ) dx = 0. (3.11)
Ve

1 1

Na equagao (3.11), aplicando integracao por partes na segunda integral, com u =
oL e dv = n(z)', obtém-se:
oDy, y = '

2 oL oL T2 d 0oL
U (2, p) o + z = — 0. 3.12
/ﬂc1 (x,p) o n(z)dz 8D€,xyn(x) o Ll n(a:)dx 8D€,xydx ( )

Uma vez que n(z) se anula nos extremos, a equagao (3.12) torna-se:

2 oL d 0L
-1 = T —
| e @) 5 nte) e = . (313)

1

Colocando n(z), em evidéncia obtém-se:

*2 oL d OL
-1 R — —= . 14
/xl n(a) [\If w5 - 1 5mps] 4= (3.14)

O lema fundamental do céalculo das variacoes leva entao a seguinte equacao de

Euler-Lagrange deformada:
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oL d 0L
—1 oL & oL
U (z,p) 9y DLy 0. (3.15)

Na equagao (3.15), para todo ¥~ diferente de zero, pode-se dividir ambos os lados
por ¥~1(z, p). Obtendo:

oL d OL

Ou ainda:
oL oL
— —DF | ——| =0. 3.17
oy V" [3D§/my] (3.17)

Esta é a forma deformada generalizada da equacao de Euler-Lagrange, deduzida
através do proposto na opgao 1, para a lagrangiana dada por (3.1). Agora serd mostrada
a equagao (3.16) tanto na abordagem conforme quanto na g-deformada:

e Equagao de Euler-Lagrange conforme (opgao 1)

oL oL
—-D. |—| =0. 1
gy~ Dos { 5 Dmy] 0 (3.18)

Explicitando D,,:

oL ,_.d 0L
_ped 0L 1
oy % drdDuy " (3.19)

Este resultado foi obtido na opgao 1, da referéncia (WEBERSZPIL; HELAYEL-
NETO, 2016).

e Equacao de Euler-Lagrange g-deformada (opgao 1)

oL oL
— Dy =0. 2
Ay 0Dy 0 (3:20)
Explicitando D,,:
oL d OL
— —(14(1- — =0. 3.21
Gy~ 1+ (1= a)) o (321)

O mesmo resultado da referéncia (WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2016). A
aplicacao deste processo a lagrangianas dependentes de derivada de outras ordens
geram outras equacoes de Euler-Lagrange.
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3.1.2 Opgao 2

Nesta opgao, sera obtida a equacao de Euler-Lagrange para uma lagrangiana na
forma:

L(z,y, Dy,y). (3.22)

Sera utilizada a integral deformada, de modo que a agao se escreve como:

T2
J(y, Day) — / L(z,y, Dysy)d. (3.23)

1

Ou ainda:

J(y, Dy,y) = / L(z,y, Dy,y) ¥~ (z,p)dz. (3.24)

1

Consideraremos a taxa de variagao deformada em e. Deste modo:

(D\Ilej(yv D\I/xy))e:(] = / (DW6L<'I7 Y, D\sz)\llil(xvp))ezo dz = 0. (325>

T1
Ou ainda:

/: (‘I’(G@%L(% v, Dmy)‘l"l(%p)) dz =0, (3.26)

e=0
No integrando da equagao, aplicando a regra da cadeia, obtém-se:

[ (ven (s enGe v wozp=)) =0 G2

Fazendo € = 0 na equacao (3.27):

2 oL oL
(0 U — 4+ dz = 0. 3.28
[ w0 (s e G i) g5 ) de (3.28)
Uma vez que ¥(0, p) é uma constante pode-se retirar a mesma da integral ():
2 OL OL
v vt —+7 dzx = 0. 2
00 [ (e e G i) e =0 (3.29)
Que para todo ¥(0,p) # 0, pode ser escrita como:
2 oL oL
yt — ! dr = 0. 3.30
[ (s G g5 ) e (330

Sendo idéntica a equagao (3.11). Seguindo os mesmos passos da passagem (3.11-
3.16), chega-se a mesma equagao de Euler-Lagrange da opgao 1.
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3.1.3 Opcgao 3

Agora sera obtida a equacao de Euler-Lagrange para uma lagrangiana na forma:

L(x,y, Dyyy). (3.31)

Consideraremos aqui a integral usual, de modo que a agao se escreve como:

T2
J(y, D\pmy):/ L(z,y, Dy,y)dz. (3.32)

xr1

Calculando a taxa de variacao usual do funcional J em fungao de €, obtém-se:

dJ(y, Dy.,y) /“ d

e=0

Usando a regra da cadeia, a equagao (3.33) pode ser reescrita como:

© (9Ldy 9L dDy,
/ ( LA v y) dz = 0. (3.34)
T e=0

Explicitando Dy,y, obtém-se:

2 (0L dy oL dy’
—_— N\ — dx = 0. .
/901 (8y e + 9Dusy (x,p) . )620 =0 (3.35)

Explicitando y e 3/, a equagao (3.35) fica reescrita na forma:

/: (2_5 (@) + 8giyw("”’p)’7(ﬂf)’) dr = 0. (3.36)

e=0
Fazendo € = 0 na equagio (3.36) obtém-se:

mOL o, O
0y ’ 0Dy.y

Aplicando a regra da soma para integrais obtém-se:

W (x, p)n(x)de = 0. (3.37)

1

2 0L 2 oL /
— d v dz = 0. 3.38
B R L (3.38)
. - . oL
Tendo em conta a integragao por partes na segunda integral, com v = W(x, p) D
V2

e dv =n(x)". , podemos reescrever a equacio (3.38) da seguinte forma:

" oL L W [ d oL 1,
[ Sty Wizt 1= [ ot Ve gp | de =0, a3

Uma vez que n(x) se anula nos extremos, a equacao (3.39) torna-se:

/ - n(x)g—gl; _ (x)% {\I/(a:, o giy} dz = 0. (3.40)

Colocando n(z) em evidéncia obtém-se:
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/:2 n(x) [g—j - % [‘I’(I,p) agiy” dz = 0. (3.41)

Tendo em conta, mais uma vez, o lema fundamental do calculo das variacoes,
obtém- se a seguinte equacao de Euler-Lagrange deformada:

oL d oL
— — — |¥(z, =0 3.42
Esta é a forma deformada generalizada da equacao de Euler-Lagrange, através
do proposto na opgao 3, para a lagrangiana dada por (3.1). mostrado como ficam as
equagoes de Eule-Lagrange, considerando a equacdo (3.41) resultante da opgao 3, mas
especificamente nas abordagens conforme e g-deformada.

e Equacao de Euler-Lagrange conforme (opgao 3)

oL d {$1_a oL }:0.

dy dx OD oz

A4
oy dx (343)

O mesmo resultado da opcdo 3 na referéncia (WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO,
2016).

e Equacao de Euler-Lagrange g-deformada (opgao 3)

Z_’; -2 {(1 +(1-q)) agiy} ) (3.44)

O mesmo resultado pode ser visto na referéncia (WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO,
2016).

Lagrangianas dependentes de outras ordens de derivada dao origem a outras equa-
¢des de Euler-Lagrange, para esta opcdo. Na referéncia (WEBERSZPIL; HELAYEL-
NETO, 2017), onde o autor mostra que equagoes de Euler-Lagrange, obtidas através de
abordagens variacionais deformadas, podem descrever a dindmica de diferentes sistemas
fisicos.

3.2 Meétodo Variacional Dual

Consideraremos nesta se¢ao suma extensao do calculo de variagoes, para sistemas
contendo derivadas deformadas duais, embutidas nas Lagrangiana. Nesse sentido, consi-
deremos uma lagrangiana contendo uma derivada deformada dual, numa forma simples e
utilizaremos o anélogo da opgao 3 do método. Seja entao a lagrangiana:

L(y, Dyyy, ). (3.45)

Aqui, consideraremos o operador de derivada dual redefinido adequadamente, para
contornar os aspectos da nao-linearidade, conforme a definigao dada pela equagao (2.92).

(y* +en(z)) = ¥ (y,p) (y¥' +en/ (2)) . (3.46)
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Uma vez que esta sendo usada a integral usual, o funcional de acao sera dado por:

J(y,quzy):/ L(y,D\pzy,x)d;c.

1

(3.47)

Calculando a taxa de variagao usual do funcional J, em funcao de €, obtém-se:

d - 2/ -
(d_J(y’ D‘Il:cy)) = / (—L(y, D\pxy,x)> dr = 0.
€ e=0 x1 d€ e=0

Considerando a regra da cadeia, obtém-se:

p i v (9L dy OL dDy,y
% Iy, Dun =) \oyd Topgy a ) “=0
(de & D y))ezo /Zl (83] de i ODypy de e=0 )

D\Ila:y

Calculando , obtém-se:

dDy.y _ d(Y'(y.p) (y' + e/ (2)))
de de '
Aplicando a regra do produto e da cadeia, obtém-se:

dD\I/a:y -

AV (y, p)n(x)
de '

dx

(1) (¥(y.p) *n(x) () + ¥y, p)n/ (z) =

Deste modo, a equagao (3.49) fica reescrita como:

(%J(y,f?my)) :/:2 (g—j (2) + 2L dwl(fi;p)n(gj)lzoda/’:&

e=0 aD\Ila:y

Tendo em conta o limite adequado para "epsilon", € = 0 obtém-se:

d - [ (0L OL _dV~(y,pn(x)\ , _
<£J(y, D\pxy)>6:0 = /m (8_3/ (z) + 9Dy I ) dx = 0.

Realizando a integragao por partes, obtém-se:

i - (oL » i oL\,
(7w De) = [ (Gt = wmte) ) o o

Como n(x) é zero nos extremos, o resultado é:

d OL
=Yy, p)— — — 0.
(ay (y,p) o aDwy)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Esta é a forma deformada dual generalizada da equacao de Euler-Lagrange, de-
duzida através do proposto na opgao 3, para a lagrangiana dada por (3.45). Agora sera
explicitada a equacdo (3.55), tanto na abordagem conforme quanto na g-deformada:
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e Euler-Lagrange conforme dual:

oL ., d 0L \
<a_y ) %abazy> = 0. (356)

e Euler-Lagrange q-deformada dual:

(aL 1 d oL ):o. (357

dy  (1+(1—qy)dz oD,

No proximo capitulo serao apresentadas aplicagoes para o uso das derivadas de-
formadas. Comegando com modelos deformados da segunda lei de Newton, o que leva a
cinematicas deformadas, em especial MRU e MRUVs deformados. Em seguida apre-
sentaremos modelos de OHSs deformados. A diante, saindo do escopo da fisica cléssica,
serao tratados modelos deformados de fator de sobrevivéncia de células cancerigenas su-
jeitas a radiacao. Por tltimo, modelos deformados sobre comportamento reologico de
fluidos sujeitos a tensao.
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4 APLICACOES

Neste capitulo objetivamos apresentar e discutir aplicacoes de derivadas deforma-
das. Nosso método de abordagem se iniciard com modelos usuais, tanto em fisica quanto
em outras areas e, na sequéncia, tratara com modelos em que a deformagao se é consi-
derada através das derivadas embebidas nas lagrangianas. Como resultado, modelos com
derivadas deformadas emergirao, a partir das equacoes de Euler-Lagrange resultantes. O
foco de possiveis aplicacoes para a abordagem via derivadas deformadas esta em conside-
rar os sistemas como complexos (WEBERSZPIL; HELAYEL-NETO, 2017). As primeiras
aplicacoes sao em problemas dentro da fisica onde ja se conhece a lagrangiana que des-
creve o modelo usual, outros serao aplicagoes em areas diversas, mostrando o caracter
multidisciplinar das derivadas deformadas.

Uma vez que as derivadas deformadas sao indicadas para problemas em meios com
métrica fractal, as interacoes com o meio devem se mostrar presentes nos resultados das
aplicagoes.

4.1 Segunda Lei de Newton

Para efeitos de comparacao e clareza no que se seguird em termos de aplicagoes,
considere primeiramente a lagrangiana, da qual a segunda lei de Newton (unidimensional,
por simplicidade) pode ser obtida através do calculo variacional usual:

L= @ — V(a(t)). (4.1)

Aqui, m é a massa de uma particula pontual e V' (x) um potencial associado a forgas
conservativas. Com método variacional usual (A), a seguinte equagao de Euler-Lagrange
emerge:

= L%, (4.2)

Considerando a lagrangiana dada pela equacao(4.1), a equacao de Euler-Lagrange
(4.2) resulta em:

oV (x(t)) L
gy T mE= 0. (4.3)
OV (x(t))

Identificando F' = —
ox

lei de Newton:

, a equagao (4.3) resultante é a expressao da segunda

F = mi = ma. (4.4)

Onde F ¢é a resultante das for¢as em uma dimensao (1D) e a = & é a aceleracao
do sistema.



4.1.1 Modelos Deformados da Mecanica Newtoniana

Propomos nesta secao deformagoes da segunda lei de Newton, a partir de lagran-
gianas deformadas e com lagrangianas deformadas duais. As equacoes de Euler-Lagrange
sao as que foram obtidas pela opc¢ao 1 e opcao 3 do capitulo anterior. Utilizaremos aqui
as abordagens conforme e g-deformada, bem como suas formas duais.

4.1.1.1 Modelos com Lagrangianas Deformadas nao Duais

No intuito de obtermos generalizagoes da segunda lei de Newton, através da defor-
magao dessa equagao, propomos a seguinte lagrangiana (unidimensional), com a derivada
deformada generalizada embebida:

Dy, (z(t)))’
L= “éx( D view). (4.5)
D t)))?
Na equagao (4.5), temos a presenga do termo cinético deformado m \Ptéx( ) e

do potencial V' (z(t)).
1- Primeira opgao de abordagem variacional:

Através da abordagem variacional introduzida no capitulo 3, obtivemos a equagao
de euler-Lagrange (3.10) que escrevemos novamente para clareza:
oL oL

Dy ——— =0. 4.
ox qlt@D\ptx 0 (4.6)

Considerando a lagrangiana dada pela eq. (4.5), a equagao (4.6) implica em uma
equacao que descreve uma dindmica em que as derivadas sao as deformadas gerais. Ou
seja,

oV (z(t))
ox
A equacao acima pode ser reescrita com a derivada geral explicitada, como segue:
oV (z(t))

- V) g, ((xyu,p)d(z(f))) —o. (45)

— mDy; ((Dyy((t))) = 0. (4.7)

OV (x(t))

Mais uma vez, se identificarmos F' = — , podemos entao associar essa

x
forca a uma forma generalizada da segunda lei de Newton, que se escreve como:

d d(x(t))
F=mV(t,p)— | (V(t,p)——= | = . 4.9
vt g (e G ) = ma, (49)

Onde a, = Dy (Dyi(z)) € a aceleragao deformada generalizada. Com base na eq.
(4.9), podemos especificar como a segunda lei de Newton poderia ser reescrita, quando
vista no contexto das duas abordagens de derivadas aqui tratados. A saber, a conforme
e a g-deformada. E o que faremos na sequéncia.

e Segunda Lei de Newton na Abordagem Conforme, pela Opgao 1.

A equagao (4.9) na abordagem conforme fica escrita como:
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F= mtla% (tla@> = Ma,. (4.10)

Onde a, = Dot (Dor(x)) € a generalizacao da acelera¢@o nessa abordagem. Quando
a = 1, nota-se prontamente que a equagao (4.10) retoma a forma usual da segunda
lei de Newton.

Outro caso interessante é quando « é proximo de 1. Fazendo € = 1 — «, com € muito
pequeno, obtém-se:

e ()Y, am

Resolvendo o operador derivada usual, obtém-se:

F=mt (et & + &) . (4.12)

Colocando t¢ em evidéncia, obtém-se:

F=mt* (et '+ ). (4.13)

O termo t*¢ pode ser expandido em série de Taylor em torno de € = 0. Deste modo:

% =14 2eIn(t) + O(e?). (4.14)

Desconsiderando os termos da ordem de € ou superiores a equagao (4.13) fica rees-
crita:

F=m(l+2en(t)) (et '@+ i). (4.15)

Aplicando a distributiva e desconsiderando termos de ordem e:

F =met '@ +m(1+ 2eIn(t))7. (4.16)

Ou ainda:

F —met™'a = m(t)i. (4.17)

Onde m(t) = m(1 + 2¢In(t)). A equagao (4.17), para o caso € > 0, descreve um
sistema mecanico com atrito e massa dependentes do tempo. Este resultado foi
anteriormente encontrado em (CHUNG, 2015).

Segunda Lei de Newton na Abordagem qg-deformada, pela Opgao 1.

A equagao (4.9) na abordagem g-deformada assume a seguinte forma:

F:m(l—l—(l—q)t)% ((1+(1 —q)t) @) = ma,. (4.18)
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Onde a; = Dy (Dg(x)) € a g-aceleragdo. Quando ¢ = 1, a equagao (4.18) também
retoma a forma usual da segunda lei de Newton.

Pode-se analisar o caso em que g é proximo de 1. Fazendo € = 1 — ¢ e tomando ¢
muito pequeno obtém-se:

d d(z(?))
F = 1 — | (1 = ) 4.1
m (1 + et) o (( + et) o mag (4.19)
Resolvendo a derivada usual obtém-se:
F=m(l+et)(ex+ (1+¢€t) ) (4.20)

Aplicando a distributiva e desconsiderando os termos da ordem €2 ou superiores:

F =mex + m(1 + 2¢t)i. (4.21)

Ou ainda:

F — mex = m(t)z. (4.22)

Onde m(t) = m(1 + 2¢t). A equagao (4.22), para o caso € > 0, descreve um
movimento com atrito mecanico e massa dependente do tempo.

Como modelo ilustrativo, um "toy model", serao apresentados os casos particulares
que dao origem a uma cinematica deformada, que generalizaria os movimentos retilineo e
uniforme (MRU) e movimento retilineo uniformemente variado (MRUV).

4.1.1.2 Cineméatica Deformada Generalizada, pela Opcao 1

A cinematica é o ramo da fisica que estuda o movimento do corpo sem se preocupar
com as causas do mesmo. Através dela é possivel definir a posigao (x), velocidade (v)
e aceleragao (a) de um corpo em cada instante de tempo. A abordagem usual define a
velocidade como sendo a derivada da posi¢cao. Deste modo:

dx

= —. 4.23
v=— (4.23)

E a aceleragao ¢ definida como a derivada da velocidade. Deste modo:

dv
= —. 4.24
a=— (4.24)
Na abordagem deformada, definida pela opcao 1, define a velocidade deformada
como:
vy, = Dyi(x). (4.25)
E a aceleracao deformada:

ap, = Dyi(vp). (4.26)

Agora é possivel definir as formas generalizadas do MRU e do MRUV.
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4.1.1.3 MRU Deformado Deneralizado

Neste momento sera analisado o caso em que a velocidade deformada, equagao
(4.25), é constante, o que da origem a uma possivel generalizagdo do MRU.

v, = Dyi(z) = 0. (4.27)

Explicitando o operador derivada deformada generalizada:

dz
U(t,p)— = wv. 4.28
(t.0) 5 = v (4.28)
Separando as variaveis e integrando:
t
z(t) = v/ ULt p)dt + x(0). (4.29)
0

Podemos agora descrever este MRU deformado em cada um das abordagens de-
formadas, conforme e g-deformada. Como os célculos sao repetitivos e simples, optamos
por descrever essas cinemaéticas alternativas no apéndice B .

4.1.1.4 MRUYV Deformado generalizado

Seja agora o caso em que aceleragdo deformada. dada pela equagao (4.26), é
constante.

a, = Dyt (vy) = a. (4.30)
Explicitando Dy;:
dv
V(t,p)— = a. 4.31
(.05 = (4.31)

Utilizando passos idénticos aos das passagens (4.27 - 4.29), pode-se obter a veloci-
dade deformada:

o(t) = a /0 "Wt p)dt + 0(0), (4.32)

Através da equagao (4.25), pode-se obter a posi¢do em fungdo do tempo. Seja
entao a velocidade deformada definida abaixo:

\I/(t,p)(jl—f = u,(1). (4.33)

Apo6s uma algebra simples, é obtida a posigao:

r = /t Uy, (t)dt + z(0). (4.34)

Pode-se descrever este resultado em cada uma das abordagens, conforme e g-
deformada. Lembrando que estamos tratando da opc¢ao 1 do método variacional. Mais
uma vez, para aliviar a leitura, levamos esses resultados ao apéndice B.

A seguir, repetiremos procedimentos analogos, para tratar o problema através da
opgao 3 do método variacional proposto.
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2- Terceira opcao de abordagem variacional:

Através da abordagem variacional apresentada na opgao 3, tem-se a equagao de
Euler-Lagrange (3.42), dada por:

oL _d [qﬂ(t,p) oL } 0. (4.35)

Oor dt ODy;x

A Lagrangiana se escreve de maneira analoga a dada pela (4.5).

Procedendo analogamente ao que foi realizado com o uso da opc¢ao 1, obtemos outra
possibilidade de generalizagao da segunda lei de Newton. Note que essa forma generalizada
resulta de um variante do método variacional, a opgao 3, e tem forma diferente do caso
anterior.

d
F=m i [

Onde a, é a aceleracao deformada generalizada nesta abordagem variacional. No
apéndice C essa mecanica Newtoniana deformada sao apresentados para as abordagens
conforme e g-deformada, de maneira analoga ao ja realizado na opcao 1.

No apéndice (B) foi incluida uma generalizagdo da cinematica a partir da opgao 3
de abordagem variacional.

U2 (t,p)i] = ma,. (4.36)

4.1.1.5 Modelos da Mecanica Newtoniana com Lagrangianas Deformadas

Duais

E possivel obter uma equacéo de Euler-Lagrange deformada para uma lagrangiana
do tipo: 3
m(Dy((t)))?

2

Como foi mostrado no capitulo anterior, pode-se obter uma equagao de Euler-
Lagrange com lagrangiana dependente de derivadas deformadas duais a partir da opgao
3 de abordagem variacional, (3.55):

oL ., d oL \

Considerando a lagrangiana (4.37), obtemos a equacao para a for¢a generalizada
por derivadas conformes duais:

L= — V(x(t). (4.37)

d
-1

F=mU~ " (z,p) o
Onde a, ¢ a aceleracao deformada dual. No apéndice (D) esta lei generalizada esta
especificada, tanto para a abordagem conforme quanto na g-deformada em suas versoes
duais. No referido apéndice D, uma mecanica Newtoniana com massa dependente da
posigao emerge, a partir de lagrangianas deformadas duais. E no apéndice (E pode ser

visto uma cinematica generalizada a partir de derivadas deformadas duais.

(U (z,p)2) dp. (4.39)
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4.2 Oscilador Harmoénico Simples Deformado

Fendmenos oscilatorios estao presentes em toda natureza. Sendo estudados tanto
em fisica quanto em geologia, astronomia e ciéncia biolégicas. Deste modo o estudo de
osciladores se faz importante para compreensao do mundo em que vivemos. Antes de
abordar modelos deformados apresentaremos o OHS usual.

4.2.1 Oscilador Harmoénico Simples Usual

A lagrangiana que se segue descreve o modelo do oscilador harmonico simples.
Nela notam-se os termos cinético e o potencial elastico usual.

m() k)

L= 4.40
5 5 (4.40)
Tendo em conta a equacao de Euler-Lagrange usual, que escrevemos:
oL d oL
— ———=0. 4.41
Ox dt 0t 0 ( )

As equagoes (4.40) e (4.41) fornecem a equagao do oscilador harménico simples,

sem o termo de dissipagao.

() .
m—= + k(x(t)) = 0. (4.42)

A solugao geral é dada por:

x(t) = acos(wt) + bsin(wt). (4.43)

Onde a, b e w = \/k/m sdo constantes.

Na proxima segao serao apresentados osciladores desenvolvidos através de lagrangi-
anas deformadas e lagrangianas deformadas duais, tanto na abordagem conforme quanto
na g-deformada.

4.2.2 Modelos Deformados de Osciladores

Nesta subsecao, serao apresentadas deformagoes do oscilador harmoénico simples
a partir de lagrangianas deformadas e com lagrangianas deformadas duais. Serao apre-
sentados modelos deformados a partir de equacgoes de Euler-Lagrange obtida através do
métodos variacional deformado, no se refere as opc¢oes 1 e 3 do capitulo 3. Os modelos
duais serao definidos a partir de equacoes de Euler-Lagrange deformadas duais, Aqui, no-
vamente iniciaremos pela abordagem geral e, em seguida especificaremos nas abordagens
conforme e na g-deformada.

4.2.2.1 Modelos de Osciladores, a partir de Lagrangianas Deformadas nao

Duais Opcgao 1

Pode-se obter uma deformacao da equacao para o oscilador harmoénico simples
através de seguinte lagrangiana deformada generalizada:
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_ mDu((t)*  k(x(t))?
L= 5 - =

Considerando o método variacional com a opcao 1, a equacao de Euler-Lagrange
resultante se escreve como:

(4.44)

oL d OL
— — (¢, p)— =0. 4.4
Ox (t,p) dt 0Dy, 0 (4.45)

tendo em conta a lagrangiana (4.44), a equagdo que descreve a dindmica desse
oscilador deformado geral fica:

d x(t) k(x(t)
U(t,p)— |V (t,p)—=| = — : 4.4
g [ven S| - - (4.40)
A seguir, descreveremos os osciladores conformes e g-deformados
e OHS Conforme:
A equagao (4.46) na abordagem conforme é:
,d [ . dx(t) kx(t)
o j¢lo 2 = 27 4.4
dt [ dt ] m (4.47)

A equagao (4.47) descreve a dindmica do oscilador deformado conforme. Iremos
a seguir solucioné-la. Para isso, vale lembrar aspectos da autofuncao da derivada
deformada conforme.

Sabe-se que a exponencial esticada, e,(t), é autofun¢ao do operador derivada con-
forme, de acordo com a (2.29), Sendo assim, tém-se:
t* t*
A— A—
Dyiea(At) = Dyge @ = Xe . (4.48)

Vamos agora considerar um ansatz de possiveis solugdes da equagao (4.47), na forma:

ta
)\_
r=Ae a (4.49)

Com essa solugdo tentativa em (4.47), vem que:

a

Ak
DO (D Ae” o) = -2, (4.50)

m

Aplicando os operadores de derivada conforme, em sequéncia, obtém-se:

toé
A— k
A A a | =\ = -0 (4.51)

m
Para todo = # 0 , segue que:
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k
AM=—— (4.52)

m

Tomando a raiz quadrada em ambos os membros obtém-se:

A= :I:\/gi. (4.53)

Substituindo (4.53) em (4.49), obtém-se a expressao para a amplitude = do oscilador:

s kt
r=Ae \Ma (4.54)
podendo ser escrita na forma:
r = Aetwelt (4.55)

onde definimos a frequéncia angular dependente do tempo como:

ta—l

w(t) = wo (4.56)

ot
Pela equagao (4.55), vemos que existem duas possiveis solugoes para descrever a

equagao (4.47). Como o operador derivada conforme é linear, temos que a combi-
nacao linear dessas solugoes também ¢é solugao. Deste modo:

r = Ae*" 4 Be %", (4.57)

que pode ser escrito na forma de funcoes senoidais, através da formula de Euler,
dada por:

e*t = cos(wt) £ sin(wt). (4.58)

Reescrevendo a equagao (4.57), obtém-se:

r = Ae“" + Be " = Acos(wt) + Aisin(wt) + Bcos(wt) — Bisin(wt).  (4.59)
Agrupando em termos semelhantes obtém-se:

x = (A+ B)cos(wt) + (A — B)isin(wt). (4.60)

Fazendo A+ B = A’ cos(¢) e (A — B)i = —A’sin(¢), obtém-se:

x = A’ cos(¢) cos(wt) — A’ sin(¢) sin(wt). (4.61)

Através da propriedade de senos e cossenos, cos(a+b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(a)
obtém-se:
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= A cos(wt + ¢). (4.62)

Um resultado similar pode ser encontrado na referencia (CHUNG, 2015). Esse
resultado se diferencia daquele obtido por meio de derivadas usuais inteiras, apenas
no que se refere a frequéncia angular (w), que agora é dependente do tempo. Sendo

k /{Z ta_l
wp = 1/— a frequén(na angular para O caso mteiro e w = -
m

a frequéncia
m «

angular conforme.

A figura (4.1), representa a posigao x em fungao do tempo, para a assumindo valores
distintos:

Posig@o do OHS conforme Opgaot

t
a=09
0.8+ o= 0.9
a=1.
a=10

08+

0.4

0.2 4

deformagdoix)
o
1

-0.2 o

0.4

-0.6 o

-0.8 o

Tempoft)

Figura 4.1: Posigao de um OHS Conforme, em fungao do tempo.

O grafico da figura (4.1), foi gerado utilizando A’ = 1, kK = 1 e m = 1. Pode-se
perceber que a amplitude nao varia com o tempo, e é independente do valor de a.
Também se pode notar que a frequéncia de oscilagao varia no tempo exceto para o
caso usual em que o = 1.

Neste momento sera analisada a energia do OHS conforme.

A energia cinética conforme é dependente do quadrado da velocidade deformada,
que é dada pela equagao (4.28), na abordagem conforme e é escrita como:

m(Dar(z(t))) _ m“;/ (D, cos(w(t)t + )’ = kj;ll

T, = sin?(w(t)t + ¢). (4.63)

Sendo similar a energia cinética do OHS usual, exceto por sua frequéncia de oscilagao
variar no tempo.

A energia potencial conforme é dependente do quadrado da posi¢ao. Sendo escrita
da seguinte forma:

12
Uy = ka® = k;l cos?*(w(t)t + ¢). (4.64)
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Semelhante ao que ocorre com a energia cinética conforme, a energia potencial con-
forme também difere da energia potencial do OHS usual apenas por sua frequéncia
de oscilagao variar no tempo.

Tanto a energia cinética conforme quanto a potencial conforme sao fungoes oscila-
torias de mesma amplitude kA /2. A energia total do sistema é:

A kA

E-T4U~— (SmQ(w(t)t + @) + cos?(w(t)t + ¢)) ~ o

(4.65)

Deste modo, pode-se dizer que o sistema é hamiltoniano, de modo que a energia
total se conserva. Além disso, a energia total deste sistema é idéntica a energia
total do OHS usual. A energia do sistema se conservar nao significa que estamos
lidando com um sistema isolado. A interacao com o meio conserva a energia total
do sistema, mas altera a frequéncia de oscilacao fazendo a mesma variar no tempo.

No proximo topico, analisaremos com mais detalhes a frequéncia de oscilagao do
OHS conforme.
Frequéncia e Periodo de Oscilagao

A frequéncia angular de um oscilador harménico deformado, descrita pela (4.56) é
uma func¢ao polinomial de ordem o — 1. Nota-se ainda que sua frequéncia angula
trona-se idéntica a de um OHS usual, ou seja, para quando a = 1.

Frequéncia Conforme Opgdo1
115 4

=]
@
1

Frequéncia Conforme

o

o

o
L

[eR=l

085 T T T T T T T T 1

Tempoft)

Figura 4.2: Frequéncia Angular de um OHS Conforme, como func¢ao do tempo.

No gréfico (4.2), a frequéncia angular de um OHS conforme é tragada em fungao do
tempo, para diferentes valores de o, usandom = 1 e k = 1. Quando o = 1, recupera-
se o valor de frequéncia angular de um OHS usual wy = /k/m. Para valores de
a menores que 1, temos que a frequéncia angular cai com o tempo. Quanto menor
o « maior a velocidade com que cresce o afastamento entre a frequéncia angular
deformada w e a frequéncia angular usual wy. Para valores de « maiores que 1,
temos que a frequéncia angular cresce com o tempo. Quanto maior o o maior a
velocidade com que cresce a separagao entre a frequéncia angular deformada w e a
frequéncia angular usual wy.
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Frequéncia Conforme Opgdo1

Frequéncia Deformada
T T

o
o

o
m

e
~

T T T T T T T T 1
oes og 0.5 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25

Parametro de Deformagdo

o
w

Figura 4.3: Frequéncia angular de um OHS Conforme, em func¢ao do parametro o de
deformacao.

Podemos ainda esbogar um grafico da frequéncia angular em fungao do parametro
« para tempos constantes.

O grafico (4.3) foi gerado com k = 1, m = 1. Pode ser visto que para valores
de tempo fixos, as curvas sao a representacao de fungoes exponenciais e todas se
cruzam em « = 1. Este resultado ¢ esperado, uma vez que em a = 1, a fungao

w = wy = \/k/m, que nado depende de t.
A frequéncia de oscilagao pode ser obtida através da relacao:

tafl

f=5= Ve (4.66)

Que ¢é proporcional a frequéncia angular w. Deste modo, variando da mesma forma
com o tempo.. Uma reducao em w implica em uma reducao proporcional em f.

o2ma’

Pode ser obtido o periodo de oscilacao através da relagao:

1 2T /1 27

Podemos ainda escrever o periodo de oscilacao, através da diferenca de tempo entre
dois méximos consecutivos da equagao (4.62), o que equivale aos tempos em que o
cos(wiyy) = 1 um procedimento analogo ao feito na referéncia (CHUNG, 2015). Ou
seja os tempos para os quais:

(07

Wt + ¢ = wo— + ¢ = 2mn. (4.68)
(6%

Onde 7 é um tempo onde o oscilador atinge seu valor maximo. Isolando 7, obtém-se:

Wo

(n) = (M> " ” <n . %) i W. (4.69)
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Podendo ser escrito na forma:

T(n') = (27Tan/) " . (4.70)

Wo
Onde n' =n — ¢/27.

No intuito de determinar o periodo de oscilacao T. Sera tomada a subtragao de dois
maximos consecutivos. Se denotarmos 7,41y como o intervalo de tempo transcorrido
entre dois maximos consecutivos, tém-se:

2ra(n’ +1 L oramn’ \
T(n'+1) = T(TLI + 1) — T(n/) = <#> — o . (471)

Explicitando os termos n’, obtém-se:

oma\ /e oma\ Ve 1
Ty =70 +1) —7(n') = <—) (n' + 1) — (—) n''e. (4.72)

Que pode ser reescrito como:

9 1/ N
Tn/+1) = (La) <(n' + )V Y ) : (4.73)

Ou seja:

Twpr WY ((L+ )Y —1) (L +1/n)Ye 1)
T; o (1— (1 —1/n)Ve) (1 —(1—1/n)t/e)’ (4.74)

A equagao (4.74) é maior que 1 para todo o < 1, ou seja, o periodo de oscilagao
aumenta a cada ciclo. Este resultado pode ser visto na referéncia (CHUNG, 2015).
Para todo a > 1 a equagao (4.74) é menor que 1, apresentando reducao do periodo
de oscilagao a cada ciclo.

OHS g-deformado:

A equagao (4.46), na abordagem g-deformada pode ser escrita como:

xo(t)|  kx(t)

dt | m

A+ —on L a+a—on

e . (4.75)

Sabe-se que a q-exponencial elevada a um fator \, (e,(t))*, é autofungao do operador
g-derivada. Isso significa dizer que:

Dyleg(t)A =Dy (1+ (1 —)t)M "0 = X (14 (1 — g)t)V . (4.76)
Entao, adotando solugoes na forma:
z=A1+(1—qt)V0?, (4.77)
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obtém-se:

Dy [Dqt (A (1+(1— q)t)W‘q))] — —%x. (4.78)
Aplicando os operadores g-derivada, em sequéncia, obtém-se:
A1+ (1 —gt)M00 = N2 = —%”. (4.79)
Para todo x # 0 , segue que:
k
2\ = - (4.80)

Aplicando a raiz quadrada a ambos os membros obtém-se:

A= i\/gz’. (4.81)

Aplicando (4.81) em (4.77) obtém-se a expressao para a amplitude = do oscilador:

1 k

+ —1

r=A(l+(1—q) =0 \m (4.82)

Através da formula de Euler deformada (2.46) e com o auxilio das equagdes (2.56)
e (2.57), pode-se escrever:

k
(el‘)i&i = cos ( kn{d+(- qm) +isin (@ln(l - qm) . (4.83)

a m  (1—q) (1-1q)
Ou ainda:
k: .
(ef) @Z = cos (wt) + isin (wt) . (4.84)
Onde w — kIn(14+(1-g))

m (1—q)t
Existem duas possiveis solu¢oes. Como o operador g-derivada é linear, temos que a
combinagao linear dessas solu¢oes também é solugao. Deste modo:

k k
Aer)ym' + B (er) m’ (4.85)

8
Il

Explicitando (er)m' e(e‘”) m :
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xr = Acos (wt) + iAsin (wt) + B cos (wt) — Bsin (wt) (4.86)

Agrupando em termos semelhantes, obtém-se:

x = (A+ B)cos(wt) + (A — B)isin(wt). (4.87)

Fazendo A+ B = A’ cos(¢) e (A — B)i = —A’sin(¢): obtém-se:

x = A’ cos(¢) cos(wt) — A’ sin(¢) sin(wt). (4.88)

Através da propriedade de senos e cossenos, cos(a+b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(a)
obtém-se:

x = A cos(wt + ¢). (4.89)

Nota-se que a solugao obtida para esse caso de oscilador, se diferencial daquela para
o oscilador usual, apenas pela func¢do que representa a frequéncia angular (w). Aqui,
EIn(14(1—q)t)

a

wo = 4/ — € a frequéncia angular para o caso inteiro e w = {/ —
V m m (1—q)t

frequéncia angular conforme.

A figura (4.4), representa a variacdo da amplitude em func¢ao do tempo para, ¢
assumindo valores distintos:

Posigdo OHS g-deformadao Cpgaa

Posigdo (x)

Tempoit)

Figura 4.4: Posicao em funcao do tempo, para o oscilador g-deformado.

O grafico representado pela figura (4.4) foi gerado utilizando A’ =1, K = 1lem = 1.
pode-se perceber que a amplitude maxima nao varia com o tempo e é independente
do valor de q. Também se pode notar que a frequéncia de oscilagao varia no tempo,
exceto para o caso usual, com q=1.

Neste momento seré analisada a energia do OHS g-deformado.

A energia cinética g-deformada é dependente do quadrado da velocidade deformada,
que é dada pela equacao (4.28), na abordagem ¢-deformada e é escrita como:
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15 = m(Dqtéx(t))) = m;l/ (Dyt cos(w(t)t + ¢))? = k,;l’

sin?(w(t)t + ¢).  (4.90)

Sendo similar a energia cinética do OHS usual, exceto por sua frequéncia de oscilagao
variar no tempo.

A energia potencial g-deformada é dependente do quadrado da posi¢gao. Sendo
escrita da seguinte forma:

kA"

U, = ka* = cos?(w(t)t + ¢). (4.91)

Tanto a energia cinética g-deformada quanto a energia potencial gq-deformada dife-
rem das energias cinéticas e potenciais do OHS usual, apenas por sua frequéncia de
oscilacao variar no tempo, sendo ambas funcgoes oscilatorias de mesma amplitude
kA?/2. A energia total do sistema é:

A (sin®(w(t)t + ¢) + cos®(w(t)t + @) = k‘;ll

E=T,+U, = (4.92)

Deste modo, pode-se dizer que o sistema é conservativo, a energia total se con-
serva. A interacao com o meio conserva a energia total do sistema, embora altere a
frequéncia de oscilagao fazendo a mesma variar no tempo.

A seguir seréd analisada a frequéncia de oscilagao do OHS g-deformado.

Frequéncia e Periodo de Oscilagao gq-deformados
A frequéncia de oscilagao pode ser obtida através da relacao:
w kEln(1+4(1—q)t)

I =% =V 20-gmt (4.93)

O grafico da frequéncia f em fungao do tempo pode ser visto na figura (4.5):

E possivel perceber pelo grafico da figura (4.5) que, para ¢ = 1, a frequéncia ¢
constante, ¢ < 1, a mesma descresse com o tempo, e para ¢ > 1 ela cresce com o
tempo.

Pode ser obtido o periodo de oscilacao através da relagao:

1 2(1 — q)rt
pol_w _ jm_ 20-grt (4.94)
f 2 Eln(1+(1—gq)t)
Podemos ainda escrever o periodo de oscilacao, através da diferenca de tempo entre

dois méximos consecutivos da equagao (4.89) isso equivale aos instantes em que o
cos(wt + ¢) = 1. Ou seja, os tempos para os quais:

wt + ¢ = \/gln u —(1-1 (i ;)Q)Tn) + ¢ = 27n. (4.95)
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Frequéncia g-defarmada Opiaa’

Frequéncia g-deformada
T

T T T T T T T T 1
o 05 1 16 2 25 2 35 4 45 g

Tempa(t)

Figura 4.5: Frequéncia de Oscilagao g-deformado em fun¢ao do tempo.

Onde 7,) é instante de maximo. Um algebrismo simples nos permite escrever para

7n):
o |\[r -0 em-0)| -1 e |\[T0-0 et -o/em)] -1

) = (1-4q) N (1-1q)

(4.96)

Ou simplesmente, como:

. exp [\/%(1 —q) (27m’)} 1 o

(1-1q) ’

onde n' =n — ¢/27.

Como no caso do oscilador conforme, se denotarmos 7(n + 1) como o intervalo de
tempo transcorrido entre dois méaximos consecutivos, tém-se:

exp l\/%(l — ) (2n(n + 1))} — exp {\/%(1 —q) (%(n’))} (4.98)

Tn! = 3
o (1—q)

o periodo de oscilagao.

Podemos analisar a variacao do periodo, ciclo apés ciclo. Para tal fim, tomemos a
razao entre 7n’ + 1) e 7n'), que pode ser escrita como:

__— l\/%(l —q) (27 (n’ + 1))} — exp [\/%(1 —4q) (2”(”'))} (4.99)

" e [\ffa )] e[ fFo g e -]
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minador da razao em (4.99), resulta finalmente na expressao:

I \Jra-aen] -1 "

" ame |- Ra-gen]

Percebe-se que, quando ¢ < 1, a equagao (4.100) é maior do que 1 e o periodo cresce
com o tempo. Quando ¢ > 1, a equagao (4.100) é menor do que 1 e o periodo
decresce com o tempo. Um comportamento similar ao que acontece com o periodo
definido através de derivadas conformes. Porém, sem a dependéncia do nimero de
ciclos n'.

Evidenciando a exponencial, exp [ (1—1¢q) 2n(n ))] , no numerador e no deno-

4.2.2.2 Modelos de Osciladores, a partir de Lagrangianas Deformadas nao

Duais, Opcgao 3

Agora serao estudadas equagoes de osciladores harmoénicos oriundas de equacoes
de Euler-Lagrange, deduzidas através da terceira opcao de abordagem variacional para a
lagrangiana da equagao (4.44). A Euler-Lagrange em questao ¢ dada pela equagao (3.42)
e esta escrita abaixo:

oL d

oL

Considerando novamente a lagrangiana dada pela equagao (4.44 e a equagao de
Euler Lagrange (4.130), isso leva a seguinte equagao de movimento:

d d(z(t k
y {WZ(t,p)%} = —E(x(t)). (4.102)

A equagao (4.102) conduz a um novo oscilador harmonico deformado, ndo apenas
com a derivada deformada geral, mas obtido via método variacional da nomeada opc¢ao
3. Solugoes analiticas para equagoes nesta forma sao, em geral, de dificil obtenc¢ao. Por
este motivo, as solugoes nas abordagens conforme e g-deformada serao obtidas via método
numérico. O método numérico adotado foi o método de Euler Duplo, que esta descrito
no apéndice (F).

E interessante notar que se a massa for dependente do tempo na forma m(t) =
moW?(z,p), a equagao (4.102) assume a forma:

\PQ(t,p)% {\Iﬂ(t,p)@} = —ﬁ(x(t)). (4.103)

Sera visto mais adiante que nas abordagens conforme e g-deformada, reobtém-se
as equagoes definidas pela opcao 1, com algumas redefini¢bes de parametros. A seguir, a
equagao (4.102) sera apresentada nas abordagens conforme e g-deformada.

e OHS conforme, pela Opcao 3:

A equagao (4.102) na abordagem conforme, se escreve da seguinte forma:
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% {tzza@] L (4.104)

A solugao numérica da equagao (4.104), via Euler duplo(ver apéndice (F)). Na figura
(4.6) apresentamos o grafico relativo a solu¢do numérica para essa equagao, com a
posicao versus tempo.

Fosicao do OHS Opgao3d

Paosigdo(x)

T T T T T T 1
0 2 4 8 8 10 12 14 e 18 20 22

tempo(t)

Figura 4.6: Posi¢gao em func¢ao do tempo, oscilador Conforme Abordagem 3.

A seguir, serd feita a analise de energia para este oscilador. A energia cinética
deformada é dada por:

m (o aad(@(t)\’
T, = — (#2222 ) 4.105
2 ( dt ( )
e a energia potencial:
k 2
U, = % (4.106)

A energia mecanica do sistema é dada pela soma de T, e U,. A mesma rotina
numérica usada para gerar o grafico da posi¢cao em funcao do tempo, pode ser
usada para gerar os graficos das energias cinética, potencial e mecanica em funcgao
do tempo, uma vez que a velocidade conforme é calculada como parte da rotina
(ver apéndice (G)). Na figura (4.7), temos quatro graficos comparando as energias
cinética, potencial e mecanica de um OHS conforme, deformado a partir da opcao
3: dois com a < 1 e dois com o > 1.

Nos gréficos (a) e (b) da figura (4.7), temos que a energia cinética e a energia poten-
cial sao fungoes oscilatorias. Sendo que a energia cinética possui valor minimo igual
a zero e valor maximo aumentando a cada ciclo, enquanto que a energia potencial
possui valor minimo também zero e o valor maximo diminui a cada ciclo.

O aumento de valor maximo da energia cinética é maior ciclo a ciclo que a queda de
valor maximo da energia potencial, dando origem a uma energia mecanica oscilatoria
que entre o tempo de 0 a 3 segundos esta em queda e apds este tempo comega a
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(b) Energia OHS em fungéo do tempo, o = 0.8
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(¢) Energia OHS em fungao do tempo,a = 1.1 (d) Energia OHS em fungao do tempo,o = 1.2

Figura 4.7: Analise de Energia do OHS Conforme Opcgao 3

apresentar oscilagoes harmonicas com aumento de amplitude. Como consequéncia, a
figura (4.6) com o < 1 possui uma queda de amplitude muito maior no primeiro ciclo
que nos demais. O fend6meno oposto para energia cinética e potencial é observado nos
graficos (c) e (d): nos tempos 0 a 3 segundos ocorre aumento da energia mecanica.
Apos isso é observado novamente oscilagbes com aumento de amplitude. Deste
modo, a figura (4.6) com « > 1 possui um aumento de amplitude muito maior no
primeiro ciclo que nos demais.

Usando o que ja conhecemos de casos anteriores, pode-se obter uma solugao analitica
para um caso particular, com a massa m = m(t) = mgt>2®. Assim, a equacio
(4.104) fica reescrita, para esse caso particular, como:

tz—zai {tH“M] = —ﬁ(x(t)). (4.107)

dt dt mo

Fazendo o = i B, a equacao (4.107) fica escrita:
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ﬂﬁéé Plﬂggggzz}::-—;gacr@)) (4.108)

Retomando a equagao (4.47) e cuja solu¢ao analitica foi obtida anteriormente.

e OHS g-deformado, pela Opgao 3:
A equagao (4.102) na abordagem qg-deformada, da seguinte forma:
2 d(z(t))

s a-gor ) - L), (4.109)

A solugao numérica, via Euler duplo(ver apéndice (F) ) pode ser visto no grafico da
figura (4.8):

Paosigéo OHS g-defarmado

Posigdo(x)

T T T T T T T T T T 1
o 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22

tempo(t)

Figura 4.8: Posi¢ao em fungao do tempo, para o oscilador g-deformado Abordagem 3.

A seguir, serd feita a anélise de energia para este oscilador. A energia cinética
g-deformada é dada por:

d(z(t)\”
T, = % ((1 (1= g2t ))> , (4.110)
e a energia potencial:

kax?
U, = 5 (4.111)
A energia mecanica do sistema é dada pela soma de T}, e U,. A mesma rotina numé-
rica, usada para gerar o grafico da posicao em fungao do tempo nesta abordagem,
pode ser utilizada para gerar os graficos das energias cinética, potencial e mecénica
g-deformadas em funcao do tempo, uma vez que a velocidade q-deformada é calcu-
lada como parte da rotina (ver apéndice (G)). Na figura (4.9), temos quatro gréficos
comparando as energias cinética, potencial e mecanica de um OHS g-deformado

(opgao 3): dois com g < 1 e dois com ¢ > 1.
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Figura 4.9: Analise de Energia do OHS g-deformado Opc¢ao 3

Na figura (4.9), as energias cinética e potencial sdo fungoes oscilatorias, possuindo
valor minimo igual a zero. Nos graficos (a) e (b) a energia cinética aumenta seu
valor maximo a cada ciclo e a energia potencial reduz. O aumento de valor maximo
da energia cinética é maior ciclo a ciclo que a queda de valor méximo da energia
potencial. O fené6meno oposto para energia cinética e potencial é observado nos gra-
ficos (c) e (d). A energia mecéanica g-deformada dual possui caracteristicas similares
a sua anéloga conforme, bem como as consequéncias quanto a posigao.

Como no caso anterior, consideremos uma massa dependente do tempo, caso m =
m(t) = mo (14 (1 —q)t)>. A equacio (4.109) se torna:

a+ =g 5+ a-gr T - L) @

Para o limite de ¢ tendendo a 1, pode-se desconsiderar os termos (1 — ¢)%. Deste
modo, a equagao (4.112) fica escrita:
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| = ——(a(t). (4.113)

mo

(120 g0 g [ (1200 - ) 25 =

1 /
Fazendo q = !

. A equacgdo (4.113) fornece a nova equagao, valida para valores

de q proximos de 1::

- g [ a-dn ) - - L), (4.114)

Notando que apesar dessa equagao retomar a forma da equagao (4.75), ela é valida
apenas para ¢ proximo de 1.

4.2.2.3 Modelos de Osciladores, a partir de Lagrangianas Deformadas Duais-

Opcao 3 do método variacional dual

Consideremos agora uma lagrangiana para um oscilador, em que o termo cinético
estd escrito através de uma derivada deformada geral dual. Utilizamos aqui a extensao
do calculo de variagoes, para sistemas contendo derivadas deformadas duais, embutidas
nas Lagrangiana. Seja entao a seguinte lagrangiana:

m(Dyy(z(t))®  k(z(t))”
L= 5 - (4.115)

Utilizando a opgao 3 do método variacional dual (Cap.3, secao 3.2 ), obtivemos a
equagao de Euler-Lagrange (3.55), a qual reescrevemos aqui para maior clareza:

oL d oL
— — U Yz, p)— {—} =0. 4.116
o P (4116)

Considerando entao a lagrangiana (4.115), obtém-se a equacdo que descreve a
dindmica desse oscilador, em que a derivada deformada geral, em sua versao dual, esta
presente. Ou seja,

qfl(m,p)% {\Ill(x,p)x@)} _ k=) (4.117)

dt m

Especificaremos agora, utilizando a equagao (4.117), os casos dos osciladores de-
formados conforme dual e g-deformado dual.

e OHS Conforme Dual:

A equagao (4.117), na abordagem conforme dual, pode ser estabelecida como:

i d {xa_ldx(t)} _ k() (4.118)

dt dt m

Para a obtencao de possiveis solugdes analiticas da equagao (4.118), vamos procurar
por ansatz de solugoes, seguindo a linha de raciocinio de equagoes de autovalores e
autovetores. sabe-se que a g-exponencial reparametrizada é autofuncao do operador
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derivada conforme dual , de acordo com as egs. (2.100) e (2.107). Considerando
essas equagoes, podemos supor ansatz de solugdes na forma:

z =A™t (4.119)

q=2—a

Substituindo essa proposta de solugao na equacao que descreve a dindmica desse
oscilador, equagao(4.118), resulta em:

Lot (6(iwt+¢)>a1 i [Ao‘_l <€(iwt+¢)>a1 iAe(iwt+£):| — _k_x‘ (4.120)

q=2—« dt q=2—« dt q=2—

Como a amplitude A é independente do tempo, podemos evidencia-la na equagao
(4.120).

AQa—l <e(iwt+¢)>al i |:<6(th+ )>a1 ie(iwt+¢):| = _k_x (4121)

q=2—« dt q=2—« dt q=2— m

Uma vez que a equagao (4.119) é autofungao do operador derivada conforme dual &
aplicagao em sequencia desse operador resulta em:

; k
P A%T [eg:;fﬁ)} = A2, = BT (4.122)
m
Para = # 0, a equagao (4.121) é satisfeita se na condicao:
WA — | /m, (4.123)

Assim, obtém-se os possiveis valores para a frequéncia angular:

w= :I:\/EAl‘O‘. (4.124)
m

Este modelo apresenta frequéncia dependente da amplitude. As possiveis solugoes
da equagao (4.118) podem ser escritas como:

+iy| — A [ t4+¢)
m

q=2—«

x = Ae (4.125)
Percebe-se que duas solugdes particulares sdo possiveis para a equagao (4.125). Am-
bas se tratam de g-exponenciais complexas, possuindo parte real e parte imaginaria.
Os graficos da figura (4.10) apresentam as partes reais e imaginarias da solu¢ao dada
por w positivo:

As fungoes trigonométricas q-deformadas, que dao origem as curvas acima, podem
ser vistas na referéncia (BORGES, 2004a). Porém as partes reais e imaginarias da
equagao (4.125), em separado, nao sao solugoes da equagao (4.117). Entao pode-se
trabalhar paralelamente utilizando métodos numéricos para se obter uma solucao
da equagao (4.117). O método numérico escolhido foi o método Euler duplo, sendo
a solucao gerada por ele pode ser vista na figura (4.11).
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Parte Imaginaria de x
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(a) Parte Real (b) Parte Imaginaria

Figura 4.10: Parte Real e Imaginaria da Solugao Analitica do OHS conforme dual Opgao

3

Posigdo do OHS Conforme Dual
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Figura 4.11: Posicao em fungao do tempo, para o oscilador Conforme Dual.

A seguir serd feita a analise de energia para este oscilador. A energia cinética

conforme dual é dada por:

s _m( d(@))
T, =— [z 12220 4.126
2 (“T dt (4.126)
e a energia potencial conforme dual:
. kg2
U, = % (4.127)

A energia mecanica do sistema é dada pela soma das energias cinética conforme
dual e pela energia potencial conforme dual. A mesma rotina numérica usada para
gerar o grafico da posicao em funcao do tempo nesta abordagem, pode ser usada

para gerar os graficos dessas energias em funcao do tempo, uma vez que a velocidade
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conforme dual é calculada como parte da rotina (ver apéndice (G)). Na figura (4.12),
temos quatro graficos comparando as energias cinética, potencial e mecanica de um
OHS conforme dual (op¢ao 3): dois com a < 1 e dois com « > 1.
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(c) Energia OHS em funcao do tempo,a = 1.1 (d) Energia OHS em fungao do tempo,a = 1.3

Figura 4.12: Analise de Energia do OHS Conforme Dual Opgao 3

Os graficos da figura (4.12) apresentam energias cinéticas e potenciais que, em de-
terminados intervalos, assumem valores negativos. O que é uma inconsisténcia fisica
do modelo e ocorreu devido ao fato de, tanto a velocidade conforme dual quanto a
posicao serem fungoes complexas.

e OHS g-deformado Dual:
A equagao (4.117) na abordagem g-deformada é:

| d 1 de(t)] _ _kx(t) (4.128)

I+ A —qua)dt |1+ (1—q)z) dt m

A equagao (2.112) é autofungao do operador g-derivada dual. Entao pode-se propor
ansatz de solugao na forma:
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exp (At)

T = . 4.129
(AT (1)~ (L g)esp (V) 129
A substitui¢ao da equagao (4.129) na equagao (4.128), resulta em:
kx(t)
Nx(t) = — : 4.130
o(t) = - (1.130)
Que para r # 0 é satisfeita por:
k
M= —— (4.131)
m
As possiveis solugoes ficam:
| k
exp <j: —it)
m
2(t) = (4.132)

(A + (1= g)) = (1 q)exp (ﬂ/%t)

Levando a duas solugoes que satisfazem (4.128). Ambas possuem exponenciais com-
plexas, possuindo parte real e parte imaginaria. Os graficos da figura (4.13) apre-
sentam as partes reais e imaginarias da solugao dada por A positivo:

Parte Real da Solugdo Analitica do um OHS g-defarmada dual Opgao 3 Parte Imaginaria da Salugio Analitica do um OHS g-deformada dual Opg&o 3
.

Parte Real de x
Parte Imaginaria de x
o
1,

Tempo(t) Tempo(t)

(a) Parte Real (b) Parte Imaginaria

Figura 4.13: Parte Real e Imaginaria da Solu¢ao Analitica do OHS g-deformado dual
Opgao 3

As partes reais e imaginarias da equagao (4.125), em separado, nao sao solugoes
da equagao (4.128). Entao pode-se trabalhar paralelamente utilizando métodos
numéricos para se obter uma soluc¢ao da equacgao (4.128), e a solugao gerada por ele
pode ser vista na figura (4.14).

A seguir, serd feita a anélise de energia para este oscilador. A energia cinética
g-deformada dual é dada por:
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Figura 4.14: Posicao em funcao do tempo, para o oscilador g-deformado Dual.

=5 | (ara—am) i . (4133)

e a energia potencial:

A energia mecéanica do sistema é dada pela soma das energias cinética e potencial
g-deformada duais. A mesma rotina numérica usada para gerar o grafico da posi¢ao
em funcao do tempo nesta abordagem, pode ser usada para gerar os graficos dessas
energias, uma vez que a velocidade g-deformada dual é calculada como parte da
rotina (ver apéndice (G)). Na figura (4.15), temos quatro graficos comparando as
energias cinética, potencial e mecanica de um OHS g-deformado dual (opgao 3):
dois com ¢ < 1 e dois com ¢ > 1.

Os gréficos da figura (4.15), mostram que o sistema em questdao conserva energia
mecéanica. As energias cinética e potencial g-deformadas duais apresentam variagoes
de frequéncia de oscilagao de forma ciclica e, como consequéncia disso, o grafico da
posic¢do no tempo apresentado na figura (4.14) apresenta variagoes de frequéncia de
oscilacao e nao de amplitude.

No apéndice (G) podem ser encontradas as rotinas numeéricas utilizadas nessa segao.
Na préxima secao, tratara de uma aplicagao em radiobiologia. Onde serao apre-

sentados modelos deformados e deformados duais para o calculo do fator de sobrevivéncia
de células cancerigenas sujeitas a radiacao.

78



Energia

Energia

Energia do OHS g-deformado Dual em Fung&o do Tempo
0.6+

Energia Patencial
0.55 o

Energia Cinetica
Energia Mecdnica
05—

&R

0.25

s

0.2 4

0.15 o

014

0.05+

o T T T T T T T T T T 1

tempo()

(a) Energia OHS em funcao do tempo, g = 0.7

Energia do OHS g-deformado Dual em Fung&o do Tempo
0.6+

Energia Patencial
0.55 o

Energia Cinetica
Energia Mecdnica

05—

0.45

0.4

0.36 4

0.3+

0.25

0.2 4

0.15 o

014

0.05+

o t T T T T T T T T T 1
o 2 4 8 El 10 12 14 18 18 20 22

tempo()

(c) Energia OHS em fungao do tempo,q = 1.3

Energia

Energia

Energia do OHS g-deformado Dual em Fung&o do Tempo

05
0.45
0.4
0.35 -|
0.3
0.25 |
0.2 4
0.15 -
0.1
0.05

o T T T T i
4 & 8 10 12 1

T
o 2

Energia Patencial

Energia Cinetica
Energia Mecdnica

T T T T 1
4 18 18 20 22

tempo()

(b) Energia OHS em fungéo do tempo, ¢ = 0.4
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(d) Energia OHS em fungao do tempo,q = 1.6

Figura 4.15: Anélise de Energia do OHS g-Deformado Dual Opcao 3

4.3 Modelos deformados para Fator de Sobrevivéncia de Células

Cancerigenas

Em radiobiologia é importante saber a fracao de celulas que sobrevive apods a

aplicagao de uma determinada dose D de radiagao. Esta fracao recebe o nome de fator
de sobrevivéncia (Fy)(WEBERSZPIL; SOTOLONGO-COSTA, 2017). Nesta segao serao
apresentados e discutidos modelos deformados para F de células cancerigenas, sujeitas a
radiacdo. A dose minima de radiacao para aniquilacao da célula cancerigena, Dy, é a dose
acima da qual nenhuma célula sobrevive (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010). Ou seja,
a dose D é uma fragao da dose Dy. Na referéncia (SOTOLONGO-GRAU et al., 2011),
existem valores tabelados de Dy para diferentes tipos de radiacao, aplicadas a diferentes
tipos de tecido. Nesse contexto, iremos introduzir uma dose normalizada, © = D/Dy.
Com o objetivo de embasar o leitor, primeiro serao abordados modelos usuais presentes
na literatura. Em seguida, serao tratados modelos com derivadas deformadas e derivada

deformadas duais.
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4.3.1 Modelos Usuais

Na literatura é possivel encontrar modelos usuais para o calculo do F,. Dentre
esses modelos, temos o modelo linear e o modelo linear quadratico. Estes modelos serao
discutidos a seguir.

Modelo linear (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010):

Esse modelo foi desenvolvido a partir de mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs
(BG). No referido modelo, a quantidade de células sobreviventes, N(x), apos uma aplica-
¢ao de uma dose z de radiagao, pode ser calculada pela equacao diferencial que representa
o decaimento de células cancerigenas:

dN (z)
dx
Com a condigao inicial N(0) = Ny, onde Ny ¢ a quantidade da células antes da
aplicacdo da radiagao, a equagao (4.135) pode ser resolvida por separacao de variaveis.
Desse modo:

= —aN(x). (4.135)

dN(x)
= — ) 4.1
N(o) adx (4.136)
Integrando a equagao (4.136), obtém-se:
In(N(z)) = —azx +c. (4.137)

Aplicando a condicao inicial, resulta que a constante ¢ serd dada por:

In(Ny) = c. (4.138)

A equacgao final para o nimero de células sobreviventes em funcao da dose de
radiacao aplicada, resulta em:

N(z) = exp (—azx + In(Ny)) = Nyexp (—azx) . (4.139)

Uma vez que a quantidade de células é da ordem do nimero de Avogadro, é mais
simples trabalhar com a fracao de células sobreviventes apos a aplicacao da radiacao, que
¢ o fator de sobrevivéncia F's, a fracdo Fj resulta da equagao (4.140) como:

N(x)

F, = =e " 4.140
e (4.140)

Nesse modelo, os efeitos da radiacao sao cumulativos, ou seja, a aplicagao de duas
doses de radiacao em separado é aquivalente a aplicacao de uma quantidade de radiacao
igual a soma delas. O modelo linear é eficaz para tratar dados experimentais relacionados
apenas a alguns tecidos e para pequenas doses de radiagao (SOTOLONGO-GRAU et al.,
2010). Outro modelo existente na literatura é o modelo linear quadréatico, cujo fator de
sobrevivéncia, Fo, dado por:

F,y = emotbe®, (4.141)

Para doses moderadas, esse modelo se ajusta mais adequadamente o dados expe-
rimentais. Porém, nenhum dos dois modelos descreve bem os efeitos para altas doses.
O que idicaria a possibilidade de elaboragao de modelos mais robustos para abordar o
problema em questao (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010).
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A seguir, sao apresentados modelos deformados para o fator de sobrevivéncia Fi.
Primeiro, com o modelo deformado generalizado, Fj, e, a partir dele, os modelos conforme
F,, e g-deformado F,,. Apos a apresentacao dos modelos deformados nao duais, serao
apresentados modelos deformados duais.

4.3.2 Modelos Deformados

Na sequéncia, serao apresentados modelos deformados para o fator de sobrevivén-
cia. Tendo em conta a eq. (4.135), a derivada usual sera substituida por uma deformada,
em cada uma da abordagens consideradas nesta dissertagao. Cada modelo assim obtido
serd comparado com aqueles existentes na literatura, bem como com dados experimentais.

4.3.2.1 Modelos com Derivadas Deformada nao Duais

Aqui serao abordados modelos deformados de fator de sobrevivéncia, comecando
com o modelo deformado generalizado. A partir dele, serao apresentados os resultados na
abordagem conforme e na g-deformada.

A substituicao da derivada usual pela derivada deformada generalizada na equagao
(4.135), leva a seguinte equagao:

dN(x)

U(z,p) T = —AN(z). (4.142)

Com a condicao inicial N(0) = Ny.

Como ja sabemos, autofuncao do operador derivada deformada generalizada é dada
pela equacdo (2.25). Tendo em conta esse conhecimento, a solu¢do da equagao (4.142)
pode ser escrita como:

N(z) = Ngexp (—/\/ (\Il(x,p))_ldm) . (4.143)
0
O fator de sobrevivéncia deformado generalizado, F,, pode entao ser escrito como:
N xr
F,, = # = exp <—)\/ (\If(:v,p))_lda:) . (4.144)
0 0

Espera-se que para qualquer abordagem deformada, a equagao (4.144) seja igual
ao fator de sobrevivéncia usual F,, no limite p — 1. A seguir, analisaremos os modelos
oriundo da equacdo (4.144) em cada abordagem deformada nao dual, isto é, tanto na

abordagem conforme quanto na g-deformada.

e Fator de sobrevivéncia conforme F,.

O fator de sobrevivéncia conforme pode ser obtido, considerando a equagao (4.144),
na abordagem correspondente & equagao (2.27).

Fo= Y@ o (—A/Ox xa‘_ldx) . (4.145)

Resolvendo a integral na eq.(4.168), tém-se o fator de sobrevivéncia:

81



= exp <—A%) . (4.146)

O modelo linear é reobtido quando @ = 1. Expandindo _/\a:_ em série de Taylor

usual, em torno de x = 1, e até a segunda ordem, obtém-se:

—1
(—A(l—(a—l))x—/\uxz’)

2

F,, = Ce (4.147)

1
Onde C' = exp (—)\ (— —-1-— %) . O resultado para Fy é proporcional ao
!

fator de sobrevivéncia Fy do modelo linear quadréatico. Percebe-se entao que o
modelo conforme possui tanto o modelo linear quanto o linear quadratico, como
casos particulares.

O gréfico relativo a equagao (4.146) esta representado na figura (4.146). Através
dele, sao realizadas comparacoes graficas entre o modelo aqui proposto e os dados
experimentais, referentes a aplicagao de diversos tipos de radiagao em células de rim
humano. Os parametros utilizados para o ajuste de dados no modelo foram o =
1.359 e A = 22.2 e Constata-se uma boa aproximagao com os dados experimentais.

Fator de Sobrevivencia Conforme para Células de Rim Humano

+ Parficula Alpha 2.5 Mev
3 Particula Alpha 4 Mev
@ Particula Alpha 5.1 Mev
# Particula Alpha 8.3 Mev
< Particula Alpha 26 Mev
A DiEuteron 3 Mev
¥ DEuteron 14.9 Mev
@ Horays 250 Kvp

Fator de ia Conf

Fator de Sobrevivéncia(Fs)

Gda O ed N+

T T T T
o 01 02 03 04 05 06 o7

Dose Normalizada(x)

Figura 4.16: Fator de sobrevivéncia conforme para células de rim humano.

A desvantagem deste modelo, é nao assumir valor nulo quando a dose normalizada
x = D/Dy for igual a 1. Ou seja, a dose minima de aniquila¢ao, neste modelo ainda
deixaria células vivas, para qualquer que fosse o a. Deste modo é esperado que o
modelo falhe para doses muito altas.

Fator de sobrevivéncia q-deformado.

O fator de sobrevivéncia g-deformado pode ser obtido pela equacao (4.144) na abor-
dagem g-deformada. Nesse contexto, podemos reescrever a equagao (4.144), usando
a equagao (2.30):

82



F, = N]éj) = exp (—A/Oz mc@) . (4.148)

A integral da equacdo (4.148) pode ser resolvida por substituigdo simples, com
u=1+(1—-¢)x edu=(1—q)dr. Obtemos entao,

F,y = exp ( (1__Aq) /1 ’ (Tl)du> . (4.149)

Resolvendo a integral, obtém-se:

Fyy = exp (%) . (4.150)

Explicitando v na equagao (4.150):
“Aln(1+ (1 - q)x))
F,, = exp ( . 4.151

O que resulta no fator de sobrevivéncia g-deformado, que de fato ¢ uma g-exponencial
elevada a um parametro "\".

Fy=exp(In((1+(1—¢q)z)M09)) = (14 (1 - q)z) V1. (4.152)

Na figura (4.17) pode ser visto o grafico da equagdo, em comparagao com dados
experimentais referentes a vérios tipos de radiagao, aplicadas em células de rim
humano. No gréfico, foram foi utilizado ¢ = 2 e A = 8.8. A curva gerada mostrou
uma boa aproximacao com os dados utilizados.

Fator de Sobrevivéncia g-Deformada para Células de Rim Humano

+ Particula Alpha 2.5 Mev
3 Parficula Alpha 4 Mev
@ Particula Alpha 5.1 Mev

Fator de Sobrevivéncia(Fs)

# Parficula Alpha 8.3 Mev

O Parficula Alpha 26 Mev

A Déuteron 3 Mev

v Déuteran 14.8 Mev

@ Horays 250 Kvp

+ Fator de Sobrevivencia g-deformada

Feao0o*BXT
+ea b0 +B X+

T T T T
o 0.1 0.2 0.z 0.4 0.5 06 o7

Dose Normalizada()

Figura 4.17: Fator de sobrevivéncia g-Deformado para células de rim humano.

A equagao (4.152) retoma o resultado encontrado na referéncia (SOTOLONGO-

GRAU et al., 2010), quando ¢ = 2 e a constante A ¢ identificada como o parametro

v:
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Fo=(1-x). (4.153)

Pode também ser visto na referéncia (WEBERSZPIL; SOTOLONGO-COSTA,
2017), o modelo deformado gerado através do operador g-derivada escalada:

F, = (14 k(1 — q)x) M=), (4.154)

Redefinindo k(1 —¢) = —1 e —A/(1 —¢) =7, a equagao (4.154) também retoma o
modelo encontrado na referéncia (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010).
A seguir os modelos deformados duais.

4.3.2.2 Modelos Deformados com Derivadas Duais

Agora serao apresentados modelos deformados duais. Estes modelos serao gerados
a partir da substituicao do operador derivada usual no modelo linear, dado pela equacao
(4.135), por operadores duais de derivada. O que leva a seguinte equagao:

_ dN(z
v 1(N($),p)$ = —AN(x). (4.155)
A solugao da equagao (4.155) pode ser obtida através da equagao (2.102).
MO W (N (@), p)
P)IN(z) = —Aa. 4.1
/NO N(2) (x) x (4.156)

A solugao dessa equagao depende da forma do pré-fator ¥(N(x),p). Na sequéncia,
determinaremos o fator de sobrevivéncia, nas abordagens duais conforme e g-deformada.

e Fator de Sobrevivéncia conforme dual.

A solugao da equagao (4.156), na abordagem conforme, é dado pela equagao (2.105),
sendo escrita aqui como:

1/a—1

N(z) = (—(a— DAz + Ng) (4.157)

A partir da equagado (4.157), pode-se obter o fator de sobrevivéncia, no modelo
conforme dual:

a—1\1/a—1
N(z) (—(a—1) z+ N
F. = = ) 4.1

Evidenciando na (4.158) o termo Ny® '

<—(OZ—1))\ +1)1/o¢—1
a1 < 1/a—1
N(z) Nt (v —1)A
Fogo = N 0 =(1— ——F— . (41
sda NO 0 NO < Noafl x ( 59)

Pode-se mostrar que a equacao (4.159) converge para a equagao (4.140), no limite
a— 1.
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Na figura (4.18) é apresentado o grafico da equagao (4.159) em comparag¢ao com
dados experimentais referentes a diferentes tipos de radiacao, aplicadas a células
de rim humana. A curva foi gerada com (o — 1)A/NJ™' = 1e 1/a—1 = 88.
Mostrando o mesmo resultado obtido na abordagem g-deformada.

Fator de Sobrevivéncia Conforme dual para Células de Rim Humano

+ Parficula Alpha 2.5 Mev
3 Parficula Alpha 4 Mev
@ Particula Alpha 5.1 Mev
# Particula Alpha 8.3 Mev
< Particula Alpha 26 Mev
A Déuteran 3 Mev

¥ DEuteron 14.9 Mev

4 orays 250 Kv'p

=+ Fator de Sobrevivencia Conforme dual

Fator de Sobrevivéncia(Fs)

Teaco*BXT
+eapO eBX +

T T T T T T 1
o 01 02 03 04 05 06 07

Dose Mormalizada(x)

Figura 4.18: Fator de sobrevivéncia conforme dual para células de rim humano.

Na equacdo (4.159), fazendo (a—1)A/N§ ' = 1e1/a — 1 = v, retomando a equacio
antes deduzida na referéncia (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010).

Fogo = (1—2)". (4.160)

Fator de Sobrevivéncia g-deformado dual.
A solucao da equagao (4.156) na abordagem g-deformada dual é dada pela equagao
(2.112). Desse modo:

e—)\x

(No'+ (1 —q) — (1 —q)exp(=Az)’

Dividindo ambos os membros da equagao (4.161) por Ny, obtém -se o fator de
sobrevivéncia g-deformado dual:

N(z) = (4.161)

N(x) e N

Foy = _ .
“TNy T+ No(1—¢q) — No(1 — g) exp (—Az)

(4.162)

Que é exatamente a equacao (4.140) quando ¢ = 1. Uma vez que Ny é um nimero
muito grande, por simplicidade seré feito a = Ny(1 — ¢). Deste modo a equagao
(4.162) fica reescrita:

N(z) e
No 1+a—aexp(—Az)

Fug = (4.163)
O grafico relativo a equagao (4.163) esta apresentado na figura (4.19). Os parametros
utilizados foram (4.19) a = —0.8 e A = 16, Nao apresentando boa aproximagao para

doses baixas, porém para doses intermediarias apresenta boa aproximacao.
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Fator de Sobrevivéncia g-Deformado dual para Células de Rim Humano

Fator de Sobrevivéncia(Fs)

T T T T T T 1
o 0.1 02 0.2 0.4 05 06 o7

Dose Normalizada()

Figura 4.19: Fator de sobrevivéncia g-Deformado Dual.

Nesse modelo, assim como ocorre com o modelo conforme, o fator de sobrevivéncia
nao ¢ nulo quando x = 1, ou seja de acordo com este modelo a aplicacao da dose
minima de radiacao ainda deixaria células sobreviventes. Indicando falha para doses
muito préoximas de Dy.

Na proxima segao serao abordados modelos deformados para reologia dos fluidos.

4.4 Modelos Deformados para Reologia dos Fluidos

Reologia dos fluidos é o estudo das deformagoes causadas em fluidos , os quais
sofrem a agao de uma tensao. Uma importante caracteristica dos fluidos, no que tange ao
estudo de suas deformagoes, é a viscosidade u. Se a viscosidade do fluido nao varia quando
o fluido esta sujeito a tensao, o mesmo é dito newtoniano. Se a viscosidade varia, é dito
nao newtoniano (CENGEL, 2010). Para fluidos ndo newtonianos, quando a viscosidade
aumenta com o tempo de aplicagao da tensao, diz-se que o fluido é reopético. Quando a
viscosidade diminui com o tempo de aplicagao da tesdo, o fluido é tixotropico (WHITE,
1962).

Um famoso modelo da literatura, para o estudo da deformacgao de fluidos sujeitos
a tensdo, ¢ o modelo de Newton("Newton dashpot") (SU; CHEN; XU, 2017). A equagao
que descreve esse modelo é:

de
= — 4.164

~ . , . . €, ~
onde v é a tensao de cisalhamento, y é a viscosidade e 7 ee taxa de deformagao no

tempo.

Esse modelo é utilizado para estudo de deformacoes em fluidos newtonianos. A se-
guir serao apresentados e discutidos modelos deformados, gerados a partir da substituicao
da derivada usual, na equagao (4.164), por derivadas deformadas.
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4.4.1 Modelos Deformados nao Duais

Agora serao apresentados modelos deformados para a reologia de fluidos sujeitos
a tensao. Comecando pelo modelo deformado generalizado, que resulta da substituicao
da derivada usual na equacao (4.164) pela derivada deformada generalizada. Esta parte
do trabalho se baseia na referéncia (SU; CHEN; XU, 2017), onde os autores apresentam
um modelo deformado através de derivadas estruturais. Assim sendo, a equacao que
representa esse modelo com derivada deformada geral, pode ser escrita como:

de de
v =0Vt p) o =t (4.165)

Onde pu,(t) = n¥(t,p) é a viscosidade do fluido. Nesse modelo generalizado, a
viscosidade deformada do fluido depende do tempo de aplicacao da tensao sobre o mesmo.

Agora serao apresentados modelos dados pela equagao (4.165) , nas abordagens
conforme e g-deformada.

e Tensao de Cisalhamento Conforme

Considerando agora a abordagem com derivadas conformes, a equagao (4.165) pode
ser reescrita como:

de de

=t — = pa(t)—.
v=1n Ha(t)

4.166
o (4.166)

Onde a viscosidade i, €é:

o (t) = nt' ==, (4.167)

Na figura (4.20), pode ser visto o grafico relativo a equagao (4.167) que descreve a
viscosidade deformada, dependente do tempo de aplicacao da tensao sob o fluido.

Viscosidade

Viscosidade

0854

0.8 4

085

084

075

tempo(t)

Figura 4.20: Viscosidade Conforme.

No gréafico da figura 4.20 pode-se ver que para a < 1 ocorre reopexia, e quando
a > 1, a tixotropia. Além disso, de acordo com o grafico, para tempo no limite
t — 0, a viscosidade tende a infinito para fluidos tixotrépicos. Em outras palavras,
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nao ocorre deformacao instantanea neste tipo de fluido. Para fluidos que possuem
reopexia, a viscosidade ¢ nula em ¢ = 0, de modo que a minima tensao exercida
é o suficiente para gerar deformacgao . Desse modo, com o passar do tempo, a
viscosidade aumenta, tendendo a infinito para t — oo.

e Tensao de Cisalhamento g-deformada

A equagao (4.165) na abordagem g-deformada, se escreve:

de de
=n(1+(1- — = pg(t)—. 4.1
T=n(l+ (-t 5 = () (4168)
Aqui, a viscosidade p, pode ser escrita:
pe(t) =n(1+(1—q)t). (4.169)

O grafico da viscosidade deformada, como uma fun¢ao linear do tempo (representada
pela equagao (4.169), pode ser visto na figura (4.21):

‘Viscosidade

Viscosidade

0.8+

0.8

0.4 4

0.2+

0.2

tempo(t)

Figura 4.21: Viscosidade g-deformada.

De maneira analoga ao que ocorreu para o caso anterior, aqui o comportamento
é semelhante, mas tendo em conta o parametro ¢. Assim, para ¢ < 1 tém-se a
reopexia, e para ¢ > 1, a tixotropia. Porém a viscosidade inicial é a mesma para
qualquer parametro q.

4.4.2 Modelos Deformados Duais

Sejam agora modelos gerados pela substitui¢ao da derivada usual na equagao
(4.164), por derivadas deformadas duais. Como em aplicagoes anteriores, consideraremos
primeiramente o modelo com derivadas deformadas generalizadas duais. Deste modo:

de de
v =06 )7 = Hple) 7 (4.170)
Onde pu,(€) = n¥(e,p) ¢ a viscosidade do fluido. No modelo considerado nessa se-
¢ao, a viscosidade depende da deformacao sofrida pelo fluido sujeito a tensao. Importante
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lembrar que a deformacao é dependente do tempo e, por conseguinte, a viscosidade tem
dependéncia temporal.

Especificaremos na sequéncia como ficam os modelos associados & equagao (4.170),
nas abordagens conforme e g-deformada.

o Tensao de Cisalhamento Conforme Dual

A equagao (4.173) na abordagem conforme dual pode ser estabelecida como:

de de
a—1
= — = lg(€)—. 4.171
V=€t = ale) (4.171)
Nesse caso, a viscosidade generalizada depende da propria deformacao e pode ser
estabelecida como:

pa(€) = e L. (4.172)

Na figura (4.22), esta o grafico da viscosidade em funcao da deformagdo. Onde
pode ser visto que nesta abordagem a viscosidade cai com o aumento da deformacao
quando o < 1. E aumenta com a deformagao quando v > 1.

‘iscosidade Conforme dual em Fungao da Deformagao

254

Viscosidade
B
I

N
.

T T T T T T T T T 1
o 05 1 15 2 25 3 a5 4 45 5

Deformagdo

Figura 4.22: Viscosidade Conforme Dual em Funcao da Deformacao.

e Tensao de Cisalhamento g-deformada Dual
A equagao (4.173) na abordagem g-deformada dual é:

1 de de
Y= Wm% = Mq(@%- (4.173)

Aqui, como no caso anterior, a viscosidade depende da deformagao, sendo dada por:

1
fa(€) = —————. 4.174

e D e
Na figura (4.22), esta o grafico da viscosidade em funcao da deformacdo. Onde
pode ser visto que nesta abordagem a viscosidade cai com o aumento da deformacgao

quando ¢ < 1. E aumenta com a deformacao quando ¢ > 1.
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viscosidade g-deformada dual em Fungfo da Deformacéo
2.2 4
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Figura 4.23: Viscosidade g-Deformada Dual em Fungao da Deformagao.

Em ambos as abordagens duais, a variagao temporal da viscosidade depende do

forma da fungao que define a deformagao € sofrida. Sao modelos nao newtonianos.
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5 CONCLUSOES

Essa dissertacao objetivou apresentar e estudar derivadas deformadas, bem como
indicar algumas aplicagoes.

Houve o esfor¢o para introduzir esse ferramental de maneira mais solida, tendo
como base o mapeamento no continuo fractal e o conceito de derivadas de Gateux gene-
ralizadas.

Fazendo um breve recordatorio sobre os temas apresentados, pode-se destacar a
sequéncia de capitulos e seu focos. O primeiro capitulo foi destinado a introduzir o assunto
e justificar a utilizacao das derivadas deformadas. Para isso, a geometria fractal e o mape-
amento no fractal continuum foram brevemente discutidos. O capitulo dois se destinou a
apresentacao dos operadores deformado. Foi introduzido o conceito de derivada deformada
generalizada, e a partir dele os operadores derivada conforme e g-derivada foram especi-
ficados. Os operadores duais, associados aos operadores conforme e g-deformado foram
abordados. Uma vez apresentados os operadores, foram apresentadas fungoes deformadas
para ambas as abordagens. Equacoes de autovalores e suas respectivas autofungoes forma
estudadas. As autofuncoes resultantes foram de papel crucial para a solugao de equagoes
dos modelos, no capitulo de aplicagoes. No terceiro capitulo, as abordagens variacionais,
com utilizagao de derivadas deformadas e deformadas duais, foram apresentadas, e a par-
tir delas foram apresentadas equagoes de Euler-Lagrange deformadas e deformadas duais.
Tendo sido definidos os operadores e as equagoes de Euler-Lagrange, o capitulo seguinte
abordou quatro aplicacoes, que foram:

e Segunda Lei de Newton e Cinematica;
e Oscilador Harmonico Simples;
e Fator de Sobrevivéncia de Células cancerigenas;

e Reologia dos Fluidos;

As duas aplicagoes iniciais consistiram no estudo de sistemas onde o modelo usual
possui uma lagrangiana conhecida, e por isso os modelos deformados foram gerados via
abordagem variacional. As demais aplica¢oes abordaram sistemas onde o modelo usual
nao possui lagrangiana conhecida. Por este motivo, os modelos deformados foram gerados
a partir da substituicao das derivadas usais por derivadas deformadas e deformadas duais.

No que se refere as deformagoes da cineméatica, da segunda lei de Newton e do
oscilador harmonico simples, foram realizados estudos da dindmica de uma particula que
se desloca em meios com métrica fractal. No sentido de uma primeira investigagao, foi
estudado um modelo simplificado para uma cinemética deformada. Através do método
variacional com derivadas deformadas embebidas nas lagrangianas, particularmente com
as opg¢oes que nomeamos, op¢ao 1 e opcao 3, obtivemos possiveis deformagoes da se-
gunda lei de Newton. Consequentemente, uma redefinicao de forga deformada emergiu.
No modelos estudados, conjecturamos que a interagao com o meio altera a dinamica
do sistema, de modo que existe uma aceleragao mesmo na auséncia de forgas externas
explicitas. Analogamente ao caso da segunda lei de Newton, modelos deformados de os-
ciladores foram propostos, a partir de lagrangianas com derivadas deformadas conforme
e g-deformada, assim como as suas formas duais. Analogamente ao caso da segunda lei



de Newton, modelos deformados de osciladores foram propostos, a partir de lagrangianas
com derivadas deformadas conforme e g-deformada, assim como as suas formas duais.
Alguns modelos apresentaram frequéncia dependente do tempo, outros com frequéncia
dependente da amplitude. Caracteristica de osciladores forgados e/ou amortecidos . E
por fim, outros apresentaram comportamentos oscilatorios complexos como é o caso dos
modelos deformados duais.

Na sequéncia das aplicacoes, foram estudados modelos com derivadas deformadas
para o fator de sobrevivéncia de células cancerigenas, as quais estavam sujeitas a radia-
¢ao. Alguns modelos recuperam o modelo proposto por Sotolongo-Grau (WEBERSZPIL;
SOTOLONGO-COSTA, 2017; SOTOLONGO-GRAU et al., 2010; SOTOLONGO-GRAU
et al., 2011) que apresentou grande concordancia experimental. Por fim, nessa amos-
tragem de aplicagoes, aspectos de reologia foram estudados. Os modelos deformados e
deformados duais indicaram comportamento de fluidos nao newtonianos, em especial, a
viscosidade varia no tempo de aplicacao da tensao. Apresentaram a reopexia e a tixotro-
pia.

Nosso trabalho consistiu em apresentar os operadores, abordagens variacionais e
as aplicacoes acima citadas. Para futuros trabalhos, indicamos a possibilidade de apli-
cagoOes e estudos em mecénica quéntica, como por exemplo, em problemas com massa
dependente da posi¢ao (no apéndice (E) foi apresentada uma dinAmica Newtoniana, com
massa dependente da posi¢ao). Também sob o contexto de sistemas complexos e com o
uso do ferramental matematico das derivadas deformadas, pretende-se estudar problemas
associados a mecanica estatistica generalizada, dentre possibilidade que se abrem nesse
contexto de estudo de feno6menos complexos.
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APENDICE A - METODO VARIACIONAL USUAL

A.1 Meétodo Variacional Usual

Nesta secao serd deduzida a equagao de Euler-Lagrange para um funcional de acao
J referente a uma lagrangiana L.Uma agao definida por uma integral usual é dada por:

J(y,y') = /m L(x,y,y )dx. (7.1)

1

Com y satisfazendo as condic¢oes de contorno:

y(r1) = y1 e y(x2) = yo. (7.2)

Seja y o conjunto das curvas diferencidveis que passam por (x1,y;) e (x2,¥ys),
procura-se a fun¢do y* que minimiza o funcional J(y,y’). Deste modo, pode-se relaci-
onar uma funcao geral y com a funcao objetivo y*, pela seguinte expressao:

y = yx + en(x). (7.3)

Onde € ¢ um parametro arbitrario real e n(z) ¢ uma fungao diferenciavel que se
anula em 1 e Ta:

n(w1) = n(z2) = 0. (7.4)

Estas condigoes para a funcdo n(x), garantem que o conjunto de curvas diferen-
ciaveis y passe pelos pontos extremos (z1,y1) e (x2,y2). A diferenga entre cada curva de
y € o parametro €, de modo que quando € = 0 temos, y = y* e o funcional J(y,y’) sera
minimizado.

A derivada de y em primeira ordem em relagao a variavel independente, x, é:

y = yx' + En/(x), (7.5)

Assim sendo, as funcoes y e ¢’ sao dependentes de €, o que implica em poder tratar
a acao como se dependesse apenas de €. Deste modo o problema se reduz a otimizacao
de uma fungao de uma variavel ®(¢) = J(y,y’). Lembrando que ®(¢€) possui um extremo
em € = 0 (LEMOS, 2007), uma vez que neste ponto y = y*. Desse modo:

(diie))ezo = /: (%L(ﬂc, y,y’))e_o dr = 0. (7.6)

Na equagao (7.6), aplicando a regra da cadeia, assim temos:

2 (0Ldy OLdy
— 4+ ——= dx = 0. 7.7
/xl (ay de * Jy' de )60 ‘ (7.7)

Na equagao (7.7), explicitando y e y':

*2 (0L d oLd ., _
/1,1 <a_yE (y * +en(x)) + a0y dc (y+' + en (x))) dx = 0. (7.8)

e=0
Na equagao (7.8), resolvendo as derivadas em fungao de e:



/:2 (?)_5 (@) + g_ny (fv)'> _ =0 (7.9)

Sy o
oy . oy’

Na equagao (7.10), aplicando a regra da soma para integrais, resulta em:

Ou ainda:

(z)'dz = 0. (7.10)

xr1

*2 0L *2 9L ,
—n(x)dz +/ —n(x)'dr =0.. (7.11)
/zl dy n Y
Na equagao (7.11), aplicando integracao por partes na segunda integral, com u =
oL
oy e dv =n(x)
*2 0L 0L 2 d 0L
O @yde + L) |2 - / ()L g — 0. (7.12)
o Oy oy’ 1 dz oy’
Uma vez que n(z) se anula nos extremos, a equagao (7.12) torna-se:
*2 OL 2 d OL
— dr — ——dr =0. 7.13
[ Son@s = [ o) S (7113)
Ou ainda:
2 oL d 0L
-_— = ——dx =0. 7.14
[, - g s (7.14)
Na equagao (7.14), colocando n(x) em evidéncia, obtém-se:
2 OL d 0L
— — ——|dx=0. 7.15
[ o |5 - 55| (7.15)

Segundo o Lema Fundamental do Calculo das Variagoes, uma vez que n(x) é uma
fungao continua qualquer que se anula nos extremos, esta integral se anula apenas se:

= _ 22 (7.16)

Que ¢ a equagao de Euler-Lagrange para um funcional cuja lagrangiana depende da varia-
vel dependente y e de sua derivada y'. Aqui, para uma variavel independente, x. O mesmo
raciocinio pode ser utilizado para se obter a equacao de Euler-Lagrange para funcionais
mais complexos.
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APENDICE B — CINEMATICA NAS ABORDAGENS CONFORME E
g-DEFORMADAS OPCAO 1 E CINEMATICAS DEFORMADAS OPCAO 3

B.1 MRU Conforme Opgao 1

A equagao (4.29) na abordagem conforme assume a seguinte forma:

(67

t
t
z(t) = v/ t*ldt + 2(0) = v— + z(0) = vt, + c. (7.1)
0 Q
Onde t,, é um tempo deformado conforme. Este resultado pode ser encontrado na

referéncia (CHUNG, 2015).
O grafico da equagao (7.1) pode ser visto na figura (7.1).
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Figura 7.1: Posi¢ao em Fungao do Tempo no MRU Conforme Opgao 1 .

Pode ser visto pelo grafico da figura (7.1) que as curvas deformadas, com a < 1,
comegam acima da curva usual. Com o passar do tempo as mesmas se aproximam da
curva usual até o momento em que se cruzam com a mesma e seguem abaixo dela. O
fendomeno oposto ocorre com as curvas o > 1. Fisicamente quando o < 1 é como se o
meio aumentasse a velocidade da particula nos instantes iniciais e ap6s isso comecasse a
impor uma especie de atrito viscoso. Reduzindo a velocidade da particula. A situagao
oposta ocorre quando o > 1.

A seguir sera apresentado o MRU g-deformado.



B.2 MRU g-Deformado Opgao 1
A equagao (4.29) na abordagem g-deformada assume a forma:

a:(t):v/o mdt+m(0). (7.2)

A integral da equagao (7.2) pode ser resolvida por substitui¢ao simples. Fazendo
u=(1+(1—q)t) e du=(1—q)dt, obtém-se:

x(t) = v/lu L_du +2(0) = Uln(u()] + 2(0). (7.3)

ul— q
Explicitando u:
In(1+(1—¢q)t)

z(t)=v - +2(0) = vIn [(1 4 (1 — ¢)t)/0=9] + 2(0)]. (7.4)

Ou ainda:

z(t) = vin [e}] + 2(0) = vty 4 x(0). (7.5)

Onde t, ¢ um tempo g-deformado. Sobre nimeros g-deformados o leitor pode
cosultar a referéncia (COSTA, 2015). O grafico da equagao (7.5) pode ser visto na figura
(7.2).

Posizao MRU g-defarmado Opgao

Posigdo (x)

Tempoit)
Figura 7.2: Posigao em Fungao do Tempo no MRU g-Deformado Opcao 1 .
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Observa-se que as curvas deformadas, com ¢ < 1, seguem se afastando por baixo
da curva usual e as curvas com ¢ > 1 se afastam por cima. fisicamente quando ¢ < 1 o
meio impoe resisténcia ao movimento e quando ¢ > 1 o meio haje de forma a acelerar o
movimento.

B.3 MRUYV Conforme Opcgao 1

A equagao (4.32) na abordagem conforme assume a forma:

(67

valt) = a/ot Nt 4 0(0) = a4+ v(0) = ate + v(0). (7.6)

«

Este resultado pode ser encontrado na referéncia (CHUNG, 2015). O grafico da
equagao (7.6) pode ser visto na figura (7.3).

Velocidade MRUY Confarme opgaot

Welocidade (v)
o
|

L T L T L L L L A A
o] 05 1 1.5 2 2.5 3 35 4 45 ]

Tempoit)

Figura 7.3: Velocidade em Func¢ao do Tempo no MRUV Conforme Opg¢ao 1.

Pode ser visto pelo grafico da figura (7.3), que as curvas deformadas, com «a < 1,
comegam acima da curva usual. Com o passar do tempo as mesmas se aproximam da
curva usual até o momento que se cruzam com a mesma e seguem abaixo dela. O fené6meno
oposto ocorre com as curvas > 1. fisicamente quando o < 1 no inicio do movimento
o meio da um acréscimo a aceleracao que o sistema teria se tivesse isolado e apos isso
comeca a presentar resisténcia ao movimento. O oposto ocorre com « > 1.

A equagao (4.34) na abordagem conforme assume a seguinte forma:

= /0 = (af + v(O)) dt + 2(0) = /0 t (atm_l + U(O)to‘1> dt+2(0).  (7.7)

« o
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Resolvendo a integral da equagao (7.7) obtém-se:

— a0 4 2(0) = o 4 w(0)t, + 2(0) (7.8)
&= ag— +0(0)— +2(0) = < v(0)t, + x(0). )

Resultado semelhante ao que pode ser encontrado na referéncia (CHUNG, 2015).
O grafico da equagao (7.8) pode ser visto na figura (7.4).

Fosigao MRUY Conforme Opgao
30 o

25

20 4

Fosigdo (%)
™
|

10 A

Tempo(t)

Figura 7.4: Posigao em fung¢ao do tempo no MRUV Conforme Opgao 1.

Pode ser visto pelo grafico da figura (7.4), que as curvas deformadas, possuem
comportamento analogo as da figura 7.3.

B.4 MRUYV g-deformado Opcgao 1

A equagao (4.32) na abordagem g-deformada assume a forma:

t
1 _
Vo (t) = a/o mdt—l—v(@) =aln((1+(1- q)t)Va q)) +v(0) = aty,+v(0). (7.9)

O grafico da equagao (7.9) pode ser visto na figura (7.5).

Pode ser visto pelo gréfico da figura (7.5), temos um comportamento analogo ao
da figura (7.2).

A equagao (4.34) na abordagem g-deformada assume a seguinte forma:

oo [ () e [ (i) o0 @
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“elociadade MRUY g-deformado Opgao

Welocidade (v)

Tempoit)

Figura 7.5: Velocidade em Func¢ao do Tempo no MRUV g-Deformado Opgao 1.

A primeira integral da equagao (7.10) pode ser resolvida pelo método de substitui-
In(1+(1—q)t)) dt

¢ao simples. Fazendo u = ¢ e du = m obtém-se:
¢ 1 In (14 (1—q)t)) [ _u_2
/01+(1—q)t< ¢ )dt—/oudU—Q. (7.11)
Explicitando wu:
! 1 m(l+1—qt)\ , 1/Im(+(1—qt)\
[ o e () o

E a equacao (7.10) fica reescrita como:

_ (41— ) 2 ot —on) o atl N
T = 2( 0= >+(o) (P (0) = —+0(0)ty+2(0). (7.13)

O grafico da equagao (7.13) pode ser visto na figura (7.6).
Pode ser visto pelo grafico da figura (7.6), que também possui comportamento
analogo ao da figura (7.2).

B.5 Cinematica Deformada pela abordagem variacional Opgao 3

A abordagem deformada, definida pela opcao 3, define a velocidade deformada

COmMoO:
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Posigao MRUY g-deformado Opgao’
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Figura 7.6: Posi¢ao em Funcao do Tempo no MRUV g-Deformado Opcao 1.

dz
v, = \112(t,p)a. (7.14)
E a aceleracao deformada:
dv
= —. 7.15

Agora é possivel definir as formas generalizadas do MRU e do MRUV.
B.6 MRU Deformado Geral Opgao 3
Considerando agora uma velocidade generalizada, equagao (7.14), num caso parti-

cular onde essa velocidade seja constante, uma possivel generalizacao do MRU pode ser
proposta. Assim, para a velocidade constante, segue:

d
v, = \IIQ(t,p)d—f =c. (7.16)
Dividido ambos os membros por W(, p):
dz
— = U3(t,p)c. 1
o (t,p)c (7.17)

Separando as variaveis e integrando:

x(t) = c/ot U2(t, p)dt + x(0). (7.18)
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Podemos agora descrever este MRU deformado em cada um das abordagens de-
formadas, conforme e g-deformada. Vamos também renomear a constante ¢ = v, para
coincidir com o caso usual do MRU, quando "a” = 1.

B.6.1 MRU Conforme Opgao 3
A equagao (4.29) na abordagem conforme assume a seguinte forma:

tQOzfl

20 — 1

t
(1) = v / 29244 4 2(0) = v + 2(0) = vto + 2(0). (7.19)
0

Onde t,, é um tempo deformado conforme. Quando o = 1, a equagao (7.19) retoma
a equagao usual do MRU. Esse resultado é anélogo ao encontrado na Referéncia (CHUNG,
2015), com a devida redefini¢ao de parametros.

O gréfico da equacao (7.19) pode ser visto na figura (7.7), onde é possivel perceber
que as curvas deformadas com o < 1 comecam acima da curva usual. Com o passar do
tempo elas se aproximam da curva usual, até o momento que se cruzam com a mesma, €
seguem abaixo dela. O fenémeno oposto ocorre com as curvas a > 1. Mesmo fenémeno
fisico que ocorreu no MRU com a opc¢ao 1.

Fosicao MRU Confarme opgao3

Posigdo (x)

Tempoit)
Figura 7.7: Posigao em Fungao do Tempo no MRU Conforme Opgao 3.

A seguir sera apresentado o MRU g-deformado.

B.6.2 MRU g-Deformado Opcgao 3

A equagao (4.29) na abordagem q-deformada assume a forma:
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¢ 1
() = U/O Tt o) (7.20)

A integral da equacao (7.20) pode ser resolvida por substituigao simples. Fazendo
u=(1+(1—q)t) edu=(1-q)dt, a posicao fica entao:

2(t) = v luéld_“q L 2(0) = (1— %) <1iq) L a(0) = v (“;1> (1161) + 2(0).
(7.21)
Explicitando u:
B (1—q)t 1 B t B
z(t) =v ((1 . q)t)) =) +2(0) = vm +2(0) = vt, + x(0). (7.22)

Onde t, ¢ um tempo g-deformado. Quando ¢ = 1, a equac@o (7.22) retoma a
equagao usual do MRUV. O grafico da equagao (7.22) pode ser visto na figura (7.8).

Fosigao MREU g-deformado Cpgao3

— usual
—— qg=0.8
& - q=0.29
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g 4
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]
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T 3
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o LA A LA R A B R S B L L B B L R R E L B S A R B |
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Tempoit)
Figura 7.8: Posi¢ao em Fung¢ao do Tempo no MRU g-Deformado Opcao 3.

Pode ser visto pelo gréfico da figura (7.8), que as curvas deformadas com ¢ < 1
seguem se afastando por baixo da curva usual e as curvas com ¢ > 1 se afastam por cima.
Mesmo fenoémeno fisico ocorrido no MRU com a opgao 1.
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B.7 MRUYV Deformado Geral Opgao 3

Agora seré analisado o caso cuja a acelera¢ao deformada, dada pela equagao (4.26),
¢é constante. Gerando um MRUYV deformado. Como sera visto a seguir:

d
ap = d_: = a. (7.23)

Separando as variaveis e integrando:

v,y(t) = at + v(0). (7.24)
Através da equagao (7.14) pode-se obter a posi¢ao:
o dx
4 i vp(t) = at +v(0). (7.25)

Dividindo ambos os lados por W2(¢, p) e separando as variaveis:

dx = U2 (at + v(0)) dt. (7.26)

Integrando em ambos os lados:

T = /t U2 (at 4+ v(0)) dt + z(0). (7.27)

Pode-se descrever este resultado em cada uma das abordagens, conforme e -
deformada..

B.7.1 MRUV Conforme Opcgao 3

A equagao (7.27) na abordagem conforme assume a seguinte forma:

v = / 202 (gt 4 p(0)) di + 2(0) = / (@ 4 p(0)2 Dt 4 2(0).  (7.28)

Resolvendo a integral da equagao (7.28), é obtido:

t2a t2o¢—1

=a— 0
v a2a+v( )204—1

Resultado idéntico ao que pode ser encontrado na Referéncia (CHUNG, 2015).
Quando o = 1, a equagao (7.29) retoma a equacao usual do MRUV. O grafico da equagao
(7.29) pode ser visto na figura (7.9).

Pode ser visto pelo grafico da figura (7.4), que as curvas deformadas com « < 1
comecam por cima da curva usual e vao se aproximando da mesma, até o momento que se
encontram com a curva usual e comegam a se afastar por baixo dela. O fenémeno oposto

é visto para curvas com « > 1. Mesmo fenémeno fisico ocorrido no MRUV com a opgao
1.

B.7.2 MRUYV g-deformado Opcao 3

+ z(0). (7.29)

A equagao (7.27) na abordagem g-deformada assume a seguinte forma:

[t at+0(0) )
x_/o T+ 2(0) (7.?(?;
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Figura 7.9: Posi¢ao em Fungao do Tempo no MRUV Conforme Opcao 3.

A integral na equagao (7.30) pode ser resolvida pelo método de integragao por par-

1
tes. Fazendo u = at + v(0), du = adt, dv = ev=— ,
W T+ (- "~ U+0-gn0—-0

obtendo:

o at 4+ v(0) . a ¢ 1 )
_[ (1+(1—q)t)(1—q)} o+ (1—q)/0 Ara—qgpnt™ (0). (7.31)

A integral na equacao (7.31) pode ser resolvida por substituigao simples. Fazendo
u=1+(1—-¢)t edu=(1—q)dt, pode-se escrever para a posi¢ao:

. [_ at + v(0)
(1+1=gt)(1—q)

Aplicando os limites de integracao, a equagao (7.32) torna-se:

] 5+ {(1—;‘!@2 In(1+(1— q)t)} L+ 2(0).  (7.32)

at + v(0) a v(0)
r=— + In(1+(1—q)t)+
A+A-gt)1-q) (1-9)? (1—q)
Na figura (7.10) esta esbogado o grafico da equagao (7.33), para valores distintos
de ¢ em comparagao com o grafico da equagao usual do MRUV. Na figura em questao
pode ser visto que as curvas com ¢ < 1 crescem mais devagar no tempo que a curva usual
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Figura 7.10: Posicao em Fungao do Tempo no MRUV g-Deformado Opgao 3.

e as curvas com ¢ > 1 crescem mais rapido que a usual. Mesmo fenémeno fisico ocorrido
no MRUV com a opgao 1.
Fazendo 1 — ¢ =¢:

~ at+(0) a . ] v(0)
r = 1T O00—a + <E)21 (14 (e)t) + + 2(0). (7.34)

ou finalmente,

_ =t +0(0)(€) + a1+ (@) In (1 + () + v(0) (1 + (91)(e) |
z = ENEDICE +2(0).  (7.35)

Pode-se mostrar que a equagao (7.33) retoma a equagao usual do MRUV no limite
€ — 0. Dessa forma:

—(at +v(0))e + a(l + €et) In (1 + et) + v(0)(1 + et)e.

li 7.36
0 (L + et)e? (7.36)

Que é uma indeterminagao do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’hopital:
lim —(at +v(0)) + atln (1 + et) + at + v(0)te + v(0)(1 + €t) | (7.37)

€0 2¢€ + 3te?

Que também é uma indeterminagao do tipo 0/0. Aplicando novamente a regra de
L’hopital:
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200t + @)/ (L et) _ o %52 (7.38)

I
EI—I)I(% 2 + bte

Assim:

. at?

limzx = o1 + v(0)t + z(0). (7.39)

q—1
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APENDICE C - SEGUNDA LEI DE NEWTON ABORDAGEM
CONFORME E q-DEFORMADA OPCAO 3

C.1 Segunda Lei de Newton conforme

A equagao (4.36) na abordagem conforme é:

. i 2—2a 2]
F = me [£772%&] = maq. (7.1)

Onde a,, ¢é a aceleragao conforme pela opgao 3 de abordagem variacional. A equagao
(7.1) retoma a segunda lei de Newton usual quando av = 1. Agora sera analisado o caso
em que « muito proximo de 1. Fazendo e = 1 — «, com € sendo tao pequeno quanto se
desejar, resulta para F:

d 9.
F = me (i) . (7.2)

Expandindo #%¢ em torno de € = 0 até a primeira ordem, obtém-se:

d .
F= mo [(1+ 2¢eln(t))]. (7.3)

Aplicando o operador derivada usual:

F=m[2et™" 3 + (14 2eln(t))i] . (7.4)
Fazendo a distributiva:

F =2met ' + m(1+ 2¢eln(t))i. (7.5)

Ou ainda:

F —2met™ ' = m(t)i. (7.6)

Onde m(t) = m(1+ 2¢ln(t)). A equacdo (7.6) descreve um movimento com atrito
mecanico e massa dependente do tempo.

C.2 Segunda Lei de Newton g-deformada

A equagao (4.36) na abordagem g-deformada é:

F= m% [(1+(1- Q)t)? i) = ma,. (7.7)

Onde a, ¢ a aceleragao g-deformada dada pela opc¢ao 3. A equacdo (7.7) retoma
a segunda lei de Newton usual quando ¢ = 1. Agora sera analisado o caso de ¢ muito
proximo de 1. Fazendo € = 1 — ¢ com € muito pequeno obtém-se:

d 2 .
F=m— [(1+et)i]. (7.8)



Resolvendo o termo de dentro do parenteses e desprezando os termos de ordem €2
obtém-se:

d .
F = me [(1+ 2et) @] . (7.9)

Resolvendo a derivada usual:

F =m (2ei + (1+2¢t) 7). (7.10)

Aplicando a distributiva:

F =2mei +m (1 + 2et) &. (7.11)

Ou ainda:

F —2mei = m(t)z. (7.12)

Onde m(t) = (1 + 2¢t). A equagao (7.12) descreve um sistema com atrito mecanico
e massa dependente da tempo.
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APENDICE D - SEGUNDA LEI DE NEWTON DEFORMADA DUAL

e Segunda lei de Newton conforme dual:

A equagao (4.39) na abordagem conforme é:

d
F=ma*"'— ((«*7'%). (7.1)
dt
Que quando o = 1 é exatamente a segunda lei de Newton usual. Agora sera anali-
sado o caso onde o é muito proximo de 1. Fazendo ¢ = 1 — «, com € muito pequeno,

resulta em:

d
F = meE (). (7.2)
Resolvendo a derivada usual:
F=ma " ((—e)z~'a* + 2~ &). (7.3)

Colocando ¢ em evidéncia, podemos escrever:

F=mz ((—e)z'i* + &) . (7.4)

—2e

Expandindo £7*¢ em primeira ordem, em torno de ¢ = 0:

F=m(1—2eln(z)) ((—e)z™'d* + &) . (7.5)

Aplicando a distributiva:

F = —mex 'i* + m(1 — 2eln(z))7. (7.6)

Finalmente, podemos escrever para a forga:

F + mex™'i? = m(z)7. (7.7)

Onde m(x) = m(1 — 2eln(x)). A equagao (7.7) descreve um sistema com massa
dependente da posicao.

e Segunda lei de Newton g-deformada dual:

A equagao (4.39) na abordagem g-deformada é:
1 d 1
F= — . 7.8
e Gearerry) 9

Sendo ¢é igual a segunda lei de Newton usual quando ¢ = 1. Nesse ponto, sera
analisado o caso em que ¢ é muito proximo de 1. Fazendo € = 1 — ¢, resulta:




1 d 1 _
F:m(l—i—ex)ﬁ((l—l—ex)x)' (7.9)

Resolvendo a derivada usual:

1 € 1
F = _ 2 AN 7.10
m(l—l—ex) ( (1—1—61:)21: +(1+€J})x> (7.10)
1 ) )
Colocando em evidéncia:
(14 ex)

F= s +1E$)2 <_ i jem)jﬂ + x) . (7.11)

2

Desconsiderando os termos de ordem e* ou superior:

F=my +126x) (— i fex):'n? + :c) . (7.12)

Aplicando a distributiva:

€ 1
F=—-m——i° — 1. 7.13
M st T 2" (7.13)
Ou ainda:
€
F — 2 = 7.14
—l—m(l +3€x)x m(z)i (7.14)
Onde m(z) L A equacio (7.14) d st d
nde m(x) = m—— . A equagao (7. escreve um sistema com massa de-
(14 2ex) qanas

pendente da posigao.
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APENDICE E - CINEMATICA DEFORMADA DUAL

A abordagem deformada dual, define a velocidade deformada como:

v, = \If_l(x,p)g. (7.1)
E a aceleracao deformada:
_ dv
a, =" 1(1:,p)%. (7.2)

E.1 MRU Deformado Dual

Neste momento sera analisado o caso em que a velocidade deformada, dada pela
equagao (7.14) é constante. Dando origem a uma possivel generalizagao do MRU. Como
se segue:

dx

vy = \I/_l(x,p)% =

c. (7.3)

Separando as varidveis e integrando:

/ Ut (z,p)dr = ct. (7.4)
z(0)

Podemos agora descrever este MRU deformado dual em cada um das abordagens
deformadas, conforme dual e g-deformada dual.

E.1.1 MRU Conforme Dual

A equagao (7.4) na abordagem conforme dual, assume a seguinte forma:

/ z* tdr = ot. (7.5)
z(0)

ma
— | %0, = vt. .
(%) ko= (76)

Considerando os limites de integracao:

Resolvendo a integral:

o« za(0)

— - = vt. .
- o v (7.7)
Multiplicando por e em ambos os lados:
% = vat + z%(0). (7.8)
Ou ainda:
z = (vat + z*(0))"*. (7.9)

A equagao (7.9), quando a = 1, retoma a equagao usual da posi¢ao do MRU.
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Figura 7.1: Posi¢ao em Func¢ao do Tempo no MRU Conforme Dual.

O grafico da equagao (7.9) pode ser visto na figura (7.1), onde se pode perceber
que as curvas deformadas, em relagao a curva usual, seguem um padrao similar ao que
observado na figura (7.9) do apéndice B e o fenémeno fisico se repete.

A seguir sera apresentado o MRU g-deformado.

E.1.2 MRU g-Deformado Dual

A equagao (7.4) na abordagem qg-deformada, assume a forma:

v 1
/ —dz =t (7.10)

Resolvendo a integral:

Fn C J; (_1; q)x)] " (7.11)

Aplicando os limites de integracgao:

In(1+(1—-¢q)z)—In(1+ (1 —q)zo)

= vt. 12
- vt (7.12)

Organizando a equagao (7.12):

ln(l—i-(l—q)x

T3 (1= q)xo) = (1 — q)vt. (7.13)
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Aplicando exponencial em ambos os lados:

H =exp ((1 — q)vt). (7.14)
Ou ainda:

(1+ (1 —q)ao) exp ((1 — g)ot) — 1

1—gq '

O grafico da equagao (7.15) se encontra na figura (7.1), onde é observado que as

curvas deformadas com ¢ < 1 seguem se afastando por cima da curva usual e as curvas

com ¢q > 1 se afastam por baixo. Fisicamente no caso ¢ < 1 o meio esta acelerando o
sistema e quando ¢ > 1 o meio oferece resisténcia ao movimento.

T = (7.15)

Pasicdo MRU g-Defarmado Dual

Posicdo ()

T L B B L B B B B B B |

Tempoit)
Figura 7.2: Posi¢ao em Fungao do Tempo no MRU g-Deformado Dual.

Pode-se mostrar que a equagao (7.15) converge para a equagao da posigao do MRU
usual, no limite ¢ — 1. Desse modo:

1+(1— 1—q)ot) — 1
limz = lim (1 +( q)%o) exp (( q)vt) |
q—1 g—1 1— q

(7.16)

Que é uma indeterminagao do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’hopital, resulta
em:

limz = lim zg exp ((1 — q)vt) + vt(1 + (1 — q)zo) = xo + vt. (7.17)

q—1 q—1
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APENDICE F — METODO NUMERICO DE EULER

F.1 Meétodo de Euler

Métodos numéricos sao algoritmos aritméticos que conseguem gerar solugoes apro-
ximadas para equacoes diferenciais ordinarias EDQOs. Aqui serd apresentado o mais
simples e antigo dos métodos numeéricos, o Método de Euler (BOYCE; DIPRIMA, 2002).

Para se utilizar o método de Euler o primeiro passo ¢ definir o intervalo [a, b] onde se
esta trabalhando e feito isso deve-se subdividir este intervalo em N intervalos igualmente
espagados com espacamentos de tamanho h.

O método de Euler é um método de integracao numérica que consiste em encontrar
uma fungao que é solugao aproximada de uma EDO, sabendo a derivada da mesma e um
valor inicial. O método consiste em expandir uma fun¢ao y(x + h) em torno de h =0 e
tomar uma aproximagao em primeira ordem. Deste modo:

y(x + h) = y(z) + o' (x)h + O(h?). (7.1)

Onde h é chamado "passo"de integragdo. Como 3y’ = f(z) o método sugere encon-
trar os valores y;+1 = y(x;11) = y(z; + h). Deste modo a equagao (7.1) fica escrita:

y(xi +h) = y(z;) + f(2i,y:)h (7.2)
Uma vez definido o valor do passo h e sabendo o valor inicial da fun¢ao y; no ponto
x = x; pode-se obter os valores y(x;11), y(Tiy2), ... n0S pontos ; i1, Tiya, .... Quanto menor

o passo h maior o fidelidade do resultado. O erro do método ¢ da ordem h? (ASANO;
COLLI, 2009).
Dada uma EDO na forma:

y = fz,y). (7.3)

Sujeita a condigao inicial y(z) = yo. Uma solugao aproximada para equagao (7.3)
pode ser obtida, com o algoritimo (2). O algoritmo foi feito em Scilab para utilizagao do



método de Euler. A seguir um exemplo:
Algoritmo 1: Modelo de Rotina para Método de Euler
a = a;//Define o ponto inicial para o intervalo.
b = b;//Define o ponto final para o intervalo.
N = N;//Numero de passos.
x(1) = x0;//Valor inicial da variavel.
y(1) = y0;//Valor inicial da fungao.
h = (a+b)/N);//Valor do passo.
for i =1:/N//Aqui o programa faz as iteragoes.
x(i + 1) = x(i) + h//Valor da variavel apos cada iteragao.
y(i+1) =y(i) + f(z(i),y(i))) = h//Valor da fungdo apos cada iteragao.
end
plot2d(x,y,1)//Comando para gerar o grafico da fun¢do em relagao a variavel.
xlabel("Variavel(x)’,’FontSize’, 2)// Define o titulo do eixo das abissisas.
ylabel("Fungao(y)’,’FontSize’, 2)// Define o titulo do eixo das ordenadas.
title("Solug@o ntimerica aproximada’,’FontSize’, 3);// Define o titulo do
grafico.
legend(’legenda’) / /Define as legendas do grafico.

Y () = 2°. (7.4)

Sujeito a condi¢ao y(0) = 3.
3

~ - p x , ~ L, .
A solucao analitica é y = 3 + 3 . Agora sera encontrada a solugao numérica, no

intervalo [0, 1]. Adotando um passo h = 0.2. Seguem os valores de = sdo zq = 0, z; = 0.2,
o =04, 23=0.6, x4, =08¢e x5 =1.
Agora serao encontrados os valores de y(z):

y(r1) = y(x0) + 25h = 3.
y(x2) = y(x1) + 27h = 3 + 0.0420.2 = 3.008.
y(x3) = y(x2) + x5h = 3.008 + 0.1620.2 = 3.04.
y(r4) = y(x3) + v3h = 3.04 + 0.3620.2 = 3.112.

y(x5) = y(rg) + 22h = 3.112 + 0.6420.2 = 3.24.

O gréfico com a comparacao entre a solucao analitica e a solu¢cao numérica da
equagao (7.4), para passos de tamanho h = 0.2 e h = 0.01, pode ser visto na figura (7.1).
No gréfico é possivel ver claramente que quanto menor o tamanho do passo, menor o erro
cometido.

F.2 Meétodo de Euler Duplo

O método de Euler duplo pode ser utilizado para a solucao de equacoes diferenciais
de segunda ordem. Suponha a seguinte EDO:
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Figura 7.1: Comparagao Analitico Numérica.

y'(@) = fz.y (2),y"(z)), (7.5)

sujeita as seguintes condigoes iniciais, y(a) = y, e ¥'(a) = ¢'(a).
A equagao (F) pode ser reescrita:

dy'(x)

— ) 7.6
9 _ ) (70
Identificando y'(x) = g(x), pode-se reescrever a equagao (7.6):
dg(z,y")
= . 7.7
SI) g (1)

Discretizando a derivada na equagao (7.7), podemos escrever para g(z):

9(wir1) = g(z:) + f(x:)h. (7.8)

Como y'(z) = g(x), se discretizarmos essa derivada, vem que:

Y(2iv1) = y(xi) + g(wig1)h. (7.9)

Note que o resultado da equagao (7.9) depende do resultado da equagao (7.8). Esta
interdependéncia faz com que as duas equagoes facam parte de um sistema. Por isso, o
nome Método de Euler Duplo.
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APENDICE G — ROTINAS NUMERICAS

Neste apéndice serao apresentadas as rotinas numéricas utilizadas durante esta
dissertagao. As mesmas foram usadas para gerar os graficos de posi¢ao em fungao do
tempo para osciladores deformados e deformados duais, assim como gerar os respectivos
graficos de energia.

Nas rotinas referentes a OHSs conformes e conforme duais o parametro « é iden-
tificado pela letra ’a’.

O graficos de analise de energia apresentados nas figuras (4.7), (4.9), (4.12) e
(4.15) respectivamente, foram gerados a partir da modificacao, nas rotinas, dos comandos:
plot2d((m x y?)/2) para a energia cinética, plot2d((k * 2%)/2) para a energia potencial e
plot2d((m * y?)/2 + k x 2%)/2) para a energia mecanica. As rotinas serao apresentadas a
seguir.

G.1 Rotina Numérica para o OHS Conforme Opcgao 3

No algoritimo (2) é possivel ver a rotina numérica que deu origem a figura (4.6),
no grafico da figura em questao z é a posicao do OHS conforme definido pela opgao 3 e
dz
— t2_2a_

dt’
disto foi possivel calcular, via método numérico, a energia cinética, potencial e mecéanica
conformes, via opg¢ao 3.

y ¢ a velocidade conforme definida pela mesma abordagem y = v, A partir

Algoritmo 2: Rotina Numérica para o OHS Conforme Opc¢ao 3.
z(1) =1,
t(1)=0

(1) =0;

0.0015625;

L;

~—

<

@D‘S?T‘

for e =1:6200

t(i+1)=t@{E)+h

y(i +1) =y(i) — sqrt(k/m) * x(i) * h
v(i+1)=2(@)+t(i +1D)2xa—2). xy(i +1)*h

end

plot(t,x,1)

xlabel("tempo(t)’,’FontSize’, 2)

ylabel("Posi¢ao(x) ’,’FontSize’, 2)

title(’Posicao do OHS Opgao 3’,’FontSize’, 3);
legend('usual’ , '’ =0.9", ’7a = 0.99"’a = 1.1"/a = 1.01")

G.2 Rotina Numérica para o OHS g-Deformada Opcgao 3
No algoritimo (3) é possivel ver a rotina numérica que deu origem a figura (4.8),
no algoritmo, = é a posicao do OHS g-deformado definido pela opcao 3 e y é a velocidade

g-deformada na mesma abordagem y = v, = (1 + (1 — q)t)Qd—f. A partir disto foi possivel



calcular numericamente a energia cinética, potencial e mecéanica q-deformadas, via opcao

3.

Algoritmo 3: Rotina Numérica para o OHS g-Deformado Opcao 3.
z(1) =1,

h =0. 0015625
g = 0.95;
for i =1 :6400
(i+1)=t@l)+h
y(i+1) = y(i) — sqrt(k/m) * x(i) * h
2i+1) = (i) + (L+ (1 — g) (i + 1) = 2)). 5 y(i +1) 5 h
end
plot2d(t,x,1)
xlabel("tempo(t)’,’FontSize’, 2)
ylabel("Posi¢ao(x) ’,’FontSize’, 2)
title(’Posicao do OHS g-Deformado Opcao 3’,’FontSize’, 3);
legend("Usual’, ¢ = 0.99’, '¢ = 0.995",’q = 1.01’,’q = 1.015")

~

G.3 Rotina Numérica para o OHS Conforme Dual Opcgao 3

No algoritimo (4) é possivel ver a rotina numeérica que deu origem a figura (4.11),
no algoritmo em questéo x é a posicao do OHS conforme dual e y é a velocidade conforme

dual y = v, = t* 1 — dt A partir disto foi possivel calcular a energia cinética, potencial e

mecanica conforme duais.
Algoritmo 4: Rotina Numérica para o OHS Conforme Dual Opc¢ao 3.
k=1;

a=0.7,
for i =1:1200
i+ 1) = (5) +
y(i+1) =y(i) — ( (1)) — a). x x(i) * sqrt(k/m) x h
(i +1) =2(i) + ((i))1 —a). * y(i + 1) x h end
plot2d(t, x)
xlabel("tempo(t)’,’FontSize’, 2)
ylabel(’Posi¢ao (x)’,’FontSize’, 2)
title(’Posi¢gao do OHS Conforme Dual em Fungao do Tempo’,’FontSize’, 3);
legend("Usual’ , ’a =0.9", 'a = 0.7, 'a = 1.1", ’a = 1.3")
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G.4 Rotina Numérica para o OHS g-Deformada Dual Opcgao 3
No algoritimo (5) é possivel ver a rotina numérica que deu origem a figura (?7),
nesse algoritmo, x é a posicao do OHS g-deformado dual e y ¢ a velocidade g-deformada
x
dual y = v, = (1+ (1 —q)t)( — 1)£ A partir disto, foi possivel calcular a energia cinética,

potencial e mecanica g-deformadas duais.

Algoritmo 5: Rotina Numérica para o OHS g-deformado Dual Opg¢ao 3.

z(1) =1,

t(1) = 0;
k=1;

m=1;

y(1) =0;

h =0.01;

q = 0.4;

for ¢ =1 :2000

t(i+1)=t@{)+h

y(i+1) = y(3) — (1+ (1 — ) % 2(0)). % 2(i) /T /m) b
2 +1) = 20) + (1+ (1 — g) # 2(0)). * y(i + 1) # h

end plot2d(t, (x),5)

xlabel("tempo(t)’,’FontSize’, 2)
ylabel("Posi¢ao(x)’,’FontSize’, 2)

title("Posigao OHS Conforme Dual’,’FontSize’, 3);
legend(‘usual’ , ¢ = 0.7, ¢ =0.4"/q =1.3"qg = 1.6")
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