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RESUMO GERAL

ROSA, Wanderson. Derivadas Deformadas e Aplicações. 2019. 123f. Disserta-
ção (Mestrado em Modelagem Matemática e Computacional, Interdisciplinar). Instituto
de Ciências Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2019.

Nas últimas décadas, diversos formalismos foram usados para descrever sistemas
complexos. Dentre os quais, podem ser citados o cálculo fracionário e as derivadas defor-
madas. Ambos mostraram resultados positivos na modelagem de sistemas complexos. No
entanto, o cálculo fracionário é definido a partir de operadores não locais e, portanto, não
satisfaz algumas propriedades das derivadas usuais; como, por exemplo, a regra do pro-
duto e a regra da cadeia. As derivadas deformadas são operadores locais e se apresentam
como um pré-fator multiplicado por uma derivada usual. No caso de uma deformação no
espaço das variáveis, este pré-fator depende da variável independente e de um parâmetro
de deformação. Se a deformação for no espaço das funções o pré-fator será dependente
da função que está sendo derivada e do parâmetro de deformação. Os operadores gerados
nesses dois casos são duais entre si. Os operadores gerados no primeiro caso tem conexão
com a derivada de Hausdorff, com o mapeamento no fractal continuo e satisfazem todas as
propriedades básicas de derivada. Aqui, estes serão tratados como derivadas deformadas.
Os operadores gerados no segundo caso serão tratados como derivadas deformadas duais.
Neste trabalho serão propostos formalismos de cálculo deformado. Como ponto de par-
tida será tomado um operador generalizado de derivada deformada e de dois de seus casos
particulares, bem como as formas duais dos mesmos. Serão propostas derivadas, integrais
e funções deformadas e após isso serão propostas abordagens variacionais deformadas.
Por fim, aplicações tanto em física quanto em outras áreas serão propostas a partir dos
formalismos de cálculo deformado e deformados duais.

Palavras-chave: Derivadas Deformadas, Método Variacional Deformado, Derivadas Du-
ais.



GENERAL ABSTRACT

ROSA, Wanderson. Deformed Derivatives and Some Applications. 2019. 123p.
Dissertation (Master in Mathematical and Computational Modeling, Interdisciplinary).
Instituto de Ciências Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica,
RJ, 2019.

In the last decades, several formalisms have been used to describe complex systems.
Among them, the fractional calculation and the deformed derivatives can be mentioned.
Both showed positive results in the modeling of complex systems. However, the fractional
calculation is defined from non-local operators and, therefore, does not satisfy some prop-
erties of the usual derivatives; such as the product rule and the chain rule. The deformed
derivatives are local operators and are presented as a pre-factor multiplied by a usual
derivative. In the case of a deformation in the space of variables, this pre-factor depends
on the independent variable and a deformation parameter. If the deformation is in the
space of the functions the pre-factor will be dependent on the function being derived and
the parameter of deformation. The operators generated in these two cases are dual to
each other. The operators generated in the first case have a connection with the Hausdorff
derivative, with the mapping in the continuous fractal and satisfy all the basic properties
of the derivative. Here, these will be treated as deformed derivatives. The operators
generated in the second case will be treated as dual deformed derivatives. In this work
will be proposed formalisms of deformed calculation. As a starting point a generalized
operator of deformed derivative and two of its particular cases will be taken, as well as
the dual forms thereof. Derivatives, integrals, and deformed functions will be proposed,
and then deformed variational approaches will be proposed. Finally, applications in both
physics and other areas will be proposed from the deformed and deformed dual formalisms
of calculation.

Keywords: Deformed Derivatives, Deformed Variational Methods, Dual Derivatives.
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1 INTRODUÇÃO

Este trabalho tem como objetivo apresentar e discutir as derivadas deformadas
bem como algumas aplicações. As derivadas deformadas se apresentam como uma alter-
nativa para a descrição de sistemas complexos. Muitas definições de derivadas deformadas
surgiram nos últimos 30 anos, como por exemplo a derivada de Hausdorff (CHEN, 2006),
a q-derivada no contexto da mecânica estatistica de Tsallis (BORGES, 2004b), a derivada
conforme (KHALIL et al., 2014) e recentemente a derivada conforme geral (ZHAO; LUO,
2017).

Um sistema é um todo formado por um conjunto de partes e desempenha alguma
função(BERTALANFFY, 1975). Para se estudar um fenômeno, primeiro definimos o sis-
tema onde o fenômeno acontece como, por exemplo, o sistema terra, sol e lua, para estudar
os fenômenos dos eclipses solares e lunares. Em geral, quando se define um sistema, todo
o resto é desconsiderado para o estudo. Isto caracteriza um sistema fechado(PRIMO,
1999). Também é comum quando se define um sistema para estudo de algum fenômeno,
utilizar o segundo preceito do Descartes que consiste em dividir o problema em partes,
a fim de que com a compreensão delas se obtenha conhecimento do todo(DESCARTES;
DESCARTES, 1973). Porém, nem todos os sistemas podem ser descritos pela soma de
suas partes individuais.

Sistemas fechados e que obedecem ao segundo preceito de Descartes são chamados
sistemas simples(BORGES, 2004a). Como por exemplo, um gás ideal, que pode ser
descrito pelo comportamento individual de cada molécula que o compõe.

Sistemas complexos são sistemas abertos que não podem ser descritos por suas
partes em separado. Os formalismos mais avançados da mecânica clássica não conseguem
descrever sistemas abertos. Porém no mundo real é impossível isolar um sistema por
completo(RIEWE, 1996). O fato das propriedades de um sistema complexo não poderem
ser descritas pelas propriedades das partes em separado que o compõe, se deve às inte-
rações entre as mesmas(GLERIA; MATSUSHITA; SILVA, 2004). Essas interações geram
comportamentos não esperados, chamados propriedades coletivas emergentes (BORGES,
2004a).

Um exemplo irrefutável de sistema complexo foi apresentado na referência (NUS-
SENZVEIG, 1999), onde o autor cita o cérebro humano. O mesmo é composto por bilhões
de neurônios, onde cada neurônio em separado é uma estrutura muito simples, estando
ou inativo ou emitindo uma pequena corrente elétrica aos neurônios próximos. Todavia,
quando se analisa o cérebro como um todo, ele exibe propriedades que vão muito além do
esperado para os neurônios individuais.

A ciência em geral tem como missão descrever e explicar fenômenos de origem física,
biológica ou social(BRUGGER, 2004). Dentre as possíveis abordagens para se descrever
um fenômeno, existem os modelos matemáticos. Alguns fenômenos são descritos por
equações diferenciais, outros por abordagem estatística e vários desses exigem simulação
computacional. Quanto mais complexo o fenômeno analisado, menos é possível descrevê-
lo com o conhecimento de uma área isoladamente. Neste caso é necessário analisá-lo de
forma multidisciplinar(VELHO, 2010).

Muitos resultados foram alcançados devido às interações entre física, biologia, quí-
mica, medicina, geologia, dentre outras ciências. Nesse trabalho estamos interessados
em modelos descritos por equações diferenciais. Mais exatamente modelos deformados,
oriundos de deformações em modelos já existentes na literatura.



O termo deformações, diz respeito às derivadas deformadas ou derivadas métricas.
Modelos deformados são modelos onde se utilizam derivadas deformadas. As mesmas serão
descritas melhor no capítulo seguinte. O objetivo nesse momento é justificar a utilização
das mesmas. Para tal é necessário discutir a geometria do mundo em que vivemos.

1.1 Geometria Euclidiana e Geometria Fractal

Até o século XIX a geometria euclidiana era tida como a que melhor descrevia
o mundo em que vivemos. Até aquele momento se acreditava que objetos com irre-
gularidades eram imperfeitos e tidos como uma exceção. Entretanto, atualmente se
sabe que objetos irregulares são a regra e a perfeição euclidiana é apenas uma abs-
tração(MANDELBROT, 1982). Imagine um objeto real visivelmente reto. Ao pegar
uma pequena parte dele, e ampliar ao tamanho do original e repetir o processo um nu-
mero n de vezes, a cada repetição o objeto antes reto começa a apresentar cada vez
mais detalhes(irregularidades)(ASSIS et al., 2008a). Isto mostra que a geometria eucli-
diana (que possui dimensão inteira, tendo um ponto dimensão 0, uma reta dimensão 1,
uma superfície dimensão 2 e um sólido dimensão 3) não é o bastante para descrever o
mundo real(MUCHERONI, 2017). Em meados do seculo XIX este fato começou a se
tornar visivel(SILVA; SOUZA, 2010). Tal fato levou ao surgimento das geometrias não-
euclidianas(BARRETO; TAVARES, 2010).

Dentre as geometrias não-euclidianas, a geometria fractal tem se mostrado eficaz
na descrição de estruturas do mundo real, inclusive para fenômenos onde a geometria
euclidiana falha (SILVA; SOUZA, 2010). A propriedade de apresentar cada vez mais
detalhes conforme se aumenta a escala de observação, é inerente aos fractais. Esta propri-
edade recebe o nome de complexidade. Fractais matemáticos possuem outra propriedade
chamada invariância de escala(auto-similaridade)(ASSIS et al., 2008b). Tal propriedade
diz que o fractal carrega cópias dele mesmo em escalas menores em sua estrutura. Em
fractais reais esta propriedade se apresenta de forma mais ”fraca”, mantendo caracterís-
ticas do objeto original. Porém não sua forma exata (MENDONÇA et al., 2007). Deste
modo, a geometria fractal descreve objetos porosos, fissurados, granulosos, dentre outros.

Fractais matemáticos podem ser gerados por métodos iterativos. Por exemplo, a
poeira de cantor, que é gerada da seguinte forma:

1 Pegue uma reta de comprimento L;

2 Divida a reta em 3 partes iguais;

3 Remova a reta do meio;

4 Repita o processo para as retas restantes.

O resultado pode ser visto na figura (1.1):
Ao contrário dos objetos euclidianos, os fractais possuem dimensão não inteira.

Esta dimensão pode ser calculada pela dimensão de Hausdorff(SILVA; SOUZA, 2010):

Dh =
log (N)

log (L/U)
, (1.1)

onde N é a quantidade de partes após cada iteração, L é o comprimento inicial do lado
do objeto e U é o comprimento de cada parte após cada iteração. Deste modo, a poeira
de cantor possui dimensão Dh = log(2)/ log(3).
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Figura 1.1: Poeira de Cantor.

A dimensão de Hausdorff funciona perfeitamente para fractais matemáticos (inva-
riantes de escala). Todavia, para fractais reais não funciona do mesmo modo, isto porque
fractais reais não possuem auto-similaridade. Para estes fractais, a dimensão pode ser
calculada pela dimensão "box-counting"(contagem de caixas)(BACKES; BRUNO, 2005).
Este método calcula a dimensão de fractais, tanto matemáticos quanto reais, e é descrito
da seguinte forma:

1 Coloque o objeto fractal em uma grade com malha de tamanho U ;

2 Conte o número N de caixas (cujo lado tem comprimento U) da grade que contém
parte do objeto;

3 Repita o processo para um novo comprimento U , menor que o original. Isto fará o
nmero de caixas aumentar, uma vez que você reduziu o lado delas;

4 Construa um gráfico no plano log(N(U)X log(1/U)). Marque os pontos (log(Nn), log(1/Un)),
(log(Nn+1), log(1/Un+1)), ... para N = 1, 2, 3, ...;

5 Trace uma reta passando pelos pontos do gráfico recém construído. A medida da
inclinação desta reta é a dimensão box-counting.

Ou na seguinte forma:

Db =
log(Nn+1(U))− log(Nn(U))

log(1/Un+1)− log(1/Un)
=

log(Nn+1(U)/Nn(U))

log(Un/Un+1)
. (1.2)

Agora está definido o conceito de geometria fractal, bem como o conceito de di-
mensão fractal. Na próxima seção será discutido o conceito espaços métricos.

1.2 Espaços Métricos e as Derivadas Deformadas

Dado um conjunto não vazio M , pode-se definir uma métrica em M como sendo
uma função d : M ×M −→ <+ que associa cada par ordenado x, y ∈ M a um número
real positivo d(x, y), que é a distancia entre x e y. Satisfazendo as seguintes propriedades
(LIMA, 1983)

1 d(x, y) = 0 se x = y;

2 d(x, y) = d(y, x);
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3 d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Um espaço métrico é um par (M,d). Os elementos de um espaço métrico podem
ser de natureza variada (MACEDO, 2015).

Neste trabalho estamos interessados em espaços métricos constituídos de vetores,
como por exemplo, o espaço vetorial euclidiano n-dimensional <n, cujos pontos são defi-
nidos pelas coordenadas x = x1, x2, ...xn e y = y1, y2, ..yn vetores no <n. Este espaço é
definido pela métrica euclidiana:

d(x, y) = |x− y| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ..(xn − yn). (1.3)

A distancia a qualquer dois pontos x e y é dada pela equação 1.3.
Agora pode-se relacionar a métrica (1.3) a definição da derivada usual, dada por:

df(x0)

dx
= lim

x−→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
∆x−→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
. (1.4)

Com x = x0 + ∆x. ∆x se relaciona com a métrica euclidiana da seguinte forma:

∆x =

{
|x− x0| se x ≥ x0,

−|x− x0| se x < x0.
(1.5)

Se o limite (1.4) existir, a função f(x) é diferenciável no ponto x0. Quando isso
ocorre pode-se dizer que f(x) − f(x0) é proporcional a x − x0. Em muitos casos, esta
relação não ocorre com objetos fractais, uma vez que os mesmos possuem uma quantidade
infinita de detalhes(complexidade). Com isso apresentam muitas vezes: descontinuidades,
pontos de bico e pontos de tangente vertical, tornando-os não diferenciáveis no sentido
clássico(LIMA, 2010). Por isso, se faz necessário definir uma variação ∆Hx. com uma
métrica diferente.

∆Hx =

{
d(x− x0) se x ≥ x0,

−d(x− x0) se x < x0.
(1.6)

Agora pode-se definir uma derivada deformada ou métrica:

DHf(x0) = lim
x−→x0

f(x)− f(x0)

∆Hx
. (1.7)

Se o limite (1.7) existir dizemos que f(x) é H-diferenciável no ponto x0.

1.3 Mapeamento no Fractal Continuo

Na referência (BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012) é feito um mapeamento de
um fluxo em um meio poroso fractal. O processo consistiu em projetar as características
do fractal em um espaço euclidiano de encaixe. O mesmo foi feito através do método de
contagem de caixas. Gerando um espaço euclidiano porém mantendo a métrica fractal.
Como pode ser visto na figura (1.2):

Dentre todas as caraterísticas de um fractal, as quatro a seguir se fazem sufici-
entes para caracterizar as propriedades de escala e a invariância de escala nos fractais
(BALANKIN, 2015):
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Figura 1.2: Mapeamento no continuo fractal(A figura retirada de (BALANKIN, 2015))

1 Dimensão topológica d:

Esta dimensão caracteriza a topologia e a conectividade do fractal.

2 Dimensão métrica intrínseca do fractal dl:

Também conhecida como dimensão química ou de espalhamento. Esta é a dimensão
que quantifica a forma como as unidades elementares do fractal são "coladas" de
modo a formar o fractal inteiro. Também determina o número de direções indepen-
dentes, simultaneamente ortogonais no fractal. Um análogo a dimensão topológica
euclidiana.

3 Dimensão fractal D:

Esta dimensão caracteriza a medida fractal, ou seja, a distribuição de massa do
objeto no espaço (box-counting ou Hausdorff).

4 Dimensão fractal da intercessão entre o domínio fractal e o plano cartesiano Ds

Esta dimensão define a rugosidade dos poros e/ou as fraturas nas superfícies.

Através das dimensões acima podem ser definidos as características do fractal,
como a co-dimensão ξ = D −Ds, que controla a métrica do espaço fractal(BALANKIN,
2015). Uma vez que a métrica fractal d(x, x0) é dependente de ξ, a variação ∆Hx também
é dependente do mesmo. Ou seja, ∆Hx é uma função que depende da variável x e de um
parâmetro fractal ξ. Para fractais completamente desconectados, a dimensão Ds é igual
a dimensão D, de modo que o parâmetro ξ é nulo. Isto implica em dizer que todos os
pontos do fractal interceptam o espaço euclidiano de encaixe. O outro caso extremo é
quando o objeto não possui rugosidade, poros ou fissuras. Quando isto ocorre, a dimensão
de massa D é inteira e igual a dimensão euclidiana do espaço de encaixe e a dimensão Ds

é nula. Levando ao fato ξ = D = n, onde n é a dimensão euclidiana.
Na referência (BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012) é mostrado que uma variação

∆Hx relacianada a uma métrica definida através de um mapeamento no fractal continuo,
pode levar à derivada de Hausdorff definida na referência (CHEN, 2006).

Nesta dissertação, todo o estudo será feito a partir do conceito da derivada con-
forme geral definida em (ZHAO; LUO, 2017). É proposto que sua abrangência vai além de
uma generalização da derivada conforme. Por este motivo, nesta dissertação, foi nomeada
derivada deformada generalizada. A partir da derivada deformada generalizada, aqui será
proposto o operador derivada deformada dual generalizada.
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Dentre os casos particulares da derivada deformada generalizada, neste trabalho
escolhemos a derivada conforme e a q-derivada.

A derivada conforme proposta por Khalil (KHALIL et al., 2014), foi apresentada
como uma extensão natural da derivada usual e uma alternativa ao uso do cálculo fraci-
onário. A derivada conforme é uma derivada deformada, ou seja, um operador local que
satisfaz todas as propriedades básicas da derivada usual. A utilização da derivada con-
forme se justifica pelo mapeamento no fractal continuo, feito na referência (BALANKIN;
ELIZARRARAZ, 2012), uma vez que a mesma tem conexão com a derivada de Hausdorff.

A q-derivada emerge da mecânica estatística não extensiva de Tsallis. Sendo que
operador deformado possui a q-exponencial elevada a um parametro λ, como auto-função
(BORGES, 2004b). A mesma é uma derivada deformada que também é conectada com
a derivada de Hausdorff. Deste modo, a utilização da q-derivada é justificada, tanto pelo
mapeamento no fractal continuo quanto pela conexão com a estatística não extensiva.

A seguir serão descritos os próximos capítulos. Todos os procedimentos nos capí-
tulos a seguir serão feitos com a abordagem deformada generalizadas e a partir dela, nas
abordagens deformadas citadas acima.

1.4 Sobre os Próximos Capítulos

O capítulo 2 tem como objetivo apresentar as derivadas deformadas, integrais de-
formadas e também algumas funções deformadas. Também serão apresentadas as formas
deformadas duais. No Capítulo 3 são apresentadas e discutidas abordagens variacionais
deformadas e deformadas duais. Para as abordagens não duais, são deduzidas equações de
Euler-Lagrange a partir das três opções de abordagem variacional, descritas na referência
(WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2016). Dentre as abordagens duais , obtivemos as
equações de Euler Lagrange, através da opção 3 da abordagem variacional da referência
citada. O capítulo 4 é destinado a apresentação e discussão de modelos deformados e
deformados duais. As aplicações escolhidas foram:

1 Segunda Lei de Newton;

2 Oscilador Harmônico Simples;

3 Fator de Sobrevivência de Célula Cancerígena Sujeita a Radiação;

4 Reologia de Fluidos.

As primeiras duas aplicações acima, são fenômenos físicos que possuem uma função
lagrangiana conhecida. Por este motivo, os modelos deformados e deformados duais para
estes fenômenos, serão definidos a partir das abordagens variacionais, definidas no capítulo
3. Esse procedimento gera uma gama de modelos que serão discutidos um a um, conforme
os mesmos forem apresentados.

Na sequência de aplicações, 3 e 4, os fenômenos estão fora do escopo da mecâ-
nica clássica e foram escolhidas com a finalidade de mostrar o caráter multidisciplinar
das derivadas deformadas. Os modelos deformados gerados serão definidos a partir da
substituição da derivada usual por operadores deformados e deformados duais.

E por fim, no capítulo 5, são apresentadas as conclusões e perspectivas para tra-
balhos futuros.

Após as referências serão apresentados apêndices. Os mesmos foram retirados do
texto principal com o objetivo de aliviar o leitor de procedimentos repetitivos e resultados
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semelhantes. O apêndice A é uma revisão do método variacional usual. No apêndice
B, está uma cinemática deformada através da terceira opção de abordagem variacional
apresentada na referência (WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2016). No apêndice C,
tem-se uma segunda lei de Newton deformada através de operadores deformados duais.
O apêndice D apresenta uma cinemática deformada com operadores duais. No apêndice
E, é apresentado o método numérico que foi utilizado para a obtenção de soluções de
algumas equações diferenciais desta dissertação. No apêndice F, estão as rotinas numéricas
utilizadas neste trabalho.
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2 CÁLCULO DEFORMADO

Embora sistemas reais possuam dissipação desde o nível macroscópico até o nível
microscópico, a mecânica clássica não consegue lidar de forma satisfatória com sistemas
não conservativos (WEBERSZPIL; LAZO; HELAYËL-NETO, 2015). A saída adotada
é utilizar variáveis especificas para dissipação, de modo a tratar o sistema como isolado.
Porém, é impossível isolar um sistema por completo. Os operadores usuais de derivada
são definidos em uma topologia euclidiana. No entanto, a geometria euclidiana não é a
satisfatória para descrever as formas do mundo real. A geometria fractal proposta por
Mandelbrut descreve o mundo real de forma mais precisa. O que leva aos operadores de
derivadas fracionárias. Os mesmos são definidos em uma topologia fractal com métrica
euclidiana (BALANKIN et al., 2013). Porém, estes operadores são não locais e definidos
por integro diferenciação e, por este motivo, possuem problemas operacionais que os
tornam difíceis trabalhar.

Com o objetivo de descrever o funcionamento de sistemas complexos, sem os pro-
blemas operacionais inerentes da derivada fracionaria, uma opção que se apresenta é o uso
de derivadas deformadas. Operadores locais, definidos em uma topologia euclidiana, com
métrica fractal (BALANKIN et al., 2013). Através do mapeamento proposto na referência
(BALANKIN; ELIZARRARAZ, 2012), os autores obtiveram uma derivada deformada re-
lacionada com o fluxo de um fluido em meio fractal, a hoje chamada derivada de Hausdorff.
Existem ainda outras definições de derivadas deformadas como, por exemplo, a q-derivada
(BORGES, 2004b) e a derivada conforme (KHALIL et al., 2014). Derivadas deformadas,
em sua forma não dual, se apresentam como um pré-fator dependente da variável inde-
pendente e de um parâmetro. Além disso, as mesmas satisfazem todas as propriedades
básicas de derivada. Na referência (WEBERSZPIL; LAZO; HELAYËL-NETO, 2015), os
autores mostraram que tanto a q-derivada quanto a derivada conforme, possuem uma
conexão com a derivada de Hausdorff. A mesma pode ser obtida através do mapeamento
no continuo fractal proposto por Balankin, na referência (BALANKIN; ELIZARRARAZ,
2012). A conexão entre a derivada de Hausdorff e as derivadas deformadas mostra que
pode-se utilizá-las para estudos de problemas em meios com métrica fractal.

2.1 Derivada Deformada Generalizada

Recentemente, surgiu uma definição de derivada deformada que generaliza os ope-
radores deformados. Na referência (ZHAO; LUO, 2017), esta recebe o nome de derivada
estendida linear de Gâteaux ou derivada conforme geral. Neste trabalho, ela será tratada
por derivada deformada generalizada, e pode ser definida como:

Dp
Ψf(x) = lim

ε→0

f(x+ εΨ(x, p))− f(x)

ε
. (2.1)

Aqui, Ψ(x, p) é uma função que depende de x e do parâmetro de deformação p.
Aplicando a substituição ε′ = εΨ(x, p), obtêm-se:

Dp
Ψf(x) = lim

ε′→0
Ψ(x, p)

f(x+ ε′)− f(x)

ε′
= Ψ(x, p)

df(x)

dx
. (2.2)

Todas as derivadas deformadas se apresentam nesta forma. Agora, será mostrado



que o operador Dp
Ψ satisfaz todas as regras básicas de derivada, independente de qual seja

a função Ψ(x, p):
1-Linearidade:

Dp
Ψ(Cf(x)±Dg(x)) = Ψ(x, p)

(
d

dx
(Cf(x)±Dg(x))

)
. (2.3)

Na equação (2.3), se for aplicada a regra da soma da derivada usual, obtêm-se:

Dp
Ψ(Cf(x)±Dg(x)) = Ψ(x, p)

(
C
d

dx
f(x)±D d

dx
g(x)

)
. (2.4)

Na equação (2.4), se for aplicada a propriedade distributiva, obtêm-se:

Dp
Ψ(Cf(x)±Dg(x)) = CΨ(x, p)

d

dx
f(x)±DΨ(x, p)

d

dx
g(x) = CDp

Ψf(x)±DDp
Ψg(x). (2.5)

2- Regra do produto:

Dp
Ψ(f(x)g(x)) = Ψ(x, p)

d

dx
(f(x)g(x)). (2.6)

Na equação (2.6), se for Aplicada a regra do produto da derivada usual, obtêm-se:

Dp
Ψ(f(x)g(x)) = Ψ(x, p)

(
g(x)

d

dx
f(x) + f(x)

d

dx
g(x)

)
. (2.7)

Na equação (2.7), se for aplicada a propriedade distributiva, obtêm-se:

Dp
Ψ(f(x)g(x)) = g(x)Ψ(x, p)

d

dx
f(x) + f(x)Ψ(x, p)

d

dx
g(x) = g(x)Dp

Ψf(x) + f(x)Dp
Ψg(x).

(2.8)
3- Regra do quociente:

Dp
Ψ

(
f(x)

g(x)

)
= Ψ(x, p)

d

dx

(
f(x)

g(x)

)
. (2.9)

Na equação (2.9), se for aplicada a regra do quociente da derivada usual, obtêm-se:

Dp
Ψ

(
f(x)

g(x)

)
= Ψ(x, p)

g(x)
df(x)

dx
− f(x)

dg(x)

dx
g2(x)

 . (2.10)

Na equação (2.10), se for aplicada a propriedade distributiva, obtêm-se:

Dp
Ψ

(
f(x)

g(x)

)
=
g(x)Ψ(x, p)

df(x)

dx
− f(x)Ψ(x, p)

df(x)

dx
g2(x)

=
g(x)Dp

Ψf(x)− f(x)Dp
Ψg(x)

g2(x)
.

(2.11)
4- Regra da cadeia:

Dp
Ψ(f(g(x)) = Ψ(x, p)

d

dx
(f(g(x)). (2.12)
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Na equação (2.12), se for aplicada a regra da cadeia da derivada usual, obtêm-se:

Dp
Ψ(f(g(x)) = Ψ(x, p)

df(g(x)

dg(x)

d(g(x)

dx
=
df(g(x))

dg(x)
Dp

Ψg(x). (2.13)

Deste modo, a derivada deformada generalizada satisfaz todas as propriedades de
derivada. Estes resultados podem se vistos também na referência (ZHAO; LUO, 2017)

Obviamente não é para qualquer função Ψ(x, p) que o operador Dp
Ψ é derivada

deformada. Existem algumas condições a serem observadas:

1- Quando p = 1, a função Ψ(x, p) é igual a 1 e o operador Dp
Ψ degenera para o

operador derivada usual.

2- Deve existir uma interpretação física ou geométrica para o operador Dp
Ψ.

3- Neste trabalho é acrescentada a condição de uma conexão entre o operador Dp
Ψ

e a derivada de Hausdorff. Esta condição tem como finalidade garantir que este
operador seja apto a lidar com problemas em meios com métrica fractal.

A interpretação física para o operador Dp
Ψ, atuando sobre uma função f(x), é uma

taxa de variação deformada da função f(x). Quando a função f(x) for a posição de um
sistema físico, esta taxa de variação deformada é entendida como uma modificação da
velocidade, tanto em direção quanto em modulo. Isto pode ser visto claramente quando
é analisado um problema bidimensional, com deformação em apenas uma das dimensões
ou ainda com diferentes deformações em cada direção.

A interpretação geométrica é um produto interno entre Ψ(x, p) e o operador deri-

vada usual
d

dx
, ou seja, a projeção da derivada usual sobre Ψ(x, p).

Deste modo, a derivada deformada generalizada é a generalização de todos os
operadores deformados; cada operador deformado difere dos demais apenas pelo pré-fator
Ψ(x, p) correspondente.

• Derivada Conforme

Nesta abordagem, o parâmetro de deformação p é identificado como um parâmetro
de deformação α, possivelmente ligado à fractalidade. Quando Ψ(x, α) = x1−α o
operador Dp

Ψ é a derivada conforme Dα:

Dα = x1−α d

dx
. (2.14)

Este resultado pode ser encontrado na referência (KHALIL et al., 2014).

• q-derivada

Nesta abordagem, o parâmetro de deformação p é identificado como índice entropico
q. Quando Ψ(x, q) = 1 + (1 − q)x, o operador Dp

Ψ é a q-derivada (no contexto da
mecânica estatística de Tsallis) Dq:

Dq = (1 + (1− q)x)
d

dx
. (2.15)

Como pode ser visto na referência (BORGES, 2004b). Na próxima seção será mos-
trada a integral deformada generalizada.
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2.1.1 Integral Deformada Generalizada

Através do conceito de derivada deformada generalizada, pode-se obter uma inte-
gral deformada generalizada. IpΨ.

Ψ(x, p)
d

dx

(
IPΨ(x,p)

)
= f(x).. (2.16)

Separando as variáveis:

d
(
IPΨ(x,p)

)
= f(x)Ψ−1(x, p)dx.. (2.17)

Aplicando a integral usual em ambos os lados:

IPΨ(x,p) =

∫
f(x)Ψ−1(x, p)dx =

∫
f(x)dpx., (2.18)

onde dpx = Ψ−1(x, p)dx.
Válido para todo p, onde Ψ(x, p) 6= 0 e para todo f(x). Como pode ser visto em

(ZHAO; LUO, 2017).
A integral conforme e a q-integral podem ser obtidas a partir da equação (2.18).

• Integral Conforme:

Na abordagem conforme, a equação (2.18) é a integral conforme Iα[f(x)]:

Iα[f(x)] =

∫
f(x)xα−1dx =

∫
f(x)dα(x), (2.19)

onde dα(x) = xα−1dx. Como pode ser visto na referência (KHALIL et al., 2014).

• q-integral:

Na abordagem q-deformada, a equação (2.18) é a q-integral Iq[f(x)]:

Iq[f(x)] =

∫
f(x)

1

(1 + (1− q)x)
dx =

∫
f(x)dq(x), (2.20)

onde dq(x) =
dx

(1 + (1− q)x)
. Este resultado foi obtido em (BORGES, 2004b).

No próxima seção serão discutidas equações de autovalores deformadas e funções
relacionadas às autofunções de cada abordagem.

2.1.2 Equações de Autovalores Deformadas

Equações de autovalores são importantes para a descrição de muitos fenômenos.
Tendo aplicações desde a física até fenômenos biológicos, como crescimento populacional.
A seguir, vamos deduzir as equações de autovalores e as respectivas autofunções associadas
a cada abordagem deformada, aqui considerada. Iniciando pelo caso generalizado, têm-se:

Ψ(x, p)
df(x)

dx
= λf(x), (2.21)

sob à condição inicial f(0) = f0.
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A equação (2.21), pode ser resolvida por separação de variáveis. Deste modo:

df(x)

f(x)
= λ(Ψ(x, p))−1dx. (2.22)

Calculando a integral e considerando a condição inicial, obtêm-se:

ln(f(x))|f(x)
f0

= ln(f(x))− ln(f0) = λ

∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx. (2.23)

Na equação (2.23), através da propriedade de subtração de logaritmos obtêm-se:

ln

(
f(x)

f0

)
= λ

∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx, (2.24)

que pode ser reescrita como:

f(x) = f0 exp

(
λ

∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx

)
. (2.25)

A equação (2.25) é autofunção para equações de autovalores generalizadas. Quando
f0 = 1 e λ = 1 obtém-se:

f(x) = exp

(∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx

)
. (2.26)

Que é uma função exponencial dependente da integral da função Ψ−1(x, p). Esta
função generaliza o conceito de função exponencial associada a operadores deformados
e aqui será chamada "exponencial deformada generalizada", exp . Agora esses resultados
serão analisados nas abordagens conforme e q-deformada.

• Autofunção Conforme:

Na abordagem conforme a equação (2.25) é escrita:

f(x) = f0 exp

(
λ

∫ x

0

(Ψ(x, α))−1dx

)
= f0 exp

(
λ

∫ x

0

xα−1dx

)
. (2.27)

Na equação (2.27), Resolvendo a integral nos limites de integração considerados,
obtêm-se:

f(x) = f0 exp

(
λ
xα

α

)
. (2.28)

A equação (2.28) é autofunção para equações de autovalores conforme. Quando
f0 = 1 e λ = 1, obtém-se:

f(x) = exp

(
xα

α

)
, (2.29)

que é uma exponencial esticada exα, como pode ser visto na referência (ELTON,
2018). A equação (2.29) é exatamente a exponencial usual quando α = 1.

No gráfico da figura (2.1), pode-se analisar o comportamento das curvas da expo-
nenciais esticadas exα, para valores distintos de α. Todas são curvas exponenciais,
variando apenas em sua curvatura.
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Figura 2.1: Exponencial Esticada.

• Autofunção q-deformada:

Na abordagem q-deformada a equação (2.25) é:

f(x) = f0 exp

(
λ

∫ x

0

(Ψ(x, q))−1dx

)
= f0 exp

(
λ

∫ x

0

1

(1 + (1− q)x)
dx

)
. (2.30)

Na equação (2.30), a integral pode ser resolvida por substituição simples. Definindo
a variável de mudança, u = (1 + (1 − q)x), obtêm-se que du = (1 − q)dx. Deste
modo:

f(x) = f0 exp

(
λ

∫ u

1

1

u

du

(1− q)

)
= f0 exp

(
λ

ln(u)

(1− q)

)
. (2.31)

Na equação (2.31), explicitando u, obtêm-se:

f(x) = f0 exp

(
λ

ln(1 + (1− q)x)

(1− q)

)
= f0 exp

(
ln(1 + (1− q)x)λ/(1−q)

)
. (2.32)

Ou ainda:

f(x) = f0(1 + (1− q)x)λ/(1−q). (2.33)

A equação (2.33) é autofunção para equações de autovalores q-deformadas. Quando
f0 = 1 e λ = 1 obtém-se:

f(x) = (1 + (1− q)x)1/(1−q). (2.34)

Que é uma q-exponencial, exq . Podendo ser vista também na referência (BORGES,
2004b). A equação (2.34) não está definida em q = 1. Porém, pode-se mostrar que
a mesma converge no limite q → 1 para uma exponencial usual. Deste modo:
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lim
q→1

exq = lim
q→1

(1 + (1− q)x)1/(1−q). (2.35)

Na equação (2.35), aplicando a substituição (1− q)x = 1/n obtêm-se:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)xn
=

(
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n)x
. (2.36)

Observe que:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e, (2.37)

A equação (2.37), é o conhecido limite que dá origem a exponencial. Logo:

lim
q→1

(1 + (1− q)x)1/(1−q) = ex. (2.38)

A figura (2.2) apresenta o gráfico de uma q-exponencial, para diversos valores de q,
em comparação com a exponencial usual. Na figura é possível ver que para as curvas
q-exponenciais quando q < 1, a curva resultante se afasta da curva da exponencial
usual, crescendo mais devagar no tempo. Para valores q > 1, a q-exponencial cresce
mais rápido no tempo, quando comparada à exponencial usual.

Figura 2.2: q-exponencial.

Vejamos agora como fica a função inversa da exponencial deformada generalizada
exp , dada pela equação (2.26). Em face da definição geral de operação inversa, podemos
escrever:

f(g(x)) = exp

(∫ g(x)

0

(Ψ(x, p))−1dx

)
= eg(x)

p = x. (2.39)

Este resultado é uma generalização de funções logarítmicas, associadas às deri-
vadas deformadas, que aqui será tratada como "logaritmo natural generalizado" lnp(x).
Investiguemos agora como fica a função inversa em cada abordagem, ou seja, na conforme
e na q-deformada.
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• Logaritmo Natural Conforme:

Na abordagem conforme a equação (2.39) é:

exp

(
(g(x))α

α

)
= x. (2.40)

Da equação (2.40), resulta que g(x) será dado por:

g(x) = (α ln(x))1/α . (2.41)

Nomearemos a equação (2.41) como o logaritmo natural conforme, lnα(x). O loga-
ritmo natural usual é recuperado quando α = 1.

No gráfico abaixo está esboçado o comportamento da função lnα(x), para diversos
valores de α:

Figura 2.3: Logaritimo Natutal Conforme.

No gráfico da figura (2.3), pode-se analisar o comportamento das curvas do logaritmo
natural conforme, lnα, para valores distintos de α. Ambas são curvas estritamente
crescentes e iguais a zero, em x = 1.

• q-logaritmo:

Na abordagem q-deformada, a equação (2.39) é dada por:

(1 + (1− q)g(x))(1/(1−q)) = x. (2.42)

Isolando g(x) na equação (2.42), obtêm-se:

g(x) =
x1−q − 1

1− q
, (2.43)

que é o q-logaritmo lnq(x) da referência (BORGES, 2004b). Mesmo a equação (2.43)
não estando definida para q = 1, será mostrado a seguir que ela converge no limite
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q → 1, para o logaritmo natural usual.

lim
q→1

x1−q − 1

1− q
. (2.44)

Na equação (2.44), aplicando a substituição 1− q = a, obtemos:

lim
a→0

xa − 1

a
= ln(x). (2.45)

Na figura (2.4), o gráfico de um q-logaritmo natural é apresentado e comparado com
a curva de um logaritmo natural usual:

Figura 2.4: q-logaritimo.

O logaritmo natural usual é apresentado na curva em preto. As curvas acima dele
são para q < 1 e as abaixo para q > 1. Para valores de t < 1 as curvas deformadas
se aproximam de curva usual, conforme o tempo se aproxima de 1 . Na sequência
de t, as curvas deformadas começam a se afastar da curva usual.

A seguir serão apresentadas as funções trigonométricas deformadas gerais.

2.1.2.1 Funções Trigonométricas Deformadas Generalizadas

Nesta etapa, através da equação (2.26) e, utilizando a fórmula de Euler usual , com
expoente imaginário, i, podemos escrever:

(
exp
)i

= exp

(
i

∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx

)
= cos

(∫
(Ψ(x, p))−1dx

)
+ i sin

(∫
(Ψ(x, p))−1dx

)
.

(2.46)
Baseado nas equação complexa, dada pela equação (2.46), definir uma fórmula de

Euler deformada: (
e(x)
p

)i
= cosp(x) + i sinp(x). (2.47)
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Na equação (2.47), nomeamos cosp(x) e sinp(x) , respectivamente como "cosseno
deformado generalizado"e "seno deformado generalizado".

Igualando (2.46) e (2.47) obtêm-se:

cosp(x) = cos

(∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx

)
, (2.48)

sinp(x) = sin

(∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx

)
. (2.49)

As equações (2.48) e (2.49) são as formas explícitas dos cosseno e seno deformados
generalizados.

Na sequência, serão apresentadas as equações (2.48) e (2.49), nas abordagens con-
forme e q-deformada:

• Cosseno e Seno Conforme:

Considerando a equação (2.48) na abordagem conforme têm-se o o cosseno conforme,
cosα(x):

cosα(x) = cos

(∫ x

0

xα−1dx

)
= cos

(
xα

α

)
. (2.50)

Analogamente, a equação (2.49) na abordagem conforme é o seno conforme, sinα(x):

sinα(x) = sin

(∫ x

0

xα−1dx

)
= sin

(
xα

α

)
. (2.51)

Estas funções foram apresentadas na referência (KHALIL et al., 2014), como as
funções que satisfazem as propriedades de derivada de senos e cossenos para a deri-
vada conforme. Porém sem a utilização dos termos seno e cosseno conforme, como
é nomeado nesta dissertação.

Tanto o seno quanto o cosseno conformes são exatamente os senos e cossenos usuais
para α = 1. Além disso, as propriedades de derivadas de senos e cossenos se mantêm
para as derivadas conformes. O que será visto na sequência.

Aplicando a derivada conforme ao seno conforme, vem que:

Dα sinα(x) = x1−α d

dx
sin

(
xα

α

)
. (2.52)

Calculando a derivada usual, resulta em:

Dα sinα(x) = x1−αxα−1 cos

(
xα

α

)
= cos

(
xα

α

)
= cosα(x). (2.53)

Procedendo analogamente ao caso acima e aplicando a derivada conforme ao cosseno
conforme, obtêm-se que:

Dα cosα(x) = x1−α d

dx
cos

(
xα

α

)
. (2.54)
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Calculando a derivada usual:

Dα cosα(x) = −x1−αxα−1 sin

(
xα

α

)
= − sin

(
xα

α

)
= − sinα(x). (2.55)

Na figura 2.5, está esboçado o comportamento da função cosseno conforme, cosα(x),
para diversos valores de α. Pode ser visto que o comportamento das curvas dos
cossenos conformes é semelhante a curva de um cosseno usual, porém com variação
em seu período de oscilação. Quando α < 1, as oscilações demoram cada vez mais
tempo para ocorrer. Quando α > 1 elas demoram cada vez menos tempo.

Na figura (2.6), está esboçado o comportamento da função seno conforme, sinα(x),
para diversos valores de α. Pode-se observar que o comportamento das curvas dos
senos conformes é similar ao das curvas cosseno conforme, com uma defasagem
angular, para qualquer que seja o α.

Figura 2.5: Cosseno Conforme.

Figura 2.6: Seno Conforme.
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• q-seno e q-cosseno:

Na abordagem q-deformada, as equações (2.48) e (2.49), se tornam o q-cosseno
cosq(x):

cosq(x) = cos

(∫
1

(1 + (1− q)x)
dx

)
= cos

(
ln

(1 + (1− q)x)

1− q

)
(2.56)

e, o q-seno sinq(x), respectivamente.

sinq(x) = sin

(∫
1

(1 + (1− q)x)
dx

)
= sin

(
ln

(1 + (1− q)x)

1− q

)
. (2.57)

Esta definição para o q-cosseno e o q-seno coincide com uma das apresentadas na
tese (COSTA, 2015), onde o autor apresentou, além dessa, outras definições de
senos e cossenos q-deformados. Os q-cossenos e q-senos, aqui definidos, satisfazem
a propriedade de derivadas de senos e cossenos para o operador q-derivada, como
será mostrado em seguida.

Aplicando a q-derivada à função sinq(x):

Dq sinq(x) = (1 + (1− q)x)
d

dx
sin

(
ln

(1 + (1− q)x)

1− q

)
. (2.58)

Na equação (2.58), aplicando a derivada usual:

Dq sinq(x) =
1 + (1− q)x

(1− q)
(1− q)

(1 + (1− q)x)
cos

(
ln

(1 + (1− q)x)

1− q

)
. (2.59)

Assim, procedendo com simples operações de simplificação, obtêm-se que:

Dq sinq(x) = cos

(
ln

(1 + (1− q)x)

1− q

)
= cosq(x). (2.60)

De maneira análoga ao caso anterior, aplicaremos a q-derivada ao cosq(x):

Dq cosq(x) = (1 + (1− q)x)
d

dx
cos

(
ln

(1 + (1− q)x)

1− q

)
. (2.61)

E o resultado é:

Dq cosq(x) = − sin

(
ln

(1 + (1− q)x)

1− q

)
= − sinq(x). (2.62)

Este resultado coincide com o apresentado na referência (COSTA, 2015).

No gráfico da figura (2.7) esboçada a função cosq(x), para diversos valores de q. É
possível observar no fenômeno oscilatório da função q-cosseno, o aumento do período
de oscilação, quando q < 1. Também pode-se perceber a redução do período de
oscilação, quando q > 1. Este resultado é similar ao que ocorre com o cosseno
conforme.
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A figura (2.8) apresenta o gráfico de uma função sinq(x), para diversos valores de
q. Como esperado da relação de senos e cossenos, o mesmo fenômeno que ocorre
no gráfico da figura (2.7) ocorre na figura (2.8). As curvas diferem apenas por uma
defasagem angular.

Figura 2.7: q-cosseno .

Figura 2.8: q-seno .

Nesta seção foram apresentados os operadores derivadas deformadas, bem como
funções especiais a eles associadas, tais como as funções trigonométrica e logarítmicas
deformadas. Na próxima seção serão apresentados os operadores duais, relacionados com
as derivadas deformadas. Começando com o operador derivada dual, relacionado com
a derivada deformada generalizada . Em seguida, serão estudados os operadores duais
específicos, relacionados ao operador derivada conforme e ao operador q-derivada.

2.2 Derivada Deformada Dual Generalizada

Até o presente instante, as deformações do operador de derivada foram feitas no
espaço das variáveis independentes. Nesta seção, o operador de derivada será deformado
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no espaço das funções. Para isso será, definido uma diferença ou subtração deformada
generalizada, conforme feito na Referência (ROSA; WEBERSZPIL, 2018), mas aqui para
o caso generalizado.

ε =
ε′

Ψ(y, p)
=

y − x
Ψ(y, p)

= y 	p x. (2.63)

Onde y = x+ ε′.
Assim, o operador derivada deformada generalizada fica escrito como:

Dp
Ψ = lim

y→x

f(y)− f(x)

y 	p x
. (2.64)

Pode-se ainda definir um operador deformado, através de uma subtração deformada
no espaço das funções f(y)	p f(x) e não no espaço das variáveis. Tal procedimento leva
ao operador derivada deformada dual generalizada D̃p

Ψ.

D̃p
Ψf(x) = lim

y−→x

f(y)	p f(x)

y − x
. (2.65)

Na equação (2.65), explicitando a subtração deformada generalizada f(y)	p f(y),
obtêm-se:

D̃p
Ψf(x) = lim

y−→x

f(y)− f(x)

y − x
Ψ−1(f(y), p) = Ψ−1(f(x), p)

df(x)

dx
. (2.66)

Agora será analisada a dualidade entre os operadores.

Dualidade entre Operadores

Um operador derivada de y(x), em relação a x, é representado por Dxy. O ope-
rador dual a esse operador é D̃xy, e satisfaz a seguinte relação (COSTA, 2015; ROSA;
WEBERSZPIL, 2018):

DxyD̃yx = 1. (2.67)

Ou seja, a relação de dualidade fica escrita como:

D̃yx = [Dxy]−1 . (2.68)

Agora será mostrado que o operador derivada usual é auto-dual.
Considere a equação (2.68), para a derivada usual:

D1
xyD̃

1
yx = 1. (2.69)

Na equação (2.69), explicitando o operador derivada usual:

dy

dx
D̃1
yx = 1. (2.70)

O que leva ao operador:

D̃1
yx =

dx

dy
. (2.71)

36



Assim, é natural escrever para o operador dual da derivada usual a relação:

D̃1
xy =

dy

dx
= Dxy. (2.72)

O que mostra que o operador usual de derivada,D1
x, é seu próprio auto-dual. Agora,

serão feitos os mesmos procedimentos para o operador derivada deformada generalizada,
Dp

Ψ:

Dp
ΨxyD̃

p
Ψyx = 1. (2.73)

Explicitando o operador derivada deformada generalizada, obtêm-se:

Ψ(x, p)
dy

dx
D̃p

Ψyx = 1. (2.74)

O que leva ao operador:

D̃p
Ψyx = Ψ−1(x, p)

dx

dy
. (2.75)

Assim, o operador dual generalizado, pode ser escrito como:

D̃p
Ψxy = Ψ−1(y, p)

dy

dx
. (2.76)

A equação (2.76) é idêntica à equação (2.66), sendo que a última foi , encontrada
através da subtração deformada, f(y)	α f(y). Ou seja o operador D̃p

Ψ é dual da derivada
deformada generalizada. Isto implica dizer que todas as derivadas deformadas tem uma
dual associada.

Em seguida, serão apresentadas as derivadas duais, mas agora especificamente nas
abordagens conforme e q-deformada.

• Derivada Conforme Dual:

Na abordagem conforme, o operador (2.66) é o operador derivada conforme dual:

D̃αf(x) = fα−1(x)
df(x)

dx
. (2.77)

Este resultado pode ser visto também na referência (ROSA; WEBERSZPIL, 2018):

• q-derivada Dual:

Na abordagem q-deformada, o operador (2.66) é o operador q-derivada dual:

D̃qf(x) =

(
1

(1 + (1− q)f(x))

)
df(x)

dx
. (2.78)

Este resultado pode ser visto também na referência (COSTA, 2015):

A seguir, será mostrado que a derivada dual generalizada não satisfaz as proprie-
dades usuais de derivada.
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2.2.1 Propriedades

O operador derivada dual generalizada é não linear, como será mostrado a seguir.

• Multiplicação por Escalar:

D̃p
Ψ(kf(x)) = Ψ−1(kf(x), p)

d[kf(x)]

dx
= Ψ−1(kf(x), p)k

df(x)

dx
. (2.79)

O que é diferente de:

kD̃p
Ψf(x) = kΨ−1(f(x), p)

df(x)

dx
. (2.80)

O que mostra que o operador D̃p
Ψy não satisfaz a propriedade de multiplicação por

escalar.

• Regra da Soma:

D̃p
Ψ(f(x)± g(x)) = Ψ−1((f(x)± g(x)), p)

d(f(x)± g(x))

dx
. (2.81)

Na equação (2.81), aplicando a regra da soma usual:

D̃p
Ψ(f(x)± g(x)) = Ψ−1((f(x)± g(x)), p)

(
df(x)

dx
± df(x)

dx

)
. (2.82)

O que é diferente de:

D̃p
Ψ(f(x))± D̃p

Ψ(g(x)) = Ψ−1(f(x), p)
df(x)

dx
±Ψ−1(g(x), p)

dg(x)

dx
. (2.83)

A regra da soma também não é satisfeita.

• Regra do Produto:

D̃p
Ψ(f(x)g(x)) = Ψ−1(f(x)g(x), p)

(
d(f(x)g(x)

dx

)
. (2.84)

Na equação (2.84), aplicando a regra do produto usual:

D̃p
Ψ(f(x)g(x)) = Ψ−1(f(x)g(x), p)

(
g(x)

df(x)

dx
+ f(x)

dg(x)

dx

)
. (2.85)

O que é diferente de:

g(x)D̃p
Ψf(x) + f(x)D̃p

Ψg(x) = g(x)Ψ−1(f(x), p)
df(x)

dx
+ (2.86)

f(x)Ψ−1(g(x), p)
dg(x)

dx
.

Também não cumprindo a regra do produto.
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• Regra do Quociente:

D̃p
Ψ

(
f(x)

g(x)

)
= Ψ−1

(
f(x)

g(x)
, p

)
d

dx

(
f(x)

g(x)

)
. (2.87)

Na equação (2.87), aplicando a regra usual do quociente:

D̃p
Ψ

(
f(x)

g(x)

)
= Ψ−1

(
f(x)

g(x)
, p

)(
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

)
. (2.88)

Que é diferente de:

g(x)D̃p
Ψf(x)− f(x)D̃p

Ψg(x)

g2(x)
=

1

g2(x)

(
g(x)Ψ−1(f(x), p)

df(x)

dx

)
− . (2.89)

1

g2(x)

(
(x)Ψ−1(g(x), p)

dg(x)

dx

)
Não cumprindo a regra do quociente.

• Regra da Cadeia:

Ao contrario das demais regras de derivada, será mostrado que a derivada dual
generalizada satisfaz a regra da cadeia. Deste modo:

D̃p
Ψf(g(x)) = Ψ−1(f(g(x), p)

df(g(x))

dx
. (2.90)

Na equação (2.90), aplicando a regra da cadeia usual:

D̃p
Ψf(g(x)) = Ψ−1(f(g(x), p)

df(g(x))

dg(x)

dg(x)

dx
= D̃p

Ψg(x)[f(g(x)]
dg(x)

dx
. (2.91)

Cumprindo assim a regra da cadeia. Sendo a única propriedade operacional satisfeita
pelo operador derivada deformada dual generalizada. Trabalhar com operadores
não lineares não é algo simples, saber que ao menos uma propriedade de derivada é
satisfeita, já pode indicar um caminho para a utilização desses operadores.

Estas dificuldades operacionais podem ser contornadas redefinindo adequadamente
o operador deformado dual, D̃p

Ψ, sobre uma função f(x) específica. Aqui, manteremos a
mesma notação para esse operador dual, a fim de evitar sobre carga de notações. Deste
modo:

D̃p
Ψf(x) = Ψ(f(x), p)−1df(x)

dx
. (2.92)

Uma vez que o mesmo foi definido sobre uma f(x) específica, o operador mantêm
a forma, quando aplicado a outras funções:

D̃p
Ψg(x) = Ψ(f(x), p)−1dg(x)

dx
. (2.93)

Deste modo, vai satisfazer as propriedades operacionais adequadas.
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2.2.2 Integral Deformada Dual Generalizada

A partir do operador derivada deformada dual generalizada é possível obter a
integral deformada dual generalizada. Deste modo:

Ψ−1(f(x), p)
d

dx

(
ĨpΨ

)
= f(x). (2.94)

Na equação (2.94), multiplicando por Ψ(f(x), p) em ambos os lados obtêm-se:

d

dx

(
ĨpΨ

)
= Ψ(f(x), p)f(x). (2.95)

O que leva a expressão:

d
(
ĨpΨ

)
= Ψ(f(x), p)f(x)dx. (2.96)

Na equação (2.96), integrando em ambos os lados:

ĨpΨ =

∫
Ψ(f(x), p)f(x)dx =

∫
f(x)d̃px. (2.97)

A partir da expressão acima, pode ser definida a integral nas abordagens conforme
a q-deformada. Como será mostrado a seguir:

• Integral Conforme Dual:

Na abordagem conforme, a equação (2.97) é a integral conforme dual. Dada por:

Ĩα =

∫
f 1−α(x)f(x)dx =

∫
f(x)d̃αx. (2.98)

• q-integral Dual:

Na abordagem q-deformada, a equação (2.97) é a q-integral dual. Dada por:

Ĩq =

∫
(1 + (1− q)f(x))f(x)dx =

∫
f(x)d̃qx. (2.99)

Resultado que coincide com o encontrado na tese de doutorado (COSTA, 2015).

2.2.3 Equações de Autovalores, para o Operador de Derivada Deformada

Dual Generalizada

Pode-se definir a autofunção para equações de autovalores deformadas duais. Deste
modo:

D̃αf(x) = λf(x). (2.100)

Com a condição inicial f(0) = f0.
Na equação (2.100), explicitando D̃α:

Ψ−1(f(x), p)
df(x)

dx
= λf(x). (2.101)
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Separando as variáveis e integrando ambos os lados:∫ f(x)

f0

Ψ−1(f(x), p)df(x)

f(x)
= λ

∫ x

0

dx = λx. (2.102)

A partir de agora, será definida a autofunção para equações de autovalores defor-
madas duais, através da equação (2.102), mas agora especificamente para nas abordagens
conforme e q-deformada:

• Autofunção Conforme Dual:

A autofunção para o operador derivada conforme dual é obtida pela equação (2.102)
na abordagem conforme. Deste modo:

∫ f(x)

f0

fα−2(x)df(x) =

(
fα−1(x)

α− 1

)
|f(x)
f0

= λx. (2.103)

Na equação (2.103), usando os limites de integração, obtêm-se:

fα−1(x)

α− 1
− fα−1

0

α− 1
=
fα−1(x)− fα−1

0

α− 1
= λx. (2.104)

O resultado para f(x), após uma álgebra simples, é obtido prontamente como:

f(x) =
(
(α− 1)λx+ fα−1

0

)1/α−1
. (2.105)

Fazendo f0 = 1 e λ = 1, obtêm-se:

f(x) = (1 + (α− 1)x)1/α−1 = e(q=2−α)(x). (2.106)

Ou seja, a q-exponencial reparametrizada é auto-função do operador derivada con-
forme dual, como pode ser visto na referência (ROSA; WEBERSZPIL, 2018).

• Autofunção q-deformada Dual:

A autofunção do operador q-derivada dual é obtida a partir da equação (2.102),
para a abordagem de q-derivadas duais. Deste modo:∫ f(x)

f0

df(x)

(1 + (1− q)f(x))f(x)
= λx. (2.107)

Na equação (2.107), evidenciando a função f(x), que está multiplicando (1 − q),
obtêm-se:

∫ f(x)

f0

df(x)

[f−1(x) + (1− q)]f 2(x)
= λx. (2.108)

A integral (2.108) pode ser resolvida por substituição simples. Fazendo u = [f−1(x)+
(1− q)], obtêm-se du = −f−2(x). Desse modo, a equação (2.108) pode ser reescrita
como:
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−
∫ f−1(x)+(1−q)

f−1
0 +(1−q)

du

uf−2(x)f 2(x)
= −

∫ f−1(x)+(1−q)

f−1
0 +(1−q)

du

u
= λx. (2.109)

Na equação (2.109), resolvendo a integral:

(ln(u)) |f
−1(x)+(1−q)
f−1
0 +(1−q) = −λx. (2.110)

Na equação (2.110), considerando os limites de integração:

ln(f−1(x) + (1− q))− ln(f−1
0 + (1− q)) = ln

(
f−1(x) + (1− q)
f−1

0 + (1− q)

)
= −λx. (2.111)

Após uma algebrismo simples, obtêm-se para f(x):

f(x) =
exp (λx)

(f−1
0 + (1− q))− (1− q) exp (λx)

. (2.112)

Que é a autofunção q-deformada dual. Fazendo f0 = 1 e λ = 1, obtêm-se:

f(x) =
exp(x)

(2− q)− (1− q) exp (x)
. (2.113)

A equação (2.113) é exatamente uma exponencial usual quando q = 1 e seu gráfico
para diversos valores de q pode ser visto na figura (2.9):

Figura 2.9: Autofunção q-deformada dual.

No gráfico da figura (2.9), pode ser visto que as curvas, para valores de q < 1,
crescem mais rápido em relação a x do que a curva da exponencial usual (q = 1).
Ainda, as curvas para valores de q > 1, crescem mais lentamente em relação a x do
que a curva com por q = 1.
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3 MÉTODO VARIACIONAL COM DERIVADAS DEFORMADAS

O cálculo variacional ou método variacional, consiste em achar a função para a qual
o funcional de ação é extremo. Segundo o principio da mínima ação, a natureza sempre
opta pelo caminho que extremiza a ação (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002). Um
funcional de ação é definido como uma integral entre dois pontos, x1 e x2, da lagrangiana
do sistema. Uma revisão do método variacional usual, pode ser vista no apêndice (A). Nas
seções desse capítulo, será apresentado o método variacional generalizado para derivadas
deformadas.

3.1 Abordagem Variacional com Derivadas Deformadas

Nessa seção será apresentada uma extensão do cálculo de variações, para sistemas
contendo derivadas deformadas embutidas nas Lagrangiana, para sistemas clássicos. Os
resultados estendem as equações clássicas de Euler-Lagrange, de acordo com a Referência
(WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2016). serão consideradas as 3 opções de métodos,
como destacado na referência citada, porém ampliado para tratar da derivada deformada
generalizada. Essa opções são:

Opção 1− Derivadas deformadas embebidas na lagrangiana, integral deformada e
taxa de variação usual do funcional em, função de ε.

Opção 2− Derivadas deformadas embebidas na lagrangiana, integral deformada e
taxa de variação deformada do funcional, em função de ε.

Opção 3− Derivadas deformadas embebidas na lagrangiana, integral usual e taxa
de variação usual do funcional, em função de ε.

3.1.1 Opção 1

Com essa opção, será obtida a equação de Euler-Lagrange para uma lagrangiana
na forma:

L(x, y,Dp
Ψxy). (3.1)

Onde y = y∗+ εη(x). e Dp
Ψxy = Ψ(x, p)y′. Com y′ = y′∗+ εη′(x)..

Será utilizada a integral deformada, de modo que a ação se escreve como:

J(y,Dp
Ψxy) =

∫ x2

x1

L(x, y,Dp
Ψxy)dpx. (3.2)

ou ainda:

J(y,Dp
Ψxy) =

∫ x2

x1

L(x, y,Dp
Ψxy)Ψ−1(x, p)dx. (3.3)

Considerando a taxa de variação usual do funcional, em função de ε e considerando
o princípio fundamental do cálculo das variações, obtêm-se:

(
dJ(y,Dp

Ψxy)

dε

)
ε=0

=

∫ x2

x1

(
d

dε
L(x, y,Dp

Ψxy)Ψ−1(x, p)

)
ε=0

dx = 0. (3.4)



Na equação (3.4), aplicando a regra da cadeia, obtêm-se:∫ x2

x1

[
∂L

∂y

dy

dε
+

∂L

∂Dp
Ψxy

dDp
Ψxy

dε

]
ε=0

Ψ−1(x, p)dx = 0. (3.5)

Na equação (3.5), explicitando Dp
Ψx obtêm-se:∫ x2

x1

[
∂L

∂y

dy

dε
+

∂L

∂Dp
Ψxy

Ψ(x, p)
dy′

dε

]
ε=0

Ψ−1(x, p)dx = 0. (3.6)

Na equação (3.6), explicitando y e y′, obtêm-se:

∫ x2

x1

[
∂L

∂y

d

dε
(y ∗+εη(x)) +

∂L

∂Dp
Ψxy

Ψ(x, p)
d

dε
(y′ ∗+εη′(x))

]
ε=0

Ψ−1(x, p)dx = 0. (3.7)

Na equação (3.7), resolvendo as derivadas com relação a ε:∫ x2

x1

[
∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂Dp
Ψxy

Ψ(x, p)η′(x)

]
ε=0

Ψ−1(x, p)dx = 0. (3.8)

Na equação (3.8), considerando ε = 0:∫ x2

x1

[
∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂Dp
Ψxy

Ψ(x, p)η′(x)

]
Ψ−1(x, p)dx = 0. (3.9)

Na equação (3.9), aplicando a regra algébrica distributiva, obtêm-se:∫ x2

x1

(
Ψ−1(x, p)

∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂Dp
Ψxy

η(x)′
)
dx = 0. (3.10)

A integral da equação (3.10), pode ser transformada em duas, pela regra da soma
para integrais. Assim, podemos escrever:∫ x2

x1

Ψ−1(x, α)(x, p)
∂L

∂y
η(x)dx+

∫ x2

x1

∂L

∂Dp
Ψxy

η(x)′dx = 0. (3.11)

Na equação (3.11), aplicando integração por partes na segunda integral, com u =
∂L

∂Dp
Ψxy

e dv = η(x)′, obtêm-se:

∫ x2

x1

Ψ−1(x, p)
∂L

∂y
η(x)dx+

∂L

∂Dp
Ψxy

η(x) |x2x1 −
∫ x2

x1

η(x)
d

dx

∂L

∂Dp
Ψxy

dx = 0. (3.12)

Uma vez que η(x) se anula nos extremos, a equação (3.12) torna-se:∫ x2

x1

Ψ−1(x, p)η(x)
∂L

∂y
− η(x)

d

dx

∂L

∂Dp
Ψxy

dx = 0. (3.13)

Colocando η(x), em evidência obtêm-se:∫ x2

x1

η(x)

[
Ψ−1(x, p)

∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂Dp
Ψxy

]
dx = 0. (3.14)

O lema fundamental do cálculo das variações leva então a seguinte equação de
Euler-Lagrange deformada:
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Ψ−1(x, p)
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂Dp
Ψxy

= 0. (3.15)

Na equação (3.15), para todo Ψ−1 diferente de zero, pode-se dividir ambos os lados
por Ψ−1(x, p). Obtendo:

∂L

∂y
−Ψ(x, p)

d

dx

∂L

∂Dp
Ψxy

= 0. (3.16)

Ou ainda:

∂L

∂y
−Dp

Ψx

[
∂L

∂Dp
Ψxy

]
= 0. (3.17)

Esta é a forma deformada generalizada da equação de Euler-Lagrange, deduzida
através do proposto na opção 1, para a lagrangiana dada por (3.1). Agora será mostrada
a equação (3.16) tanto na abordagem conforme quanto na q-deformada:

• Equação de Euler-Lagrange conforme (opção 1)

∂L

∂y
−Dαx

[
∂L

∂Dαxy

]
= 0. (3.18)

Explicitando Dαx:

∂L

∂y
− x1−α d

dx

∂L

∂Dαxy
= 0. (3.19)

Este resultado foi obtido na opção 1, da referência (WEBERSZPIL; HELAYËL-
NETO, 2016).

• Equação de Euler-Lagrange q-deformada (opção 1)

∂L

∂y
−Dqx

∂L

∂Dqxy
= 0. (3.20)

Explicitando Dqx:

∂L

∂y
− (1 + (1− q)x)

d

dx

∂L

∂Dqxy
= 0. (3.21)

O mesmo resultado da referência (WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2016). A
aplicação deste processo à lagrangianas dependentes de derivada de outras ordens
geram outras equações de Euler-Lagrange.
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3.1.2 Opção 2

Nesta opção, será obtida a equação de Euler-Lagrange para uma lagrangiana na
forma:

L(x, y,DΨxy). (3.22)

Será utilizada a integral deformada, de modo que a ação se escreve como:

J(y,DΨxy) =

∫ x2

x1

L(x, y,DΨxy)dpx. (3.23)

Ou ainda:

J(y,DΨxy) =

∫ x2

x1

L(x, y,DΨxy)Ψ−1(x, p)dx. (3.24)

Consideraremos a taxa de variação deformada em ε. Deste modo:

(DΨεJ(y,DΨxy))ε=0 =

∫ x2

x1

(
DΨεL(x, y,DΨxy)Ψ−1(x, p)

)
ε=0

dx = 0. (3.25)

Ou ainda: ∫ x2

x1

(
Ψ(ε, p)

d

dε
L(x, y,DΨxy)Ψ−1(x, p)

)
ε=0

dx = 0. (3.26)

No integrando da equação, aplicando a regra da cadeia, obtêm-se:∫ x2

x1

(
Ψ(ε, p)

(
η(x)Ψ−1(x, p)

∂L

∂y
+ η′(x)

∂L

∂DΨxy

))
ε=0

dx = 0. (3.27)

Fazendo ε = 0 na equação (3.27):∫ x2

x1

Ψ(0, p)

(
η(x)Ψ−1(x, p)

∂L

∂y
+ η′(x)

∂L

∂DΨxy

)
dx = 0. (3.28)

Uma vez que Ψ(0, p) é uma constante pode-se retirar a mesma da integral ():

Ψ(0, p)

∫ x2

x1

(
η(x)Ψ−1(x, p)

∂L

∂y
+ η′(x)

∂L

∂DΨxy

)
dx = 0. (3.29)

Que para todo Ψ(0, p) 6= 0, pode ser escrita como:∫ x2

x1

(
η(x)Ψ−1(x, p)

∂L

∂y
+ η′(x)

∂L

∂DΨxy

)
dx = 0. (3.30)

Sendo idêntica a equação (3.11). Seguindo os mesmos passos da passagem (3.11-
3.16), chega-se a mesma equação de Euler-Lagrange da opção 1.
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3.1.3 Opção 3

Agora será obtida a equação de Euler-Lagrange para uma lagrangiana na forma:

L(x, y,DΨxy). (3.31)

Consideraremos aqui a integral usual, de modo que a ação se escreve como:

J(y,DΨxy) =

∫ x2

x1

L(x, y,DΨxy)dx. (3.32)

Calculando a taxa de variação usual do funcional J em função de ε, obtêm-se:(
dJ(y,DΨxy)

dε

)
ε=0

=

∫ x2

x1

(
d

dε
L(x, y,DΨxy)

)
ε=0

dx = 0. (3.33)

Usando a regra da cadeia, a equação (3.33) pode ser reescrita como:∫ x2

x1

(
∂L

∂y

dy

dε
+

∂L

∂DΨxy

dDΨxy

dε

)
ε=0

dx = 0. (3.34)

Explicitando DΨxy, obtêm-se:∫ x2

x1

(
∂L

∂y

dy

dε
+

∂L

∂DΨxy
Ψ(x, p)

dy′

dε

)
ε=0

dx = 0. (3.35)

Explicitando y e y′, a equação (3.35) fica reescrita na forma:∫ x2

x1

(
∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂DΨxy
Ψ(x, p)η(x)′

)
ε=0

dx = 0. (3.36)

Fazendo ε = 0 na equação (3.36) obtêm-se:∫ x2

x1

∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂DΨxy
Ψ(x, p)η(x)′dx = 0. (3.37)

Aplicando a regra da soma para integrais obtêm-se:∫ x2

x1

∂L

∂y
η(x)dx+

∫ x2

x1

Ψ(x, p)
∂L

∂DΨxy
η(x)′dx = 0. (3.38)

Tendo em conta a integração por partes na segunda integral, com u = Ψ(x, p)
∂L

∂DΨxy
e dv = η(x)′. , podemos reescrever a equação (3.38) da seguinte forma:

∫ x2

x1

∂L

∂y
η(x)dx+ Ψ(x, p)

∂L

∂DΨxy
η(x) |x2x1 −

∫ x2

x1

η(x)
d

dx

[
Ψ(x, p)

∂L

∂DΨxy

]
dx = 0. (3.39)

Uma vez que η(x) se anula nos extremos, a equação (3.39) torna-se:∫ x2

x1

η(x)
∂L

∂y
− η(x)

d

dx

[
Ψ(x, p)

∂L

∂DΨxy

]
dx = 0. (3.40)

Colocando η(x) em evidência obtêm-se:
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∫ x2

x1

η(x)

[
∂L

∂y
− d

dx

[
Ψ(x, p)

∂L

∂DΨxy

]]
dx = 0. (3.41)

Tendo em conta, mais uma vez, o lema fundamental do cálculo das variações,
obtêm- se a seguinte equação de Euler-Lagrange deformada:

∂L

∂y
− d

dx

[
Ψ(x, α)

∂L

∂DΨxy

]
= 0 (3.42)

Esta é a forma deformada generalizada da equação de Euler-Lagrange, através
do proposto na opção 3, para a lagrangiana dada por (3.1). mostrado como ficam as
equações de Eule-Lagrange, considerando a equação (3.41) resultante da opção 3, mas
especificamente nas abordagens conforme e q-deformada.

• Equação de Euler-Lagrange conforme (opção 3)

∂L

∂y
− d

dx

[
x1−α ∂L

∂Dαxy

]
= 0. (3.43)

O mesmo resultado da opção 3 na referência (WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO,
2016).

• Equação de Euler-Lagrange q-deformada (opção 3)

∂L

∂y
− d

dx

[
(1 + (1− q)x)

∂L

∂Dqxy

]
= 0. (3.44)

O mesmo resultado pode ser visto na referência (WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO,
2016).

Lagrangianas dependentes de outras ordens de derivada dão origem a outras equa-
ções de Euler-Lagrange, para esta opção. Na referência (WEBERSZPIL; HELAYËL-
NETO, 2017), onde o autor mostra que equações de Euler-Lagrange, obtidas através de
abordagens variacionais deformadas, podem descrever a dinâmica de diferentes sistemas
físicos.

3.2 Método Variacional Dual

Consideraremos nesta seção suma extensão do cálculo de variações, para sistemas
contendo derivadas deformadas duais, embutidas nas Lagrangiana. Nesse sentido, consi-
deremos uma lagrangiana contendo uma derivada deformada dual, numa forma simples e
utilizaremos o análogo da opção 3 do método. Seja então a lagrangiana:

L(y, D̃Ψxy, x). (3.45)

Aqui, consideraremos o operador de derivada dual redefinido adequadamente, para
contornar os aspectos da não-linearidade, conforme a definição dada pela equação (2.92).

D̃Ψxy = Ψ−1(y, p)
d

dx
(y ∗+εη(x)) = Ψ−1(y, p) (y∗′ + εη′(x)) . (3.46)
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Uma vez que está sendo usada a integral usual, o funcional de ação será dado por:

J(y, D̃Ψxy) =

∫ x2

x1

L(y, D̃Ψxy, x)dx. (3.47)

Calculando a taxa de variação usual do funcional J , em função de ε, obtêm-se:(
d

dε
J(y, D̃Ψxy)

)
ε=0

=

∫ x2

x1

(
d

dε
L(y, D̃Ψxy, x)

)
ε=0

dx = 0. (3.48)

Considerando a regra da cadeia, obtêm-se:

(
d

dε
J(y, D̃Ψxy)

)
ε=0

=

∫ x2

x1

(
∂L

∂y

dy

dε
+

∂L

∂D̃Ψxy

dD̃Ψxy

dε

)
ε=0

dx = 0. (3.49)

Calculando
dD̃Ψxy

dε
, obtêm-se:

dD̃Ψxy

dε
=
d (Ψ−1(y, p) (y∗′ + εη′(x)))

dε
. (3.50)

Aplicando a regra do produto e da cadeia, obtêm-se:

dD̃Ψxy

dε
= (−1)(Ψ(y, p))−2η(x) (y′) + Ψ−1(y, p)η′(x) =

dΨ−1(y, p)η(x)

dx
. (3.51)

Deste modo, a equação (3.49) fica reescrita como:

(
d

dε
J(y, D̃Ψxy)

)
ε=0

=

∫ x2

x1

(
∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂D̃Ψxy

dΨ−1(y, p)η(x)

dx

)
ε=0

dx = 0. (3.52)

Tendo em conta o limite adequado para "epsilon", ε = 0 obtêm-se:

(
d

dε
J(y, D̃Ψxy)

)
ε=0

=

∫ x2

x1

(
∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂D̃Ψxy

dΨ−1(y, p)η(x)

dx

)
dx = 0. (3.53)

Realizando a integração por partes, obtêm-se:

(
d

dε
J(y, D̃Ψxy)

)
ε=0

=

∫ x2

x1

(
∂L

∂y
η(x)−Ψ−1(y, p)η(x)

d

dx

∂L

∂D̃Ψxy

)
dx = 0. (3.54)

Como η(x) é zero nos extremos, o resultado é:(
∂L

∂y
−Ψ−1(y, p)

d

dx

∂L

∂D̃Ψx

y

)
= 0. (3.55)

Esta é a forma deformada dual generalizada da equação de Euler-Lagrange, de-
duzida através do proposto na opção 3, para a lagrangiana dada por (3.45). Agora será
explicitada a equação (3.55), tanto na abordagem conforme quanto na q-deformada:
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• Euler-Lagrange conforme dual:(
∂L

∂y
− yα−1 d

dx

∂L

∂D̃αx

y

)
= 0. (3.56)

• Euler-Lagrange q-deformada dual:(
∂L

∂y
− 1

(1 + (1− q)y)

d

dx

∂L

∂D̃qx

y

)
= 0. (3.57)

No próximo capítulo serão apresentadas aplicações para o uso das derivadas de-
formadas. Começando com modelos deformados da segunda lei de Newton, o que leva a
cinemáticas deformadas, em especial MRU e MRUVs deformados. Em seguida apre-
sentaremos modelos de OHSs deformados. A diante, saindo do escopo da física clássica,
serão tratados modelos deformados de fator de sobrevivência de células cancerígenas su-
jeitas a radiação. Por último, modelos deformados sobre comportamento reológico de
fluidos sujeitos a tensão.
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4 APLICAÇÕES

Neste capítulo objetivamos apresentar e discutir aplicações de derivadas deforma-
das. Nosso método de abordagem se iniciará com modelos usuais, tanto em física quanto
em outras áreas e, na sequência, tratará com modelos em que a deformação se é consi-
derada através das derivadas embebidas nas lagrangianas. Como resultado, modelos com
derivadas deformadas emergirão, a partir das equações de Euler-Lagrange resultantes. O
foco de possíveis aplicações para a abordagem via derivadas deformadas está em conside-
rar os sistemas como complexos (WEBERSZPIL; HELAYËL-NETO, 2017). As primeiras
aplicações são em problemas dentro da física onde já se conhece a lagrangiana que des-
creve o modelo usual, outros serão aplicações em áreas diversas, mostrando o carácter
multidisciplinar das derivadas deformadas.

Uma vez que as derivadas deformadas são indicadas para problemas em meios com
métrica fractal, as interações com o meio devem se mostrar presentes nos resultados das
aplicações.

4.1 Segunda Lei de Newton

Para efeitos de comparação e clareza no que se seguirá em termos de aplicações,
considere primeiramente a lagrangiana, da qual a segunda lei de Newton (unidimensional,
por simplicidade) pode ser obtida através do cálculo variacional usual:

L =
m (ẋ)2

2
− V (x(t)). (4.1)

Aqui, m é a massa de uma partícula pontual e V (x) um potencial associado a forças
conservativas. Com método variacional usual (A), a seguinte equação de Euler-Lagrange
emerge:

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0. (4.2)

Considerando a lagrangiana dada pela equação(4.1), a equação de Euler-Lagrange
(4.2) resulta em:

− ∂V (x(t))

∂x
−mẍ = 0. (4.3)

Identificando F = −∂V (x(t))

∂x
, a equação (4.3) resultante é a expressão da segunda

lei de Newton:

F = mẍ = ma. (4.4)

Onde F é a resultante das forças em uma dimensão (1D) e a = ẍ é a aceleração
do sistema.



4.1.1 Modelos Deformados da Mecânica Newtoniana

Propomos nesta seção deformações da segunda lei de Newton, a partir de lagran-
gianas deformadas e com lagrangianas deformadas duais. As equações de Euler-Lagrange
são as que foram obtidas pela opção 1 e opção 3 do capítulo anterior. Utilizaremos aqui
as abordagens conforme e q-deformada, bem como suas formas duais.

4.1.1.1 Modelos com Lagrangianas Deformadas não Duais

No intuito de obtermos generalizações da segunda lei de Newton, através da defor-
mação dessa equação, propomos a seguinte lagrangiana (unidimensional), com a derivada
deformada generalizada embebida:

L =
m(DΨt(x(t)))2

2
− V (x(t)). (4.5)

Na equação (4.5), temos a presença do termo cinético deformado
m(DΨt(x(t)))2

2
e

do potencial V (x(t)).

1- Primeira opção de abordagem variacional:

Através da abordagem variacional introduzida no capítulo 3, obtivemos a equação
de euler-Lagrange (3.10) que escrevemos novamente para clareza:

∂L

∂x
−DΨt

∂L

∂DΨtx
= 0. (4.6)

Considerando a lagrangiana dada pela eq. (4.5), a equação (4.6) implica em uma
equação que descreve uma dinâmica em que as derivadas são as deformadas gerais. Ou
seja,

− ∂V (x(t))

∂x
−mDΨt ((DΨt(x(t))) = 0. (4.7)

A equação acima pode ser reescrita com a derivada geral explicitada, como segue:

− ∂V (x(t))

∂x
−mΨ(t, p)

d

dt

(
(Ψ(t, p)

d(x(t))

dt

)
= 0. (4.8)

Mais uma vez, se identificarmos F = −∂V (x(t))

∂x
, podemos então associar essa

força a uma forma generalizada da segunda lei de Newton, que se escreve como:

F = mΨ(t, p)
d

dt

(
(Ψ(t, p)

d(x(t))

dt

)
= map. (4.9)

Onde ap = DΨt (DΨt(x)) é a aceleração deformada generalizada. Com base na eq.
(4.9), podemos especificar como a segunda lei de Newton poderia ser reescrita, quando
vista no contexto das duas abordagens de derivadas aqui tratados. A saber, a conforme
e a q-deformada. É o que faremos na sequência.

• Segunda Lei de Newton na Abordagem Conforme, pela Opção 1.

A equação (4.9) na abordagem conforme fica escrita como:
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F = mt1−α
d

dt

(
t1−α

d(x(t))

dt

)
= maα. (4.10)

Onde aα = Dαt (Dαt(x)) é a generalização da aceleração nessa abordagem. Quando
α = 1, nota-se prontamente que a equação (4.10) retoma a forma usual da segunda
lei de Newton.

Outro caso interessante é quando α é próximo de 1. Fazendo ε = 1−α, com ε muito
pequeno, obtêm-se:

F = mtε
d

dt

(
tε
d(x(t))

dt

)
. (4.11)

Resolvendo o operador derivada usual, obtêm-se:

F = mtε
(
εtε−1ẋ+ tεẍ

)
. (4.12)

Colocando tε em evidência, obtêm-se:

F = mt2ε
(
εt−1ẋ+ ẍ

)
. (4.13)

O termo t2ε pode ser expandido em série de Taylor em torno de ε = 0. Deste modo:

t2ε = 1 + 2ε ln(t) +O(ε2). (4.14)

Desconsiderando os termos da ordem de ε2 ou superiores a equação (4.13) fica rees-
crita:

F = m(1 + 2ε ln(t))
(
εt−1ẋ+ ẍ

)
. (4.15)

Aplicando a distributiva e desconsiderando termos de ordem ε2:

F = mεt−1ẋ+m(1 + 2ε ln(t))ẍ. (4.16)

Ou ainda:

F −mεt−1ẋ = m(t)ẍ. (4.17)

Onde m(t) = m(1 + 2ε ln(t)). A equação (4.17), para o caso ε > 0, descreve um
sistema mecânico com atrito e massa dependentes do tempo. Este resultado foi
anteriormente encontrado em (CHUNG, 2015).

• Segunda Lei de Newton na Abordagem q-deformada, pela Opção 1.

A equação (4.9) na abordagem q-deformada assume a seguinte forma:

F = m (1 + (1− q)t) d
dt

(
(1 + (1− q)t) d(x(t))

dt

)
= maq. (4.18)
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Onde aq = Dqt (Dqt(x)) é a q-aceleração. Quando q = 1, a equação (4.18) também
retoma a forma usual da segunda lei de Newton.

Pode-se analisar o caso em que q é próximo de 1. Fazendo ε = 1 − q e tomando ε
muito pequeno obtêm-se:

F = m (1 + εt)
d

dt

(
(1 + εt)

d(x(t))

dt

)
= maq. (4.19)

Resolvendo a derivada usual obtêm-se:

F = m (1 + εt) (εẋ+ (1 + εt) ẍ) (4.20)

Aplicando a distributiva e desconsiderando os termos da ordem ε2 ou superiores:

F = mεẋ+m(1 + 2εt)ẍ. (4.21)

Ou ainda:

F −mεẋ = m(t)ẍ. (4.22)

Onde m(t) = m(1 + 2εt). A equação (4.22), para o caso ε > 0, descreve um
movimento com atrito mecânico e massa dependente do tempo.

Como modelo ilustrativo, um "toy model", serão apresentados os casos particulares
que dão origem a uma cinemática deformada, que generalizaria os movimentos retilíneo e
uniforme (MRU) e movimento retilíneo uniformemente variado (MRUV).

4.1.1.2 Cinemática Deformada Generalizada, pela Opção 1

A cinemática é o ramo da física que estuda o movimento do corpo sem se preocupar
com as causas do mesmo. Através dela é possível definir a posição (x), velocidade (v)
e aceleração (a) de um corpo em cada instante de tempo. A abordagem usual define a
velocidade como sendo a derivada da posição. Deste modo:

v =
dx

dt
. (4.23)

E a aceleração é definida como a derivada da velocidade. Deste modo:

a =
dv

dt
. (4.24)

Na abordagem deformada, definida pela opção 1, define a velocidade deformada
como:

vp = DΨt(x). (4.25)

E a aceleração deformada:

ap = DΨt(vp). (4.26)

Agora é possível definir as formas generalizadas do MRU e do MRUV.
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4.1.1.3 MRU Deformado Deneralizado

Neste momento será analisado o caso em que a velocidade deformada, equação
(4.25), é constante, o que dá origem a uma possível generalização do MRU.

vp = DΨt(x) = v. (4.27)

Explicitando o operador derivada deformada generalizada:

Ψ(t, p)
dx

dt
= v. (4.28)

Separando as variáveis e integrando:

x(t) = v

∫ t

0

Ψ−1(t, p)dt+ x(0). (4.29)

Podemos agora descrever este MRU deformado em cada um das abordagens de-
formadas, conforme e q-deformada. Como os cálculos são repetitivos e simples, optamos
por descrever essas cinemáticas alternativas no apêndice B .

4.1.1.4 MRUV Deformado generalizado

Seja agora o caso em que aceleração deformada. dada pela equação (4.26), é
constante.

ap = DΨt (vp) = a. (4.30)

Explicitando DΨt:

Ψ(t, p)
dv

dt
= a. (4.31)

Utilizando passos idênticos aos das passagens (4.27 - 4.29), pode-se obter a veloci-
dade deformada:

vp(t) = a

∫ t

0

Ψ−1(t, p)dt+ v(0). (4.32)

Através da equação (4.25), pode-se obter a posição em função do tempo. Seja
então a velocidade deformada definida abaixo:

Ψ(t, p)
dx

dt
= vp(t). (4.33)

Após uma álgebra simples, é obtida a posição:

x =

∫ t

0

Ψ−1vp(t)dt+ x(0). (4.34)

Pode-se descrever este resultado em cada uma das abordagens, conforme e q-
deformada. Lembrando que estamos tratando da opção 1 do método variacional. Mais
uma vez, para aliviar a leitura, levamos esses resultados ao apêndice B.

A seguir, repetiremos procedimentos análogos, para tratar o problema através da
opção 3 do método variacional proposto.
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2- Terceira opção de abordagem variacional:

Através da abordagem variacional apresentada na opção 3, tem-se a equação de
Euler-Lagrange (3.42), dada por:

∂L

∂x
− d

dt

[
Ψ2(t, p)

∂L

∂DΨtx

]
= 0. (4.35)

A Lagrangiana se escreve de maneira análoga à dada pela (4.5).
Procedendo analogamente ao que foi realizado com o uso da opção 1, obtemos outra

possibilidade de generalização da segunda lei de Newton. Note que essa forma generalizada
resulta de um variante do método variacional, a opção 3, e tem forma diferente do caso
anterior.

F = m
d

dt

[
Ψ2(t, p)ẋ

]
= map. (4.36)

Onde ap é a aceleração deformada generalizada nesta abordagem variacional. No
apêndice C essa mecânica Newtoniana deformada são apresentados para as abordagens
conforme e q-deformada, de maneira análoga ao já realizado na opção 1.

No apêndice (B) foi incluída uma generalização da cinemática a partir da opção 3
de abordagem variacional.

4.1.1.5 Modelos da Mecânica Newtoniana com Lagrangianas Deformadas

Duais

É possível obter uma equação de Euler-Lagrange deformada para uma lagrangiana
do tipo:

L =
m(D̃Ψt(x(t)))2

2
− V (x(t)). (4.37)

Como foi mostrado no capítulo anterior, pode-se obter uma equação de Euler-
Lagrange com lagrangiana dependente de derivadas deformadas duais a partir da opção
3 de abordagem variacional, (3.55):(

∂L

∂x
−Ψ−1(x, p)

d

dt

∂L

∂D̃Ψtx

)
= 0. (4.38)

Considerando a lagrangiana (4.37), obtemos a equação para a força generalizada
por derivadas conformes duais:

F = mΨ−1(x, p)
d

dt

(
Ψ−1(x, p)ẋ

)
ãp. (4.39)

Onde ãp é a aceleração deformada dual. No apêndice (D) esta lei generalizada está
especificada, tanto para a abordagem conforme quanto na q-deformada em suas versões
duais. No referido apêndice D, uma mecânica Newtoniana com massa dependente da
posição emerge, a partir de lagrangianas deformadas duais. E no apêndice (E pode ser
visto uma cinemática generalizada a partir de derivadas deformadas duais.
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4.2 Oscilador Harmônico Simples Deformado

Fenômenos oscilatórios estão presentes em toda natureza. Sendo estudados tanto
em física quanto em geologia, astronomia e ciência biológicas. Deste modo o estudo de
osciladores se faz importante para compreensão do mundo em que vivemos. Antes de
abordar modelos deformados apresentaremos o OHS usual.

4.2.1 Oscilador Harmônico Simples Usual

A lagrangiana que se segue descreve o modelo do oscilador harmônico simples.
Nela notam-se os termos cinético e o potencial elástico usual.

L =
m(ẋ)2

2
− k(x(t))2

2
. (4.40)

Tendo em conta a equação de Euler-Lagrange usual, que escrevemos:

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0. (4.41)

As equações (4.40) e (4.41) fornecem a equação do oscilador harmônico simples,
sem o termo de dissipação.

m
dẋ(t)

dt
+ k(x(t)) = 0. (4.42)

A solução geral é dada por:

x(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt). (4.43)

Onde a, b e ω =
√
k/m são constantes.

Na próxima seção serão apresentados osciladores desenvolvidos através de lagrangi-
anas deformadas e lagrangianas deformadas duais, tanto na abordagem conforme quanto
na q-deformada.

4.2.2 Modelos Deformados de Osciladores

Nesta subseção, serão apresentadas deformações do oscilador harmônico simples
a partir de lagrangianas deformadas e com lagrangianas deformadas duais. Serão apre-
sentados modelos deformados a partir de equações de Euler-Lagrange obtida através do
métodos variacional deformado, no se refere às opções 1 e 3 do capítulo 3. Os modelos
duais serão definidos a partir de equações de Euler-Lagrange deformadas duais, Aqui, no-
vamente iniciaremos pela abordagem geral e, em seguida especificaremos nas abordagens
conforme e na q-deformada.

4.2.2.1 Modelos de Osciladores, a partir de Lagrangianas Deformadas não

Duais Opção 1

Pode-se obter uma deformação da equação para o oscilador harmônico simples
através de seguinte lagrangiana deformada generalizada:
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L =
m(DΨt(x(t)))2

2
− k(x(t))2

2
. (4.44)

Considerando o método variacional com a opção 1, a equação de Euler-Lagrange
resultante se escreve como:

∂L

∂x
−Ψ(t, p)

d

dt

∂L

∂DΨtx
= 0. (4.45)

tendo em conta a lagrangiana (4.44), a equação que descreve a dinâmica desse
oscilador deformado geral fica:

Ψ(t, p)
d

dt

[
Ψ(t, p)

x(t)

dt

]
= −k(x(t)

m
. (4.46)

A seguir, descreveremos os osciladores conformes e q-deformados

• OHS Conforme:

A equação (4.46) na abordagem conforme é:

t1−α
d

dt

[
t1−α

dx(t)

dt

]
= −kx(t)

m
. (4.47)

A equação (4.47) descreve a dinâmica do oscilador deformado conforme. Iremos
a seguir solucioná-la. Para isso, vale lembrar aspectos da autofunção da derivada
deformada conforme.

Sabe-se que a exponencial esticada, eα(t), é autofunção do operador derivada con-
forme, de acordo com a (2.29), Sendo assim, têm-se:

Dαteα(λt) = Dαte
λ
tα

α = λe
λ
tα

α . (4.48)

Vamos agora considerar um ansatz de possíveis soluções da equação (4.47), na forma:

x = Ae
λ
tα

α , (4.49)

Com essa solução tentativa em (4.47), vem que:

Dα
t (DαtAe

λ
tα

α ) = −kx
m
. (4.50)

Aplicando os operadores de derivada conforme, em sequência, obtêm-se:

λ2

Aeλtαα
 = λ2x = −kx

m
. (4.51)

Para todo x 6= 0 , segue que:
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λ2 = − k
m
. (4.52)

Tomando a raiz quadrada em ambos os membros obtêm-se:

λ = ±
√
k

m
i. (4.53)

Substituindo (4.53) em (4.49), obtêm-se a expressão para a amplitude x do oscilador:

x = Ae
±

√√√√ k

m

tα

α
i

, (4.54)

podendo ser escrita na forma:

x = Ae±ωαti, (4.55)

onde definimos a frequência angular dependente do tempo como:

ω(t) = ω0
tα−1

α
. (4.56)

Pela equação (4.55), vemos que existem duas possíveis soluções para descrever a
equação (4.47). Como o operador derivada conforme é linear, temos que a combi-
nação linear dessas soluções também é solução. Deste modo:

x = Aeωti +Be−ωti, (4.57)

que pode ser escrito na forma de funções senoidais, através da formula de Euler,
dada por:

e±ωti = cos(ωt)± sin(ωt). (4.58)

Reescrevendo a equação (4.57), obtêm-se:

x = Aeωti +Be−ωti = A cos(ωt) + Ai sin(ωt) +B cos(ωt)−Bi sin(ωt). (4.59)

Agrupando em termos semelhantes obtêm-se:

x = (A+B) cos(ωt) + (A−B)i sin(ωt). (4.60)

Fazendo A+B = A′ cos(φ) e (A−B)i = −A′ sin(φ), obtêm-se:

x = A′ cos(φ) cos(ωt)− A′ sin(φ) sin(ωt). (4.61)

Através da propriedade de senos e cossenos, cos(a+b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(a)
obtêm-se:
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x = A′ cos(ωt+ φ). (4.62)

Um resultado similar pode ser encontrado na referencia (CHUNG, 2015). Esse
resultado se diferencia daquele obtido por meio de derivadas usuais inteiras, apenas
no que se refere à frequência angular (ω), que agora é dependente do tempo. Sendo

ω0 =

√
k

m
a frequência angular para o caso inteiro e ω =

√
k

m

tα−1

α
a frequência

angular conforme.

A figura (4.1), representa a posição x em função do tempo, para α assumindo valores
distintos:

Figura 4.1: Posição de um OHS Conforme, em função do tempo.

O gráfico da figura (4.1), foi gerado utilizando A′ = 1, k = 1 e m = 1. Pode-se
perceber que a amplitude não varia com o tempo, e é independente do valor de α.
Também se pode notar que a frequência de oscilação varia no tempo exceto para o
caso usual em que α = 1.

Neste momento será analisada a energia do OHS conforme.

A energia cinética conforme é dependente do quadrado da velocidade deformada,
que é dada pela equação (4.28), na abordagem conforme e é escrita como:

Tα =
m(Dαt(x(t)))2

2
=
mA′2

2
(Dα cos(ω(t)t+ φ))2 =

kA′2

2
sin2(ω(t)t+ φ). (4.63)

Sendo similar a energia cinética do OHS usual, exceto por sua frequência de oscilação
variar no tempo.

A energia potencial conforme é dependente do quadrado da posição. Sendo escrita
da seguinte forma:

Uα = kx2 =
kA′2

2
cos2(ω(t)t+ φ). (4.64)
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Semelhante ao que ocorre com a energia cinética conforme, a energia potencial con-
forme também difere da energia potencial do OHS usual apenas por sua frequência
de oscilação variar no tempo.

Tanto a energia cinética conforme quanto a potencial conforme são funções oscila-
tórias de mesma amplitude kA′2/2. A energia total do sistema é:

E = T + U =
kA′2

2

(
sin2(ω(t)t+ φ) + cos2(ω(t)t+ φ)

)
=
kA′2

2
. (4.65)

Deste modo, pode-se dizer que o sistema é hamiltoniano, de modo que a energia
total se conserva. Além disso, a energia total deste sistema é idêntica a energia
total do OHS usual. A energia do sistema se conservar não significa que estamos
lidando com um sistema isolado. A interação com o meio conserva a energia total
do sistema, mas altera a frequência de oscilação fazendo a mesma variar no tempo.

No próximo tópico, analisaremos com mais detalhes a frequência de oscilação do
OHS conforme.

• Frequência e Período de Oscilação

A frequência angular de um oscilador harmônico deformado, descrita pela (4.56) é
uma função polinomial de ordem α − 1. Nota-se ainda que sua frequência angula
trona-se idêntica a de um OHS usual, ou seja, para quando α = 1.

Figura 4.2: Frequência Angular de um OHS Conforme, como função do tempo.

No gráfico (4.2), a frequência angular de um OHS conforme é traçada em função do
tempo, para diferentes valores de α, usandom = 1 e k = 1. Quando α = 1, recupera-
se o valor de frequência angular de um OHS usual ω0 =

√
k/m. Para valores de

α menores que 1, temos que a frequência angular cai com o tempo. Quanto menor
o α maior a velocidade com que cresce o afastamento entre a frequência angular
deformada ω e a frequência angular usual ω0. Para valores de α maiores que 1,
temos que a frequência angular cresce com o tempo. Quanto maior o α maior a
velocidade com que cresce a separação entre a frequência angular deformada ω e a
frequência angular usual ω0.
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Figura 4.3: Frequência angular de um OHS Conforme, em função do parâmetro α de
deformação.

Podemos ainda esboçar um gráfico dá frequência angular em função do parâmetro
α para tempos constantes.
O gráfico (4.3) foi gerado com k = 1, m = 1. Pode ser visto que para valores
de tempo fixos, as curvas são a representação de funções exponenciais e todas se
cruzam em α = 1. Este resultado é esperado, uma vez que em α = 1, a função
ω = ω0 =

√
k/m, que não depende de t.

A frequência de oscilação pode ser obtida através da relação:

f =
ω

2π
=
√
ω0
tα−1

2πα
. (4.66)

Que é proporcional a frequência angular ω. Deste modo, variando da mesma forma
com o tempo.. Uma redução em ω implica em uma redução proporcional em f .
Pode ser obtido o período de oscilação através da relação:

T =
1

f
=

2π

ω
=

√
1

ω0

2πα

tα−1
. (4.67)

Podemos ainda escrever o período de oscilação, através da diferença de tempo entre
dois máximos consecutivos da equação (4.62), o que equivale aos tempos em que o
cos(ωt+φ) = 1 um procedimento análogo ao feito na referência (CHUNG, 2015). Ou
seja os tempos para os quais:

ωt+ φ = ω0
τα

α
+ φ = 2πn. (4.68)

Onde τ é um tempo onde o oscilador atinge seu valor máximo. Isolando τ , obtêm-se:

τ(n) =

(
(2πn− φ)α

ω0

)1/α

=

2π

(
n− φ

2π

)
α

ω0


1/α

. (4.69)
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Podendo ser escrito na forma:

τ(n′) =

(
2παn′

ω0

)1/α

. (4.70)

Onde n′ = n− φ/2π.
No intuito de determinar o período de oscilação T. Será tomada a subtração de dois
máximos consecutivos. Se denotarmos τ(n+1) como o intervalo de tempo transcorrido
entre dois máximos consecutivos, têm-se:

τ(n′+1) = τ(n′ + 1)− τ(n′) =

(
2πα(n′ + 1)

ω0

)1/α

−
(

2παn′

ω0

)1/α

. (4.71)

Explicitando os termos n′, obtêm-se:

τ(n′+1) = τ(n′ + 1)− τ(n′) =

(
2πα

ω0

)1/α

(n′ + 1)1/α −
(

2πα

ω0

)1/α

n′
1/α
. (4.72)

Que pode ser reescrito como:

τ(n′+1) =

(
2πα

ω0

)1/α (
(n′ + 1)1/α − n′1/α

)
. (4.73)

Ou seja:

τn′+1

Tn′
=
n′1/α

(
(1 + 1/n′)1/α − 1

)
n′1/α (1− (1− 1/n′)1/α)

=

(
(1 + 1/n′)1/α − 1

)
(1− (1− 1/n′)1/α)

. (4.74)

A equação (4.74) é maior que 1 para todo α < 1, ou seja, o período de oscilação
aumenta a cada ciclo. Este resultado pode ser visto na referência (CHUNG, 2015).
Para todo α > 1 a equação (4.74) é menor que 1, apresentando redução do período
de oscilação a cada ciclo.

• OHS q-deformado:

A equação (4.46), na abordagem q-deformada pode ser escrita como:

(1 + (1− q)t) d
dt

[
(1 + (1− q)t) x(t)

dt

]
= −kx(t)

m
. (4.75)

Sabe-se que a q-exponencial elevada a um fator λ, (eq(t))
λ, é autofunção do operador

q-derivada. Isso significa dizer que:

Dqt(eq(t))λ = Dqt (1 + (1− q)t)λ/(1−q) = λ (1 + (1− q)t)λ/(1−q) . (4.76)

Então, adotando soluções na forma:

x = A (1 + (1− q)t)λ/(1−q) , (4.77)
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obtêm-se:

Dqt

[
Dqt

(
A (1 + (1− q)t)λ/(1−q)

)]
= −kx

m
. (4.78)

Aplicando os operadores q-derivada, em sequência, obtêm-se:

λ2 (1 + (1− q)t)λ/(1−q) = λ2x = −kx
m
. (4.79)

Para todo x 6= 0 , segue que:

λ2 = − k
m
. (4.80)

Aplicando a raiz quadrada a ambos os membros obtêm-se:

λ = ±
√
k

m
i. (4.81)

Aplicando (4.81) em (4.77) obtêm-se a expressão para a amplitude x do oscilador:

x = A (1 + (1− q)t)
±

1

(1− q)

√√√√ k

m
i

. (4.82)

Através da formula de Euler deformada (2.46) e com o auxílio das equações (2.56)
e (2.57), pode-se escrever:

(
exq
)±√√√√ k

m
i

= cos

(√
k

m

ln (1 + (1− q)t)
(1− q)

)
± i sin

(√
k

m

ln (1 + (1− q)t)
(1− q)

)
. (4.83)

Ou ainda:

(
exq
)±√√√√ k

m
i

= cos (ωt) + i sin (ωt) . (4.84)

Onde ω =

√
k

m

ln (1 + (1− q)t)
(1− q)t

.

Existem duas possíveis soluções. Como o operador q-derivada é linear, temos que a
combinação linear dessas soluções também é solução. Deste modo:

x = A
(
exq
) k
m

i
+B

(
exq
)− k
m

i
. (4.85)

Explicitando
(
exq
) k
m

i
e
(
exq
)− k
m

i
:
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x = A cos (ωt) + iA sin (ωt) +B cos (ωt)−B sin (ωt) (4.86)

Agrupando em termos semelhantes, obtêm-se:

x = (A+B) cos(ωt) + (A−B)i sin(ωt). (4.87)

Fazendo A+B = A′ cos(φ) e (A−B)i = −A′ sin(φ): obtêm-se:

x = A′ cos(φ) cos(ωt)− A′ sin(φ) sin(ωt). (4.88)

Através da propriedade de senos e cossenos, cos(a+b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(a)
obtêm-se:

x = A′ cos(ωt+ φ). (4.89)

Nota-se que a solução obtida para esse caso de oscilador, se diferencial daquela para
o oscilador usual, apenas pela função que representa a frequência angular (ω). Aqui,

ω0 =

√
k

m
é a frequência angular para o caso inteiro e ω =

√
k

m

ln (1 + (1− q)t)
(1− q)t

a

frequência angular conforme.

A figura (4.4), representa a variação da amplitude em função do tempo para, q
assumindo valores distintos:

Figura 4.4: Posição em função do tempo, para o oscilador q-deformado.

O gráfico representado pela figura (4.4) foi gerado utilizando A′ = 1, K = 1 em = 1.
pode-se perceber que a amplitude máxima não varia com o tempo e é independente
do valor de q. Também se pode notar que a frequência de oscilação varia no tempo,
exceto para o caso usual, com q=1.

Neste momento será analisada a energia do OHS q-deformado.

A energia cinética q-deformada é dependente do quadrado da velocidade deformada,
que é dada pela equação (4.28), na abordagem q-deformada e é escrita como:
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Tq =
m(Dqt(x(t)))2

2
=
mA′2

2
(Dqt cos(ω(t)t+ φ))2 =

kA′2

2
sin2(ω(t)t+ φ). (4.90)

Sendo similar a energia cinética do OHS usual, exceto por sua frequência de oscilação
variar no tempo.

A energia potencial q-deformada é dependente do quadrado da posição. Sendo
escrita da seguinte forma:

Uq = kx2 =
kA′2

2
cos2(ω(t)t+ φ). (4.91)

Tanto a energia cinética q-deformada quanto a energia potencial q-deformada dife-
rem das energias cinéticas e potenciais do OHS usual, apenas por sua frequência de
oscilação variar no tempo, sendo ambas funções oscilatórias de mesma amplitude
kA′2/2. A energia total do sistema é:

E = Tq + Uq =
kA′2

2

(
sin2(ω(t)t+ φ) + cos2(ω(t)t+ φ)

)
=
kA′2

2
. (4.92)

Deste modo, pode-se dizer que o sistema é conservativo, a energia total se con-
serva. A interação com o meio conserva a energia total do sistema, embora altere a
frequência de oscilação fazendo a mesma variar no tempo.

A seguir será analisada a frequência de oscilação do OHS q-deformado.

• Frequência e Período de Oscilação q-deformados

A frequência de oscilação pode ser obtida através da relação:

f =
ω

2π
=

√
k

m

ln (1 + (1− q)t)
2(1− q)πt

. (4.93)

O gráfico da frequência f em função do tempo pode ser visto na figura (4.5):

É possível perceber pelo gráfico da figura (4.5) que, para q = 1, a frequência é
constante, q < 1, a mesma descresse com o tempo, e para q > 1 ela cresce com o
tempo.

Pode ser obtido o período de oscilação através da relação:

T =
1

f
=

ω

2π
=

√
m

k

2(1− q)πt
ln (1 + (1− q)t)

. (4.94)

Podemos ainda escrever o período de oscilação, através da diferença de tempo entre
dois máximos consecutivos da equação (4.89) isso equivale aos instantes em que o
cos(ωt+ φ) = 1. Ou seja, os tempos para os quais:

ωt+ φ =

√
k

m

ln (1 + (1− q)τn)

(1− q)
+ φ = 2πn. (4.95)
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Figura 4.5: Frequência de Oscilação q-deformado em função do tempo.

Onde τn) é instante de máximo. Um algebrismo simples nos permite escrever para
τ(n):

τ(n) =

exp

[√
m

k
(1− q) (2πn− φ)

]
− 1

(1− q)
=

exp

[√
m

k
(1− q) (2π(n− φ/(2π))

]
− 1

(1− q)
.

(4.96)

Ou simplesmente, como:

τ(n
′) =

exp

[√
m

k
(1− q) (2πn′)

]
− 1

(1− q)
, (4.97)

onde n′ = n− φ/2π.
Como no caso do oscilador conforme, se denotarmos τ(n + 1) como o intervalo de
tempo transcorrido entre dois máximos consecutivos, têm-se:

τn′+1 =

exp

[√
m

k
(1− q) (2π(n′ + 1))

]
− exp

[√
m

k
(1− q) (2π(n′))

]
(1− q)

, (4.98)

o período de oscilação.

Podemos analisar a variação do período, ciclo após ciclo. Para tal fim, tomemos a
razão entre τ(n

′ + 1) e τ(n
′), que pode ser escrita como:

τn′+1

τn′
=

exp

[√
m

k
(1− q) (2π(n′ + 1))

]
− exp

[√
m

k
(1− q) (2π(n′))

]
exp

[√
m

k
(1− q) (2π(n′))

]
− exp

[√
m

k
(1− q) (2π(n′ − 1))

] . (4.99)
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Evidenciando a exponencial, exp

[√
m

k
(1− q) (2π(n′))

]
, no numerador e no deno-

minador da razão em (4.99), resulta finalmente na expressão:

τn′+1

τn′
=

exp

[√
m

k
(1− q) (2π)

]
− 1

1− exp

[
−
√
m

k
(1− q) (2π)

] . (4.100)

Percebe-se que, quando q < 1, a equação (4.100) é maior do que 1 e o período cresce
com o tempo. Quando q > 1, a equação (4.100) é menor do que 1 e o período
decresce com o tempo. Um comportamento similar ao que acontece com o período
definido através de derivadas conformes. Porém, sem a dependência do número de
ciclos n′.

4.2.2.2 Modelos de Osciladores, a partir de Lagrangianas Deformadas não

Duais, Opção 3

Agora serão estudadas equações de osciladores harmônicos oriundas de equações
de Euler-Lagrange, deduzidas através da terceira opção de abordagem variacional para a
lagrangiana da equação (4.44). A Euler-Lagrange em questão é dada pela equação (3.42)
e esta escrita abaixo:

∂L

∂x
− d

dt

[
Ψ(t, p)

∂L

∂DΨtx

]
= 0. (4.101)

Considerando novamente a lagrangiana dada pela equação (4.44 e a equação de
Euler Lagrange (4.130), isso leva a seguinte equação de movimento:

d

dt

[
Ψ2(t, p)

d(x(t))

dt

]
= − k

m
(x(t)). (4.102)

A equação (4.102) conduz a um novo oscilador harmônico deformado, não apenas
com a derivada deformada geral, mas obtido via método variacional da nomeada opção
3. Soluções analíticas para equações nesta forma são, em geral, de difícil obtenção. Por
este motivo, as soluções nas abordagens conforme e q-deformada serão obtidas via método
numérico. O método numérico adotado foi o método de Euler Duplo, que está descrito
no apêndice (F).

É interessante notar que se a massa for dependente do tempo na forma m(t) =
m0Ψ2(x, p), a equação (4.102) assume a forma:

Ψ2(t, p)
d

dt

[
Ψ2(t, p)

d(x(t))

dt

]
= − k

m0

(x(t)). (4.103)

Será visto mais adiante que nas abordagens conforme e q-deformada, reobtêm-se
as equações definidas pela opção 1, com algumas redefinições de parâmetros. A seguir, a
equação (4.102) será apresentada nas abordagens conforme e q-deformada.

• OHS conforme, pela Opção 3:

A equação (4.102) na abordagem conforme, se escreve da seguinte forma:
68



d

dt

[
t2−2αd(x(t))

dt

]
= − k

m
(x(t)). (4.104)

A solução numérica da equação (4.104), via Euler duplo(ver apêndice (F)). Na figura
(4.6) apresentamos o gráfico relativo a solução numérica para essa equação, com a
posição versus tempo.

Figura 4.6: Posição em função do tempo, oscilador Conforme Abordagem 3.

A seguir, será feita a análise de energia para este oscilador. A energia cinética
deformada é dada por:

Tα =
m

2

(
t2−2αd(x(t))

dt

)2

, (4.105)

e a energia potencial:

Uα =
kx2

2
. (4.106)

A energia mecânica do sistema é dada pela soma de Tα e Uα. A mesma rotina
numérica usada para gerar o gráfico da posição em função do tempo, pode ser
usada para gerar os gráficos das energias cinética, potencial e mecânica em função
do tempo, uma vez que a velocidade conforme é calculada como parte da rotina
(ver apêndice (G)). Na figura (4.7), temos quatro gráficos comparando as energias
cinética, potencial e mecânica de um OHS conforme, deformado a partir da opção
3: dois com α < 1 e dois com α > 1.

Nos gráficos (a) e (b) da figura (4.7), temos que a energia cinética e a energia poten-
cial são funções oscilatórias. Sendo que a energia cinética possui valor mínimo igual
à zero e valor máximo aumentando a cada ciclo, enquanto que a energia potencial
possui valor mínimo também zero e o valor máximo diminui a cada ciclo.

O aumento de valor máximo da energia cinética é maior ciclo à ciclo que a queda de
valor máximo da energia potencial, dando origem a uma energia mecânica oscilatória
que entre o tempo de 0 a 3 segundos está em queda e após este tempo começa a
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(a) Energia OHS Usual em função do tempo, α = 0.9 (b) Energia OHS em função do tempo, α = 0.8

(c) Energia OHS em função do tempo,α = 1.1 (d) Energia OHS em função do tempo,α = 1.2

Figura 4.7: Análise de Energia do OHS Conforme Opção 3

apresentar oscilações harmônicas com aumento de amplitude. Como consequência, a
figura (4.6) com α < 1 possui uma queda de amplitude muito maior no primeiro ciclo
que nos demais. O fenômeno oposto para energia cinética e potencial é observado nos
gráficos (c) e (d): nos tempos 0 a 3 segundos ocorre aumento da energia mecânica.
Após isso é observado novamente oscilações com aumento de amplitude. Deste
modo, a figura (4.6) com α > 1 possui um aumento de amplitude muito maior no
primeiro ciclo que nos demais.

Usando o que já conhecemos de casos anteriores, pode-se obter uma solução analítica
para um caso particular, com a massa m = m(t) = m0t

2−2α. Assim, a equação
(4.104) fica reescrita, para esse caso particular, como:

t2−2α d

dt

[
t2−2αd(x(t))

dt

]
= − k

m0

(x(t)). (4.107)

Fazendo α =
1 + β

2
, a equação (4.107) fica escrita:
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t1−β
d

dt

[
t1−β

d(x(t))

dt

]
= − k

m0

(x(t)). (4.108)

Retomando a equação (4.47) e cuja solução analítica foi obtida anteriormente.

• OHS q-deformado, pela Opção 3:

A equação (4.102) na abordagem q-deformada, da seguinte forma:

d

dt

[
(1 + (1− q)t)2 d(x(t))

dt

]
= − k

m
(x(t)). (4.109)

A solução numérica, via Euler duplo(ver apêndice (F) ) pode ser visto no gráfico da
figura (4.8):

Figura 4.8: Posição em função do tempo, para o oscilador q-deformado Abordagem 3.

A seguir, será feita a análise de energia para este oscilador. A energia cinética
q-deformada é dada por:

Tq =
m

2

(
(1 + (1− q)t)2d(x(t))

dt

)2

, (4.110)

e a energia potencial:

Uq =
kx2

2
. (4.111)

A energia mecânica do sistema é dada pela soma de Tq e Uq. A mesma rotina numé-
rica, usada para gerar o gráfico da posição em função do tempo nesta abordagem,
pode ser utilizada para gerar os gráficos das energias cinética, potencial e mecânica
q-deformadas em função do tempo, uma vez que a velocidade q-deformada é calcu-
lada como parte da rotina (ver apêndice (G)). Na figura (4.9), temos quatro gráficos
comparando as energias cinética, potencial e mecânica de um OHS q-deformado
(opção 3): dois com q < 1 e dois com q > 1.
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(a) Energia OHS Usual em função do tempo, q = 0.99 (b) Energia OHS em função do tempo, q = 0.95

(c) Energia OHS em função do tempo,q = 1.01 (d) Energia OHS em função do tempo,q = 1.05

Figura 4.9: Análise de Energia do OHS q-deformado Opção 3

Na figura (4.9), as energias cinética e potencial são funções oscilatórias, possuindo
valor mínimo igual a zero. Nos gráficos (a) e (b) a energia cinética aumenta seu
valor máximo a cada ciclo e a energia potencial reduz. O aumento de valor máximo
da energia cinética é maior ciclo à ciclo que a queda de valor máximo da energia
potencial. O fenômeno oposto para energia cinética e potencial é observado nos grá-
ficos (c) e (d). A energia mecânica q-deformada dual possui características similares
a sua análoga conforme, bem como as consequências quanto a posição.

Como no caso anterior, consideremos uma massa dependente do tempo, caso m =
m(t) = m0 (1 + (1− q)t)2. A equação (4.109) se torna:

(1 + (1− q)t)2 d

dt

[
(1 + (1− q)t)2 d(x(t))

dt

]
= − k

m0

(x(t)). (4.112)

Para o limite de q tendendo a 1, pode-se desconsiderar os termos (1 − q)2. Deste
modo, a equação (4.112) fica escrita:
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(1 + 2(1− q)t) d
dt

[
(1 + 2(1− q)t) d(x(t))

dt

]
= − k

m0

(x(t)). (4.113)

Fazendo q =
1 + q′

2
. A equação (4.113) fornece a nova equação, válida para valores

de q próximos de 1::

(1 + (1− q′)t) d
dt

[
(1 + (1− q′)t) d(x(t))

dt

]
= − k

m0

(x(t)). (4.114)

Notando que apesar dessa equação retomar a forma da equação (4.75), ela é válida
apenas para q próximo de 1.

4.2.2.3 Modelos de Osciladores, a partir de Lagrangianas Deformadas Duais-

Opção 3 do método variacional dual

Consideremos agora uma lagrangiana para um oscilador, em que o termo cinético
está escrito através de uma derivada deformada geral dual. Utilizamos aqui a extensão
do cálculo de variações, para sistemas contendo derivadas deformadas duais, embutidas
nas Lagrangiana. Seja então a seguinte lagrangiana:

L =
m(D̃Ψt(x(t)))2

2
− k(x(t))2

2
. (4.115)

Utilizando a opção 3 do método variacional dual (Cap.3, seção 3.2 ), obtivemos a
equação de Euler-Lagrange (3.55), a qual reescrevemos aqui para maior clareza:

∂L

∂x
−Ψ−1(x, p)

d

dt

[
∂L

∂D̃Ψtx

]
= 0. (4.116)

Considerando então a lagrangiana (4.115), obtêm-se a equação que descreve a
dinâmica desse oscilador, em que a derivada deformada geral, em sua versão dual, está
presente. Ou seja,

Ψ−1(x, p)
d

dt

[
Ψ−1(x, p)

x(t)

dt

]
= −k(x(t)

m
. (4.117)

Especificaremos agora, utilizando a equação (4.117), os casos dos osciladores de-
formados conforme dual e q-deformado dual.

• OHS Conforme Dual:

A equação (4.117), na abordagem conforme dual, pode ser estabelecida como:

xα−1 d

dt

[
xα−1dx(t)

dt

]
= −kx(t)

m
. (4.118)

Para a obtenção de possíveis soluções analíticas da equação (4.118), vamos procurar
por ansatz de soluções, seguindo a linha de raciocínio de equações de autovalores e
autovetores. sabe-se que a q-exponencial reparametrizada é autofunção do operador
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derivada conforme dual , de acordo com as eqs. (2.100) e (2.107). Considerando
essas equações, podemos supor ansatz de soluções na forma:

x = Ae
(iωt+φ)
q=2−α . (4.119)

Substituindo essa proposta de solução na equação que descreve a dinâmica desse
oscilador, equação(4.118), resulta em:

Aα−1
(
e

(iωt+φ)
q=2−α

)α−1 d

dt

[
Aα−1

(
e

(iωt+φ)
q=2−α

)α−1 d

dt
Ae

(iωt+φ)
q=2−α

]
= −kx

m
. (4.120)

Como a amplitude A é independente do tempo, podemos evidenciá-la na equação
(4.120).

A2α−1
(
e

(iωt+φ)
q=2−α

)α−1 d

dt

[(
e

(iωt+φ)
q=2−α

)α−1 d

dt
e

(iωt+φ)
q=2−α

]
= −kx

m
. (4.121)

Uma vez que a equação (4.119) é autofunção do operador derivada conforme dual à
aplicação em sequencia desse operador resulta em:

− ω2A2α−1
[
e

(iωt+φ)
q=2−α

]
= λ2A2(α−1)x = −kx

m
. (4.122)

Para x 6= 0, a equação (4.121) é satisfeita se na condição:

ω2A2(α−1) = k/m. (4.123)

Assim, obtêm-se os possíveis valores para a frequência angular:

ω = ±
√
k

m
A1−α. (4.124)

Este modelo apresenta frequência dependente da amplitude. As possíveis soluções
da equação (4.118) podem ser escritas como:

x = Ae

±i
√√√√ k

m
A1−α

t+φ)

q=2−α . (4.125)

Percebe-se que duas soluções particulares são possíveis para a equação (4.125). Am-
bas se tratam de q-exponenciais complexas, possuindo parte real e parte imaginaria.
Os gráficos da figura (4.10) apresentam as partes reais e imaginarias da solução dada
por ω positivo:

As funções trigonométricas q-deformadas, que dão origem as curvas acima, podem
ser vistas na referência (BORGES, 2004a). Porém as partes reais e imaginarias da
equação (4.125), em separado, não são soluções da equação (4.117). Então pode-se
trabalhar paralelamente utilizando métodos numéricos para se obter uma solução
da equação (4.117). O método numérico escolhido foi o método Euler duplo, sendo
a solução gerada por ele pode ser vista na figura (4.11).
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(a) Parte Real (b) Parte Imaginaria

Figura 4.10: Parte Real e Imaginaria da Solução Analítica do OHS conforme dual Opção
3

Figura 4.11: Posição em função do tempo, para o oscilador Conforme Dual.

A seguir será feita a análise de energia para este oscilador. A energia cinética
conforme dual é dada por:

T̃α =
m

2

(
xα−1d(x(t))

dt

)2

, (4.126)

e a energia potencial conforme dual:

Ũα =
kx2

2
. (4.127)

A energia mecânica do sistema é dada pela soma das energias cinética conforme
dual e pela energia potencial conforme dual. A mesma rotina numérica usada para
gerar o gráfico da posição em função do tempo nesta abordagem, pode ser usada
para gerar os gráficos dessas energias em função do tempo, uma vez que a velocidade
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conforme dual é calculada como parte da rotina (ver apêndice (G)). Na figura (4.12),
temos quatro gráficos comparando as energias cinética, potencial e mecânica de um
OHS conforme dual (opção 3): dois com α < 1 e dois com α > 1.

(a) Energia OHS em função do tempo, α = 0.9 (b) Energia OHS em função do tempo, α = 0.7

(c) Energia OHS em função do tempo,α = 1.1 (d) Energia OHS em função do tempo,α = 1.3

Figura 4.12: Análise de Energia do OHS Conforme Dual Opção 3

Os gráficos da figura (4.12) apresentam energias cinéticas e potenciais que, em de-
terminados intervalos, assumem valores negativos. O que é uma inconsistência física
do modelo e ocorreu devido ao fato de, tanto a velocidade conforme dual quanto a
posição serem funções complexas.

• OHS q-deformado Dual:

A equação (4.117) na abordagem q-deformada é:

1

(1 + (1− q)x)

d

dt

[
1

(1 + (1− q)x)

dx(t)

dt

]
= −kx(t)

m
. (4.128)

A equação (2.112) é autofunção do operador q-derivada dual. Então pode-se propor
ansatz de solução na forma:
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x =
exp (λt)

(A−1 + (1− q))− (1− q) exp (λt)
. (4.129)

A substituição da equação (4.129) na equação (4.128), resulta em:

λ2x(t) = −kx(t)

m
. (4.130)

Que para x 6= 0 é satisfeita por:

λ2 = − k
m
. (4.131)

As possíveis soluções ficam:

x(t) =

exp

(
±
√
k

m
it

)

(A−1 + (1− q))− (1− q) exp

(
±
√
k

m
it

) . (4.132)

Levando a duas soluções que satisfazem (4.128). Ambas possuem exponenciais com-
plexas, possuindo parte real e parte imaginaria. Os gráficos da figura (4.13) apre-
sentam as partes reais e imaginarias da solução dada por λ positivo:

(a) Parte Real (b) Parte Imaginaria

Figura 4.13: Parte Real e Imaginaria da Solução Analítica do OHS q-deformado dual
Opção 3

As partes reais e imaginarias da equação (4.125), em separado, não são soluções
da equação (4.128). Então pode-se trabalhar paralelamente utilizando métodos
numéricos para se obter uma solução da equação (4.128), e a solução gerada por ele
pode ser vista na figura (4.14).

A seguir, será feita a análise de energia para este oscilador. A energia cinética
q-deformada dual é dada por:
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Figura 4.14: Posição em função do tempo, para o oscilador q-deformado Dual.

T̃q =
m

2

[(
1

(1 + (1− q)x)

)
d(x(t))

dt

]2

, (4.133)

e a energia potencial:

Ũq =
kx2

2
. (4.134)

A energia mecânica do sistema é dada pela soma das energias cinética e potencial
q-deformada duais. A mesma rotina numérica usada para gerar o gráfico da posição
em função do tempo nesta abordagem, pode ser usada para gerar os gráficos dessas
energias, uma vez que a velocidade q-deformada dual é calculada como parte da
rotina (ver apêndice (G)). Na figura (4.15), temos quatro gráficos comparando as
energias cinética, potencial e mecânica de um OHS q-deformado dual (opção 3):
dois com q < 1 e dois com q > 1.

Os gráficos da figura (4.15), mostram que o sistema em questão conserva energia
mecânica. As energias cinética e potencial q-deformadas duais apresentam variações
de frequência de oscilação de forma cíclica e, como consequência disso, o gráfico da
posição no tempo apresentado na figura (4.14) apresenta variações de frequência de
oscilação e não de amplitude.

No apêndice (G) podem ser encontradas as rotinas numéricas utilizadas nessa seção.

Na próxima seção, tratará de uma aplicação em radiobiologia. Onde serão apre-
sentados modelos deformados e deformados duais para o calculo do fator de sobrevivência
de células cancerígenas sujeitas a radiação.
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(a) Energia OHS em função do tempo, q = 0.7 (b) Energia OHS em função do tempo, q = 0.4

(c) Energia OHS em função do tempo,q = 1.3 (d) Energia OHS em função do tempo,q = 1.6

Figura 4.15: Análise de Energia do OHS q-Deformado Dual Opção 3

4.3 Modelos deformados para Fator de Sobrevivência de Células

Cancerígenas

Em radiobiologia é importante saber a fração de celulas que sobrevive após a
aplicação de uma determinada dose D de radiação. Esta fração recebe o nome de fator
de sobrevivência (Fs)(WEBERSZPIL; SOTOLONGO-COSTA, 2017). Nesta seção serão
apresentados e discutidos modelos deformados para Fs de células cancerígenas, sujeitas a
radiação. A dose mínima de radiação para aniquilação da célula cancerígena, D0, é a dose
acima da qual nenhuma célula sobrevive (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010). Ou seja,
a dose D é uma fração da dose D0. Na referência (SOTOLONGO-GRAU et al., 2011),
existem valores tabelados de D0 para diferentes tipos de radiação, aplicadas a diferentes
tipos de tecido. Nesse contexto, iremos introduzir uma dose normalizada, x = D/D0.
Com o objetivo de embasar o leitor, primeiro serão abordados modelos usuais presentes
na literatura. Em seguida, serão tratados modelos com derivadas deformadas e derivada
deformadas duais.
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4.3.1 Modelos Usuais

Na literatura é possível encontrar modelos usuais para o cálculo do Fs. Dentre
esses modelos, temos o modelo linear e o modelo linear quadrático. Estes modelos serão
discutidos a seguir.

Modelo linear (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010):
Esse modelo foi desenvolvido a partir de mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs

(BG). No referido modelo, a quantidade de células sobreviventes, N(x), após uma aplica-
ção de uma dose x de radiação, pode ser calculada pela equação diferencial que representa
o decaimento de células cancerígenas:

dN(x)

dx
= −aN(x). (4.135)

Com a condição inicial N(0) = N0, onde N0 é a quantidade da células antes da
aplicação da radiação, a equação (4.135) pode ser resolvida por separação de variáveis.
Desse modo:

dN(x)

N(x)
= −adx. (4.136)

Integrando a equação (4.136), obtêm-se:

ln(N(x)) = −ax+ c. (4.137)

Aplicando a condição inicial, resulta que a constante c será dada por:

ln(N0) = c. (4.138)

A equação final para o número de células sobreviventes em função da dose de
radiação aplicada, resulta em:

N(x) = exp (−ax+ ln(N0)) = N0 exp (−ax) . (4.139)

Uma vez que a quantidade de células é da ordem do número de Avogadro, é mais
simples trabalhar com a fração de células sobreviventes após a aplicação da radiação, que
é o fator de sobrevivência Fs, a fração Fs resulta da equação (4.140) como:

Fs =
N(x)

N0

= e−ax. (4.140)

Nesse modelo, os efeitos da radiação são cumulativos, ou seja, a aplicação de duas
doses de radiação em separado é aquivalente a aplicação de uma quantidade de radiação
igual a soma delas. O modelo linear é eficaz para tratar dados experimentais relacionados
apenas a alguns tecidos e para pequenas doses de radiação (SOTOLONGO-GRAU et al.,
2010). Outro modelo existente na literatura é o modelo linear quadrático, cujo fator de
sobrevivência, Fs2, dado por:

Fs2 = e−ax+bx2 . (4.141)

Para doses moderadas, esse modelo se ajusta mais adequadamente o dados expe-
rimentais. Porém, nenhum dos dois modelos descreve bem os efeitos para altas doses.
O que idicaria a possibilidade de elaboração de modelos mais robustos para abordar o
problema em questão (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010).
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A seguir, são apresentados modelos deformados para o fator de sobrevivência Fs.
Primeiro, com o modelo deformado generalizado, Fsp e, a partir dele, os modelos conforme
Fsα e q-deformado Fsq. Após a apresentação dos modelos deformados não duais, serão
apresentados modelos deformados duais.

4.3.2 Modelos Deformados

Na sequência, serão apresentados modelos deformados para o fator de sobrevivên-
cia. Tendo em conta a eq. (4.135), a derivada usual será substituída por uma deformada,
em cada uma da abordagens consideradas nesta dissertação. Cada modelo assim obtido
será comparado com aqueles existentes na literatura, bem como com dados experimentais.

4.3.2.1 Modelos com Derivadas Deformada não Duais

Aqui serão abordados modelos deformados de fator de sobrevivência, começando
com o modelo deformado generalizado. A partir dele, serão apresentados os resultados na
abordagem conforme e na q-deformada.

A substituição da derivada usual pela derivada deformada generalizada na equação
(4.135), leva a seguinte equação:

Ψ(x, p)
dN(x)

dx
= −λN(x). (4.142)

Com a condição inicial N(0) = N0.
Como já sabemos, autofunção do operador derivada deformada generalizada é dada

pela equação (2.25). Tendo em conta esse conhecimento, a solução da equação (4.142)
pode ser escrita como:

N(x) = N0 exp

(
−λ
∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx

)
. (4.143)

O fator de sobrevivência deformado generalizado, Fsp, pode então ser escrito como:

Fsp =
N(x)

N0

= exp

(
−λ
∫ x

0

(Ψ(x, p))−1dx

)
. (4.144)

Espera-se que para qualquer abordagem deformada, a equação (4.144) seja igual
ao fator de sobrevivência usual Fs, no limite p → 1. A seguir, analisaremos os modelos
oriundo da equação (4.144) em cada abordagem deformada não dual, isto é, tanto na
abordagem conforme quanto na q-deformada.

• Fator de sobrevivência conforme Fsα.

O fator de sobrevivência conforme pode ser obtido, considerando a equação (4.144),
na abordagem correspondente à equação (2.27).

Fsα =
N(x)

N0

= exp

(
−λ
∫ x

0

xα−1dx

)
. (4.145)

Resolvendo a integral na eq.(4.168), têm-se o fator de sobrevivência:
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Fsα =
N(x)

N0

= exp

(
−λx

α

α

)
. (4.146)

O modelo linear é reobtido quando α = 1. Expandindo −λx
α

α
em série de Taylor

usual, em torno de x = 1, e até a segunda ordem, obtêm-se:

Fsα = Ce

−λ(1−(α−1))x−λ
(α− 1)

2
x2


. (4.147)

Onde C = exp

(
−λ
(

1

α
− 1− (α− 1)

2

))
. O resultado para Fs é proporcional ao

fator de sobrevivência Fs2 do modelo linear quadrático. Percebe-se então que o
modelo conforme possui tanto o modelo linear quanto o linear quadrático, como
casos particulares.

O gráfico relativo à equação (4.146) está representado na figura (4.146). Através
dele, são realizadas comparações gráficas entre o modelo aqui proposto e os dados
experimentais, referentes à aplicação de diversos tipos de radiação em células de rim
humano. Os parâmetros utilizados para o ajuste de dados no modelo foram α =
1.359 e λ = 22.2 e Constata-se uma boa aproximação com os dados experimentais.

Figura 4.16: Fator de sobrevivência conforme para células de rim humano.

A desvantagem deste modelo, é não assumir valor nulo quando a dose normalizada
x = D/D0 for igual a 1. Ou seja, a dose mínima de aniquilação, neste modelo ainda
deixaria células vivas, para qualquer que fosse o α. Deste modo é esperado que o
modelo falhe para doses muito altas.

• Fator de sobrevivência q-deformado.

O fator de sobrevivência q-deformado pode ser obtido pela equação (4.144) na abor-
dagem q-deformada. Nesse contexto, podemos reescrever a equação (4.144), usando
a equação (2.30):
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Fsq =
N(x)

N0

= exp

(
−λ
∫ x

0

1

(1 + (1− q)x)
dx

)
. (4.148)

A integral da equação (4.148) pode ser resolvida por substituição simples, com
u = 1 + (1− q)x e du = (1− q)dx. Obtemos então,

Fsq = exp

(
−λ

(1− q)

∫ u

1

1

(u)
du

)
. (4.149)

Resolvendo a integral, obtêm-se:

Fsq = exp

(
−λ ln(u)

(1− q)

)
. (4.150)

Explicitando u na equação (4.150):

Fsq = exp

(
−λ ln(1 + (1− q)x)

(1− q)

)
. (4.151)

O que resulta no fator de sobrevivência q-deformado, que de fato é uma q-exponencial
elevada a um parâmetro "λ".

Fsq = exp
(
ln
(
(1 + (1− q)x)−λ/(1−q)

))
= (1 + (1− q)x)−λ/(1−q). (4.152)

Na figura (4.17) pode ser visto o gráfico da equação, em comparação com dados
experimentais referentes a vários tipos de radiação, aplicadas em células de rim
humano. No gráfico, foram foi utilizado q = 2 e λ = 8.8. A curva gerada mostrou
uma boa aproximação com os dados utilizados.

Figura 4.17: Fator de sobrevivência q-Deformado para células de rim humano.

A equação (4.152) retoma o resultado encontrado na referência (SOTOLONGO-
GRAU et al., 2010), quando q = 2 e a constante λ é identificada como o parâmetro
γ:
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Fs = (1− x)γ. (4.153)

Pode também ser visto na referência (WEBERSZPIL; SOTOLONGO-COSTA,
2017), o modelo deformado gerado através do operador q-derivada escalada:

Fs = (1 + k(1− q)x)−λ/(k(1−q)). (4.154)

Redefinindo k(1− q) = −1 e −λ/(1− q) = γ, a equação (4.154) também retoma o
modelo encontrado na referência (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010).

A seguir os modelos deformados duais.

4.3.2.2 Modelos Deformados com Derivadas Duais

Agora serão apresentados modelos deformados duais. Estes modelos serão gerados
a partir da substituição do operador derivada usual no modelo linear, dado pela equação
(4.135), por operadores duais de derivada. O que leva a seguinte equação:

Ψ−1(N(x), p)
dN(x)

dx
= −λN(x). (4.155)

A solução da equação (4.155) pode ser obtida através da equação (2.102).∫ N(x)

N0

Ψ−1(N(x), p)

N(x)
dN(x) = −λx. (4.156)

A solução dessa equação depende da forma do pré-fator Ψ(N(x), p). Na sequência,
determinaremos o fator de sobrevivência, nas abordagens duais conforme e q-deformada.

• Fator de Sobrevivência conforme dual.

A solução da equação (4.156), na abordagem conforme, é dado pela equação (2.105),
sendo escrita aqui como:

N(x) =
(
−(α− 1)λx+Nα−1

0

)1/α−1
. (4.157)

A partir da equação (4.157), pode-se obter o fator de sobrevivência, no modelo
conforme dual:

Fsdα =
N(x)

N0

=

(
−(α− 1)λx+Nα−1

0

)1/α−1

N0

. (4.158)

Evidenciando na (4.158) o termo N0
α−1:

Fsdα =
N(x)

N0

= N0

(
−(α− 1)λ

Nα−1
0

x+ 1

)1/α−1

N0

=

(
1− (α− 1)λ

Nα−1
0

x

)1/α−1

. (4.159)

Pode-se mostrar que a equação (4.159) converge para a equação (4.140), no limite
α→ 1.
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Na figura (4.18) é apresentado o gráfico dá equação (4.159) em comparação com
dados experimentais referentes a diferentes tipos de radiação, aplicadas a células
de rim humana. A curva foi gerada com (α − 1)λ/Nα−1

0 = 1 e 1/α− 1 = 8.8.
Mostrando o mesmo resultado obtido na abordagem q-deformada.

Figura 4.18: Fator de sobrevivência conforme dual para células de rim humano.

Na equação (4.159), fazendo (α−1)λ/Nα−1
0 = 1 e 1/α− 1 = γ, retomando a equação

antes deduzida na referência (SOTOLONGO-GRAU et al., 2010).

Fsdα = (1− x)γ . (4.160)

• Fator de Sobrevivência q-deformado dual.

A solução da equação (4.156) na abordagem q-deformada dual é dada pela equação
(2.112). Desse modo:

N(x) =
e−λx

(N−1
0 + (1− q))− (1− q) exp (−λx)

. (4.161)

Dividindo ambos os membros da equação (4.161) por N0, obtêm -se o fator de
sobrevivência q-deformado dual:

Fsdq =
N(x)

N0

=
e−λx

1 +N0(1− q)−N0(1− q) exp (−λx)
. (4.162)

Que é exatamente a equação (4.140) quando q = 1. Uma vez que N0 é um número
muito grande, por simplicidade será feito a = N0(1 − q). Deste modo a equação
(4.162) fica reescrita:

Fsdq =
N(x)

N0

=
e−λx

1 + a− a exp (−λx)
. (4.163)

O gráfico relativo à equação (4.163) está apresentado na figura (4.19). Os parâmetros
utilizados foram (4.19) a = −0.8 e λ = 16, Não apresentando boa aproximação para
doses baixas, porém para doses intermediarias apresenta boa aproximação.

85



Figura 4.19: Fator de sobrevivência q-Deformado Dual.

Nesse modelo, assim como ocorre com o modelo conforme, o fator de sobrevivência
não é nulo quando x = 1, ou seja de acordo com este modelo a aplicação da dose
mínima de radiação ainda deixaria células sobreviventes. Indicando falha para doses
muito próximas de D0.

Na próxima seção serão abordados modelos deformados para reologia dos fluidos.

4.4 Modelos Deformados para Reologia dos Fluidos

Reologia dos fluidos é o estudo das deformações causadas em fluidos , os quais
sofrem a ação de uma tensão. Uma importante característica dos fluidos, no que tange ao
estudo de suas deformações, é a viscosidade µ. Se a viscosidade do fluido não varia quando
o fluido esta sujeito a tensão, o mesmo é dito newtoniano. Se a viscosidade varia, é dito
não newtoniano (CENGEL, 2010). Para fluidos não newtonianos, quando a viscosidade
aumenta com o tempo de aplicação da tensão, diz-se que o fluido é reopético. Quando a
viscosidade diminui com o tempo de aplicação da tesão, o fluido é tixotrópico (WHITE,
1962).

Um famoso modelo da literatura, para o estudo da deformação de fluidos sujeitos
a tensão, é o modelo de Newton("Newton dashpot") (SU; CHEN; XU, 2017). A equação
que descreve esse modelo é:

γ = µ
dε

dt
, (4.164)

onde γ é a tensão de cisalhamento, µ é a viscosidade e
dε

dt
é a taxa de deformação no

tempo.
Esse modelo é utilizado para estudo de deformações em fluidos newtonianos. A se-

guir serão apresentados e discutidos modelos deformados, gerados a partir da substituição
da derivada usual, na equação (4.164), por derivadas deformadas.
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4.4.1 Modelos Deformados não Duais

Agora serão apresentados modelos deformados para a reologia de fluidos sujeitos
a tensão. Começando pelo modelo deformado generalizado, que resulta da substituição
da derivada usual na equação (4.164) pela derivada deformada generalizada. Esta parte
do trabalho se baseia na referência (SU; CHEN; XU, 2017), onde os autores apresentam
um modelo deformado através de derivadas estruturais. Assim sendo, a equação que
representa esse modelo com derivada deformada geral, pode ser escrita como:

γ = ηΨ(t, p)
dε

dt
= µp(t)

dε

dt
. (4.165)

Onde µp(t) = ηΨ(t, p) é a viscosidade do fluido. Nesse modelo generalizado, a
viscosidade deformada do fluido depende do tempo de aplicação da tensão sobre o mesmo.

Agora serão apresentados modelos dados pela equação (4.165) , nas abordagens
conforme e q-deformada.

• Tensão de Cisalhamento Conforme

Considerando agora a abordagem com derivadas conformes, a equação (4.165) pode
ser reescrita como:

γ = ηt1−α
dε

dt
= µα(t)

dε

dt
. (4.166)

Onde a viscosidade µα é:

µα(t) = ηt1−α. (4.167)

Na figura (4.20), pode ser visto o gráfico relativo à equação (4.167) que descreve a
viscosidade deformada, dependente do tempo de aplicação da tensão sob o fluido.

Figura 4.20: Viscosidade Conforme.

No gráfico da figura 4.20 pode-se ver que para α < 1 ocorre reopexia, e quando
α > 1, a tixotropia. Além disso, de acordo com o gráfico, para tempo no limite
t→ 0, a viscosidade tende a infinito para fluidos tixotrópicos. Em outras palavras,
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não ocorre deformação instantânea neste tipo de fluido. Para fluidos que possuem
reopexia, a viscosidade é nula em t = 0, de modo que a mínima tensão exercida
é o suficiente para gerar deformação . Desse modo, com o passar do tempo, a
viscosidade aumenta, tendendo a infinito para t→∞.

• Tensão de Cisalhamento q-deformada

A equação (4.165) na abordagem q-deformada, se escreve:

γ = η (1 + (1− q)t) dε
dt

= µq(t)
dε

dt
. (4.168)

Aqui, a viscosidade µq pode ser escrita:

µq(t) = η (1 + (1− q)t) . (4.169)

O gráfico da viscosidade deformada, como uma função linear do tempo (representada
pela equação (4.169), pode ser visto na figura (4.21):

Figura 4.21: Viscosidade q-deformada.

De maneira análoga ao que ocorreu para o caso anterior, aqui o comportamento
é semelhante, mas tendo em conta o parâmetro q. Assim, para q < 1 têm-se a
reopexia, e para q > 1, a tixotropia. Porém a viscosidade inicial é a mesma para
qualquer parâmetro q.

4.4.2 Modelos Deformados Duais

Sejam agora modelos gerados pela substituição da derivada usual na equação
(4.164), por derivadas deformadas duais. Como em aplicações anteriores, consideraremos
primeiramente o modelo com derivadas deformadas generalizadas duais. Deste modo:

γ = ηΨ(ε, p)
dε

dt
= µp(ε)

dε

dt
. (4.170)

Onde µp(ε) = ηΨ(ε, p) é a viscosidade do fluido. No modelo considerado nessa se-
ção, a viscosidade depende da deformação sofrida pelo fluido sujeito a tensão. Importante
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lembrar que a deformação é dependente do tempo e, por conseguinte, a viscosidade tem
dependência temporal.

Especificaremos na sequência como ficam os modelos associados à equação (4.170),
nas abordagens conforme e q-deformada.

• Tensão de Cisalhamento Conforme Dual

A equação (4.173) na abordagem conforme dual pode ser estabelecida como:

γ = ηεα−1dε

dt
= µa(ε)

dε

dt
. (4.171)

Nesse caso, a viscosidade generalizada depende da própria deformação e pode ser
estabelecida como:

µa(ε) = ηεα−1. (4.172)

Na figura (4.22), está o gráfico da viscosidade em função da deformação. Onde
pode ser visto que nesta abordagem a viscosidade cai com o aumento da deformação
quando α < 1. E aumenta com a deformação quando α > 1.

Figura 4.22: Viscosidade Conforme Dual em Função da Deformação.

• Tensão de Cisalhamento q-deformada Dual

A equação (4.173) na abordagem q-deformada dual é:

γ = η
1

(1 + (1− q)ε)
dε

dt
= µq(ε)

dε

dt
. (4.173)

Aqui, como no caso anterior, a viscosidade depende da deformação, sendo dada por:

µa(ε) =
η

(1 + (1− q)ε)
. (4.174)

Na figura (4.22), está o gráfico da viscosidade em função da deformação. Onde
pode ser visto que nesta abordagem a viscosidade cai com o aumento da deformação
quando q < 1. E aumenta com a deformação quando q > 1.
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Figura 4.23: Viscosidade q-Deformada Dual em Função da Deformação.

Em ambos as abordagens duais, a variação temporal da viscosidade depende do
forma da função que define a deformação ε sofrida. São modelos não newtonianos.
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5 CONCLUSÕES

Essa dissertação objetivou apresentar e estudar derivadas deformadas, bem como
indicar algumas aplicações.

Houve o esforço para introduzir esse ferramental de maneira mais sólida, tendo
como base o mapeamento no contínuo fractal e o conceito de derivadas de Gateux gene-
ralizadas.

Fazendo um breve recordatório sobre os temas apresentados, pode-se destacar a
sequência de capítulos e seu focos. O primeiro capítulo foi destinado a introduzir o assunto
e justificar a utilização das derivadas deformadas. Para isso, a geometria fractal e o mape-
amento no fractal continuum foram brevemente discutidos. O capítulo dois se destinou a
apresentação dos operadores deformado. Foi introduzido o conceito de derivada deformada
generalizada, e a partir dele os operadores derivada conforme e q-derivada foram especi-
ficados. Os operadores duais, associados aos operadores conforme e q-deformado foram
abordados. Uma vez apresentados os operadores, foram apresentadas funções deformadas
para ambas as abordagens. Equações de autovalores e suas respectivas autofunções forma
estudadas. As autofunções resultantes foram de papel crucial para a solução de equações
dos modelos, no capítulo de aplicações. No terceiro capítulo, as abordagens variacionais,
com utilização de derivadas deformadas e deformadas duais, foram apresentadas, e a par-
tir delas foram apresentadas equações de Euler-Lagrange deformadas e deformadas duais.
Tendo sido definidos os operadores e as equações de Euler-Lagrange, o capítulo seguinte
abordou quatro aplicações, que foram:

• Segunda Lei de Newton e Cinemática;

• Oscilador Harmônico Simples;

• Fator de Sobrevivência de Células cancerígenas;

• Reologia dos Fluidos;

As duas aplicações iniciais consistiram no estudo de sistemas onde o modelo usual
possui uma lagrangiana conhecida, e por isso os modelos deformados foram gerados via
abordagem variacional. As demais aplicações abordaram sistemas onde o modelo usual
não possui lagrangiana conhecida. Por este motivo, os modelos deformados foram gerados
a partir da substituição das derivadas usais por derivadas deformadas e deformadas duais.

No que se refere às deformações da cinemática, da segunda lei de Newton e do
oscilador harmônico simples, foram realizados estudos da dinâmica de uma partícula que
se desloca em meios com métrica fractal. No sentido de uma primeira investigação, foi
estudado um modelo simplificado para uma cinemática deformada. Através do método
variacional com derivadas deformadas embebidas nas lagrangianas, particularmente com
as opções que nomeamos, opção 1 e opção 3, obtivemos possíveis deformações da se-
gunda lei de Newton. Consequentemente, uma redefinição de força deformada emergiu.
No modelos estudados, conjecturamos que a interação com o meio altera a dinâmica
do sistema, de modo que existe uma aceleração mesmo na ausência de forças externas
explícitas. Analogamente ao caso da segunda lei de Newton, modelos deformados de os-
ciladores foram propostos, a partir de lagrangianas com derivadas deformadas conforme
e q-deformada, assim como as suas formas duais. Analogamente ao caso da segunda lei



de Newton, modelos deformados de osciladores foram propostos, a partir de lagrangianas
com derivadas deformadas conforme e q-deformada, assim como as suas formas duais.
Alguns modelos apresentaram frequência dependente do tempo, outros com frequência
dependente da amplitude. Característica de osciladores forçados e/ou amortecidos . E
por fim, outros apresentaram comportamentos oscilatórios complexos como é o caso dos
modelos deformados duais.

Na sequência das aplicações, foram estudados modelos com derivadas deformadas
para o fator de sobrevivência de células cancerígenas, as quais estavam sujeitas à radia-
ção. Alguns modelos recuperam o modelo proposto por Sotolongo-Grau (WEBERSZPIL;
SOTOLONGO-COSTA, 2017; SOTOLONGO-GRAU et al., 2010; SOTOLONGO-GRAU
et al., 2011) que apresentou grande concordância experimental. Por fim, nessa amos-
tragem de aplicações, aspectos de reologia foram estudados. Os modelos deformados e
deformados duais indicaram comportamento de fluidos não newtonianos, em especial, a
viscosidade varia no tempo de aplicação da tensão. Apresentaram a reopexia e a tixotro-
pia.

Nosso trabalho consistiu em apresentar os operadores, abordagens variacionais e
as aplicações acima citadas. Para futuros trabalhos, indicamos a possibilidade de apli-
cações e estudos em mecânica quântica, como por exemplo, em problemas com massa
dependente da posição (no apêndice (E) foi apresentada uma dinâmica Newtoniana, com
massa dependente da posição). Também sob o contexto de sistemas complexos e com o
uso do ferramental matemático das derivadas deformadas, pretende-se estudar problemas
associados à mecânica estatística generalizada, dentre possibilidade que se abrem nesse
contexto de estudo de fenômenos complexos.
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7 APÊNDICE



APÊNDICE A – MÉTODO VARIACIONAL USUAL

A.1 Método Variacional Usual

Nesta seção será deduzida a equação de Euler-Lagrange para um funcional de ação
J referente a uma lagrangiana L.Uma ação definida por uma integral usual é dada por:

J(y, y′) =

∫ x2

x1

L(x, y, y′)dx. (7.1)

Com y satisfazendo as condições de contorno:

y(x1) = y1 e y(x2) = y2. (7.2)

Seja y o conjunto das curvas diferenciáveis que passam por (x1, y1) e (x2, y2),
procura-se a função y∗ que minimiza o funcional J(y, y′). Deste modo, pode-se relaci-
onar uma função geral y com a função objetivo y∗, pela seguinte expressão:

y = y∗+ εη(x). (7.3)

Onde ε é um parâmetro arbitrário real e η(x) é uma função diferenciável que se
anula em x1 e x2:

η(x1) = η(x2) = 0. (7.4)

Estas condições para a função η(x), garantem que o conjunto de curvas diferen-
ciáveis y passe pelos pontos extremos (x1, y1) e (x2, y2). A diferença entre cada curva de
y é o parâmetro ε, de modo que quando ε = 0 temos, y = y∗ e o funcional J(y, y′) será
minimizado.

A derivada de y em primeira ordem em relação a variável independente, x, é:

y′ = y∗′ + εη′(x), (7.5)

Assim sendo, as funções y e y′ são dependentes de ε, o que implica em poder tratar
a ação como se dependesse apenas de ε. Deste modo o problema se reduz a otimização
de uma função de uma variável Φ(ε) = J(y, y′). Lembrando que Φ(ε) possui um extremo
em ε = 0 (LEMOS, 2007), uma vez que neste ponto y = y∗. Desse modo:(

dΦ(ε)

dε

)
ε=0

=

∫ x2

x1

(
d

dε
L(x, y, y′)

)
ε=0

dx = 0. (7.6)

Na equação (7.6), aplicando a regra da cadeia, assim temos:∫ x2

x1

(
∂L

∂y

dy

dε
+
∂L

∂y′
dy′

dε

)
ε=0

dx = 0. (7.7)

Na equação (7.7), explicitando y e y′:∫ x2

x1

(
∂L

∂y

d

dε
(y ∗+εη(x)) +

∂L

∂y′
d

dε
(y∗′ + εη′(x))

)
ε=0

dx = 0. (7.8)

Na equação (7.8), resolvendo as derivadas em função de ε:



∫ x2

x1

(
∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂y′
η(x)′

)
ε=0

dx = 0. (7.9)

Ou ainda: ∫ x2

x1

∂L

∂y
η(x) +

∂L

∂y′
η(x)′dx = 0. (7.10)

Na equação (7.10), aplicando a regra da soma para integrais, resulta em:∫ x2

x1

∂L

∂y
η(x)dx+

∫ x2

x1

∂L

∂y′
η(x)′dx = 0.. (7.11)

Na equação (7.11), aplicando integração por partes na segunda integral, com u =
∂L

∂y′
e dv = η(x)′: ∫ x2

x1

∂L

∂y
η(x)dx+

∂L

∂y′
η(x) |x2x1 −

∫ x2

x1

η(x)
d

dx

∂L

∂y′
dx = 0. (7.12)

Uma vez que η(x) se anula nos extremos, a equação (7.12) torna-se:∫ x2

x1

∂L

∂y
η(x)dx−

∫ x2

x1

η(x)
d

dx

∂L

∂y′
dx = 0. (7.13)

Ou ainda: ∫ x2

x1

η(x)
∂L

∂y
− η(x)

d

dx

∂L

∂y′
dx = 0. (7.14)

Na equação (7.14), colocando η(x) em evidência, obtêm-se:∫ x2

x1

η(x)

[
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′

]
dx = 0. (7.15)

Segundo o Lema Fundamental do Cálculo das Variações, uma vez que η(x) é uma
função continua qualquer que se anula nos extremos, esta integral se anula apenas se:

∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′
= 0 (7.16)

Que é a equação de Euler-Lagrange para um funcional cuja lagrangiana depende da variá-
vel dependente y e de sua derivada y′. Aqui, para uma variável independente, x. O mesmo
raciocínio pode ser utilizado para se obter a equação de Euler-Lagrange para funcionais
mais complexos.
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APÊNDICE B – CINEMÁTICA NAS ABORDAGENS CONFORME E

q-DEFORMADAS OPÇÃO 1 E CINEMÁTICAS DEFORMADAS OPÇÃO 3

B.1 MRU Conforme Opção 1

A equação (4.29) na abordagem conforme assume a seguinte forma:

x(t) = v

∫ t

0

tα−1dt+ x(0) = v
tα

α
+ x(0) = vtα + c. (7.1)

Onde tα é um tempo deformado conforme. Este resultado pode ser encontrado na
referência (CHUNG, 2015).

O gráfico da equação (7.1) pode ser visto na figura (7.1).

Figura 7.1: Posição em Função do Tempo no MRU Conforme Opção 1 .

Pode ser visto pelo gráfico da figura (7.1) que as curvas deformadas, com α < 1,
começam acima da curva usual. Com o passar do tempo as mesmas se aproximam da
curva usual até o momento em que se cruzam com a mesma e seguem abaixo dela. O
fenômeno oposto ocorre com as curvas α > 1. Fisicamente quando α < 1 é como se o
meio aumentasse a velocidade da partícula nos instantes iniciais e após isso começasse a
impor uma especie de atrito viscoso. Reduzindo a velocidade da partícula. A situação
oposta ocorre quando α > 1.

A seguir será apresentado o MRU q-deformado.



B.2 MRU q-Deformado Opção 1

A equação (4.29) na abordagem q-deformada assume a forma:

x(t) = v

∫ t

0

1

(1 + (1− q)t)
dt+ x(0). (7.2)

A integral da equação (7.2) pode ser resolvida por substituição simples. Fazendo
u = (1 + (1− q)t) e du = (1− q)dt, obtêm-se:

x(t) = v

∫ u

1

1

u

du

1− q
+ x(0) = v

ln(u)

1− q
+ x(0). (7.3)

Explicitando u:

x(t) = v
ln(1 + (1− q)t)

1− q
+ x(0) = v ln

[
(1 + (1− q)t)1/(1−q)]+ x(0)]. (7.4)

Ou ainda:

x(t) = v ln
[
etq
]

+ x(0) = vtq + x(0). (7.5)

Onde tq é um tempo q-deformado. Sobre números q-deformados o leitor pode
cosultar a referência (COSTA, 2015). O gráfico da equação (7.5) pode ser visto na figura
(7.2).

Figura 7.2: Posição em Função do Tempo no MRU q-Deformado Opção 1 .
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Observa-se que as curvas deformadas, com q < 1, seguem se afastando por baixo
da curva usual e as curvas com q > 1 se afastam por cima. fisicamente quando q < 1 o
meio impõe resistência ao movimento e quando q > 1 o meio haje de forma a acelerar o
movimento.

B.3 MRUV Conforme Opção 1

A equação (4.32) na abordagem conforme assume a forma:

vα(t) = a

∫ t

0

tα−1dt+ v(0) = a
tα

α
+ v(0) = atα + v(0). (7.6)

Este resultado pode ser encontrado na referência (CHUNG, 2015). O gráfico da
equação (7.6) pode ser visto na figura (7.3).

Figura 7.3: Velocidade em Função do Tempo no MRUV Conforme Opção 1.

Pode ser visto pelo gráfico da figura (7.3), que as curvas deformadas, com α < 1,
começam acima da curva usual. Com o passar do tempo as mesmas se aproximam da
curva usual até o momento que se cruzam com a mesma e seguem abaixo dela. O fenômeno
oposto ocorre com as curvas α > 1. fisicamente quando α < 1 no inicio do movimento
o meio dá um acréscimo a aceleração que o sistema teria se tivesse isolado e após isso
começa a presentar resistência ao movimento. O oposto ocorre com α > 1.

A equação (4.34) na abordagem conforme assume a seguinte forma:

x =

∫ t

0

tα−1

(
a
tα

α
+ v(0)

)
dt+ x(0) =

∫ t

0

(
a
t2α−1

α
+ v(0)tα−1

)
dt+ x(0). (7.7)
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Resolvendo a integral da equação (7.7) obtêm-se:

x = a
t2α

2α2
+ v(0)

tα

α
+ x(0) =

at2α
2

+ v(0)tα + x(0). (7.8)

Resultado semelhante ao que pode ser encontrado na referência (CHUNG, 2015).
O gráfico da equação (7.8) pode ser visto na figura (7.4).

Figura 7.4: Posição em função do tempo no MRUV Conforme Opção 1.

Pode ser visto pelo gráfico da figura (7.4), que as curvas deformadas, possuem
comportamento análogo as da figura 7.3.

B.4 MRUV q-deformado Opção 1

A equação (4.32) na abordagem q-deformada assume a forma:

vα(t) = a

∫ t

0

1

1 + (1− q)t
dt+v(0) = a ln

(
(1 + (1− q)t)1/(1−q))+v(0) = atq +v(0). (7.9)

O gráfico da equação (7.9) pode ser visto na figura (7.5).
Pode ser visto pelo gráfico da figura (7.5), temos um comportamento análogo ao

da figura (7.2).
A equação (4.34) na abordagem q-deformada assume a seguinte forma:

x = a

∫ t

0

1

1 + (1− q)t

(
ln (1 + (1− q)t))

1− q

)
dt+

∫ t

0

(
v(0)

(1 + (1− q)t)

)
dt+ x(0). (7.10)
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Figura 7.5: Velocidade em Função do Tempo no MRUV q-Deformado Opção 1.

A primeira integral da equação (7.10) pode ser resolvida pelo método de substitui-

ção simples. Fazendo u =
ln (1 + (1− q)t))

1− q
e du =

dt

(1 + (1− q)t)
obtêm-se:∫ t

0

1

1 + (1− q)t

(
ln (1 + (1− q)t))

1− q

)
dt =

∫ u

0

udu =
u2

2
. (7.11)

Explicitando u:

∫ t

0

1

1 + (1− q)t

(
ln (1 + (1− q)t))

1− q

)
dt =

1

2

(
ln (1 + (1− q)t))

(1− q)

)2

. (7.12)

E a equação (7.10) fica reescrita como:

x = a
1

2

(
ln (1 + (1− q)t))

(1− q)

)2

+v(0)
ln (1 + (1− q)t))

(1− q)
+x(0) =

atq
2

2
+v(0)tq+x(0). (7.13)

O gráfico da equação (7.13) pode ser visto na figura (7.6).
Pode ser visto pelo gráfico da figura (7.6), que também possui comportamento

análogo ao da figura (7.2).

B.5 Cinemática Deformada pela abordagem variacional Opção 3

A abordagem deformada, definida pela opção 3, define a velocidade deformada
como:
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Figura 7.6: Posição em Função do Tempo no MRUV q-Deformado Opção 1.

vp = Ψ2(t, p)
dx

dt
. (7.14)

E a aceleração deformada:

ap =
dv

dt
. (7.15)

Agora é possível definir as formas generalizadas do MRU e do MRUV.

B.6 MRU Deformado Geral Opção 3

Considerando agora uma velocidade generalizada, equação (7.14), num caso parti-
cular onde essa velocidade seja constante, uma possível generalização do MRU pode ser
proposta. Assim, para a velocidade constante, segue:

vp = Ψ2(t, p)
dx

dt
= c. (7.16)

Dividido ambos os membros por Ψ2(t, p):

dx

dt
= Ψ−2(t, p)c. (7.17)

Separando as variáveis e integrando:

x(t) = c

∫ t

0

Ψ−2(t, p)dt+ x(0). (7.18)
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Podemos agora descrever este MRU deformado em cada um das abordagens de-
formadas, conforme e q-deformada. Vamos também renomear a constante c = v, para
coincidir com o caso usual do MRU, quando "α” = 1.

B.6.1 MRU Conforme Opção 3

A equação (4.29) na abordagem conforme assume a seguinte forma:

x(t) = v

∫ t

0

t2α−2dt+ x(0) = v
t2α−1

2α− 1
+ x(0) = vtα + x(0). (7.19)

Onde tα é um tempo deformado conforme. Quando α = 1, a equação (7.19) retoma
a equação usual do MRU. Esse resultado é análogo ao encontrado na Referência (CHUNG,
2015), com a devida redefinição de parâmetros.

O gráfico da equação (7.19) pode ser visto na figura (7.7), onde é possível perceber
que as curvas deformadas com α < 1 começam acima da curva usual. Com o passar do
tempo elas se aproximam da curva usual, até o momento que se cruzam com a mesma, e
seguem abaixo dela. O fenômeno oposto ocorre com as curvas α > 1. Mesmo fenômeno
físico que ocorreu no MRU com a opção 1.

Figura 7.7: Posição em Função do Tempo no MRU Conforme Opção 3.

A seguir será apresentado o MRU q-deformado.

B.6.2 MRU q-Deformado Opção 3

A equação (4.29) na abordagem q-deformada assume a forma:
105



x(t) = v

∫ t

0

1

(1 + (1− q)t)2
dt+ x(0). (7.20)

A integral da equação (7.20) pode ser resolvida por substituição simples. Fazendo
u = (1 + (1− q)t) e du = (1− q)dt, a posição fica então:

x(t) = v

∫ u

1

1

u2

du

1− q
+ x(0) = v

(
1− 1

u

)
1

(1− q)
+ x(0) = v

(
u− 1

u

)
1

(1− q)
+ x(0).

(7.21)
Explicitando u:

x(t) = v

(
(1− q)t

(1 + (1− q)t)

)
1

(1− q)
+ x(0) = v

t

(1 + (1− q)t)
+ x(0) = vtq + x(0). (7.22)

Onde tq é um tempo q-deformado. Quando q = 1, a equação (7.22) retoma a
equação usual do MRUV. O gráfico da equação (7.22) pode ser visto na figura (7.8).

Figura 7.8: Posição em Função do Tempo no MRU q-Deformado Opção 3.

Pode ser visto pelo gráfico da figura (7.8), que as curvas deformadas com q < 1
seguem se afastando por baixo da curva usual e as curvas com q > 1 se afastam por cima.
Mesmo fenômeno físico ocorrido no MRU com a opção 1.
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B.7 MRUV Deformado Geral Opção 3

Agora será analisado o caso cuja a aceleração deformada, dada pela equação (4.26),
é constante. Gerando um MRUV deformado. Como será visto a seguir:

ap =
dv

dt
= a. (7.23)

Separando as variáveis e integrando:

vp(t) = at+ v(0). (7.24)

Através da equação (7.14) pode-se obter a posição:

Ψ2dx

dt
= vp(t) = at+ v(0). (7.25)

Dividindo ambos os lados por Ψ2(t, p) e separando as variáveis:

dx = Ψ−2 (at+ v(0)) dt. (7.26)

Integrando em ambos os lados:

x =

∫ t

0

Ψ−2 (at+ v(0)) dt+ x(0). (7.27)

Pode-se descrever este resultado em cada uma das abordagens, conforme e q-
deformada..

B.7.1 MRUV Conforme Opção 3

A equação (7.27) na abordagem conforme assume a seguinte forma:

x =

∫ t

0

t2α−2 (at+ v(0)) dt+ x(0) =

∫ t

0

(at2α−1 + v(0)t2α−2)dt+ x(0). (7.28)

Resolvendo a integral da equação (7.28), é obtido:

x = a
t2α

2α
+ v(0)

t2α−1

2α− 1
+ x(0). (7.29)

Resultado idêntico ao que pode ser encontrado na Referência (CHUNG, 2015).
Quando α = 1, a equação (7.29) retoma a equação usual do MRUV. O gráfico da equação
(7.29) pode ser visto na figura (7.9).

Pode ser visto pelo gráfico da figura (7.4), que as curvas deformadas com α < 1
começam por cima da curva usual e vão se aproximando da mesma, até o momento que se
encontram com a curva usual e começam a se afastar por baixo dela. O fenômeno oposto
é visto para curvas com α > 1. Mesmo fenômeno físico ocorrido no MRUV com a opção
1.

B.7.2 MRUV q-deformado Opção 3

A equação (7.27) na abordagem q-deformada assume a seguinte forma:

x =

∫ t

0

at+ v(0)

(1 + (1− q)t)2
dt+ x(0). (7.30)

107



Figura 7.9: Posição em Função do Tempo no MRUV Conforme Opção 3.

A integral na equação (7.30) pode ser resolvida pelo método de integração por par-

tes. Fazendo u = at+ v(0), du = adt, dv =
1

(1 + (1− q)t)2
e v = − 1

(1 + (1− q)t)(1− q)
,

obtendo:

x =

[
− at+ v(0)

(1 + (1− q)t)(1− q)

]
|t0 +

a

(1− q)

∫ t

0

1

(1 + (1− q)t)
dt+ x(0). (7.31)

A integral na equação (7.31) pode ser resolvida por substituição simples. Fazendo
u = 1 + (1− q)t e du = (1− q)dt, pode-se escrever para a posição:

x =

[
− at+ v(0)

(1 + (1− q)t)(1− q)

]
|t0 +

[
a

(1− q)2
ln (1 + (1− q)t)

]
|t0 + x(0). (7.32)

Aplicando os limites de integração, a equação (7.32) torna-se:

x = − at+ v(0)

(1 + (1− q)t)(1− q)
+

a

(1− q)2
ln (1 + (1− q)t) +

v(0)

(1− q)
+ x(0). (7.33)

Na figura (7.10) está esboçado o gráfico da equação (7.33), para valores distintos
de q em comparação com o gráfico da equação usual do MRUV. Na figura em questão
pode ser visto que as curvas com q < 1 crescem mais devagar no tempo que a curva usual
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Figura 7.10: Posição em Função do Tempo no MRUV q-Deformado Opção 3.

e as curvas com q > 1 crescem mais rápido que a usual. Mesmo fenômeno físico ocorrido
no MRUV com a opção 1.

Fazendo 1− q = ε:

x = − at+ v(0)

(1 + (ε)t)(1− q)
+

a

(ε)2
ln (1 + (ε)t) +

v(0)

(ε)
+ x(0). (7.34)

ou finalmente,

x =
−(at+ v(0))(ε) + a(1 + (ε)t) ln (1 + (ε)t) + v(0)(1 + (ε)t)(ε)

(1 + (ε)t)(ε)2
+ x(0). (7.35)

Pode-se mostrar que a equação (7.33) retoma a equação usual do MRUV no limite
ε→ 0. Dessa forma:

lim
ε→0

−(at+ v(0))ε+ a(1 + εt) ln (1 + εt) + v(0)(1 + εt)ε

(1 + εt)ε2
. (7.36)

Que é uma indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’hopital:

lim
ε→0

−(at+ v(0)) + at ln (1 + εt) + at+ v(0)tε+ v(0)(1 + εt)

2ε+ 3tε2
. (7.37)

Que também é uma indeterminação do tipo 0/0. Aplicando novamente a regra de
L’hopital:
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lim
ε→0

2v(0)t+ (at2)/(1 + εt)

2 + 6tε
= v(0)t+

at2

2
. (7.38)

Assim:

lim
q→1

x =
at2

2
+ v(0)t+ x(0). (7.39)
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APÊNDICE C – SEGUNDA LEI DE NEWTON ABORDAGEM

CONFORME E q-DEFORMADA OPÇÃO 3

C.1 Segunda Lei de Newton conforme

:
A equação (4.36) na abordagem conforme é:

F = m
d

dt

[
t2−2αẋ

]
= maα. (7.1)

Onde aα é a aceleração conforme pela opção 3 de abordagem variacional. A equação
(7.1) retoma a segunda lei de Newton usual quando α = 1. Agora será analisado o caso
em que α muito próximo de 1. Fazendo ε = 1 − α, com ε sendo tão pequeno quanto se
desejar, resulta para F:

F = m
d

dt

[
t2εẋ

]
. (7.2)

Expandindo t2ε em torno de ε = 0 até a primeira ordem, obtêm-se:

F = m
d

dt
[(1 + 2ε ln(t))ẋ] . (7.3)

Aplicando o operador derivada usual:

F = m
[
2εt−1ẋ+ (1 + 2ε ln(t))ẍ

]
. (7.4)

Fazendo a distributiva:

F = 2mεt−1ẋ+m(1 + 2ε ln(t))ẍ. (7.5)

Ou ainda:

F − 2mεt−1ẋ = m(t)ẍ. (7.6)

Onde m(t) = m(1 + 2ε ln(t)). A equação (7.6) descreve um movimento com atrito
mecânico e massa dependente do tempo.

C.2 Segunda Lei de Newton q-deformada

:
A equação (4.36) na abordagem q-deformada é:

F = m
d

dt

[
(1 + (1− q)t)2 ẋ

]
= maq. (7.7)

Onde aq é a aceleração q-deformada dada pela opção 3. A equação (7.7) retoma
a segunda lei de Newton usual quando q = 1. Agora será analisado o caso de q muito
próximo de 1. Fazendo ε = 1− q com ε muito pequeno obtêm-se:

F = m
d

dt

[
(1 + εt)2 ẋ

]
. (7.8)



Resolvendo o termo de dentro do parenteses e desprezando os termos de ordem ε2

obtêm-se:

F = m
d

dt
[(1 + 2εt) ẋ] . (7.9)

Resolvendo a derivada usual:

F = m (2εẋ+ (1 + 2εt) ẍ) . (7.10)

Aplicando a distributiva:

F = 2mεẋ+m (1 + 2εt) ẍ. (7.11)

Ou ainda:

F − 2mεẋ = m(t)ẍ. (7.12)

Ondem(t) = (1 + 2εt). A equação (7.12) descreve um sistema com atrito mecânico
e massa dependente da tempo.
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APÊNDICE D – SEGUNDA LEI DE NEWTON DEFORMADA DUAL

• Segunda lei de Newton conforme dual:

A equação (4.39) na abordagem conforme é:

F = mxα−1 d

dt

(
(xα−1ẋ

)
. (7.1)

Que quando α = 1 é exatamente a segunda lei de Newton usual. Agora será anali-
sado o caso onde α é muito próximo de 1. Fazendo ε = 1−α, com ε muito pequeno,
resulta em:

F = mxε
d

dt
((xεẋ) . (7.2)

Resolvendo a derivada usual:

F = mx−ε
(
(−ε)x−ε−1ẋ2 + x−εẍ

)
. (7.3)

Colocando x−ε em evidência, podemos escrever:

F = mx−2ε
(
(−ε)x−1ẋ2 + ẍ

)
. (7.4)

Expandindo x−2ε em primeira ordem, em torno de ε = 0:

F = m(1− 2ε ln(x))
(
(−ε)x−1ẋ2 + ẍ

)
. (7.5)

Aplicando a distributiva:

F = −mεx−1ẋ2 +m(1− 2ε ln(x))ẍ. (7.6)

Finalmente, podemos escrever para a força:

F +mεx−1ẋ2 = m(x)ẍ. (7.7)

Onde m(x) = m(1 − 2ε ln(x)). A equação (7.7) descreve um sistema com massa
dependente da posição.

• Segunda lei de Newton q-deformada dual:

A equação (4.39) na abordagem q-deformada é:

F = m
1

(1 + (1− q)x)

d

dt

(
1

(1 + (1− q)x)
ẋ

)
. (7.8)

Sendo é igual a segunda lei de Newton usual quando q = 1. Nesse ponto, será
analisado o caso em que q é muito próximo de 1. Fazendo ε = 1− q, resulta:



F = m
1

(1 + εx)

d

dt

(
1

(1 + εx)
ẋ

)
. (7.9)

Resolvendo a derivada usual:

F = m
1

(1 + εx)

(
− ε

(1 + εx)2
ẋ2 +

1

(1 + εx)
ẍ

)
. (7.10)

Colocando
1

(1 + εx)
em evidência:

F = m
1

(1 + εx)2

(
− ε

(1 + εx)
ẋ2 + ẍ

)
. (7.11)

Desconsiderando os termos de ordem ε2 ou superior:

F = m
1

(1 + 2εx)

(
− ε

(1 + εx)
ẋ2 + ẍ

)
. (7.12)

Aplicando a distributiva:

F = −m ε

(1 + 3εx)
ẋ2 +m

1

(1 + 2εx)
ẍ. (7.13)

Ou ainda:

F +m
ε

(1 + 3εx)
ẋ2 = m(x)ẍ. (7.14)

Onde m(x) = m
1

(1 + 2εx)
. A equação (7.14) descreve um sistema com massa de-

pendente da posição.
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APÊNDICE E – CINEMÁTICA DEFORMADA DUAL

A abordagem deformada dual, define a velocidade deformada como:

vp = Ψ−1(x, p)
dx

dt
. (7.1)

E a aceleração deformada:

ap = Ψ−1(x, p)
dv

dt
. (7.2)

E.1 MRU Deformado Dual

Neste momento será analisado o caso em que a velocidade deformada, dada pela
equação (7.14) é constante. Dando origem a uma possível generalização do MRU. Como
se segue:

vp = Ψ−1(x, p)
dx

dt
= c. (7.3)

Separando as variáveis e integrando:∫ x

x(0)

Ψ−1(x, p)dx = ct. (7.4)

Podemos agora descrever este MRU deformado dual em cada um das abordagens
deformadas, conforme dual e q-deformada dual.

E.1.1 MRU Conforme Dual

A equação (7.4) na abordagem conforme dual, assume a seguinte forma:∫ x

x(0)

xα−1dx = vt. (7.5)

Resolvendo a integral: (
xα

α

)
|xx(0) = vt. (7.6)

Considerando os limites de integração:

xα

α
− xα(0)

α
= vt. (7.7)

Multiplicando por α em ambos os lados:

xα = vαt+ xα(0). (7.8)

Ou ainda:

x = (vαt+ xα(0))1/α . (7.9)

A equação (7.9), quando α = 1, retoma a equação usual da posição do MRU.



Figura 7.1: Posição em Função do Tempo no MRU Conforme Dual.

O gráfico da equação (7.9) pode ser visto na figura (7.1), onde se pode perceber
que as curvas deformadas, em relação a curva usual, seguem um padrão similar ao que
observado na figura (7.9) do apêndice B e o fenômeno físico se repete.

A seguir será apresentado o MRU q-deformado.

E.1.2 MRU q-Deformado Dual

A equação (7.4) na abordagem q-deformada, assume a forma:∫ x

x(0)

1

1 + (1− q)x
dx = vt. (7.10)

Resolvendo a integral: [
ln (1 + (1− q)x)

1− q

]
|xx0 = vt. (7.11)

Aplicando os limites de integração:

ln (1 + (1− q)x)− ln (1 + (1− q)x0)

1− q
= vt. (7.12)

Organizando a equação (7.12):

ln

(
1 + (1− q)x
1 + (1− q)x0

)
= (1− q)vt. (7.13)
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Aplicando exponencial em ambos os lados:

1 + (1− q)x
1 + (1− q)x0

= exp ((1− q)vt) . (7.14)

Ou ainda:

x =
(1 + (1− q)x0) exp ((1− q)vt)− 1

1− q
. (7.15)

O gráfico da equação (7.15) se encontra na figura (7.1), onde é observado que as
curvas deformadas com q < 1 seguem se afastando por cima da curva usual e as curvas
com q > 1 se afastam por baixo. Fisicamente no caso q < 1 o meio está acelerando o
sistema e quando q > 1 o meio oferece resistência ao movimento.

Figura 7.2: Posição em Função do Tempo no MRU q-Deformado Dual.

Pode-se mostrar que a equação (7.15) converge para a equação da posição doMRU
usual, no limite q → 1. Desse modo:

lim
q→1

x = lim
q→1

(1 + (1− q)x0) exp ((1− q)vt)− 1

1− q
. (7.16)

Que é uma indeterminação do tipo 0/0. Aplicando a regra de L’hopital, resulta
em:

lim
q→1

x = lim
q→1

x0 exp ((1− q)vt) + vt(1 + (1− q)x0) = x0 + vt. (7.17)
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APÊNDICE F – MÉTODO NUMÉRICO DE EULER

F.1 Método de Euler

Métodos numéricos são algoritmos aritméticos que conseguem gerar soluções apro-
ximadas para equações diferenciais ordinárias EDOs. Aqui será apresentado o mais
simples e antigo dos métodos numéricos, o Método de Euler (BOYCE; DIPRIMA, 2002).

Para se utilizar o método de Euler o primeiro passo é definir o intervalo [a, b] onde se
esta trabalhando e feito isso deve-se subdividir este intervalo em N intervalos igualmente
espaçados com espaçamentos de tamanho h.

O método de Euler é um método de integração numérica que consiste em encontrar
uma função que é solução aproximada de uma EDO, sabendo a derivada da mesma e um
valor inicial. O método consiste em expandir uma função y(x + h) em torno de h = 0 e
tomar uma aproximação em primeira ordem. Deste modo:

y(x+ h) = y(x) + y′(x)h+O(h2). (7.1)

Onde h é chamado "passo"de integração. Como y′ = f(x) o método sugere encon-
trar os valores yi+1 = y(xi+1) = y(xi + h). Deste modo a equação (7.1) fica escrita:

y(xi + h) = y(xi) + f(xi, yi)h. (7.2)

Uma vez definido o valor do passo h e sabendo o valor inicial da função yi no ponto
x = xi pode-se obter os valores y(xi+1), y(xi+2), ... nos pontos xi+1, xi+2, .... Quanto menor
o passo h maior o fidelidade do resultado. O erro do método é da ordem h2 (ASANO;
COLLI, 2009).

Dada uma EDO na forma:

y′ = f(x, y). (7.3)

Sujeita a condição inicial y(x0) = y0. Uma solução aproximada para equação (7.3)
pode ser obtida, com o algorítimo (2). O algoritmo foi feito em Scilab para utilização do



método de Euler. A seguir um exemplo:
Algoritmo 1: Módelo de Rotina para Método de Euler

a = a;//Define o ponto inicial para o intervalo.
b = b;//Define o ponto final para o intervalo.
N = N ;//Número de passos.
x(1) = x0;//Valor inicial da variavel.
y(1) = y0;//Valor inicial da função.
h = (a+ b)/N);//Valor do passo.
for i = 1 : /N//Aqui o programa faz as iterações.
x(i+ 1) = x(i) + h//Valor da variavel após cada iteração.
y(i+ 1) = y(i) + f(x(i), y(i))) ∗ h//Valor da função após cada iteração.
end
plot2d(x,y,1)//Comando para gerar o gráfico da função em relação a variavel.
xlabel(’Variavel(x)’,’FontSize’, 2)// Define o título do eixo das abissisas.
ylabel(’Função(y)’,’FontSize’, 2)// Define o título do eixo das ordenadas.
title(’Solução númerica aproximada’,’FontSize’, 3);// Define o título do
gráfico.
legend(’legenda’)//Define as legendas do gráfico.

y′(x) = x2. (7.4)

Sujeito a condição y(0) = 3.

A solução analítica é y =
x3

3
+ 3 . Agora será encontrada a solução numérica, no

intervalo [0, 1]. Adotando um passo h = 0.2. Seguem os valores de x são x0 = 0, x1 = 0.2,
x2 = 0.4, x3 = 0.6, x4 = 0.8 e x5 = 1.

Agora serão encontrados os valores de y(x):

y(x1) = y(x0) + x2
0h = 3.

y(x2) = y(x1) + x2
1h = 3 + 0.04x0.2 = 3.008.

y(x3) = y(x2) + x2
2h = 3.008 + 0.16x0.2 = 3.04.

y(x4) = y(x3) + x2
3h = 3.04 + 0.36x0.2 = 3.112.

y(x5) = y(x4) + x2
4h = 3.112 + 0.64x0.2 = 3.24.

O gráfico com a comparação entre a solução analítica e a solução numérica da
equação (7.4), para passos de tamanho h = 0.2 e h = 0.01, pode ser visto na figura (7.1).
No gráfico é possível ver claramente que quanto menor o tamanho do passo, menor o erro
cometido.

F.2 Método de Euler Duplo

O método de Euler duplo pode ser utilizado para a solução de equações diferenciais
de segunda ordem. Suponha a seguinte EDO:
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Figura 7.1: Comparação Analítico Numérica.

y′′(x) = f(x, y′(x), y′′(x)), (7.5)

sujeita às seguintes condições iniciais, y(a) = ya e y′(a) = y′(a).
A equação (F) pode ser reescrita:

dy′(x)

dx
= f(x). (7.6)

Identificando y′(x) = g(x), pode-se reescrever a equação (7.6):

dg(x, y′)

dx
= f(x). (7.7)

Discretizando a derivada na equação (7.7), podemos escrever para g(x):

g(xi+1) = g(xi) + f(xi)h. (7.8)

Como y′(x) = g(x), se discretizarmos essa derivada, vem que:

y(xi+1) = y(xi) + g(xi+1)h. (7.9)

Note que o resultado da equação (7.9) depende do resultado da equação (7.8). Esta
interdependência faz com que as duas equações façam parte de um sistema. Por isso, o
nome Método de Euler Duplo.
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APÊNDICE G – ROTINAS NUMÉRICAS

Neste apêndice serão apresentadas as rotinas numéricas utilizadas durante esta
dissertação. As mesmas foram usadas para gerar os gráficos de posição em função do
tempo para osciladores deformados e deformados duais, assim como gerar os respectivos
gráficos de energia.

Nas rotinas referentes a OHSs conformes e conforme duais o parâmetro α é iden-
tificado pela letra ’a’.

O gráficos de análise de energia apresentados nas figuras (4.7), (4.9), (4.12) e
(4.15) respectivamente, foram gerados a partir da modificação, nas rotinas, dos comandos:
plot2d((m ∗ y2)/2) para a energia cinética, plot2d((k ∗ x2)/2) para a energia potencial e
plot2d((m ∗ y2)/2 + k ∗ x2)/2) para a energia mecânica. As rotinas serão apresentadas a
seguir.

G.1 Rotina Numérica para o OHS Conforme Opção 3

No algorítimo (2) é possível ver a rotina numérica que deu origem a figura (4.6),
no gráfico da figura em questão x é a posição do OHS conforme definido pela opção 3 e

y é a velocidade conforme definida pela mesma abordagem y = vα = t2−2αdx

dt
. A partir

disto foi possível calcular, via método numérico, a energia cinética, potencial e mecânica
conformes, via opção 3.

Algoritmo 2: Rotina Numérica para o OHS Conforme Opção 3.
x(1) = 1;
t(1) = 0
y(1) = 0;
k = 1;
m = 1;
h = 0.0015625;
a = 1;
for i = 1 : 6200
t(i+ 1) = t(i) + h
y(i+ 1) = y(i)− sqrt(k/m) ∗ x(i) ∗ h
x(i+ 1) = x(i) + t(i+ 1)(2 ∗ a− 2). ∗ y(i+ 1) ∗ h
end
plot(t,x,1)
xlabel(’tempo(t)’,’FontSize’, 2)
ylabel(’Posição(x) ’,’FontSize’, 2)
title(’Posição do OHS Opção 3’,’FontSize’, 3);
legend(’usual’ , ’α = 0.9’, ’α = 0.99’,’α = 1.1’,’α = 1.01’)

G.2 Rotina Numérica para o OHS q-Deformada Opção 3

No algorítimo (3) é possível ver a rotina numérica que deu origem a figura (4.8),
no algoritmo, x é a posição do OHS q-deformado definido pela opção 3 e y é a velocidade

q-deformada na mesma abordagem y = vq = (1 + (1− q)t)2dx

dt
. A partir disto foi possível



calcular numericamente a energia cinética, potencial e mecânica q-deformadas, via opção
3.

Algoritmo 3: Rotina Numérica para o OHS q-Deformado Opção 3.
x(1) = 1;
t(1) = 0;
y(1) = 0;
k = 1;
m = 1;
h = 0.0015625;
q = 0.95;
for i = 1 : 6400
t(i+ 1) = t(i) + h
y(i+ 1) = y(i)− sqrt(k/m) ∗ x(i) ∗ h
x(i+ 1) = x(i) + ((1 + (1− q) ∗ t(i+ 1))( − 2)). ∗ y(i+ 1) ∗ h
end
plot2d(t,x,1)
xlabel(’tempo(t)’,’FontSize’, 2)
ylabel(’Posição(x) ’,’FontSize’, 2)
title(’Posição do OHS q-Deformado Opção 3’,’FontSize’, 3);
legend(’Usual’, ’q = 0.99’, ’q = 0.995’,’q = 1.01’,’q = 1.015’)

G.3 Rotina Numérica para o OHS Conforme Dual Opção 3

No algorítimo (4) é possível ver a rotina numérica que deu origem a figura (4.11),
no algoritmo em questão x é a posição do OHS conforme dual e y é a velocidade conforme

dual y = ṽα = tα−1dx

dt
. A partir disto foi possível calcular a energia cinética, potencial e

mecânica conforme duais.
Algoritmo 4: Rotina Numérica para o OHS Conforme Dual Opção 3.

k = 1;
m = 1;
x(1) = 1;
t(1) = 0;
y(1) = 0;
h = 0.025;
a = 0.7;
for i = 1 : 1200
t(i+ 1) = t(i) + h
y(i+ 1) = y(i)− (x(i))(1− a). ∗ x(i) ∗ sqrt(k/m) ∗ h
x(i+ 1) = x(i) + (x(i))(1− a). ∗ y(i+ 1) ∗ h end
plot2d(t, x)
xlabel(’tempo(t)’,’FontSize’, 2)
ylabel(’Posição (x)’,’FontSize’, 2)
title(’Posição do OHS Conforme Dual em Função do Tempo’,’FontSize’, 3);
legend(’Usual’ , ’α = 0.9’, ’α = 0.7’, ’α = 1.1’, ’α = 1.3’)
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G.4 Rotina Numérica para o OHS q-Deformada Dual Opção 3

No algorítimo (5) é possível ver a rotina numérica que deu origem a figura (??),
nesse algoritmo, x é a posição do OHS q-deformado dual e y é a velocidade q-deformada

dual y = ṽq = (1+(1−q)t)(−1)
dx

dt
. A partir disto, foi possível calcular a energia cinética,

potencial e mecânica q-deformadas duais.
Algoritmo 5: Rotina Numérica para o OHS q-deformado Dual Opção 3.

x(1) = 1;
t(1) = 0;
k = 1;
m = 1;
y(1) = 0;
h = 0.01;
q = 0.4;
for i = 1 : 2000
t(i+ 1) = t(i) + h
y(i+ 1) = y(i)− (1 + (1− q) ∗ x(i)). ∗ x(i) ∗

√
(k/m) ∗ h

x(i+ 1) = x(i) + (1 + (1− q) ∗ x(i)). ∗ y(i+ 1) ∗ h
end plot2d(t, (x),5)
xlabel(’tempo(t)’,’FontSize’, 2)
ylabel(’Posição(x)’,’FontSize’, 2)
title(’Posição OHS Conforme Dual’,’FontSize’, 3);
legend(’usual’ , ’q = 0.7’, ’q = 0.4’,’q = 1.3’,’q = 1.6’)
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