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Resumo

Nos ultimos anos um nimero expressivo de equipamentos tem sido produzido com base
em simulagoes computacionais, fornecendo informagcoes necessarias para sua construgao
fisica. Muitas dessas simulagoes usam o chamado Método dos Elementos Finitos (MEF),
que tem como ideia basica dividir o dominio do problema em sub-regices, onde é possivel
descrever um meio continuo a partir da sua discretizagao em elementos com as mesmas
propriedades de quem os originou. No caso especifico de problemas que envolvem con-
ceitos eletromagnéticos, o MEF mostra-se bastante eficiente, principalmente em fungao
da complexidade de se determinar uma solucao analitica em algumas situagoes ou mesmo
quando ela é impossivel de ser determinada. Dentro dos fenomenos eletromagnéticos,
a analise numérica baseada no MEF tem se mostrado, nos ultimos anos, uma poderosa
ferramenta para estudar o comportamento das caracteristicas dos materiais condutores e
supercondutores, quando percorrido por uma corrente. Sendo assim, nesse do trabalho
utilizamos as ferramentas de modelagem e simulagao computacional, com o objetivo de
compreender as caracteristicas eletromagnéticas do supercondutor YBCO e sua dissipacao
de energia (perda AC), quando percorrido por uma corrente alternada.

Para o estudo do comportamento das propriedades elétricas dos materiais, foi realizada
uma simulacao utilizando o MEF, com base nas caracteristicas eletromagnéticas envolvi-
das no problema. Devido a sua complexidade, optamos por resolver o problema usando o
pacote comercial Comsol Multiphysics 4.3a (¢). O nosso estudo foi realizado no seguinte
conjunto de etapas: (1) Na primeira delas realizamos a implementacao de uma estrutura
retangular em 2D; (2) o passo seguinte foi realizar a escolha de diferentes dimensoes e
tipos de malha a serem utilizados na simula¢do do material supercondutor YBCO; (3) A
fase seguinte ocorreu pela implementacao de equagoes que levassem em consideragao mais
parametros do material, como temperatura e campo magnético aplicado; (4) finalmente
foi realizada a analise da perda AC no material, em funcao das correntes aplicadas.

Observamos,como era de se esperar, que a nao linearidade das equacoes que descrevem o
problema influenciam na convergéncia da solucao, assim a melhor relacao custo x beneficio
foi com elementos quadrangulares de primeira ordem. Os efeitos elétricos e magnéticos
encontrados na simulacao correspondem ao modelo tedrico, e as perdas AC estao dentro do
valor esperado pela literatura, sendo assim, o modelo virtual elaborado pode ser utilizado
como ferramenta norteadora de um protétipo real que utilize supercondutores do tipo II.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Eletromagnetismo. Supercondutividade.



Abstract

In recent years a significant number of devices have been produced based on computatio-
nal simulations by providing information necessary for their physical construction. Many
of these simulations use the so-called Finite Element Method (FEM), whose basic idea
is to divide the problem domain into sub-regions, where it is possible to describe a con-
tinuous medium from its discretization into elements with the same properties of whom
originated. In the specific case of problems involving electromagnetic concepts, the FEM
appears to be quite efficient, mainly due to the complexity of determining an analytic
solution in some situations or even when it is impossible to determine it. Within the
electromagnetic phenomena, the numerical analysis based on the FEM has been shown in
recent years as a powerful tool for studying the behavior characteristics of the conductors
and superconductors, when traversed by a current. Therefore, in this work we use the
tools of computer modeling and simulation, with the aim of understanding the electro-
magnetic characteristics of the superconductor YBCO and its power dissipation (AC loss)
when traversed by an alternating current.

To study the behavior of the electrical properties of materials, a simulation was perfor-
med using the FEM based on the electromagnetic characteristics involved in the problem.
Due to its complexity, we chose to solve the problem using the Comsol Multiphysics 4.3a
(©commercial package. Our study was conducted in the following set of steps: (1) At the
first step, we conducted the implementation of a 2D rectangular structure; (2) The next
step was to make a choice of different sizes and types of mesh to be used in the simula-
tion of YBCO superconducting material; (3) The next phase was the implementation of
equations that take into consideration the material parameters, such as temperature and
applied magnetic field; (4) Finally the ACS$ Losses in the material as a function of the
applied current was performed.

Weve noted that the non-linearity of the equations that describe the problem influence the
convergence of the solution, so the best cost-benefit ratio was obstaired with first order
quadrilateral elements with first order. The electrical and magnetic effects encountered in
simulation correspond to the theoretical model and the ACS losses are within the expected
value in the literature, thus the proposed virtual model can be used as a guiding tool using
an actual prototype of the type II superconductor.

Keywords: Finite Element Method. Electromagnetic. Superconductivity.



Figura 1 -
Figura 2 -
Figura 3 -
Figura 4 -
Figura 5 -
Figura 6 -
Figura 7 -
Figura 8 -
Figura 9 -
Figura 10 -
Figura 11 -

Figura 12 -

Figura 13 -
Figura 14 -

Figura 15 -

Figura 16 -
Figura 17 -
Figura 18 -

Figura 19 -

Lista de Figuras

Demanda Residencial/Comercial por Regiao (102 BTUs) [1]. . . . . . . . .
Consumo de Energia Elétrica per capta [2]. . . . . . . . . . . . . ... ..
Gréfico do consumo de energia elétrica por pais [4]. . . . . . . . .. . ...
Projegao em trés cendrios para o consumo de energia no Brasil [4]. . . . . . .
Consumo total por regido nos seis primeiros meses de 2014 [7]. . . . . . . . .
Geragdo elétrica por fonte nomundo [4]. . . . . . . . ..o oL
Mapa das Linhas de Transmissao de energia elétrica no Brasil [9]. . . . . . .
Estrutura de uma linha de transmissao tipica CESP de 440 kV [10]. . . . . . .
Exemplo de uma subestagdo [11]. . . . . . . . . . . ...
Custo da Energia Elétrica para a Industria [18]. . . . . . . . . . . . . . ..
Perdas elétricas em alguns paises da América do Sul e Unido Européia [19].

Desenho representando o impacto sécio-ambiental de uma linha de transmissao

afrea [22] . . . . L L oL e e
Camadas de uma fita HTSC da American Superconductor [24]. . . . . . . . .
Diferentes configuragoes para os cabos supercondutores [21]. . . . . . . . . .

Cabo Supercondutor concéntrico Nexans modelo “CONCENTRIC MVAC CA-
BLE” [23]. . . . o oo e e e e

Representagao de um cabo monofésico com seu sistema criogénico [23].
Cabo HTS trifdsico da empresa Superconductor Technologies, Inc [21].
Corrente elétrica gerada no material pela aplicagdo de campo elétrico. . . . . .

Representacao esquematica da passagem de uma corrente I gerando um campo

magnético B [26]. . . . . . . ..o



Figura 20 -

Figura 21 -

Figura 22 -

Figura 23 -

Figura 24 -

Figura 25 -
Figura 26 -
Figura 27 -
Figura 28 -
Figura 29 -
Figura 30 -
Figura 31 -
Figura 32 -
Figura 33 -
Figura 34 -
Figura 35 -
Figura 36 -

Figura 37 -

Figura 38 -
Figura 39 -
Figura 40 -

Figura 41 -

Curva da Resistividade x Temperatura para supercondutores, metais puros e

IMPUTOS. . .« . v v v v o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Efeito Meissner no supercondutor mostrando a distor¢cao das linhas de campo

magnético [42]. . . . . L. oL oL e

Grafico de H x M representando o diamagnetismo perfeito do supercondutor

Tipo L [42]. . . . .« . o e
Gréfico de H x M representando o supercondutor Tipo IT [42]. . . . . . . . .

Para o momimento de uma particula submetida a uma forca vertical, dentre
as trés trajetorias do ponto A ao B, a que resulta no menor tempo é a bra-

quistécrona em vermelho. . . . . . . oL Lo Lo L L0 Lo
Fungoes y(z) e g(x) [47]. . . . « . . . oo
O circulo S e seus poligonos aproximadores SV e S™) [49]. . . . . . . . . ..
Funcdo Macaulay bracket (a), funcao degrau(b) e delta de Dirac(c) [50]. . . . .
Notacao local e global para um elemento unidimendional qualquer. . . . . . .
As marcagbes em ”X”indicam os termos nao nulos [50]. . . . . . . ... L.
Fluxograma do algoritimo Assemble [50]. . . . . . . . . . . . .. ... ..
Mudancga para coordenadas naturais de um elemento quadrilatero. . . . . . .
Quadrilatero com quatro nés em coordenadas naturais. . . . . . . . . . . . .
Elemento triangular com trés nds. . . . . . . . . . . .. ..o ..o
Elemento tetraédrico com quatronds. . . . . . . . . . . ...
Elemento tetraédrico com quatronds. . . . . . . . . .. ...
Dominio usado na implementagao. . . . . . . . . . . . . ...

Dominio considerado para a filme espesso supercondutor no centro, com eixos

em milimetros. . . . . . . . L L oL L e e e
Detalhe da malha gerada para diferentes razoes de aspecto. . . . . . . . . . .
Grafico do tempo computacional pela razao de aspecto. . . . . . . . . . . ..

Malha gerada para os estudos de elementos triangulares. . . . . . . . . . . .

H, em corte transversal para elementos triangulares de primeira e segunda ordem.

85



Figura 42 -

Figura 43 -

Figura 44 -

Figura 45 -

Figura 46 -

Figura 47 -

Figura 48 -

Figura 49 -

Figura 50 -

Figura 51 -

Figura 52 -
Figura 53 -
Figura 54 -

Figura 55 -

Figura 56 -

Figura 57 -

Malha gerada para os estudos de elementos quadrangulares.

H, em corte transversal para elementos quadrangulares de primeira e segunda

ordem. .

Convergéncia para elementos triangulares de primeira ordem (esq.) e quadran-

gulares de primeira ordem (dir.).

Convergéncia para elementos triangulares de segunda ordem (esq.) e quadran-

gulares de segunda ordem (dir.).

H, em corte transversal para a fungoes em primeira ordem, Curl a esquerda e

Lagrange a direita. . .

Malha com vista completa a esquerda e detalhe dos elementos internos da borda

a direita. .

Corrente elétrica aplicada em 20%, 40%, 60%, 80% e 100% da corrente critica I..

Médulo de H em mapa de cores. Corrente aplicada de 20% a esquerda e 100%

a direita. .
H, em corte transversal no pico positivo (0,0048 s) das correntes simuladas.

Poténcia dissipada instantaneamente no primeiro ciclo para todas as correntes

simuladas.

Poténcia dissipada simulada em comparagao com resultados analiticos.
Poténcia dissipada simulada em comparacao com o resultado para J. constante.
Poténcia dissipada intantaneamente com variagao no campo magnético.

Poténcia dissipada em fungao da razéo I/I. para diferentes valores de campo

magnético. . .

Poténcia dissipada intantaneamente com variagao na temperatura.

Poténcia dissipada em fungao da razao I /I, para diferentes valores de temperatura.

85

86

87

87

89

89

90

90

91

91

92

94

94

95

95

96



Tabela 1 -

Tabela 2 -

Tabela 3 -

Tabela 4 -

Tabela 5 -

Tabela 6 -

Tabela 7 -

Lista de Tabelas

Resistividade e coeficiente de temperatura da resistividade a uma

temperatura determinada de 20°C, dos materiais usados em cabos

supercondutores e dos semicondutores mais comuns [39]. . . . . .. 35
Exemplificagao de notagao no dominio global . . . . . . . . ... .. 62
Exemplificagdo de notagao no dominio local . . . . .. .. ... .. 62
Parametros base para o modelo [54]. . . . . .. ... o000 81
Nimero de elementos para cada razao de aspecto do estudo. . . . . 83
Fungoes de forma disponiveis no Comsol Multiphysics. . . . . . . . . 88

Parametros base para o modelo [57].. . . . . ... ... ... .. 93



QN M~

<

> XS o S

o]}

Lista de Simbolos

Corrente Elétrica

Comprimento

Carga Elétrica

Velocidade

Campo Elétrico

Densidade de Corrente

Area

Resistividade Elétrica

Tensao

Resisténcia

Condutividade Elétrica
Densidade de Fluxo Magnético
Distancia radial a partir do centro
Campo Magnético
Permeabilidade Magnética
Permeabilidade Magnética no Vacuo
Permissividade Elétrica no vacuo
Fluxo

Tempo

Deslocamento Elétrico

Tensor Permissividade Elétrica

Vetor Magnetizagao



Sumario

1 INTRODUCAO
2 BASES FISICAS
2.1 Teoria Eletromagnética . . . . . . . . . . ...
2.2 Supercondutividade . . . . .. ...
3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
3.1 Calculo Variacional . . . . . . . .. .. ...
3.1.1 O funcional . . . . ... ..
3.1.2 A equagao de Euler-Lagrange . . . . . . ... ... ... ......
3.2 Métodos Aproximados . . . . . . . ..
3.2.1 Método Rayleigh-Ritz . . . . . .. ... .. ... ... ... ...
3.2.2 Método de Galerkin. . . . . . .. ...
3.3 O Método dos Elementos Finitos . . . . . . . . ... ... ... ...
3.3.1 Fundamentos . . . . . . . ... ...
3.3.1.1 Garantia da exatidaonos Nos . . . . . . .. .. ... ...
3.3.2 Propriedades Globais x Locais . . . . . . .. ... ... .. .....
3.3.3 Matriz de Rigidez . . . . . . .. ..o
3.34 VetordeForcas . . . .. .. .. ...
3.3.5 Elementos Isoparamétricos . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.3.5.1 Elementos Quadrilateros . . . . . . .. ... ... .....

3.3.5.2 Elementos Triangulares . . . . . . ... ... ... ....

12

28

28

36

40



3.3.5.3 Elementos Tetraédrico . . . . . . . . . . .. . . ... ...

3.3.5.4 Elementos Hexaédrico . . . . . . . . . . . . . . ... ...

4 METODOLOGIA

5 RESULTADOS E DISCUSSOES
5.1 Estudo sobre a razao de aspecto . . . . . . . ... ...
5.2 Estudo sobre o tipo de elemento . . . . . . ...
5.3 Estudo sobre o tipo da fungao de forma . . . . . ... ... L

5.4 Resultados para J. constante . . . . . . ... ... ... L.

5.5 Resultados para J.(B,T) . . . . . . .

6 CONCLUSAO

Referéncias

75

81

82

83

88

89

92

97

99



12

1 INTRODUCAO

Embora esta dissertacao tenha seu foco na simulagao das perdas AC em supercon-

dutores tipo II, optou-se pela seguinte estrutura:

e Introducao: Motivacao da pesquisa tendo como base os problemas e desafios do setor
energético mundial e brasileiro, transmissao e distribuicao de energia no Brasil e a
tecnologia e tipos de cabos supercondutores como alternativa a um sistema classico
de muitas perdas. O propésito dessa introdugao é mostrar a importancia do estudo

realizado na transmissao de energia ao consumidor em geral.

e Bases Fisicas: No intuito de caracterizar e mostrar as equagoes que regem o pro-
blema, bem como introduzir o leitor aos principios fisicos envolvidos na transmissao

de energia elétrica.

e Método dos Elementos Finitos (MEF): Nesse capitulo abordou-se a forma de re-
solugao de problemas fisicos usando o MEF, os principios envolvidos e as carac-
teristicas de resolucao. Nesse capitulo foi abordada a ferramenta utilizada na re-
solugao das caracteristicas eletromagnéticas do supercondutor dessa dissertacgao.

Para esse fim, foi feita uma revisao do Célculo Variacional até chegar ao MEF.

O consumo de energia talvez seja um dos maiores problemas existentes na atuali-
dade, visto que a producao e transmissao da mesma nao sao suficientes para abastecer
o consumidor comum e os diversos setores que abastecem a economia global. Os dados
existentes hoje dao conta de que a uniao entre os fatores de aumento populacional em
espacos urbanos e a melhora da qualidade de vida dos seus habitantes, implicard num
aumento da demanda total de energia residencial e comercial em cerca de 30% até 2040
[1], (ver Figura 1).
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Figura 1 — Demanda Residencial/Comercial por Regido (102 BTUs) [1].

O consumo mundial tem crescido especialmente em paises de clima frio, que neces-
sitam de energia para manutencao do aquecimento e conforto das suas populagoes, como
também para atendimento do aumento das suas economias. Em paises como os EUA,
Canada, Arébia Saudita e Austrédlia, por exemplo, o consumo residencial per capita é
pelo menos seis vezes maior que em paises como o Brasil, México e China, o que esclarece

essa tendéncia de consumo (Figura 2) [2].



14

Figura 2 — Consumo de Energia Elétrica per capta [2].

Alguns dos paises citados tém suas proprias caracteristicas de consumo e geracao
de energia. Os Estados Unidos, de forma geral, tem grande consumo energético, che-
gando préximo dos 4,0 bilhdes de kW h anualmente [3], que é maior que o consumo
anual conjunto da Russia, fndia, Alemanha, Canadd, Franca, Brasil e Coreia do Sul [4],

representado pela Figura 3.

Figura 3 — Grdfico do consumo de energia elétrica por pais [4].
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No Brasil, o consumo de energia tem aumentado bastante nos tultimos anos e a
previsao é que em 2020, seja préximo a 730 TWh [5] aumentando para valores entre 850 e
1.250 TWh, em 2030, dependendo do cenério macroeconoémico no decorrer deste periodo,

como mostra a Figura 4.

Figura 4 — Projecio em trés cendrios para o consumo de energia no Brasil [4].

A previsao de aumento vem se concretizando segundo relatorio da Empresa de
Pesquisa Energética (EPE), visto que em 2013 o consumo mostrou ser 3,5% superior ao
ano de 2012.

O consumo de energia no Brasil, como ocorre mundialmente, esta ligado fundamen-
talmente ao niimero de habitantes e ao cenario do setor produtivo. Nos primeiros seis
meses de 2014 o consumo total de energia elétrica foi de aproximadamente 240 milhoes
de MWh, com grande parte deste consumo restrito a regiao Sudeste, com quase 52% do

total [6].
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Fig’IL’I’a, 5 — Consumo total por regido nos seis primeiros meses de 2014 [7].

Para abastecer o atual cenario de consumo de energia em todo mundo existe uma
maior necessidade de produzir e transmitir de forma eficiente o que é produzido nas
estacoes geradoras. A ideia basica existente na producao de energia elétrica é gerar uma
forca que seja capaz de rotacionar turbinas existentes nas usinas geradoras de eletricidade,

transformando energia mecanica em energia elétrica, que sera utilizada posteriormente [7].

A origem da energia mecanica necessaria para a producao de energia elétrica pode
ser obtida de diversas fontes de energia priméria. No Brasil ela provém basicamente das
usinas hidrelétricas, que funcionam pela construcao de barragens onde estao localizadas
as turbinas para a producao de energia elétrica; as termelétricas, que operam pela queima
de 6leo, carvao, gas ou biomassa,onde ¢é possivel girar as hélices das turbinas com a forga
do vapor resultante da queima desses materiais; e as usinas nucleares que produzem a
energia pelo processo de decaimento radioativo em cadeia e que emitem calor na forma

de radiagao, entre outros. Veja na Figura 6.



17

Figura 6 — Geracio elétrica por fonte no mundo [4].

Tal qual no Brasil, essa diversificacao de geragao de energia tem como objetivo
prevenir escassez, visto que a producao pode ser afetada por questoes ambientais. Na
tentativa de diversificar as possiveis fontes, muitos paises tem buscado meios alternativos
de geracao de energia. O Canadd, por exemplo, que se caracteriza como a 11° economia
do mundo, possui uma grande diversidade de fontes de energia, incluindo petréleo, gas
natural, carvao, potencial hidrico, uranio e biomassa, sendo a energia, a maior fonte de

atividade nacional, ao lado da industria [8].

Os Estados Unidos, primeira economia do mundo, possui em torno de 85% da
sua fonte de energia provindo basicamente de petréleo, carvao e gas natural, quadro
contrastante com o de seu vizinho Canadd e também de paises como Espanha, lider
mundial em geracao de energia a partir de fonte solar, e que possui 50% da sua energia
produzida em parques edlicos, bem como Italia, que possui a maior parte da geracao
resultante de fontes térmicas convencionais e hidroeletricidade, e também da Franca,
maior exportador de energia elétrica da Uniao Europeia, que possui como maior fonte

geradora as usinas nucleares [3].

No Brasil, as geradoras de eletricidade estao distantes do centro de consumidores,
sendo necessario um complexo sistema de transmissao para que a energia gerada chegue

ao consumidor final, como mostra a figura 7 [9].
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Figura 7 — Mapa das Linhas de Transmissio de energia elétrica no Brasil [9].

A transmissao entre as diversas etapas comeca pela utilizacdo de uma rede aérea,
composta por cabos condutores metalicos suspensos em torres, também metalicas, por
meio de isoladores ceramicos ou de outros materiais altamente isolantes. As torres sao

localizadas em distancias pré-estabelecidas, a fim de manter esses cabos em certa altura

do solo minimizando riscos ambientais na regiao em que estao localizados [10].
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Figura 8 — Estrutura de uma linha de transmissdo tipica CESP de 440 kV [10].

No Brasil, as linhas de transmissao sao classificadas de acordo com o nivel de
tensao de sua operacao, da seguinte forma: Al, que sao aquelas destinadas a conduzir
tensao de fornecimento igual ou superior a 230 kV, constituem a chamada rede bésica;
A2, onde a tensao de fornecimento esta entre 88 £V e 138 kV; e A3, na qual a tensao de

fornecimento est 4 na faixa de 69 £V, essas duas tultimas de responsabilidade das empresas
distribuidoras.

Entre a geradora e o consumidor final a energia transportada passa por diversas
subestacoes, alterando a tensao elétrica de forma a diminui-la ou aumenté-la dependendo
da situacao. No inicio da transmissao a energia a ser transportada sofre uma elevagao, no
intuito de minimizar as possiveis perdas existentes durante o processo de transmissao, mas
nas proximidades do consumidor final ela sofre uma diminuicao da energia disponivel nas
subestagoes, que estao localizadas nos pontos de conexao com geradores, consumidores e
empresas distribuidoras, tornando-a adequada para o consumo e seguindo até eles por via
aérea ou subterranea, onde sofrem outra diminuicao em transformadores menores a fim

de adequar a tensdo para as residéncias, o comércio, as empresas e industrias [11].
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Figura 9 — Ezemplo de uma subestacdo [11].

Uma subestacao de distribuicao, na maioria dos casos, possui como componentes
principais um ou mais transformadores, que tém por objetivo principal diminuir a tesao
a ser disponibilizada na rede, passando-a de 13,8 kV para 220 V ou 127 V, dependendo
das caracteristicas do consumidor e chaves seccionadoras, que sao dispositivos destinados
a isolar equipamentos e/ou barramentos e/ou barras de transmissao e que fazem parte do

conhecido equipamento de manobra [12].

As zonas de barramento podem ser entendidas como as barras de cobre responsaveis
pela distribuicao da energia elétrica entre os disjuntores, e linhas de transmissao ja des-
critas anteriormente. Os disjuntores podem ser considerados os mais importantes equipa-
mentos de seguranca, com capacidade de abertura e fechamento para a protecao de certo
trecho do sistema. Além dos disjuntores, as estacoes também sao providas de equipa-
mentos de medicao e outros de seguranca, tais como os para-raios, que normalmente sao
do tipo Oxido de Zinco (ZnO) [13], os relés, que tém como fungao basica “remover” do
circuito qualquer elemento que esteja funcionando incorretamente e, assim, colocando em
risco a distribuicao, e os fusiveis, usados para protecao de circuitos sujeitos a sobrecargas
ou curto-circuito e sao dimensionados para interromperem a corrente elétrica no circuito

sempre que um valor pré-determinado de corrente é ultrapassado [14].

Subestagcoes se localizam nos préprios centros urbanos, ja que sao elas que distri-
buem a energia para as redes de distribuicao. Essas redes podem ser divididas em quatro
grupos principais, sao eles: Aérea Convencional, que nao possuem isolamento dos condu-
tores e por isso sao mais susceptiveis a ocorréncia de curto-circuitos; Aérea Compacta,
onde condutores tem uma camada de isolante e ocupam uma area bem menor que a
Convencional; Aérea Isolada, nesse tipo os condutores sao encapados com isolacao sufici-

ente para serem trancados;, e Distribuicao Subterranea, que, como o nome sugere, estao
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localizadas no solo e proporcionam o maior nivel de confiabilidade e também o melhor

resultado estético.

Os consumidores finais, residéncias e pequenos comércios/indistrias, ficam entao
conectados as redes de baixa tensao estabelecidas entre 110 e 440 V, enquanto supermer-
cados, comércios e industrias de médio porte adquirem energia elétrica diretamente das
redes de média tensao, com tensao elétrica entre 2,3 kV e 44 kV, devendo transformé-la

internamente para niveis de tensao menores, sob sua responsabilidade.

Em funcao dos diversos problemas envolvidos no processo de transmissao de energia
elétrica, os custos relativos a esse transporte tém aumentado em todo mundo, e acabam
sendo repassados aos consumidores finais. Em relagao ao custo de energia, em reais, os
valores mais elevados sao: Alemanha (R$ 0,650/ Kwh), Itélia (R$ 0,526/Kwh), Japao
(R$ 0,464/Kwh), Holanda (R$ 0,442/ Kwh) e Portugal (R$ 0,430/Kwh). O Brasil
ocupa a décima posi¢ao, com um custo de R$ 0,333/ Kwh, e os Estados Unidos com R$
0,232/ Kwh [15].

Em um primeiro olhar esses dados forneceriam uma ideia que o custo de energia
elétrica ao consumidor final brasileiro nao é tao elevado, no entanto esses dados precisam
ser analisados com o devido cuidado. O salario minimo no Brasil por hora ¢é de 3, 29 reais,
enquanto na Alemanha é de 8,50 euros, equivalente a 25,33 reais !, j4 em Portugal é
de aproximadamente 2,36 euros, em torno de 7,03 reais, e nos Estados Unidos de 7,25
délares, equivalente a 16,32 reais ([16], [17]), mostrando que comparativamente o custo
com energia elétrica no Brasil é mais alto que em muitos paises que possuem tarifas mais

elevadas.

Os valores das tarifas aplicadas ao setor industrial, por exemplo, levam em conta fa-
tores como Geracao, Transmissao e Distribuicao - GTD, os Encargos Setoriais, as Perdas
técnicas, que estao relacionadas as propriedades fisicas dos componentes envolvidos no sis-
tema, que resultarao na perda de energia devido as caracteristicas da linha de transmissao,
e nao técnicas ou comerciais, que sao causadas fundamentalmente pelo nao faturamento
de um percentual da energia distribuida. As causas mais comuns estao ligadas a falta de
medidores, ao erro ou nao execugao de leitura dos medidores, erro de leitura dos medido-
res ou no faturamento das unidades consumidoras; furto de energia ("gato”) e a fraude
no fornecimento ou no sistema de medigao ("rato”), e os Tributos federais e estaduais

(PIS/COFINS e ICMS) [18].

I Conversdo de moeda feita em setembro de 2014.
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Figura 10 - Custo da Energia Elétrica para a Indistria [18].

Os valores ao consumidor final ainda poderiam ser menores se fossem minimizadas
as perdas de energia, ocorridas desde o processo de produgao até sua chegada ao consu-
midor final. No Brasil as perdas ultrapassam a marca dos 20% do total produzido, um
numero bastante alto, mesmo quando comparado aos paises da América do Sul, como

mostra a figura 11 [19].

Figura 11 — Perdas elétricas em alguns paises da América do Sul e Unido Européia [19).
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Em se tratando do carater fisico da transmissao, existe um conjunto de perdas asso-
ciadas ao tipo de cabo normalmente utilizado atualmente, que sao: resisténcia, indutancia,
capacitancia e a condutancia. Dentre elas, a primeira pode ser considerada como a princi-
pal causa da perda de poténcia em uma linha de transmissao e a ultima pode ser afetada,
por exemplo, pela qualidade do material utilizado na linha de transmissao, a frequéncia
da tensao aplicada e condigdes meteorolégicas existentes [20]. Cabos supercondutores
podem ser utilizados para transmissao e distribuicao de energia, e suportam de cinco até
dez vezes mais transporte de energia do que cabos convencionais de cobre ou aluminio,

além de representarem uma diminui¢ao considerdvel na perda de energia [21].

No atual sistema de transmissao de energia sao utilizadas as linhas de aéreas, que
necessitam de uma grande area territorial livre de construgoes para isolar o percurso dos
cabos e acomodar as torres de sustentagao. Essas linhas possuem o inconveniente de se
sobreporem a paisagem natural, impactando ecossistemas frageis, que muitas vezes podem
ter seu comportamento alterado desde o processo de implantagao e manutengao da mesma.
No caso de regioes urbanas, essas linhas possuem o inconveniente de polui¢ao visual e
perda economica, por desvalorizagao imobilidria nas regioes onde elas estao instaladas,

representadas pela figura 12 [22].

Figura 12 — Desenho representando o impacto sécio-ambiental de uma linha de transmissdo aérea

[22] .

Uma alternativa para a transmissao e distribuicao de energia elétrica aparece com
a descoberta da supercondutividade, pois nessa circunstancia, nao existe perda de energia
(em regime de corrente continua), ou é muito menor (em regime de corrente alternada)

que situacoes normais.
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Foram necessarios muitos anos de pesquisa para desenvolver um cabo que utilizasse
em esse principio no seu funcionamento, e hoje, sua estrutura ¢é diversificada e complexa.
Esse dispositivo pode ser utilizado por baixo da terra, nao afetando o ambiente, e podendo

ser utilizado em grandes centros urbanos ja estruturados.

Nos cabos, o material supercondutor encontra-se em forma de fita (ver Figura 13).

Figura 13 — Camadas de uma fita HTSC da American Superconductor [24].

Dessa forma, existem varias configuracoes que podem ser utilizadas para sua cons-

trucao, dentre as quais sao classificadas em trés principais tipos, como na figura 14 :

Figura 14 — Diferentes configuracdes para os cabos supercondutores [21].

e Configuragao concéntrica

O primeiro tipo organiza as trés fases AC de forma concéntrica em um tnico ntcleo
de cobre. A empresa [23], por exemplo, possui em seu portfélio o modelo “CONCENTRIC
MVAC CABLE“, que segundo o fabricante, é utilizado em aplicagoes de média tensao.
Apresentam design mais compacto, a melhor utilizacao de fitas (High Temperature Su-
percoducting) HTSC, tendo as trés fases e uma tela, cada uma separada por meio de

dielétricos 2, presos em torno de um eixo oco. O primeiro pode ser usado como um canal

2 Tsolante elétrico que sob a atuacdo de um campo elétrico externo abaixo do limite de sua rigidez dielétrica,
nao permite o fluxo de corrente.



25

de retorno para o nitrogénio liquido.

Cabos HTS compactos com design concéntrico sao capazes de transmitir gran-
des quantidades de energia em areas de alta densidade populacional. Por usarem o
nivel de tensao média permitem uma arquitetura de rede, onde subestacoes de trans-
formacao podem ser colocadas fora das zonas urbanas. Devido ao seu design especial,
cabos concentricos, como cabos de poténcia de climatizacao, nao apresentam campos

magnéticos externos [23].

Figura 15 — Cabo Supercondutor concéntrico Nexans modelo “CONCENTRIC MVAC CABLE” [23].

e Trés Cabos HTS em trés criostatos 3

Esse segundo modelo consiste em trés cabos monofasicos, mas cada um com seu

sistema criogénico independente.

As camadas internas de fitas HT'S transmitem a energia, enquanto as camadas ex-
ternas sao aterradas. Nas camadas exteriores, correntes iguais em grandeza, mas opostos
em fase para as camadas internas sao induzidas. Estas correntes induzidas eliminam
completamente os campos eletromagnéticos das camadas interiores, trazendo beneficios
para o projeto, pois o fato do campo eletromagnético estar contido dentro da tela dos
supercondutores, faz com que se reduza significativamente a indutancia do cabo, outra

vantagem importante do cabo. [23] .

3 Dispositivo de controle eletronico e/ou eletromecanico que lida com criogenia, controlando a temperatura
em valores bastante baixos em relagao a temperatura ambiente.
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Figura 16 — Representacdo de um cabo monofdsico com seu sistema criogénico [23].

e Trés Cabos HTS em um criostato

O terceiro tipo utiliza trés cabos monofasicos separados, encapsulados por um inico
sistema criogénico. As empresas American Superconductor (AMSC) e Furukawa (Super
Power Inc.) utilizam dessa arquitetura para seus cabos de alta e média tensdo, com

aplicacdo em transmissao e distribuicao de energia, respectivamente [24].

Figura 17 — Cabo HTS trifasico da empresa Superconductor Technologies, Inc [21].

Diante deste cenario, esse trabalho teve como objetivo a simulacao das carac-
teristicas do material supercondutor utilizado nos cabos HT'S, foi desenvolvida e financiada
pelo projeto P&D ANEEL D712 “SUPERCABO”, chamada 006,/2008-2010 de projeto es-
tratégico nacional, com recursos do convénio entre a UFRRJ, CEMIG D, CEMIG GT,
ISA-CTEEP, ECTE-TBE, TAESA, com bolsa de mestrado da FAPUR, e com as novas
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instalagoes do LMDS — Laboratorio de Materiais e Dispositivos Supercondutores, cons-

truidas no ambito do supracitado projeto.
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2 BASES FISICAS

2.1 Teoria Eletromagnética

No século XVIII, pelo experimento elaborado por Milikan, foi possivel perceber que
a carga elétrica, propriedade intrinseca dos chamados corpos elétricos, nao era infinita-
mente divisivel. No experimento, o cientista mediu a carga de 10.000 gotas de dleo para
conseguir determinar o valor da carga elementar dos elétrons, sendo 1,6 x 1071°C [25].
Esse experimento permitiu um melhor entendimento dos fenomenos elétricos e posterior-

mente os magnéticos, possibilitando avangos no campo da ciéncia e tecnologia.

A descoberta da carga elétrica permitiu analisar os efeitos do seu movimento, sendo

7 x : : = « ” Lt
possivel a compreensao de que, devido a aplicacao de uma “forca” com caracteristicas
especiais, essas cargas entram em movimento. Esse fluxo elétrico, denominado corrente
elétrica, ocorre pela aplicacao de uma forga eletromotriz capaz de vencer a resisténcia
imposta pelo material no qual pretendia gerar o movimento das cargas, exemplificado

pela figura 18

—vAt

Figura 18 — Corrente elétrica gerada no material pela aplica¢do de campo elétrico.

Essa forga, na realidade um potencial elétrico, produz uma corrente dependente das

caracteristicas do material, tal que:



juntando as equagoes 2.1 e 2.2 temos:
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ou ainda, tomando p = 1/\, obtemos a forma mais geral

-
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= F, chegamos na relacao:
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(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Em 1820, Hans Christian Oersted (1777-1851) descobriu que um condutor percor-

rido por uma corrente, originada por uma diferenca de potencial ou campo aplicado, era

capaz de modificar a orientac¢ao de bussolas préximas ao condutor [26], [27].

Essa perturbagao causada é denominada de campo magnético, um campo vetorial,

que tem seu sentido dado pela regra da mao direita. A regra pode ser visualizada na figura

19 [27], na qual o polegar fica apontado para o sentido da corrente e, com a méao fechada,

a pontas dos dedos determina a direcao do campo magnético produzido pela corrente que

percorre o condutor [26].

Electric current I f
.1\

B Magnetic field

Figura 19 — Representagdo esquemdtica da passagem de uma corrente I gerando um campo magnético

B [26].
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Experimentalmente foi verificado que o médulo do campo magnético B, gerado por
um fio é diretamente proporcional a corrente I e inversamente proporcional a distancia

radial r, medida a partir do fio [26].

1
B o« — 2.6
2rr ( )

Se considerarmos que o campo medido B ¢ o efeito do campo H produzido pelo fio
em um meio, eles podem ser relacionados por uma constante de proporcionalidade, que

carrega as caracteristicas do meio onde esta sendo medido B.

B H (2.7)

Essa constante é chamada de permeabilidade magnética (u), e nos permite escrever:

B=puH (2.8)
1
H=_—— 2.9
2rr ( )
1
B =uy— 2.10
Py (2.10)

Como as linhas de campo magnético H produzido por um fio infinito sao circun-

feréncias concéntricas, como mostra a figura 19, podemos calcular a circulagao por:

C zj[ﬁ dl (2.11)

Uma vez que o campo é produzido exclusivamente pela corrente que atravessa o fio,

podemos dizer que:

fﬁ-df: I (2.12)

Sendo S a superficie fechada pela curva C', podemos afirmar que a corrente que

atravessa a superficie é a soma de toda densidade de corrente J em S, dado pela relacao
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abaixo.

f A.di— / / 7. ds (2.13)
c S

Pelo teorema de Stokes!, o lado direito da equacao 2.13 pode ser reescrito como:

//S<V><]:7>-d§://sf-d§ (2.14)

onde é possivel obter a relacao

—

VxH=J (2.15)

que descreve a forma diferencial da lei de Ampere.

Na sua forma generalizada, os efeitos magnéticos sao diretamente influenciados pela

variacao do campo elétrico aplicado no material e escrita como:

. - OF
V x B = MoJ + MOGOE (216)

As linhas de inducao magnética B, que atravessam uma superficie S, podem ser

calculadas pelo conceito de fluxo [29]:

@z//sé-dﬁ (2.17)

A diferenca de potencial V', nesse caso, é dada pela circulagao de um campo elétrico

E na curva C que limita a superficie S, dado por [29]:

sz{E'df (2.18)
C

A relacao entre o fluxo magnético e o potencial foi verificada experimentalmente

pelo fisico Heinrich Lenz, e mostra que a diferenca de potencial é proporcional a variacao

1O teorema de Stokes diz que o fluxo do rotacional de um campo vetorial F através de uma superficie %

é igual a integral de linha da componente tangencial de F aplicada ao limite de X, ou seja, fz (6 x F ) .

Y = §, F - d7 28]



32

do fluxo magnético [30].

do

V="

(2.19)

Em termos integrais, podemos substituir as equacoes 2.17 e 2.18 na equagao 2.19,

resultando na forma integral da Lei de Faraday 2.20.

L. d o
j{E.dH—//B.dszo (2.20)
c dt JJs

Usando também o teorema de Stokes, o primeiro termo da equacao acima pode ser

rescrito como:

/L(vXE>-d§:—//Saa—?d§ (2.21)

gerando a forma diferencial da lei de Faraday para a inducao eletromagnética

. OB

VxE=-—" (2.22)

O comportamento dos corpos, a passagem de corrente elétrica e os efeitos causados
nas regioes adjacentes dependem das caracteristicas do material analisado. De forma geral,
os materiais podem ser classificados em funcao da forma como a corrente elétrica percorre
ou nao esses materiais, como condutores, semicondutores, isolantes ou supercondutores

31).

Segundo o modelo atomico atual e simplificado, as estruturas existentes na natureza
sao compostas por atomos, e esses pela combinagao de prétons, néutrons e elétrons,
estando os elétrons localizados ao redor do nticleo. Porém, em alguns materiais os elétrons
ao redor do ntcleo podem se desprender do atomo e ficar livres para se locomover pelo
material. Esses elétrons sao chamados de elétrons livres, e sao eles que definem se um

material é isolante ou condutor [32].

Os condutores sao materiais que possuem elétrons livres a temperatura ambiente,
cerca de 300 K [33], tendo movimento aleatério pelo material. No caso de um campo
elétrico aplicado ao material, o deslocamento desses elétrons ocorrera de forma organi-
zada e obedecendo as caracteristicas do meio em que se encontram, dando origem ao que

conhecemos como corrente elétrica. Esse deslocamento serda determinado matematica-
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mente, pela relagao:

D=F¢E (2.23)

sendo € o tensor permissividade, medida em F'/m (Faraday por metro), e E o vetor campo

elétrico.

Apesar do campo elétrico orientar o sentido dos elétrons, estes ainda encontram
dificuldades para se movimentar, devido a resisténcia provocada pelas caracteristicas do
material [34]. Os vérios fatores que dificultam a passagem da corrente sao expressos
pela quantidade fisica conhecida como resisténcia (R), que leva em conta caracteristicas

estruturais e fisicas do material:

L
R=p— 2.24
’3 (2.24)
onde R representa a resisténcia de um determinado material em € (Ohm), p a resistividade
do material em Q.m? (Ohm vezes metro ao quadrado), L o comprimento do material em

m (metro) e A a drea da segao reta do material em m? (metro ao quadrado).

Um parametro importante que a equagao (2.24) nos apresenta é a resistividade
elétrica do material ” p” | visto que nos condutores esse parametro é fortemente influenciado
nao apenas pela geometria, mas também por outros fatores. A relagao que melhor descreve
esse comportamento é conhecida como Regra de Matthiesse, expressa matematicamente

por:

Ptotal = Pi + PT + Pa (2.25)

sendo pr, p; e pg, respectivamente, as contribuigoes na resisténcia do material devido as
variacoes térmicas, efeitos das impurezas e da deformagao plastica, valida apenas para

certos niveis de temperatura e impureza.

Em certas condigoes, temperaturas acima de 73 K, a resistividade dos materiais é

escrita, para grande parte dos condutores, através da relagao linear:

p(T) = pars [1 + ar (T — Tp)] (2.26)

na qual p representa a resistividade do material em certa temperatura T', Ty é a tempera-
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tura de referéncia, po73 ou pg a resistividade elétrica do material a 273 K, ar é coeficiente

de temperatura da resistividade [35].

Uma analise eletromagnética importante esté relacionada ao comportamento térmico
dos materiais condutores através do efeito Joule [36]. Quando um condutor é percorrido
por uma corrente elétrica, ha a transformacao da energia potencial elétrica em energia
térmica, em consequéncia das colisoes entre os elétrons e os ions do metal condutor. Essas
colisoes transferem energia dos elétrons para os ions, que aumentam sua agitagao térmica

e consequentemente, a temperatura do condutor, o chamado Efeito Joule.

Como ja visto anteriormente, a condutividade de um material depende da quanti-
dade de elétrons livres a uma temperatura a cerca de 25 °C'. Materiais isolantes, também
conhecidos como dielétricos perfeitos, sao aqueles nos quais nao é possivel estabelecer
uma corrente elétrica. E importante ressaltar que nao existe material nessas condicoes,
pois sempre existird uma diferenga de potencial (V) que vencerd a rigidez dielétrica do

material [37].

Os materiais semicondutores, base da indtstria eletronica, sao conhecidos por apre-

sentarem caracteristicas elétricas isolantes e condutoras [31].

As caracteristicas de conducgao ou nao desses materiais, além da temperatura, estao
relacionadas ao material associado a eles pelo método de dopagem?. No caso da dopagem
do silicio por materiais como fésforo (P), arsénico (Ar), Boro (B) ou Galio (Ga), a

. e s o oo
nova configuragao permitira a condugao elétrica pela criagao de uma estrutura ”rica” em
elétrons livres ou em regioes com auséncia destes e favoraveis a conducgao, chamadas de

lacunas [26], [39].

Abaixo sao apresentados a resistividade e o coeficiente de temperatura da resistivi-

dade de alguns materiais [40]:

2 Dopagem ¢é o procedimento de adicio de impurezas quimicas a um elemento para transforma-lo de forma
controlada [38].
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Tabela 1 — Resistividade e coeficiente de temperatura da resistividade a uma temperatura
determinada de 20°C', dos materiais usados em cabos supercondutores e dos
semicondutores mais comuns [39].

Material Resistividade, Coeficiente de tempe-
p(Q2-m) ratura da resistividade,
a,.(°C™1)
Prata (Ag) 1,59 x 1078 3,8 x 1073
Cobre (Cu) 1,68 x 10~ 3,9 x 103
Carbono (grafite) 3,5x 1075 -5 x 1074
Germéanio (puro) 0, 46 —4,8 x 1072
Silicio (puro) 640 —7,5%x 1072

Os materiais, quando percorridos por uma corrente elétrica, apresentam uma re-
sisténcia ao movimento dos elétrons, como dito anteriormente. Para que a corrente seja
mantida, é necessario realizar trabalho através da forca eletromotriz. No caso dos mate-
riais supercondutores, uma vez estabelecida a corrente esta permanecera de forma per-
sistente pelo material, em certas condigoes, por nao oferecerem qualquer resisténcia ao

transmitir energia elétrica [31], [41].

A maioria dos metais possui baixa resisténcia a temperatura ambiente, e alguns se

tornam supercondutores quando resfriados a temperaturas préoximas ao zero absoluto.

Figura 20 - Curva da Resistividade © Temperatura para supercondutores, metais puros e impuros.
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2.2 Supercondutividade

A capacidade de transporte de energia elétrica é um fator estratégico para o de-
senvolvimento de um pais, assim os estudos em torno de seu desenvolvimento sempre
tiveram destaque no meio académico. O primeiro pesquisador a observar o fenomeno da

supercondutividade foi o fisico holandés Heike Kamerling Onnes, no ano de 1911 [42].

Durante pesquisas realizadas no desenvolvimento de um refrigerador criogénico, em
1908, Onnes percebeu que certos materiais, tais como chumbo (Pb) e estanho (Sn), ao
alcancarem a temperatura na qual o hélio se torna liquido, em torno de 4,2 K [43], tinham

suas resisténcias reduzidas drasticamente a zero [44].

Os materiais que apresentam essa queda abrupta de resisténcia, quando sua tempe-
ratura estd abaixo da temperatura critica, sao chamados de supercondutores [45]. Até a
década de 60 foram descobertos muitos outros metais puros supercondutores, mas sempre

com temperaturas abaixo de 30 K.

Pensar em transmissao de energia elétrica em larga escala sem nenhuma perda
era empolgante, mas o custo envolvido era muito alto, principalmente por conta do hélio
liquido, que custava algo em torno de US$7 (sete délares da época) por litro, e era essencial
para manter o metal em seu estado supercondutor. Parte das pesquisas seguiu, entao,
para buscar misturas que pudessem ser supercondutoras a temperaturas cada vez maiores.
Partindo desse objetivo, foram descobertas ceramicas baseadas em 6xido de cobre, que sao
supercondutoras em temperaturas préximas de 100 K, caso do composto YBCO (éxido

de itrio-bario-cobre) com estado supercondutor abaixo de 92 K [43].

Importa mencionar ainda outras ceramicas como: BSCCO (6xido de estroncio-
célcio-cobre); TBCCO (6xido de talio-bario-célcio-cobre) e HBCCO (6xido de mercirio-

bério-célcio-cobre), essa tiltima com estado supercondutor ja encontrado abaixo de 133 K.

Os supercondutores ceramicos possuem fortes caracteristicas anisotrépicas (distin-
tos em diferentes planos cristalinos), e, por conta desse aspecto, os materiais TBCCO e

HBCCO suportam correntes bem menores que o YBCO [43].

Essas ceramicas sao chamadas de supercondutores de alta-temperatura, do inglés
high-temperature superconductors (HTSC). Apesar de estarmos falando de temperaturas
préximas a 100 K (-173 °C'), o termo "alta temperatura”diz respeito a possibilidade do
uso de outros gases para resfria-los, como o nitrogénio, que se liquefaz a 77,4 K e custa

poucos centavos por litro (mil vezes menos que o hélio). O uso do nitrogénio possibilitou



37

aos supercondutores sairem dos laboratérios de pesquisa para as industrias, beneficiando

a populagao de forma direta.

Os supercondutores sao afetados basicamente por trés grandezas: temperatura,
campo magnético e corrente elétrica. Acima da temperatura critica (7,), campo magnético
critico (H.) e corrente critica (I.), as propriedades do material voltam a ser normais;
abaixo, as propriedades supercondutoras se manifestam fazendo com que a resisténcia

elétrica em corrente continua se torne nula [46].

Uma importante caracteristica do supercondutor é a expulsao do campo magnético
do seu interior. Se um campo magnético estd presente em seu interior e o material é
resfriado abaixo de T, se transformando em supercondutor, o campo magnético é expelido.
Esse fenomeno é chamado de Efeito Meissner, e nao pode ser explicado apenas com
condutividade infinita, sendo ainda necessario o desenvolvimento de uma fisica que de

conta de compreender o que ocorre dentro de um supercondutor [43].

—
Magrelic Field Lines B

Figura 21 — Efeito Meissner no supercondutor mostrando a distor¢do das linhas de campo magnético

[42].

Como ja mencionamos, existe uma intensidade de campo magnético que é suficien-

temente forte para destruir o estado supercondutor, o campo critico H..

Existem duas classificacoes de supercondutor, os de Tipo I e os de Tipo II. O
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primeiro é capaz de expulsar todo o campo magnético abaixo de T, e acima desse valor

se torna um material normal. Esse comportamento é chamado de diamagnetismo perfeito
[43].

O eletromagnetismo classico mostra que, para qualquer material, o campo magnético

aplicado H esta relacionado com a magnetizacao M e a inducao magnética B pela relacao:

B = (H + M) (2.27)
No diamagneto perfeito o fluxo magnético é nulo, para isso, é necessario que M =

—H , exemplificado pela figura 22

Figura 22 — Grifico de H x M representando o diamagnetismo perfeito do supercondutor Tipo I [42].

Outra grandeza afetada nos supercondutores de Tipo I é a corrente critica, que
¢ uma consequéncia direta do campo magnético critico H.. Se temos H, baixo num

supercondutor Tipo I, sua densidade de corrente critica J. serd igualmente baixa [43].

Essas relagoes sao muito complicadas para o supercondutor Tipo II, no qual o
Efeito Meissner é presente até um H.;, e a partir desse valor o campo magnético comeca a
penetrar no material, sem que este deixe de ser supercondutor, estando entao, num estado
misto, até que todo material seja totalmente preenchido. A partir de um valor de campo

magnético critico H., o material volta a ser normal, como mostra a figura 23.



Figura 23 — Grifico de H x M representando o supercondutor Tipo II [42].
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3 METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

Devido a complexidade de estudo dos problemas eletromagnéticos, faz-se necessario
uma abordagem computacional. Como método de andlise utilizado neste trabalho, opta-
mos pela solucao via Método dos Elementos Finitos, o qual serd mostrado a seguir, em

suas bases conceituais.

3.1 Calculo Variacional

3.1.1 O funcional

O célculo variacional pode ser considerado um ramo da otimizacao, uma vez que
trabalha na procura de extremos. Esse tipo de abordagem trabalha com funcionais, que
sao fungoes cujo dominio é um espago vetorial e a imagem é o corpo de escalares, assim
os candidatos ao extremo sao funcgoes, geralmente descritas por integrais definidas; os
conjuntos de fungoes sao frequentemente expressos pelas condigoes de contorno e requisitos

de suavidade, que surgem na formulacao do problema.

O célculo variacional tem como marco inicial o século XVIII, com os irmaos Ber-
noulli, Newton, Leibniz, Euler, Lagrange e Legendre, sendo consideravelmente estendido

no século seguinte por Jacobi e Weierstrass [47].

Como exemplo do Célculo Variacional, pode-se citar o problema da braquistocrona,
proposto por Johann Bernoulli (1696), em que se deseja encontrar a forma de um fio,
no qual uma conta, inicialmente em repouso, desliza sob acao exclusiva da gravidade,
percorrendo do inicio ao fim. Dados os extremos fixos e o movimento livre de atrito, a

curva que corresponde ao movimento com menor tempo se chama braquistécrona.
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Figura 24 — Para o momimento de uma particula submetida a uma for¢a vertical, dentre as trés tra-
jetorias do ponto A ao B, a que resulta no menor tempo € a braquistécrona em vermelho.

E possivel colocar como o exemplo de funcional a seguinte expressao

Seja F' uma fungao dependente da funcdo g = ¢(t) e de sua derivada ¢ = ¢(t),

F=F(tq,q) (3.1)

J = / t2F(t,q,q)dt (3.2)

t1
No intervalo ¢; < t < t5, a funcdo ¢(t) assume os valores ¢ = q(t1) e g2 = q(t2).

Dadas essas condicoes, é definido que funcao admissivel é aquela que dentro de uma
margem, e satisfazendo as condigoes de contorno, representa a fungao exata ¢(t), com a

forma

y() = y(x) + An(z) (3.3)

Sendo n(z) uma fungao arbitraria que satisfaz as condigoes de contorno n(x;) =

n(x2) = 0, e A uma constante pequena o quanto se queira.

Podemos entender também An(z) como a variagao da fungao exata.

oy = An(x) (3.4)

I[sso pode ser visto graficamente na figura 25.



Figura 25 — Funcoes y(z) e y(x) [47].

Derivando a equacao 3.3 em relacao a x, obtemos:

y(x) = (@) + Ni(x)

Que analogamente a 3.4, pode ser entendida como a variacao de y(z).

0y = ()
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(3.6)

Isso foi feito para que se possa montar uma variagao na fungao F(z,y, ), podendo

ser escrita como

OF = F(t,q+ An,¢+ ) — F(t,q.9)

Expandindo o primeiro termo de 3.7 em uma série de Taylor temos:

OF OF 1 0*°F
F(t A, g+ An)=F(t,q,q) + —A — M+ ————(\n)?
(t,q + A, ¢+ M) (7Q;Q)+aq Nt 5 ”+2!aq2( n)+
Com isso a igualdade 3.7 se torna
oF OF OF OF
OF = (F(t,q,q) + —A\ — A +...)—F(t,q,q) = —\ — AN+ ...
( (7q,Q)+aq nt G Mt ) — F(t,q,4) o 1t g Mt

(3.9)

Por analogia, é possivel observar que os dois primeiros termos da igualdade sao a
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diferencial total da funcao F'(t,q,q).

. OF oF .
OF(t,q,q) = a_qA" + a—q.An (3.10)

O operador delta (§) possui as mesmas propriedades do operador diferencial em
relagao a varidvel dependente, e é chamado operador variacional [48]. Sendo assim, como

foi visto anteriormente, em 3.2, a funcao

J= /tQF(t,q,q)dt (3.11)

t1

que assume valores reais para a funcao ¢, é um funcional.

3.1.2 A equacao de Euler-Lagrange
Assim como para as funcoes, a condicao que determina um extremo de um funcional
¢ determinada pela sua primeira variacao.

Com as fungoes, poderiamos encontrar um conjunto de pontos da f(z) que eram
extremos. Para os funcionais, o que se deseja encontrar é o conjunto de fungoes que o torna
um extremo, e que simultaneamente satisfazem as condigoes de contorno, as chamadas

funcoes admissiveis.

A seguir desenvolveremos alguns passos para obter a condigao necessaria para que

a fungao ¢(t) seja um extremo local do funcional.

Considere o seguinte funcional:

to
J= / F(t, ¢, q)dt (3.12)
t

1

qeS = {q € C?t1,ta] | q(t1) = q1, q(t2) = QQ}

e ainda

neH={nec.tl / nt)=n(t) = 0f

ou seja, um problema de extremos fixos.
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Esses valores, previamente fixados sao as condi¢oes de contorno essenciais, pois sao
dados conhecidos do problema. Assim, usando o resultado da equacao 3.10 na expressao

proposta em 3.12; temos que

27 9F  9F
ssima = [ 125 42
(7,9) 5 Ul (3.13)

Teorema: Se ¢ é um extremo local do funcional J, entao

dJ(n,q) =0 Vne H (3.14)

usando integragao por parte no primeiro termo da equacgao 3.13 temos:

t2 2 q [9F
- Bl et 1
/t1 ndt {@q’}dt (3.15)

t1

/tz.ath_ OF
L o™ T Tag

1

obs: sendo u = %—1; e dv =ndt

Porém, sabemos que 7(t;) = n(t2) = 0. Com isso, o primeiro termo da equagao

3.15 é nulo.

to
—0 (3.16)

t1

oF
naq

Essa condicao, que aparece da propria formulagao variacional, é a condicao de

contorno natural do problema. Assim, a igualdade passa a ser:

2 9F 2 d [OF
1—dt = — — || dt 3.17
/t1 "a4 /t ndtl(%] (317)
e a equacao 3.13 se torna
21 oF d [OF
6J(n.q) /tl [naq ”dt(aq)] 0 (3.18)

ou ainda,

t2 F F
t1
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Q(B_F
dt \ 9g
assegurada se ¢ € C?[ty,ty]. Pois sendo F' = F(t,q, ), a derivada no tempo do segundo

E importante observar que, sendo %—Z — ) = E(t), sua continuidade pode ser

termo da integral é escrita como

(3.20)

d(OF\ _@F  OF dg  OF dg
dt \9¢ ) otdg  9gdq dt = 9¢% dt

Como a equacao 3.20 depende no maximo da derivada segunda de ¢, é possivel

observar que nas condigoes impostas, F(t) é continua.

Lema ': Se F(t) é uma funcio continua em [ty, 5], e

/ CNOE®dE =0 ¥ neC bl nt) = n(t) = 0 (3.21)
entao

Assim, temos que a equacao 3.22 reflete a condicao necessaria para que a funcao

q(t) seja um extremo local do funcional J, e é 0 que resume o seguinte teorema:
Teorema: Seja J : C?[t1,ts] — R um funcional da forma

J(q) =/2F(t,q,4)dt (3.23)

t1

no qual F possui a derivada de segunda ordem continua em relagao a t, g e .

Seja,

S={se bl at)=a ¢ at) = o} (3:24)

se ¢ € S é um extremo local de J, entao,

oF d (8F

9 dt \ 94

pr— .2
ST ) 0V tet,ty (3.25)

A equagao 3.25 é chamada de equagao de Euler-Lagrange.

L Proposicao preliminar que deve facilitar a demonstracao de um teorema [49)].
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3.2 Meétodos Aproximados

Geralmente nao é possivel obter a solugao de um problema real de forma analitica,
devido as suas complexidades. Essa limitacao foi diminuida pela utilizacdo de métodos

numeéricos, que permitiram obter uma solucao aproximada do fenomeno analisado.

Existem varios métodos de aproximacao, como os métodos de Kantorovich, Trefftz
e Rayleigh-Ritz na classe dos métodos variacionais, e os métodos dos minimos quadrados,
da colocagao, do subdominio e de Galerkin na classe dos residuos ponderados [48]. Porém é
conveniente explorar nesse trabalho apenas os métodos de Rayleigh-Ritz e Galerkin, pois
estes serviram de base para o método dos elementos finitos,ferramenta utilizada nesse

estudo.

3.2.1 Método Rayleigh-Ritz

Considere uma equacao diferencial do tipo:

Lu=f (3.26)

No método de Rayleigh-Ritz, pode ser obtida a solugao usando-se uma funcao
aproximadora v(t), que é construida por uma combinacao linear de fungoes de forma
or(t), que sdo linearmente independentes e que satisfazem as condigoes de contorno do

problema.

v(t) =) arr = ult) (3.27)

oe(t) = dp(ts) =0 VYV k=1,2,....n

Onde ¢(t) é a funcao de forma, e aj parametros de deslocamento, que tornam v(t)

a solucao aproximada.

Seja o funcional

i.j=0

Sendo o problema de inf[J(v)] = H(ay, - ,a,), e (a1, -+ ,a,) o ponto de minimo



47
de H(ay, - ,ay), entdo VH(ay, -+ ,a,) =0, ou seja

aH(ala"' 7an)

o =0 Vi=1,--.,n (3.29)

Que torna o problema um sistema de equac¢oes homogéneas 3.29.

n

OH
% => q ( /Q £¢jgbidt> — /Q fodt =0 (3.30)

J=1

Se denotarmos por ki; = [, £¢;¢; dt e b; = [, foidt, percebe-se que o problema é

equivalente ao sistema linear:

kij a; - bz (331)
iXJ Jx1 ix1
Para que se tenha uma sequéncia de solugoes convergentes, é necessario fazer as

seguintes restri¢oes [48]:

i) As fungoes v(t) devem ser continuas até uma ordem menor (m — 1) do que
a maior derivada do integrando (m),

it) Cada fungao de forma ¢;(t) deve satisfazer individualmente ds condigoes
de contorno essenciais.

i11) A sequéncia de funcgioes deve ser completa. Diz-se que v(t) é completa

quando a sequinte condi¢cao € satisfeita:

i [ (u(t)—i:ai@) dt < A (3.32)

n—o0 th

sendo X um niumero tao pequeno quanto se queira.

A convergéncia é verificada comparando sucessiveis valores de J® do funcional mi-

nimizado, obtido pela seguinte sequeéncia:
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oD = a1(1)¢1(1)
v = C11(2)§Z51(2) + a2(2)¢2(2)
o™ = a,™Me, ™ . + a,Mep,™

Como a n®"™* funcao possui todas as funcoes anteriores, e J é minimizado a cada

passo, entao a seguinte condicao é verificada

YW >y® > ym (3.33)

Essa convergéncia é chamada de monotonica. Para isso acontecer é necessario ga-

rantir que as fungoes sejam admissiveis (condigoes i e ii) e completas (condicao iii).

Para exemplo de aplicacao do método de Rayleigh-Ritz considere o problema:
Seja a equagao diferencial
u(0) =0

—i(x) =1, u(z) € Q =10,1], sujeita a {uili 0 (3.34)

Solucao:

De acordo com a equacao 3.27 é necessario escolher o conjunto de funcoes de forma

¢; e o indice n.

3
v(r) = Z a; 27 = a1 +ay v+ az 2? (3.35)

=1

Aplicando as condig¢oes de contorno na equagao 3.35 obtemos que a; = 0 e as = —as,

podendo, assim, ser reescrita na forma

v(r) = az(z® — x) (3.36)

O método de Rayleigh-Ritz sera utilizado para encontrar o valor do parametro de

deslocamento as, que faz de v(t) uma solucao. Para isso basta utilizar a equagao 3.30.

0H &
3, ( / £¢j¢3dx) = [ foudz =0 (3.37)

Jj=1
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> | £o0uts — [ outa (3.38)

a1/9£¢1¢3dw +CL2/Q£¢2¢3d.I' +a3/£2£¢3¢3dx = /S;f¢3d$ (339)

Como por definicao £¢1 = £¢o = 0, os dois primeiros termos da equacao 3.39 se

anulam, assim

L 32(g2 1
a3/ _ 4 ’dr = / lz*dx (3.40)
0 X 0

1

1 1
Clg/ (—2) 2%dr = / lode — a3 = —= (3.41)
0 0 2

Assim, finalmente temos a solucdao do problema. Note que como o previsto ela

satisfaz as condigoes de contorno.
v(z) = —=(z* — x) (3.42)

3.2.2 Meétodo de Galerkin

Esse método utiliza diretamente a equagao diferencial que descreve o problema, nao

havendo necessidade de um funcional.

Considere uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) do tipo

Lu=f; £Lu—f=0 (3.43)

sendo £ um operador diferencial, e f uma funcao do tempo.

Nosso objetivo é encontrar uma aproximacao # da solucao do problema proposto,
para isso suponha que u seja construido por um conjunto de funcgoes linearmente inde-

pendentes

W= ag(t); a€R (3.44)
=1
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Podemos analisar a convergéncia de u utilizando o residuo.

£ii— f = R(t) (3.45)

Considere ainda um conjunto de funcoes peso linearmente independentes, tal que:

/R(t)wi(t)dt:() Vi=12....n
Q

(3.46)
Pela equacao 3.45, temos que 3.46 se torna:

/(fﬁ—f)wi(t)dt:O Vi=1,2....n (3.47)
Q

A equacao 3.47 exprime o método dos residuos ponderados, que busca, a partir da

escolha das fungoes peso w;(t), encontrar os coeficientes a; que melhor se aproximem da

solugao exata, fazendo com que o residuo tenda a se anular.

O método de Galerkin utiliza o método dos residuos ponderados com uma condicao

para as funcoes peso, sendo a prépria funcao aproximadora derivada em relacao parametro
de deslocamento.

Ot
= (3.48)

Como

Dessa forma, as fungoes peso sao as proprias fungoes de forma ¢;. Com isso, o

problema de residuos ponderados 3.47, somado a restricao 3.48, se torna um problema em
Galerkin.

| €i-nedna =o (3.50)

Para um exemplo da utilizacao do método de Galerkin, considere a equacao dife-
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rencial

=1, u(w = sujeita a u(0) =0
=1, u(z) € Q= [0,1], sujeit {u(l):() (3.51)

. - . ~ 3 . . N .o~
Seja a funcao aproximadora @ = S 0, a;z0"Y, uma vez aplicada as condicoes de
=1 )
contorno, pode ser reescrita como
i = az(z? — x) (3.52)

Como s6 existe um coeficiente a ser determinado, é necessario que se escolha apenas

uma equacao para tal tarefa. Para a escolha ¢, temos que

/ (£u— f)p1(x)der =0 (3.53)
Q
1
/ (—2a3 —1)1dx =0 (3.54)
0
1
/ (—2a5 — 1) 1dz = 0 (3.55)
0
1
(—2a3 —1) =0,a3 = —3 (3.56)
Assim, a solucao pelo método de Galerkin resulta em o = —%(x2 —x)

3.3 0O Método dos Elementos Finitos

Os conceitos do Método dos Elementos Finitos remontam ha muitos séculos, apesar
do nome recente. Um exemplo disso sao escritos matematicos encontrados com o célculo

do perfmetro do circulo, aproximando-o a um poligono [50], como representado pela figura
26.
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Figura 26 — O circulo S e seus poligonos aprozimadores SO e S [19].

Considerando essa aproximaciao, podemos perceber um contorno inferior S®, um
contorno superior S e o contorno real S. Pode ser observado que, na medida em que se

aumenta o nimero de lados do poligono, a aproximagao tende para o valor exato.

No conceito atual, cada lado do poligono é um elemento finito, e com o tamanho
influenciando diretamente na solucao do problema. Se o elemento é muito pequeno,
espera-se uma solucao mais precisa, porém, quanto menor ele for, maior sera o custo

computacional associado para processar todo o dominio discretizado [50].

Diante disso, nao existe um tamanho ideal pré definido, esse valor precisa ser encon-

trado pelo pesquisador levando em consideracao o custo x beneficio para o seu projeto.

3.3.1 Fundamentos

Como explorado anteriormente, os fundamentos do método dos elementos finitos se

baseiam em: dado um problema de valor no contorno, deseja-se [51]

i) A forma variacional (ou fraca) do problema,
ii) A solugdo aprorimada das equagdes variacionais, usando os métodos de

Rayleight-Ritz e Galerkin, utilizando ”fungoes de elementos finitos”.

Considere a equacao unidimensional escolhida como problema de valor no contorno

a ser resolvido. Sua formulagao classica (ou forte) pode ser definida como
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Seja f:w — R, as constantes g e h. Deve-se encontrar u : w — R, tal que

i+ f=0 (3.57)
u(l) =g (3.58)
—u(0) =h (3.59)

Sabendo que a equagio 3.58 representa a condigao de contorno essencial (Dirichlet)?,

e a equagao 3.59 representa a condigao de contorno natural (Neumann)?.

Para escrever a forma variacional, é necessario definir a fungao aproximadora v(t),
também chamada de fungao teste, e as fungdes peso. Sao duas as condigoes para a

convergéncia da aproximagao [52]:

i) Condigao de completidade: a aprorimagao v(t) deve ser representada
por polinomios completos de grau n
it1) Condi¢cao de compatibilidade: as derivadas da aprorimagao de ordem

n — 1 devem ser continuas nas interfaces dos elementos.

O conjunto de funcoes que satisfazem essas condigoes encontra-se no espago de
Hilbert (H'). Essa condigao ¢ necessdria para que se garanta que a sequéncia de fungoes
seja completa, assim como exposto no método de Rayleight-Ritz, na equacao 3.32. Note

que até o momento nao houve nenhuma aproximacao.

As restrigoes para as fungoes peso w; sao que pertencam também ao espaco de

Hilbert, e se anule no contorno.

A solugao aproximada v(t) serd montada do mesmo modo como foi feito no método

dos Residuos Ponderados, mais especificamente na equagao 3.44.

n

Uy = Z a;Q; (3.60)

=1

2 Condicao de Contorno de Dirichlet ou Essencial: Valor que a funcdo assume num determinado conjunto
de pontos do dominio.

3 Condi¢ao de Contorno de Newmann ou Natural: Valor que a derivada da funcio assume num determi-
nado conjunto de pontos do dominio.
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Utilizando a forma de Residuos Ponderados, pela equacao 3.47 temos que. Seja

d={v/ve H v(ta) =g e —i(t1)=h}

V= {wi/wi c H' wi(ty) = 0}

Dado f:w — R, as constantes g e h

Encontre v € 9, tal que

Q

Reescrevendo a equagao 3.63, temos:

to dQU to
i_dt i dt =0
[, e ]

Integrando por partes o primeiro termo da equacao 3.64

2 Q2 t2 2 du dw;
i—dt:[ .@] —/ ——dt
/tl e Wiael, — ) at @

1

Observacao ,
d*v
=w;; db=—
a=w e
dw; dv
“Tar dt

Substituindo a equacao 3.65 em 3.64 temos

t2 2 du dw; t2
R ——dt i fdt =
[“’Wt]tl /t aa® T /tl wi f 0

1

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
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Aplicando as condigoes de contorno w;(ty) = 0, e —% =0 a equagao 3.66, essa
to
se torna
2 do dw; 2
——dt = ;[ dt (t)h 3.67
|G = [Cmra ) (367

Podemos entao escrever a forma fraca do problema sendo

Dado f : [t1,t2] — R, as constantes g e h, deve-se encontrar v € 4, tal que YV w; € v

2 qy dw; t2
——dt = ; f dt (1) h .
/tl e /t wifdt + wilt) (3.68)
para
v(t2) =g
—i(t)) = h

Perceba que agora o nosso problema nao possui restrigoes para suas derivadas, logo,
nossa funcgao precisa ser apenas continua. Por causa desse resultado é que podemos dizer
que o problema foi enfraquecido, essa formulacao é conhecida na mecanica como trabalho

virtual ou principio do deslocamento virtual.

E muito comum encontrar na literatura a formulagao fraca escrita na forma bilinear

simétrica [48], [51], [53].

to
a(v,w):/ @d—wdt (3.69)
¢

(w, ):/tgw fdt (3.70)

Essa forma bilinear possui algumas propriedades que podem ser facilmente prova-
das. Sejam C e Cy constantes, e seja u, v e w fungoes. A forma é chamada de simétrica,
pois

a(u,v) = a(v,u)

(u,v) = (v,u)
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e linear, pois

a(Cru + Cyv,w) = Cra(u, w) + Cya(v, w)

(Cru + Cyv,w) = C1(u, w) + Co(v, w)

Usando essa notagao, podemos escrever a formulacao fraca da seguinte forma:

Dado f : [t1,t2] — R, as constantes g e h

Encontre v € §, tal que V w; € v

a(w;,v) = (w;, f) +wi(t1)h (3.71)

A aproximacao pelo método de Galerkin tem como primeiro passo a aproximacao
dos espacgos em dimensoes finitas para § e v. Esse novo espaco finito é denotado por
6" e V", subconjuntos de § e v, onde esse h se refere a discretizacdo do dominio, que é
parametrizado por esse comprimento caracteristico h, essa afirmacao pode ser verificada

em [51].

" (ie.,seu” € " entao u" € 6) (3.72)

V" C s (ie.,se w" € V" entao w" € v) (3.73)

As afirmacoes 3.72 e 3.73 implicam diretamente em que u" € §" e w" € v". Assim,

podemos dizer que

u"(1) =g (3.74)

wh(1) =0 (3.75)

Seja " um espaco dado, entdo, para cada v € v, construimos uma funcao u”* € 6",

de modo que

u ="+ g" (3.76)
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Em que ¢" é uma funcao dada, que satisfaz a condicao de contorno, ou seja,

") =g (3.77)

Agora, escrevemos a forma fraca do problema em termos de w" € v* e u" € &

a(w" u") = (W, f) +w"(0)h (3.78)

Substituindo 3.76 em 3.78 temos

a(w",v" 4 g") = (", ) +w"(0)h (3.79)

Usando as propriedades da bilinearidade, podemos reescrever a equagao 3.79 como

a(w" ") = (w", f) + w"(0)h — a(w", g") (3.80)

Essa é a formulagao de Galerkin, que pode ser estruturada melhor na seguinte

forma:

Dado f : [t1,t2] — R, as constantes g e h

Encontre u® = v" 4 ¢", onde v" € v* V wh € v*

a(w" ") = (w", f) + w"(0)h — a(w", g") (3.81)

Uma forma conveniente de escrever esse tipo de problema é na matricial. Para isso,

consideremos a uniao das equagoes 3.60 e 3.68.

t1

/ dt (Z CLJ¢J> dwz = /t2 w; fdt + wi(tl)h (3.82)

Sabendo que o somatério pode sair da integral, podemos escrever

to d d z to
Z / d(btj(:lltj - / wi fdt + wi(t)h (3.83)
t1 t1
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Chamando a primeira integral de um £;; e o lado direito da igualdade de b; obtemos

Z(Ij kij :bl (Z: 1,2,"' ,n) (384)
j=1

ou seja, um sistema linear

(
kllal + k12a2 + + klnan = bl
< kgl.éll + k22.a2 + - + k27.l&n = b.2 (385)
L kmlal + km2a2 + -+ kmnan = bn

3.3.1.1 Garantia da exatidao nos Nés

O método dos Elementos Finitos se beneficia de um resultado importante do método

de Galerkin, que é a garantia de solucao exata nos nos.

Seja a equagao:

Lu=f; €Q=10,1] (3.86)

Usando a fungao de Green em f, temos

j(x,a)+d6(x —a)=0 (3.87)
9(1) =0
9(0) =0

0, z<a
(3.88)
1, >«
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E a integral da fungao degrau é a Macaulay bracket
0, T <«
<r—a>= (3.89)
r—a, r>«

Essa relacao pode ficar ainda mais clara, observando os graficos das fungoes nas
figuras 27(a), (b) e (c).

Figura 27 — Funcio Macaulay bracket (a), funcdo degrau(b) e delta de Dirac(c) [50].

Para resolver o problema com a fungao de Green, é necessério integrar.

jgx)+0(xr—a)=0 (3.90)
g(x)+ H(x —a) =C (3.91)
gx)+ <z —a>=Cix+Cy (3.92)

onde C e (5 sao constantes de integragao. Aplicando as condigoes de contorno obtemos:

gr)y=1l—-a)-<z—a> (3.93)

Assim, g(z) é linear por parte. Podemos deduzir a forma fraca trocando u por g, f

por 4, q € h por 0.

a(w, g) = (w,d,) = w(a) (3.94)
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Teorema: u(x4) = u(zy), A=1,2,--- n+1. (i.e.,u" é exzata nos nds).
Para demonstrar esse teorema é necessario o resultados de dois Lemas.

Anteriormente foi visto que v* C v. Desse modo, é possivel trocar as funcdes peso

w, pelas w”. Isso faz com que a forma fraca seja

a(w" u) = (w", f) + w"(0)h (3.95)

Subtraindo a equacao 3.95 pela formulacao de Galerkin, temos

[a(w",w)] = [a(w", u")] = [(w", f) + w"(0)R] — [(w", f) +w"(0)R] (3.96)

Como o lado direito da equacdo se anula, temos que a(w”",u) — a(w”,u") = 0.

Sabendo que

dw” du
ooy -
a(w ,u)—/ e dxdx (3.97)
e
dw” du®
ho,hy au
a(w",u )—/ o d dx (3.98)
temos
dw” du dw” du”
S e - 2T g = .
/dx dz " /d:p dz 0 (3.99)
dw"du  dw" du®
- dr = 1
/(dxdm dx dm)x ! (3.100)
dw” d h h o h
Ea(u—u)dmza(u—u,m)zo (3.101)

Lema 1: a(u —u", w") =0 Vu" € "
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O outro Lema vem da prépria definicao da delta de Dirac:
/u(x)5(x —a)dr = u(w) (3.102)

/uh(x)5(x —a)dz = u"(a) (3.103)

Assim, se subtrairmos a equacao 3.102 pela 3.103 temos

Pela equacao 3.94 obtemos a relagao

u(a) —u(a) = a(u —u", g); VYu—u" e (3.105)

Lema 2: u(a) — u(a) = a(u —uh, g), onde g € a funcio de Green.

Escrevendo o residuo usando o Lema 2 temos a relacio u(x4)—u"(z4) = a(u—u", g),

e pelo Lema 1, sabemos que a(u — u", w") = 0. Entao

u(ra) —u(rs) =0 (3.106)

ou seja, a solucao é exata nos nos.

3.3.2 Propriedades Globais x Locais

Como mencionado no inicio dessa se¢ao, o método dos Elementos Finitos divide o
dominio do problema em pequenos subdominios nos quais se busca a solucao local. Uma
vez que é conhecida a solugao de todos os problemas locais, monta-se uma matriz global

com todas as contribuicoes locais, obtendo assim a solu¢ao do problema global.

A mudanca do ponto de vista global para local é feita através de uma mudanca
no sistema de coordenadas. A seguir, encontram-se os detalhes para o caso unidimen-
sional linear, mais simples de ser trabalhados, e que podem ser expandidos para outras

dimensoes.

Seja um problema unidimensional, com fungoes de forma N, ,; lineares, n 4+ 1 nds,

e n elementos. A mudanga de coordenadas pode ser exemplificada pela figura 28.



62

Figura 28 — Notacdo local e global para um elemento unidimendional qualquer.

De forma geral, podemos identificar um elemento qualquer de acordo com as tabelas

2e 3.

Tabela 2 — Exemplificacao de notacao no dominio global

Dominio

Nés

Graus de liberdade
Funcao de forma

Funcao de interpolacao

(24, T 411]

{xA, IA+1}

{da,dayi}

{Na, Naj1}

u(x) = Na(z)da + Nag1(x)dai;

T € x4, 2441] onde dy = ul(x,)

Tabela 3 — Fxemplificacao de notacao no dominio local

Dominio

Nos

Graus de liberdade
Funcao de forma

Funcao de interpolacao

[1, €]

{&1,62}

{di,d2}

{N1, Na}

u"(§) = N1(§)dy + Na(€)dy;
€ € [€,&] onde dy = ul(1)




A mudanca do sistema de coordenadas é feita pela transformacao

€ xa, xar1] = [&1,&] tal que :

§(ra) =6 =~1

Escrevendo £(x) como &(z) = ¢; + cox temos:

5(9&A) =citcry=-—1

(xap) =c1+carapr =1

Resolvendo o sistema obtém-se:

20 —xA — Tap

@) =

De forma andloga, temos x(§) sendo

h
:c(é) _ S —f-I; + Ta1
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(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

Para um sistema unidimensional encontramos as fungoes de forma N, (z) lineares

por parte:

a) N6s internos (2 < A < n)

T —TAa-1

Ny(z) = ﬁ;ajfl—l Sz <1y
T A —
Na(z) = +h1A ;4 < T < Tap

b) Nés do contorno

(3.112)

(3.113)

(3.114)



T — X,

Nn—&-l(x) - h y T S € S Tp+1
n

As funcgoes de forma locais em termos de &, sao:

N,(§) = %(1 +&.8); a=1,2.

Ou ainda, de forma geral
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(3.115)

(3.116)

(3.117)

As integrais agora serao consideradas como a soma das integrais no dominio do

elemento.

Nel Nel

K=k F=) [
e=1 e=1
Onde k¢ = [l{;ZB} e f¢= {ffx} ) dados por:
nxn nx
dNy dN
ks = a(Na, Np)° = / d—;d—de:c

ff& = (NA7 f)e + 5615A1h - CL(NA, NAJrl)e.g

fa =0c10a1h + NAfdfC—g/

Qe

e dz dx

Note que Ny(z1) = 041 € Ne(x1) = de1. Observe, também, que

A #£ e
A 1
kS5 =0 quando : 7ot
B # e
B # e+

\

E possivel visualizar esse formato da matriz na figura 29.

AN dNpiq
————dx

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)



eth column (e + 1)st column
7 ro
K®= Fe = L
XX e——eth row—{ X
X|X fe{e + Hstrows| X
L. — - o
“ v 7 L—‘,—J
nXn n X1

Figura 29 — As marcagées em ”X”indicam os termos ndao nulos [50].

A montagem dessa matriz normalmente é feita por meio de um algoritimo Assembly
exemplificado na figura 30.

Figura 30 — Fluzograma do algoritimo Assemble [50].
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Como a Matriz de Rigidez possui muitos elementos nulos, essa forma de guardar in-
formacao é mais eficiente computacionalmente. O assemble guarda apenas as informagoes

dos elementos numa Matriz de Localizagdo LM de acordo com a regra [51]:

e sea=1

LM(a,e) = (3.123)
e+1 sea=2

3.3.3 Matriz de Rigidez
A seguir temos o calculo explicito da Matriz de Rigidez para o caso unidimensional
linear considerado. Para a mudanca de varidveis global para local considere:

Seja f : [r1,29] — R, uma funcdo integravel. Seja x @ [£1,&] — |71, x4,

continuamente diferencidvel, com z(&;) = x1 e x(§2) = z2. Entao

x2 &2 dz
|t = [ i) a (3.124)
z1 &
onde dz—(f) é o Jacobiano da transformacao. A Matriz de Rigidez a nivel do elemento
se torna:
dN,(z) dNy(2)
o = d 3.125
e e e (3.12)
b AN, (2(8)) ANy (2(€))

o = 2 12

e e (3.126)

Sabendo que z(£) = 322_, N,(€)z,, ¢ usando a regra da cadeia, temos

. L AN, () AN (€) (dz(9)\
k“bzf_l T (d§> “ (3.127)

Lembrando da equagao 3.116 que N,(£) = (1 + &)

dNo(§) _ d <1+5a_5) _& (3.128)
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Sendo & = —1 e & = 1; entao, generalizando, podemos escrever

= (3.129)

he+ra+Taq1

Lembrando, também, que de acordo com a equagao 3.111 z(§) = 5

2 2

dz(§) d (k€ x4  Tap1 _E
i _d_§< n >_ (3.130)

2
Substituindo as equacoes 3.129 e 3.130 no calculo de k¢, em 3.127

e _ [1(=D*(1) 2
ab = /_1 TTh—edf (3.131)

ou ainda

e __ ! (_1)a+b
“b_/1 e (3.132)

Com a forma geral dada pela equacao 3.132, podemos calcular as integrais. Assim,

temos:

- 1 (G2
kll - he - he k12 - he - he <3 133)
(GRS | =n* _ 1 :
le — he he k22 — he he

A matriz k¢ no nivel do elemento, considerando um problema unidimensional com

funcoes lineares possui a forma

11 -1
e = — 3.134
- e

Para cada tipo de abordagem é feito um processo semelhante a esse, obtendo uma
matriz diferente. No fim desse capitulo encontram-se estruturas para outros tipos de

elementos.

3.3.4 Vetor de Forcas

Para o calculo explicito do vetor de forcas, continuaremos a trabalhar com o pro-

blema unidimensional linear descrito anteriormente, mas é importante reforcar que f é



e __ h
f —/Qf () Nydz

2

fh = Zf(xa)Na5 onde f, = f(x(&))

a=1

Aplicando a mudanca de coordenada global para local temos

dz ()
d¢

Substituindo as equagoes 3.130 e 3.136 em 3.137 obtemos

-1
> d¢ + termos de contorno

1= [ N (

e __ he 2 !
reTy JRAGRIBTS

Como N,(€) = $(1 + &¢), entdo NoNp = 1(1 + &E)(1 + &£). Assim

(1-8)1+¢)
(14¢)°

(1-¢)

NN, =
(1 +&(1 =)

1
4

Substituindo a equacao 3.139 em 3.138 para calcular as integrais temos
"1 | 2
“(1-¢&%de= | ~(1+&)%dE ==
| qu-ere= [ Gaverds=3
| "1 1
~(1+A-8gde = | (1= +Ed¢ =3
1 4 1 4 3

: he |2 1 | fu
Il 1)
§]b612f2

De forma reduzida, o vetor de forcas no nivel do elemento é

Assim, voltando para a matriz:

f@IEF
2 |1
3

2f1+ f2
fi+2f

_
6

e
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uma funcao conhecida. Sabendo que no nivel do elemento o vetor f pode ser escrito como

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)
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3.3.5 Elementos Isoparamétricos

O mapeamento isoparamétrico consiste em mapear os elementos de um dominio
regular de coordenadas naturais, com func¢oes polinomiais idénticas aquelas usadas na
aproximacao da solugao. Essa medida faz com que o calculo das integrais associadas a

matriz K e o vetor de forgas f seja mais simples [52].

A geometria para um elemento quadrilatero, exemplificada na figura 31, definido

em zy / R? é descrita por:

n=4

2(&m) =Y Ni&.n) = (3.144)

y(&m) =D Ni&n) y; (3.145)

Figura 31 — Mudanca para coordenadas naturais de um elemento quadrildtero.

Para a transformacao de coordenadas é necessario usar o Jacobiano da trans-
formacao, afim de que a igualdade seja estabelecida. No caso bidimensional, podemos

estabelecer:

{x ACKE {5 - g1(w.y) (3.146)
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Usando a regra da cadeia podemos ver que:

9f(z,y) of Ox af o 7
8Ey Ox ¢ dy 82{ (314 )
of(x,y) Jof Ox of O

Matricialmente pode ser escrito na seguinte forma:

9 ox oyl [0
o | __ | 9§ 0¢ oz
on on On oy

Sendo a matriz 2 x 2 acima chamada de Jacobiano. Se quisermos o caminho inverso

9 9
ox | _ 71-1 | 8¢

[Q] = J [ﬁ] (3.150)
oy on

3.3.5.1 Elementos Quadrilateros

da transformacao, basta fazer

Para o caso mais simples, bilinear de quatro nés, usado em aproximagcoes lineares,
temos as fungoes de forma e o grafico em coordenadas naturais (figura 32) representados

a seguir.

4 3
n=1l-————— j
n=0-————— -

3
n=—-1l—-————-—

1] | 12

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

&':]_ f:O 5:—1

Figura 32 — Quadrildtero com quatro nds em coordenadas naturais.
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Ny =;(1-&(1—n)
-1 _
No = H1+91 - ) -
N3 = (1 +&)(L+n)
Ny =3(1-&(1+n)
Ou na forma geral
Ni=11+&)A+nm), i=1,234. (3.152)

3.3.5.2 Elementos Triangulares

Nos elementos triangulares sao usadas as coordenadas de area. O ponto P do

triangulo fica determinado por suas coordenadas (1, &, &3).

Figura 33 — Elemento triangular com trés nés.

Designando A a area do elemento, e por AF;; a area formada pelo ponto P e seus

vértices i e j, as coordenadas de area sao definidas de forma que:

AP, AP, AP
G =G = G = (3.153)

De acordo com isso, &+ & +&3 = 1 é valido. A area do triangulo pode ser calculada
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a partir de:

. Iz oy
1 x3 ys

E para um ponto qualquer em (z,y), as coordenadas de drea sao:

& = (a1 + Bz +my) [/ 2A

§2 = (g + for +72y) / 2A

& = (a3 + Bz + y3y) [/ 2A

sendo:

a1 = TjYp — TrY;
Bi = Yi — Yk
Vi = T —Zj

Observe que os indices i, 7 e k referem-se aos vértices tomados em sequéncia no

sentido anti-horario. Nesse caso a matriz Jacobiana pode ser escrita como:

or Oy
J = [8;; @;;] (3.155)
%2 0%

Levando em conta que &5 depende linearmente de &; e &. Sabendo ainda que:

N o A S
9e, — T T3y Bg, = X2 X3

(3.156)
H=pi—ys =ty

Assim o determinante do Jacobiano é obtido por detJ = 2A.

3.3.5.3 Elementos Tetraédrico

Apesar de nao utilizar malhas tridimensionais, apresenta-se a seguir elementos te-

traédricos e hexaédricos por continuidade légica e escolha didética.
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O elemento tetraédrico é o elemento tridimensional correspondente ao triangulo
(figura 34), sendo construido de forma anéloga, com elementos de volume. Sendo A o
volume do tetraedro, AP;;;, o volume do tetraedro formado pelo ponto P e os vértices 4, j
e k.

Figura 34 — Elemento tetraédrico com quatro nos.

§ = Blmi gy = Bban ¢y = APz ¢, = Shm
(3.157)
S +&+8&+4=1

3.3.5.4 Elementos Hexaédrico

O elemento hexaédrico é uma extensao tridimensional do elemento quadrilatero, e
suas funcoes de interpolacao sao obtidas através de produtos de polindmios unidimen-
sionais de Lagrange nas trés diregoes ( &,7m,( ), resultando em elementos com (p + 1)3
nos.

NP (& n, Q) = 1(€) &(n) (0 (3.158)

Para p=1 o elemento resultante é o hexaédrico trilinear de oito nds, com funcoes:

N, = é(l + &o) (1 +10)(1 + Co)

Onde:



§o = &&
o = NN
Go = (G

& ==x1; ni==£1; (==xl;

Figura 35 — Elemento tetraédrico com quatro nds.
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4/ METODOLOGIA

Para o estudo do comportamento das propriedades elétricas dos materiais super-
condutores, no formato de fita, utilizou-se o MEF, com base nas caracteristicas ele-
tromagnéticas envolvidas no problema. Nesse sentido, uma abordagem com base nas
equagoes de Maxwell é fundamental para analisar a distribuicao da corrente, a pene-
tragao de fluxo magnético e ciclo de magnetizagao da amostra analisada. Devido a sua
complexidade, optamos por resolver o problema implementando as suas condi¢oes no
pacote comercial Comsol Multiphysics 4.3a (C), que se caracteriza por um software que
possui aplicacao nas diversas areas da Fisica e da Engenharia, sendo utilizado especial-
mente para resolver problemas de fenémenos acoplados ou "multifisicos”, como o préprio

nome sugere.

O software possui basicamente duas formas de abordagem dos problemas. Uma
delas é dada por uma interface que baseia sua solucao através do um modo fisico, que
permite a andlise do problema considerado, utilizando-se um conjunto de equacgoes e
condicoes pré-implementadas em sua biblioteca; e a outra na qual existe a possibilidade
de solucao de sistemas fortemente acoplados, através do modo de equacoes diferenciais
parciais (PDEs), que sdo: Coefficient Form PDE (c), General Form PDE (g), Weak Form
PDE (w), Weak Form Boundary PDE (wb), Weak Form Edge PDE (we), Weak Form
Point PDE (wp).

As PDEs podem ser introduzidas diretamente através de uma tela, em que é possivel
atribuir os parametros associadas as quantidades do problema a ser tratado e que possuem
correspondéncia com os fatores presentes em cada uma delas. Esse ambiente interativo nao
exige, em um primeiro momento, que o usuario tenha qualquer afinidade com sistemas de

programagao, isto é, nao € preciso desenvolver algoritmos para a resolucao de problemas.

Independente da forma de abordagem do problema, a utilizacao de um pacote como
esse permite, a partir do conhecimento da geometria e das equacoes fisica que regem o

problema, uma analise consistente do estudo realizado, podendo ser encarado como uma



76

experiéncia virtual do elemento de estudo.

Considerando o descrito no tutorial do COMSOL, a relacao nao-linear entre resis-
tividade e a corrente no supercondutor faz com que seja dificil de resolver o problema
usando as interfaces de Fisica existentes no Médulo AC/DC do programa. A alternativa
sugerida é realizar uma andalise do material pelo campo magnético. Nesse propoésito foram
feitas algumas manipulagoes nas equacoes de Maxwell para depender explicitamente de
H. Considere, do capitulo 2 a Lei de Faraday da equagao 2.22, e as relagoes constitutivas,
B= ,uﬁ, e E = pf, temos:

V x (pf) = —M%—Ij (4.1)

Sabendo também que J=V xH , a equacao 4.1 pode ser escrita como:

OH

arr (4.2)

¥ x (49 < ) =
Uma vez que encontrada a equagao base para o problema, parte-se para a imple-
mentacao no software. Para tanto, foram feitas algumas manipulagoes algébricas a fim

de que ela parecesse com algum formato de equacao diferencial disponivel, que nesse caso

foi a PDE(g), cuja forma é:

9% ou
i e .'=F 4.
€q BT +d, 5 +V (4.3)

Usando uma identidade vetorial:

Vx(Vx}?):ﬁ(ﬁ-ﬁ)—Vﬂﬁ (4.4)

e por outra equagao de Maxwell que diz: V - H= 0, o lado esquerdo da equacao

4.2 pode ser escrita como:

—pV2H = (4.5)

o

Usando duas identidades tensoriais que dizem:

L
P = p

N ( V9 g* %) (4.6)
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L, 10
div T _ﬁ@(‘@ ') (4.7)

Pode-se escrever o laplaciano de H como o divergente de um tensor I'*.

’ (@ " Z—H) (45)

10 1

N

k
(Vo I*)
Por comparacio na equacao 4.8. entendemos que o tensor I'* pode ser escrito como:

ot

Fk — ik
Py Ok

(4.9)

Para um problema no qual existem apenas componentes x e y para H, a equagao

4.9 pode ser escrita como:

. (oH, oH,\[0 1
g _'0( Ox 83/) [—1 0] (4.10)

Lembrando que E= pj, e que J=V x H , para H no plano xy temos:

- o 0H, O0H,) -
VxH=—-"<-"2)k 4.11
: ( dr Oy ) @1
- ~ 0OH, O0H,) -
E=Fk=p| -2 —- 2|k 4.12
p ( o Oy ) (4.12)
Pode-se observar assim que substituindo a equagao 4.12 em 4.10 temos:
0 E.
[ = (4.13)
—-FE, 0

Concluimos entao, que a equacao 4.5 que descreve o problema pode ser escrita na

forma:

VT = o (4.14)
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Ou ainda, na forma matricial:

10} 0 |Hel |
M018tﬂy

A condicao de contorno usada nesse problema foi a de Dirichlet, que define o valor

0 FE,

=0 4.15
B0 (4.15)

do Campo Magnético na borda, seja por contribui¢ao prépria (Hg) ou um campo aplicado
externamente (H.). Como estd sendo considerado um supercondutor percorrido por cor-
rente, este produz seu préprio campo, fazendo com que H, = 0, e H; = Hy;,, considerando

que para uma regiao muito longe da fita o campo se comporte dessa forma.

A caracteristica do material esta embutida na resistividade, no caso do supercon-
dutor a resistividade (p) depende da densidade de corrente (J) e pode ser representada
por uma relagao de nao linearidade, obtida através de medidas experimentais de corrente-

voltagem [54]:

—

p(J) = (4.16)

SIS
Sl

na qual E,. é o "campo elétrico critico”e J,. é a densidade de corrente critica do material,
que é valor da corrente que destrdi o estado supercondutor quando esfriado abaixo de

certa temperatura critica [55], teremos que o campo elétrico serd dado como:

0 se ‘J‘]<JC

n—1 F
m se ’ﬂ > J.

(4.17)

onde n é uma constante determinada em funcao da caracteristica do material. Para o

problema da perda de energia pelos efeitos da corrente alternada, foi usado o modelo [56]:

@:fdt/ﬁ.fds (4.18)

No caso desse trabalho, a resolucao da equacao acima é feita diretamente no software

implementando:

Q:/tw?( //SEJ ds ) dt (4.19)

A modelagem do problema foi realizada considerando uma estrutura em 2D, colo-
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cada no ar, como mostra a figura 36

Figura 36 — Dominio usado na implementacado.

O estudo realizado foi dividido em etapas:

1. Implementagao das equagoes relacionadas ao modelo no software, até que

se obtivessem resultados coerentes com a literatura especializada.

O processo de implementacao das equagoes ocorreu inicialmente o modelo proposto

por Bambrilla, intitulado Superconducting Wire model ACDC.

2. Analise do quanto o fator de forma (razao largura x altura) influenciava no
tempo computacional, ja que no caso estudado a largura era quatro ordens de

grandeza maior que a espessura.

Como os fatores associados a geometria da figura podiam afetar o resultado, foram
realizadas simulacoes em que, com as equacgoes do problema, variou-se a razao compri-
mento/largura. Esse estudo buscou a causa do custo computacional, a medida em que se

aumentava a razao de aspecto, para que pudesse aumentar o custo beneficio da simulacao.

3. Testes de convergéncia, tempo computacional e qualidade de resultado
para diferentes tipos de elementos: triangulares e quadrildteros, lineares e

quadraticos.

A fim de otimizar os resultados, foi analisado se o tipo de elemento da malha (mesh)

utilizada para discretizar a fita afetaria de forma significativa os resultados. Essa etapa
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foi necessaria para avaliar se a mudanca de geometria desses elementos geraria um ganho

real, em funcao do custo computacional associado.

4. Testes de convergéncia, tempo computacional e qualidade de resultado
para diferentes funcoes de forma (shape function), como: lagrange, rotacional

(curl), hermite, e outras.

Também visando a qualidade do resultado, visto que algumas grandezas estao for-
temente correlacionadas e, assim, produzir um ganho final mais acurado. Outro ponto
importante foi definir quais delas permitiram ter um melhor resultado para o problema

proposto.

5. Implementacao de equagoes mais gerais que considerassem mais parametros

para calculo, como campo aplicado e temperatura do material.

Buscando a criacao de um modelo que fosse capaz de simular uma maior variedade
de situacoes, foi modificada a equacao 4.17, que antes considerava uma densidade de
corrente critica (J.) constante, para uma que levasse em consideragdo o campo aplicado e
a temperatura do material. A equacao utilizada nessa etapa foi do trabalho foi a proposta

por Berger em [MIT]:

Se] IS

JC(B7 T) =

com

By (T) = By (0) - (1 - %)a (4.21)

Devido a complexidade do funcionamento do programa, este possui requisitos minimos
para realizacao plena das tarefas: Pelo menos 1 GB de memoria, e pelo menos 4 GB por
nucleo de processador, entre 1 GB e 4 GB de espago em disco, dependendo de seus produ-
tos licenciados e de instalacao, Windows 7 (apesar de versoes mais antigas e outros siste-
mas operacionais suportarem o programa) e placa grafica GeForce. Em nossa simulacao,
foi utilizado um computador LG, modelo R590, com processador Intel® Core™ i5, de
2.40 GHz, com 4,00 GB RAM, usando um sistema operacional Windows 7, de 64 Bits.
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5 RESULTADOS E
DISCUSSOES

O modelo foi montado no pacote comercial COMSOL Multiphysics adotando os
passos descritos na metodologia, e usando os parametros do trabalho de Zermeno [56] e

Brambilla [55], produzindo a tabela 4.

Tabela 4 — Parametros base para o modelo [54].

Variavel Valor

Parametro da caracteristica do material (n) 25

Densidade de corrente critica (J,) 1,0 x 10" A/m?
Méxima corrente elétrica aplicada (1) Porcentagem da /.
Resistividade do ar (rho_air) 1,0Q-m

Campo elétrico critico (E,) 1,0 uV/em?
Frequéncia (f) 50 Hz

Corrente critica (1) J. - Area

A geometria gerada para resolucao do problema base pode ser vista na figura 37.

Figura 37 — Dominio considerado para a filme espesso supercondutor mo centro, com eizos em
milimetros.
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5.1 Estudo sobre a razao de aspecto

Quando foram realizados os primeiros testes com as equagoes relativas aos super-
condutores percebemos que, de todas as camadas da fita supercondutora, que possui apro-
ximadamente 0,2 mm de espessura [24], a camada que efetivamente é de YBCO possui
apenas 1 pum. Nas primeiras simulacoes com malha gerada automaticamente, essa razao
de aspecto provocava um aumento no tempo de computacao, quando comparado com
outras espessuras. Percebemos também que, na medida em que diminuiamos a espessura,
a quantidade de elementos internos aumentava. Diante disso, passamos a nos questionar
se o custo computacional seria devido a razao de aspecto ou ao aumento no numero de
elementos internos. A fim de dirimir essa duvida foi feito um teste modificando a razao de
aspecto largura/altura em 1, 4, 16, 64, 256 e 1024, mantendo sempre a malha com uma
quantidade de elementos média de 2831 elementos no total, com elementos quadrilateros
no interior e triangular no dominio exterior do filme, podendo ser visto na figura 38. A
descricao mais detalhada da quantidade de elemento para cada razao de aspecto segue na

tabela 5.

Figura 38 — Detalhe da malha gerada para diferentes razoes de aspecto.

A corrente aplicada foi 10% da corrente critica (/.) em todos os casos, e como I, é
calculado levando em conta as dimensoes do material (I, = J.- Area), a corrente aplicada

¢ proporcionalmente a mesma em todos os casos.
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Tabela 5 — Numero de elementos para cada razao de aspecto do estudo.

Razao de aspecto Numero de

(largura/altura) elementos

1 2578
4 2546
16 2636
64 2618
256 2750
1024 2676

O resultado obtido, considerando o tempo de computacao e a razao de aspecto,
pode ser observado na figura 39. Se a quantidade de elementos for mantida préxima,
a razao de aspecto nao influencia de forma significativa o tempo computacional, valor

informado em segundos pelo préprio software.

1000

Tempo Computacional (segundos)

o 200 400 600 800 1000 1200
Razdo de Aspecto

Figura 39 — Grifico do tempo computacional pela razdo de aspecto.

5.2 Estudo sobre o tipo de elemento

De acordo com a teoria do método dos elementos finitos, o custo computacional
e a qualidade do resultado estao diretamente ligados ao tamanho e tipo de elemento.

Assim, nessa etapa foram efetuados testes para que se chegasse a um tipo de malha com
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bom custo beneficio. A corrente aplicada em todos os estudos de elemento foi de 80% da

corrente critica.

Para a malha, figura 40, foi adotado um elemento triangular gerado automatica-
mente pelo programa no dominio externo, visto que essa regiao nao era o principal interesse
do estudo. Sendo assim, toda a analise foi concentrada nos elementos do dominio interno,
que representa o material supercondutor, inicialmente tendo 150 elementos triangulares

de primeira e segunda ordem.

Figura 40 — Malha gerada para os estudos de elementos triangulares.

A comparacao entre a qualidade do resultado esta expressa pela figura 41, resultado
da componente vertical do campo magnético (H,) em corte transversal no eixo de simetria,
e revela que elementos triangulares de primeira ordem nao servem para esse modelo, pois
o resultado foge do esperado, que seria o campo penetrando no dominio do elemento
conforme a corrente fosse aumentando. J& o elemento triangular de segunda ordem fornece

um resultado razoavel, porém, possui flutuacoes consideraveis.
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Figura 41 — H, em corte transversal para elementos triangulares de primeira e sequnda ordem.

Posteriormente, foram adotados 150 elementos quadrangulares de primeira e se-

gunda ordem, como mostra a figura 42.

Figura 42 — Malha gerada para os estudos de elementos quadrangulares.

A qualidade dos resultados entre as simulacoes de elementos quadrilateros de pri-
meira e segunda ordem se encontram nas figuras 43, na qual foi utilizada a varidvel H,

da mesma forma que foi feita para os elementos triangulares.



86

Figura 43 - H, em corte transversal para elementos quadrangulares de primeira e seqgunda ordem.

Nesse caso é possivel perceber que para o dominio interno (aproximadamente entre
6 mm e 10 mm) o resultado é bem parecido, diferenciando apenas no ponto onde o campo

se torna nulo, podendo ser observado uma pequena oscilagao de valor para o caso linear.

O ponto mais importante do modelo é calcular a perda AC, e nesse sentido os
elementos quadrilateros de primeira e segunda ordem alcancam o objetivo com uma boa
aproximacao, com erros da ordem de 1,5% e 1,7% respectivamente, j& com os elementos

triangulares, essa tarefa nao é bem concluida, gerando um erro, da ordem de 29,1%.

No que diz respeito a convergéncia do elementos de primeira ordem, elementos
triangulares (a esquerda da figura 44) convergem um pouco mais rapido - 22 segundos
- que os quadraticos (a direita da figura 44) — 27 segundos, porém geram resultados

insatisfatorios.
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Figura 44 — Convergéncia para elementos triangulares de primeira ordem (esq.) e quadrangulares de
primeira ordem (dir.).

Em elementos de segunda ordem, o tempo computacional para os triangulares é
razoavelmente menor que os quadrangulares, levando 1190 e 1332 segundos, respectiva-
mente, apesar das pequenas flutuacoes, demonstradas na figura 45, da convergéncia do
elemento triangular, a esquerda, em comparacao a convergéncia do elemento quadrangu-

lar, a direita.

Figura 45 — Convergéncia para elementos triangulares de seqgunda ordem (esq.) e quadrangulares de
seqgunda ordem (dir.).
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5.3 Estudo sobre o tipo da funcao de forma

O software utilizado possui algumas fungoes de forma na sua base, e foi feito um
teste com todas elas, para saber as que convergiriam para algum resultado, e dessas qual

proporciona o melhor. As funcoes seguem na Tabela 6

Tabela 6 — Funcoes de forma disponiveis no Comsol Multiphysics.

Funcoes de Forma

Lagrange

Hermite

Argyris

Discountinuous Lagrange
Nodal discontinuous Lagrange
Discountinuous scalar density
Divergence

Curl

Bubble

Gauss point data

De todas as dez funcoes testadas apenas duas convergiram para um resultado,
Lagrange e Curl. Das duas possibilidades, a tinica que pode ser utilizada para o modelo de
filme espesso supercondutor é Curl, pois apesar dos polinomios de Lagrange convergirem,

o resultado foge completamente do esperado.

Para ilustrar esse resultado, segue na figura 46 a comparagao da varidvel H, em

corte transversal para a fun¢oes em primeira ordem, Curl a esquerda e Lagrange a direita.
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Figura 46 — H, em corte transversal para a fungées em primeira ordem, Curl a esquerda e Lagrange
a direita.

5.4 Resultados para J. constante

Para essa simulacao utilizou-se os parametros base descritos no inicio desse capitulo.
Foi criada uma malha estruturada para o dominio interno, contendo 76 nés na horizontal
e 3 nés na vertical, resultando em 150 elementos quadrilateros de segunda ordem internos
e triangular de segunda ordem externos, criados pelo gerador de malha do software, tota-
lizando 3804 elementos e 19518 graus de liberdade (malha utilizada encontra-se na figura

AT).

Figura 47 — Malha com vista completa a esquerda e detalhe dos elementos internos da borda a direita.

A corrente aplicada (senoidal em 50/Hz) foi variada em 20%, 40%, 60%, 80% e

100% da corrente critica, para que fossem percebidos os efeitos do aumento de poténcia
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transmitida pelo supercondutor. O tempo de solucao para os cinco valores de corrente

juntos foi de 8239s (2h, 17min e 19s), ilustrada pela figura 48.

Figura 48 — Corrente elétrica aplicada em 20%, 40%, 60%, 80% e 100% da corrente critica I..

Uma das vantagens desse modelo é a possibilidade de visualizacao do perfil do
campo magnético H dentro e fora do supercondutor. Como a densidade de corrente nao é
homogénea dentro do material, como descrito pelo modelo de Been, a corrente flui primeiro
pelas bordas preenchendo a superficie do material a medida que a intensidade aumenta.
Podemos perceber que enquanto a corrente é baixa temos essencialmente duas fontes
pontuais de campo nas bordas do filme, e conforme a corrente aumenta, o campo penetra
gradualmente na direcao do centro do material. A figura 49 representa o comportamento

do campo magnético, um resultado de acordo com a literatura [43].

Figura 49 — Mdédulo de H em mapa de cores. Corrente aplicada de 20% a esquerda e 100% a direita.

Ja o comportamento do campo magnético na regiao interna pode ser visto na figura
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50, que apresenta gréaficos sobrepostos da componente vertical do campo magnético (H,)
de um corte transversal exatamente no meio da filme espesso, na sua relagao com os
diferentes picos das correntes simuladas. Nesse grafico pode ser visto o efeito da penetracao

parcial do campo, de acordo com o esperado.

Figura 50 — H, em corte transversal no pico positivo (0,0048 s) das correntes simuladas.

Para o resultado da poténcia dissipada instantanea na primeira metade do ciclo
da senoide, temos a figura 51, que revela uma perda maior, quanto maior a corrente,

comportamento totalmente esperado.

Figura 51 — Poténcia dissipada instantaneamente no primeiro ciclo para todas as correntes simuladas.
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A comparagao do resultado da Perda A/C produzida pelo modelo com a solugao
analitica [57] encontra-se na figura 52, que se refere a um gréfico da razao entre o pico de
corrente aplicada e a corrente critica (1/1.) pelo log da poténcia dissipada. Esse grafico

revela erro de 1,5%), na faixa de operagao (80% de I..), e erro médio de 21%.

Figura 52 — Poténcia dissipada simulada em comparacio com resultados analiticos.

5.5 Resultados para J.(B,T)

Nessa etapa do estudo foram utilizados os mesmos parametros base, porém, a den-
sidade de corrente agora é uma equacao que depende do campo aplicado e da temperatura
do material, equacgao 4.20, sao necessarios outros parametros experimentais, fornecidos no

trabalho de Berger [58] que indica a equagao 4.20 aqui utilizada.
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Tabela 7 — Parametros base para o modelo [57].

Variavel Valor
Parametro da caracteristica do material (n) 25

Maéxima corrente elétrica aplicada (1y) 44 A
Resistividade do ar (rho_air) L,L0Q-m
Campo elétrico critico (E,) 1,0 puV/em?
Frequéncia (f) 50 Hz
Corrente critica (/) J. - Area

A 4,52 x 108 A
Birr o 132,5 T

p 0,653

q 2,568

p 1,789
Temperatura 77,4 K

« 1,5

Campo Aplicado 0,2T

No mesmo molde do estudo anterior, a corrente aplicada recebeu os valores de 20%,
40%, 60%, 80% e 100%, figura 48. Os valores de campo magnético e temperatura foram
inicialmente fixados em 0,2 T" e 77,4 K, respectivamente. Tomando um problema em que
fitas sao postas lado a lado, o valor considerado para o campo é o méximo atingido pelas
fitas vizinhas, e a temperatura é a comum de trabalho do supercondutor, pois é imerso

em nitrogénio liquido.

O resultado da perda AC nessas condigoes encontra-se na figura 53, onde é compa-
rado com o resultado anterior para .J. constante. O efeito percebido ¢ diferente, pois nesse
caso estamos simulando condigbes de temperatura (77,4 K), além de campo magnético

oriundo de fonte externa (0,2 7).
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Figura 53 — Poténcia dissipada simulada em comparacdo com o resultado para J. constante.

No préximo resultado, foi simulada uma variagdo no campo magnético aplicado, de
0,1 até 0,4 T, para observar o impacto na perda AC. Na figura 54 temos o grafico da
poténcia dissipada instantaneamente durante o primeiro ciclo, e pode ser percebido um

aumento no seu valor a medida que o campo aplicado fica mais intenso.

Figura 54 — Poténcia dissipada intantaneamente com variacio no campo magnético.

A figura 55 mostra o grafico da perda AC pela razao Iupicado/ I, comparando os
varios valores de campo magnético externo aplicado, e revela o quanto um supercondutor
pode ser sensivel, pois a poténcia dissipada aumenta bastante com o aumento do campo

externo.
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Figura 55 — Poténcia dissipada em fungdo da razdio I/1. para diferentes valores de campo magnético.

A ultima anélise feita nesse trabalho foi a variacao da temperatura do material, de
75,4 até 79,4 K, para observar como o supercondutor reage, principalmente na perda AC.
O comportamento da poténcia dissipada instantaneamente no primeiro ciclo, encontra-se
na figura 56, mostrando que, quanto maior a temperatura, maior serd a perda, mesmo no

estado misto.

Fz’gura 56 — Poténcia dissipada intantaneamente com variacdo na temperatura.

A figura 57 mostra o grafico da razao Ipiicado/ I Pelo log da perda A/C. Esse grafico
também mostra que o supercondutor é sensivel a variacao de temperatura, pois com seu

aumento, aumenta também a poténcia dissipada.
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Figura 57 — Poténcia dissipada em funcio da razio I/1. para diferentes valores de temperatura.
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6 CONCLUSAO

Como alternativa para a transmissao de energia elétrica, os cabos superconduto-
res tém se mostrado uma boa alternativa, apesar do custo agregado nos dias de hoje.
Nesse sentido, a simulagao computacional das caracteristicas do material supercondutor ¢é
essencial para o projeto de desenvolvimento do cabo e que usando uma abordagem com-
putacional pode-se realizar um estudo relevante sobre o comportamento eletromagnéticos

em supercondutores percorridos por uma corrente alternada.

Os resultados obtidos conduzem a uma confianca no que diz respeito ao uso do
método dos elementos finitos para calculo de perda AC em fimes espessos supercondutores
de Tipo II, com boa aproximacao, e podendo ser utilizada nas etapas iniciais do projeto
P&D_712: SUPERCABO.

Nesse estudo foram percebidos:

e a nao linearidade das equagoes que descrevem o problema e sua geometria tem

grande impacto na convergéncia ocorrida durante a simulacao;

e devido a geometria utilizada os estudos em filmes espessos supercondutores devem
ter uma malha com elementos do tipo quadrangular linear, permitindo 6tima relagcao

custo x beneficio;

e a razao de aspecto nao tem grande influéncia sobre os resultados;

e As equacoes utilizadas se mostraram pertinentes dentro da proposta;

e A simulacao € ideal para estudos de supercondutores e de condutores de forma geral;
Em relagao aos resultados encontrados:

e 0s efeitos magnéticos e elétricos responde o comportamento tedrico;
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e as perdas AC estao dentro do valor esperado na literatura;

e a modelagem realizada serve para nortear a construgao de um protétipo real.

Considero que as extremas caracteristicas do problema e do material envolvidos
tornaram o estudo um tanto laborioso, impossibilitando que fossem testadas variagoes em
relacao a forma do filme utilizado. Finalmente, considero que este trabalho permitiu com-
preender um pouco mais das carateristicas condutivas do YBCO em regime de operacao

elétrica.
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