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RESUMO

O conhecimento dos parâmetros físico-hídricos do solo é fundamental para aplicações
em engenharia agrícola, hidrologia e gestão de recursos hídricos. Este trabalho propõe uma
metodologia computacional para estimação desses parâmetros através do acoplamento entre
Algoritmos Genéticos (AG) e o Método das Diferenças Finitas (MDF). A pesquisa está estru-
turada em dois eixos principais: (i) o problema direto, que consiste na modelagem numérica do
fluxo de água em solos não saturados através da equação de Richards, e (ii) o problema inverso,
que visa identificar parâmetros hidrodinâmicos a partir de medições de umidade volumétrica.

Na solução do problema direto, foram implementados e comparados esquemas explícito
(Euler progressivo) e implícito (Euler regressivo), sendo o último linearizado pelo método de
Picard modificado e resolvido via algoritmo de Thomas. Três modelos constitutivos foram ava-
liados: Haverkamp, van Genuchten-Mualem e Brooks-Corey. Os resultados demonstraram que
o esquema implícito permite passos temporais maiores que o explícito, mantendo estabilidade
numérica e precisão comparável (MSE< 10−3).

Para o problema inverso, desenvolveu-se um AG utilizando seleção por torneio, cruza-
mento aritmético e mutação gaussiana, com função objetivo baseada na maximização do coe-
ficiente de determinação (R2). Testes com dados sintéticos contaminados por ruído gaussiano
demonstraram a consistência da metodologia, alcançando R2 > 0,997 na estimativa simultânea
de cinco parâmetros do modelo de van Genuchten-Mualem (θr , θs , α, n, Ks). A metodologia
foi avaliada considerando perfis de umidade em 7 pontos de profundidade, bem como fixando
a profundidade em 12 cm e avaliando a variação da umidade ao longo do tempo, apresentando
resultados consistentes em ambas as abordagens e validando a aplicabilidade do método.

Os resultados apresentados no presente trabalho indicam que o acoplamento AG-MDF
pode constituir uma alternativa viável aos métodos laboratoriais tradicionais para caracterização
hidrodinâmica de solos, possibilitando a estimativa de múltiplos parâmetros a partir de um único
conjunto de dados experimentais.

Palavras-chave: análise inversa, otimização, recursos hídricos.



ABSTRACT

Knowledge of soil hydro-physical parameters is fundamental for applications in agricultural
engineering, hydrology, and water resources management. This work proposes a computational
methodology for estimating these parameters through the coupling of Genetic Algorithms (GA)
and the Finite Difference Method (FDM). The research is structured around two main axes:
(i) the forward problem, which consists of the numerical modeling of water flow in unsatu-
rated soils through the Richards equation, and (ii) the inverse problem, which aims to identify
hydrodynamic parameters from volumetric moisture measurements.

In solving the forward problem, explicit (forward Euler) and implicit (backward Eu-
ler) schemes were implemented and compared, the latter being linearized by the modified Pi-
card method and solved via the Thomas algorithm. Three constitutive models were evaluated:
Haverkamp, van Genuchten–Mualem, and Brooks–Corey. The results demonstrated that the
implicit scheme allows larger time steps than the explicit scheme while maintaining numerical
stability and comparable accuracy (MSE< 10−3).

For the inverse problem, a GA was developed using tournament selection, arithmetic
crossover, and Gaussian mutation, with an objective function based on the maximization of the
coefficient of determination (R2). Tests with synthetic data contaminated by Gaussian noise
demonstrated the consistency of the methodology, achieving R2 > 0.997 in the simultaneous
estimation of five parameters of the van Genuchten–Mualem model (θr , θs , α, n, Ks). The
methodology was evaluated considering moisture profiles at 7 depth points, as well as fixing the
depth at 12 cm and evaluating the variation of moisture content over time, yielding consistent
results in both approaches and validating the applicability of the method.

The results presented in this work indicate that the GA–FDM coupling may constitute
a viable alternative to traditional laboratory methods for soil hydrodynamic characterization,
enabling the estimation of multiple parameters from a single experimental dataset.

Keywords: inverse analysis, optimization, water resources.
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1
Introdução

1.1 Introdução

O solo constitui um meio poroso complexo onde ocorrem diversos processos físicos,
químicos e biológicos essenciais para a manutenção dos ecossistemas terrestres. Entre esses
processos, o movimento e a retenção de água desempenham papel central, sendo objeto de
intensa investigação científica nas últimas décadas (JURY; HORTON, 2004; ASSOULINE;
OR, 2013; VEREECKEN et al., 2016). A compreensão do comportamento hídrico do solo é
fundamental não apenas do ponto de vista teórico, mas também para aplicações práticas em
engenharia agrícola, hidrologia e ciências ambientais.

O fluxo de água em meios porosos não saturados é governado pela equação de Richards
(RICHARDS, 1931), uma equação diferencial parcial não linear que relaciona o conteúdo de
água no solo, o potencial matricial e a condutividade hidráulica. Devido à sua natureza não
linear, essa equação raramente admite soluções analíticas, o que motivou o desenvolvimento
de diversos métodos numéricos para sua resolução. Abordagens baseadas em diferenças fini-
tas, elementos finitos e volumes finitos têm sido amplamente utilizadas para simular processos
de infiltração, redistribuição e drenagem em diferentes escalas espaciais e temporais (CELIA;
BOULOUTAS; ZARBA, 1990; SOUZA, 2020; SOUZA et al., 2021; MOURA, 2022; QUEI-
RóZ, 2017; SUK; PARK, 2019).

A aplicação desses modelos numéricos depende fundamentalmente do conhecimento
dos parâmetros físico-hídricos que caracterizam cada tipo de solo. Esses parâmetros incluem
a condutividade hidráulica saturada, a umidade residual, a umidade de saturação e os coefici-
entes empíricos que definem as funções de retenção e condutividade hidráulica. A abordagem
convencional para obtenção desses parâmetros envolve a realização de ensaios laboratoriais es-
pecíficos (RICHARDS, 1965), onde amostras de solo são submetidas a diferentes condições
de pressão e os dados resultantes são ajustados a modelos matemáticos mediante técnicas de
mínimos quadrados.

Este trabalho apresenta uma metodologia alternativa para a estimativa de parâmetros
físico-hídricos do solo, baseada no acoplamento entre um algoritmo genético (AG) e o método
das diferenças finitas (MDF). A proposta consiste em formular um problema inverso onde os
parâmetros desejados são determinados a partir de medições diretas de umidade no perfil do
solo ao longo do tempo. Diferentemente da abordagem tradicional, que requer múltiplos en-
saios laboratoriais independentes, a metodologia proposta permite estimar simultaneamente a
umidade residual, a umidade de saturação, a condutividade hidráulica saturada e demais parâ-
metros relevantes a partir de um único conjunto de dados experimentais.



1.2 Justificativa

O conhecimento preciso das propriedades hídricas do solo tem implicações diretas em
diversas áreas de interesse prático e científico. No contexto agrícola, a disponibilidade de água
no solo determina a produtividade das culturas e a eficiência dos sistemas de irrigação. Em
estudos hidrológicos, esses parâmetros são essenciais para modelar a recarga de aquíferos, o
escoamento superficial e os processos erosivos. Na engenharia geotécnica, o comportamento
hídrico do solo influencia a estabilidade de taludes, fundações e obras de terra.

A curva de retenção de água no solo expressa matematicamente a relação entre o con-
teúdo volumétrico de água e o potencial matricial, caracterizando a energia com que a água
está retida na matriz porosa. Essa relação permite identificar parâmetros operacionais impor-
tantes como a capacidade de campo e o ponto de murcha permanente. A capacidade de campo,
normalmente associada a um potencial matricial de aproximadamente -0,03 MPa, representa
a quantidade de água retida no solo após a drenagem gravitacional, constituindo uma referên-
cia para o limite superior de água disponível para as plantas (KLAR, 1988; KLAR, 1991). Já
o ponto de murcha permanente, geralmente correspondente a -1,5 MPa, indica o limite infe-
rior de extração de água pelas raízes, abaixo do qual as plantas entram em murcha irreversível
(KLUTE, 1986; TEIXEIRA et al., 2017).

A determinação experimental dos parâmetros físico-hídricos do solo tradicionalmente
envolve procedimentos laboratoriais específicos e relativamente demorados. O método mais
utilizado para construir a curva de retenção é o ensaio em câmara de pressão (ou placa de
pressão de Richards), onde amostras de solo são colocadas sobre placas porosas cerâmicas
com alta entrada de ar e submetidas a pressões crescentes (RICHARDS, 1965; KLUTE, 1986).
À medida que a pressão aumenta, a água é extraída gradualmente dos poros maiores para os
menores, e o conteúdo de umidade é determinado por pesagem após o equilíbrio hidráulico em
cada nível de pressão aplicado. Esse processo pode levar várias semanas para ser completado,
pois cada ponto da curva de retenção requer tempo considerável para atingir o equilíbrio.

A condutividade hidráulica saturada, por sua vez, é obtida através de ensaios de perme-
abilidade, que podem ser realizados tanto em laboratório quanto em campo. Em laboratório,
utilizam-se permeâmetros de carga constante ou variável, onde se mede o fluxo de água atra-
vés de uma amostra saturada sob gradiente hidráulico conhecido (KLUTE, 1986). Em campo,
ensaios de infiltração como o do infiltrômetro de anel duplo ou o permeâmetro Guelph po-
dem ser empregados. Embora esses métodos sejam bem estabelecidos e confiáveis, apresentam
algumas limitações práticas: são trabalhosos, requerem equipamentos específicos, demandam
tempo considerável e fornecem informações pontuais que podem não representar adequada-
mente a variabilidade espacial do solo.

A abordagem de análise inversa proposta neste trabalho oferece uma alternativa meto-
dológica a esses procedimentos convencionais. Ao invés de realizar múltiplos ensaios laborato-
riais independentes para cada parâmetro, a metodologia utiliza medições de umidade ao longo
do perfil do solo em diferentes instantes de tempo. Essas medições podem ser obtidas com sen-
sores de umidade instalados em colunas de solo ou diretamente em campo, permitindo capturar
o comportamento dinâmico do sistema. O acoplamento entre um modelo numérico de fluxo
(método das diferenças finitas) e um algoritmo de otimização (algoritmo genético) possibilita
estimar simultaneamente todos os parâmetros físico-hídricos relevantes através da minimiza-
ção da diferença entre os valores de umidade medidos e simulados. Essa estratégia apresenta
vantagens em termos de eficiência, pois reduz significativamente o tempo e os recursos necessá-
rios para a caracterização do solo, além de fornecer parâmetros que refletem o comportamento
integrado do sistema sob condições de fluxo real.
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1.3 Revisão Bibliográfica

Desde os primórdios da civilização, a interação entre água e solo tem sido objeto de
observação e estudo prático, especialmente no contexto agrícola. Civilizações antigas, como
os egípcios e mesopotâmicos, desenvolveram técnicas rudimentares de irrigação e drenagem,
demonstrando um entendimento empírico da dinâmica hídrica no solo. Esses conhecimentos
permitiram o cultivo em regiões áridas ou semiáridas, garantindo a subsistência e o desenvol-
vimento de sociedades complexas (BRANCO, 2021). Contudo, foi apenas a partir do século
XIX, com o advento da ciência do solo, que os processos envolvidos no movimento da água no
solo começaram a ser investigados de maneira sistemática.

Um marco fundamental nesse campo foi a formulação da Lei de Darcy (DARCY, 1856).
Esta lei descreve o fluxo de água em meios porosos saturados e estabelece uma relação linear
entre o gradiente hidráulico e a velocidade de escoamento. A Lei de Darcy é amplamente
utilizada na hidrogeologia e na ciência do solo para modelar o movimento da água em condições
saturadas (MARINELLI, 2024). No entanto, a compreensão do comportamento da água em
solos não saturados só avançou significativamente com as contribuições de pesquisadores como
Edgar Buckingham e Sterling A. Taylor no início do século XX. Eles introduziram conceitos
como potencial mátrico e condutividade hidráulica variável, fundamentais para o estudo de
sistemas mais complexos (BROOKS; COREY, 1964).

Em 1928, Lorenzo A. Richards combinou a equação de Darcy-Buckingham com a equa-
ção da continuidade, resultando na equação de Richards. Esta equação diferencial parcial (EDP)
descreve o fluxo de água em solos não saturados em regime transiente, ou seja, quando o fluxo
varia com o tempo. Entretanto, a equação de Richards raramente admite soluções analíticas
exatas, exceto em casos particulares, como regimes estacionários ou simplificações específicas
das funções de condutividade hidráulica.

A solução numérica de EDPs, como a equação de Richards, pode ser abordada por meio
de diferentes formulações matemáticas, como por exemplo a formulação forte que é aplicada di-
retamente na EDP, exigindo que a solução aproximada possua derivadas contínuas de alta ordem
(STRANG; FIX, 2008). Por outro lado, a conhecida formulação fraca torna-se uma alternativa
que diminui tais exigências de regularidade da solução. Ela pode ser obtida multiplicando a
EDP por uma função teste e integrando-a sobre um domínio. A integração por partes transfere
as derivadas de alta ordem da solução para a função teste, que pode ser escolhida para ser mais
suave. Essa abordagem permite encontrar soluções em espaços de funções mais amplos, como
os espaços de Sobolev, que incluem funções com derivadas descontínuas (EVANS, 2010).

Os dois métodos amplamente utilizados para a simulação numérica da equação de Ri-
chards são MDF e o método dos volumes finitas (MVF), como pode ser visto nas referências
(VASCONCELLOS; AMORIM, 2001; BOUCHEMELLA; SERIDI; ALIMI-ICHOLA, 2015;
SHANMUGAM et al., 2019; CAVIEDES-VOULLIÈME et al., 2013; FARTHING; OGDEN,
2017; LAI; OGDEN, 2015). O MDF, estudado no presente trabalho de pesquisa, se baseia na
forma forte da EDP, onde as derivadas são aproximadas por diferenças finitas em pontos discre-
tos do domínio (LEVEQUE, 2007). Já o MVF se baseia na formulação integral de uma EDP,
forma fraca, dividindo o domínio do problema em volumes de controle e integrando a EDP
sobre cada volume. As derivadas são aproximadas por diferenças finitas nas faces dos volumes
de controle, garantindo a conservação das quantidades físicas (LEVEQUE, 2002).

A análise de estabilidade e convergência é essencial para validar a precisão dos méto-
dos numéricos, como o MDF. A estabilidade garante que pequenos erros não se amplifiquem
durante os cálculos, enquanto a convergência assegura que a solução numérica se aproxime da
solução exata à medida que o tamanho dos passos diminui. O Teorema de Lax estabelece que,
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para um problema bem posto, um método de diferenças finitas é convergente se, e somente se,
for consistente e estável (LAX; RICHTMYER, 1956).

O presente trabalho combina métodos numéricos para a solução da equação de Richards
com técnicas de otimização. Na literatura, pode-se citar o software Hydrus, que utiliza um
modelo de elementos finitos, que numericamente resolve a equação de Richards, com o método
de Levenberg-Marquardt como a técnica de otimização para estimar parâmetros físico-hídricos
do solo via análise inversa (HOPMANS et al., 2002).

Nos campos da otimização e da análise inversa, os algoritmos genéticos (AGs) vêm se
apresentando como um dos mais utilizados algoritmos de busca. Este fato se deve ao fato de
que, diferente dos algoritmos tradicionais de otimização, os AGs não necessitam que a função
objetivo seja positiva definida ou contínua e possuem baixa probabilidade de convergir para
um ótimo local (GOLDBERG, 1989). Outra característica dos algoritmos genéticos é seu bom
desempenho em problemas que envolvem grandes espaços de busca.

Na presente dissertação de mestrado almejou-se utilizar um AG para estimar parâmetros
físico-hídricos do solo considerando dados de umidade conhecidos e o MDF para a solução
numérica da equação de Richards. Foram comparados, ainda, diferentes modelos de curvas de
retenção encontrados na literatura, citados no decorrer deste texto, assim como diferentes tipos
de solo.

1.4 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é propor uma metodologia computacional eficiente
para a estimativa de parâmetros físico-hídricos do solo usando o acoplamento entre um AG e o
MDF.

1.4.1 Objetivos Específicos

Para alcançar o objetivo principal deste trabalho de pesquisa, os seguintes objetivos
específicos devem ser alcançados.

• Implementar de maneira eficiente o MDF para a solução numérica da equação de Ri-
chards, considerando diferentes formas da equação e esquemas de discretização.

• Implementar os algoritmos genéticos (AGs) para problemas que envolvem otimização e
análise inversa.

• Identificar os parâmetros físico-hídricos do solo usando a metodologia proposta de análise
inversa, usando dados conhecidos de umidade no solo, considerando diferentes modelos
de curvas de retenção da água no solo.
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2
Modelagem matemática e computacional da

dinâmica da água no solo

Este capítulo apresenta os fundamentos da modelagem matemática e computacional da
dinâmica da água no solo, abordando os principais conceitos teóricos e metodológicos envolvi-
dos na descrição do fluxo de água na direção z (1-D), em meios porosos não saturados. Inicial-
mente, é introduzida a formulação matemática da Equação de Richards, que constitui o modelo
clássico para representar o movimento da água no solo a partir dos princípios de conservação
de massa e da generalização da Lei de Darcy. Em seguida, são discutidas as relações consti-
tutivas que descrevem as propriedades hidráulicas do solo, com ênfase nas curvas de retenção
de água e nas funções de condutividade hidráulica, fundamentais para a caracterização do com-
portamento hidrodinâmico do meio poroso. Posteriormente, o capítulo apresenta a modelagem
computacional do problema, contemplando a discretização das equações governantes por meio
de esquemas de diferenças finitas, destacando aspectos relacionados à implementação numérica
e à obtenção de soluções aproximadas. Dessa forma, busca-se estabelecer uma base teórica e
computacional que subsidie as análises e aplicações desenvolvidas nos capítulos subsequentes.

2.1 Modelagem Matemática

O experimento de Darcy foi projetado para estudar o fluxo de água através de um meio
poroso granular, como a areia, e deu origem à equação empírica que descreve esse comporta-
mento, podendo ser expressa na forma diferencial como (LIBARDI, 2005)

qz =−Ks
∂ψ

∂z
, (2.1)

onde ∂ψ
∂z representa o gradiente de potencial hidráulico e Ks é a condutividade hidráulica do

meio poroso saturado. O sinal negativo reflete o fato de que o fluxo ocorre na direção oposta
ao gradiente de potencial hidráulico, isto é, da região de maior potencial para a de menor po-
tencial.Além disso, considera-se o potencial total da água no solo como a soma do potencial
matricial e do potencial gravitacional (RICHARDS, 1931), ψ=ψm + z.

A Lei de Darcy descrita pela Equação (2.1) foi desenvolvida para descrever o fluxo de
fluidos em meios porosos saturados. Porém, quando se trata de solos não saturados (isto é,
quando parte dos poros está preenchida por ar), o comportamento do fluxo de água é mais
complexo, pois depende da interação entre a água e a matriz sólida do solo. Dessa forma,
Buckingham (1907) reconheceu que o fluxo de água em solos não saturados poderia ser ca-



racterizado considerando a condutividade hidráulica K como uma função do potencial mátrico
ψm , obtendo-se a conhecida equação de Darcy-Buckingham

qz =−K (ψm)
∂ψ

∂z
. (2.2)

A Equação (2.2) é aplicável em situações de estado estacionário, ou seja, quando não há
variações temporais. Contudo, a natureza é predominantemente transitória, exigindo o uso da
Equação da Continuidade para modelar tais processos. Essa equação, fundamentada na lei da
conservação de massa, estabelece que a massa é invariável, não podendo ser gerada ou elimi-
nada. Para ilustrar sua dedução, considera-se um elemento de solo infinitesimal unidimensional
na direção vertical z, conforme representado na Figura 2.1.

qz

qz + ∂qz

∂z

∆z

Figura 2.1: Elemento de volume de solo unidimensional onde a solução escoa na direção verti-
cal z.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O elemento possui volume dV = A∆z, onde A é a área da seção transversal e ∆z é a
altura infinitesimal. A água entra pela face superior com fluxo qz e sai pela face inferior com
fluxo qz+∆z . De acordo com o princípio da continuidade, a diferença entre os fluxos de entrada
e saída deve equivaler à variação temporal do volume de solução dentro do elemento:

qz A−qz+∆z A = ∂Vsol

∂t
. (2.3)

Aplicando a expansão em série de Taylor de primeira ordem para o fluxo de saída, tem-
se:

qz+∆z = qz + ∂qz

∂z
∆z. (2.4)

Substituindo a Equação (2.4) na Equação (2.3) e cancelando os termos opostos, obtém-
se:

−∂qz

∂z
A∆z = ∂Vsol

∂t
. (2.5)

Considerando que o teor de umidade volumétrica é dado por θ = Vsol
dV = Vsol

A∆z , a Equação
(2.5) pode ser reescrita como:
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−∂qz

∂z
= ∂θ

∂t
. (2.6)

Combinando a equação de Darcy-Buckingham (2.2) com a equação da continuidade
(2.6), obtém-se a equação de Richards. Para a dedução completa e discussão rigorosa das dife-
rentes formulações desta equação, incluindo suas hipóteses e limitações, recomenda-se consul-
tar (LIBARDI, 2005). Em sua forma mista unidimensional, a equação de Richards é expressa
como:

∂θ

∂t
= ∂

∂z

[
K (ψm)

(
∂ψm

∂z
−1

)]
, (2.7)

onde ψm é o potencial matricial e o termo −1 representa o gradiente do potencial gravitacional,
considerando o sistema de coordenadas com z positivo para baixo a partir da superfície do solo.

A equação de Richards pode ser formulada de três maneiras: a forma mista dada pela
Equação (2.7), a forma expressa em termos do potencial matricial ψm e a forma em função do
teor de umidade θ. Definindo a capacidade específica do solo C (ψm) = ∂θ

∂ψm
e a difusividade

hidráulica D(θ) = K (θ)∂ψm
∂θ

, obtém-se as formas ψm e θ, respectivamente:

C (ψm)
∂ψm

∂t
= ∂

∂z

[
K (ψm)

(
∂ψm

∂z
−1

)]
, (2.8)

∂θ

∂t
= ∂

∂z

(
D(θ)

∂θ

∂z
−K (θ)

)
. (2.9)

A Equação de Richards constitui um modelo matemático fundamental para descrever o
fluxo de água em solos não saturados, sendo formulada em termos do potencial matricial e do
conteúdo volumétrico de água no solo. Entretanto, essa equação envolve simultaneamente essas
duas variáveis interdependentes, o que torna o problema matematicamente indeterminado caso
não sejam estabelecidas relações constitutivas adicionais. Nesse contexto, torna-se necessária
a introdução das funções que caracterizam as propriedades hidráulicas do solo, destacando-
se a curva de retenção de água, que relaciona o conteúdo de água ao potencial matricial, e a
função de condutividade hidráulica não saturada, que expressa a dependência da condutividade
em relação ao estado hídrico do solo. Essas relações são fundamentais para o fechamento
do modelo matemático e para a adequada representação do comportamento hidrodinâmico do
meio poroso. Dessa forma, a próxima seção apresenta os principais modelos para as curvas de
retenção de água no solo e das funções de condutividade hidráulica.

2.2 Curvas de Retenção e de Condutividade

Para resolver a equação de Richards utilizando métodos numéricos é necessário deter-
minar inicialmente parâmetros que podem ser obtidos a partir de dados empíricos. Esses dados
são obtidos para estabelecer relações entre a umidade volumétrica do solo, θ, e o potencial ma-
tricial, ψm . Assim, é possível ajustar os parâmetros usando diferentes modelos que descrevem
as curvas de retenção de água no solo, da forma θ = θ(ψm), para que, em seguida, de forma teó-
rica, uma curva possa ser modelada para a condutividade hidráulica, K = K (θ) ou K = K (ψm).
A seguir, são apresentados três dos principais modelos citados na literatura.
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2.2.1 Modelo de Brooks e Corey (1964)

Este modelo, proposto por Brooks e Corey (1964), é uma das abordagens mais elemen-
tares para representar a curva de retenção de água no solo, considerando a saturação efetiva
Se como a razão entre a umidade presente e a faixa disponível entre a umidade residual e a
máxima. Assim, a relação entre Se e o potencial matricial ψm é expressa por:

Se =


(
ψm

ψb

)−λ
, se ψm >ψb ,

1, se ψm ≤ψb ,
(2.10)

onde ψb é o potencial de entrada de ar (ou potencial de borbulhamento) e λ é o índice de
distribuição de tamanho de poros. A saturação efetiva Se também é definida por

Se = θ−θr

θs −θr
, (2.11)

em que θ representa a umidade volumétrica, θr é a umidade residual e θs é a umidade saturada.
Ademais, a condutividade hidráulica é formulada como

K (ψm) = Ks

(
ψm

ψb

)2+2.5λ

, (2.12)

ou, em termos de saturação efetiva,

K (θ) = Ks S2λ+2.5
e , (2.13)

onde Ks é a condutividade hidráulica saturada.

2.2.2 Modelo de Haverkamp

A proposta de Haverkamp et al. (1977) caracteriza a curva de retenção por meio de uma
transição suave entre os estados de umidade, onde os parâmetros de ajuste influenciam direta-
mente a resposta do solo ao potencial matricial ψm . A relação entre a umidade volumétrica θ e
ψm é dada por:

θ(ψm) = α(θs −θr )

α+|ψm |β +θr , (2.14)

com α> 0 e β> 0. A condutividade hidráulica segue a forma:

K (ψm) = Ks A

A+|ψm |γ , (2.15)

onde A e γ são determinados empiricamente, proporcionando uma descrição consistente dos
dados experimentais.

2.2.3 Modelo de van Genuchten (1980)

O modelo de Van Genuchten (1980) é reconhecido por sua versatilidade, oferecendo
uma transição não linear que abrange desde a saturação plena até condições de umidade resi-
dual. A função de retenção é definida por:

θ(ψm) =
{

(θs −θr )
[
1+ (α|ψm |)n

]−m +θr , se ψm ≤ 0,

θs , se ψm > 0,
(2.16)
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com m = 1− 1
n , α> 0 e n > 1. A saturação efetiva é expressa por

Se = θ−θr

θs −θr
, (2.17)

e a condutividade hidráulica é dada por:

K (θ) = Ks S1/2
e

[
1− (

1−S1/m
e

)m
]2

. (2.18)

2.3 Discretização do Modelo Matemático

O primeiro passo do MDF consiste em substituir o domínio contínuo por uma malha
discreta de pontos. O domínio espacial [0,L] é dividido em N subintervalos de comprimento
uniforme, gerando os nós

∆z = L

N
, zi = i ∆z, i = 0,1, . . . , N . (2.19)

O domínio temporal é igualmente particionado com passo de tempo constante ∆t , definindo-se
tn = n∆t para n = 0,1, . . . , M , com M∆t = T . A notação adotada ao longo de todo o desenvol-
vimento é a seguinte

θn
i ≡ θ(zi , tn), ψn

i ≡ψm(zi , tn), K n
i = K (ψn

i ), C n
i =C (ψn

i ) = dθ

dψm

∣∣∣n

i
.

Os fluxos não são calculados nos próprios nós da malha, mas sim nas interfaces zi±1/2,
que são os pontos médios entre nós consecutivos. Essa estratégia, conhecida como diferenças
centradas por células, é essencial para garantir a conservação de massa local, pois o balanço do
volume de controle entre dois nós consecutivos é avaliado com base nos fluxos que efetivamente
atravessam as faces desse volume. Os fluxos nas interfaces são definidos como

qn
i+1/2 =−K n

i+1/2

(
ψn

i+1 −ψn
i

∆z
−1

)
, (2.20)

qn
i−1/2 =−K n

i−1/2

(
ψn

i −ψn
i−1

∆z
−1

)
. (2.21)

As condutividades nas interfaces, Ki+1/2 e Ki−1/2, não correspondem diretamente a ne-
nhum nó da malha e precisam ser interpoladas a partir dos valores nos nós adjacentes. A média
aritmética simples

K n
i+1/2 =

K n
i +K n

i+1

2
, K n

i−1/2 =
K n

i−1 +K n
i

2
, (2.22)

é a escolha mais comum e, segundo Celia, Bouloutas e Zarba (1990), fornece resultados me-
lhores para a Equação de Richards do que outras médias (geométrica ou harmônica) na maioria
das situações práticas. Esse procedimento introduz um erro de truncamento de ordem O (∆z2),
compatível com o esquema de segunda ordem adotado para a derivada espacial. A divergência
do fluxo no nó i é então aproximada por diferenças centradas entre as duas interfaces adjacentes

∂q

∂z

∣∣∣∣n

i
≈ qn

i+1/2 −qn
i−1/2

∆z
+O (∆z2). (2.23)
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2.3.1 Esquema Explícito (Euler Progressivo)

Na formulação explícita, os termos espaciais são avaliados no nível n, já conhecido,
o que permite calcular diretamente θn+1 sem precisar resolver nenhum sistema de equações.
Substituindo a aproximação de Euler progressivo para a derivada temporal e os fluxos no nível
n, a Equação de Richards discretizada explícitamente é

θn+1
i −θn

i

∆t
= qn

i+1/2 −qn
i−1/2

∆z
+O (∆t ,∆z2). (2.24)

Expandindo os fluxos e reorganizando, obtém-se a Expressão explícita completa

θn+1
i = θn

i + ∆t

(∆z)2

[
K n

i+1/2

(
ψn

i+1 −ψn
i

)−K n
i−1/2

(
ψn

i −ψn
i−1

)]+ ∆t

∆z

(
K n

i+1/2 −K n
i−1/2

)
. (2.25)

A Equação (2.25) é um método de marcha no tempo onde conhecidos todos os valores no nível
n, os valores em n+1 são obtidos de forma direta, nó a nó, sem necessidade de resolver qualquer
sistema linear. Esta simplicidade, no entanto, tem um preço elevado em termos de estabilidade.

2.3.1.1 Estabilidade e Limitações do Esquema Explícito

O principal problema com a formulação explícita é a dificuldade em garantir a estabi-
lidade. Para analisar essa questão, considera-se o caso linearizado da Equação de difusão com
difusividade hidráulica D = K /C . A análise de von Neumann mostra que o método será estável
somente se o número de Fourier satisfizer

Fo = D∆t

(∆z)2
< 1

2
. (2.26)

(SMITH, 1985). Essa condição relaciona o passo temporal ∆t ao passo espacial ∆z de forma
bastante restritiva. Como a difusividade D(ψm) = K (ψm)/C (ψm) varia fortemente com ψm

(podendo ser vários ordens de magnitude maior em solos próximos à saturação do que em
solos secos), o critério (2.26) precisa ser avaliado com o valor máximo de D no domínio. Na
prática, isso impede o uso de passos de tempo maiores do que frações de segundo em muitas
situações, tornando o custo computacional proibitivo para simulações de duração relevante.
Note também que, paradoxalmente, a redução de ∆z para melhorar a precisão espacial exige
uma redução quadrática de ∆t para manter a estabilidade, agravando ainda mais o problema.
Por essas razões, o esquema explícito raramente é utilizado em simulações práticas da Equação
de Richards, sendo substituído pelo esquema implícito descrito a seguir.

2.3.2 Esquema Implícito (Euler Regressivo)

Na formulação implícita, os termos espaciais são avaliados no nível de tempo n+1, ainda
desconhecido. Ao contrário do esquema explícito, a formulação implícita é incondicionalmente
estável, não impondo nenhuma restrição sobre a razão ∆t/∆z2. Essa estabilidade é fundamental
para a Equação de Richards, pois sem ela seria necessário um ∆t proibitivamente pequeno para
manter a simulação estável em solos com frentes de umidade abruptas. A Equação de Richards
discretizada implicitamente no nó i e no nível de tempo n +1 é

θn+1
i −θn

i

∆t
= 1

∆z

[
K n+1

i+1/2

(
ψn+1

i+1 −ψn+1
i

∆z
−1

)
−K n+1

i−1/2

(
ψn+1

i −ψn+1
i−1

∆z
−1

)]
. (2.27)
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O preço pago pela estabilidade incondicional é que a Equação (2.27) é não linear, pois
as quantidades θn+1

i , K n+1
i±1/2 e C n+1

i dependem da própria incógnita ψn+1
i , por meio das rela-

ções funcionais θ(ψm), K (ψm) e C (ψm). Isso significa que, a cada passo temporal, é preciso
resolver um sistema de equações não lineares, o que exige um método iterativo de linearização,
apresentado na próxima seção.

2.3.2.1 Linearização pelo Método de Picard Modificado

O método de Picard modificado, proposto originalmente por Celia, Bouloutas e Zarba
(1990), é a abordagem iterativa mais difundida para linearizar a Equação de Richards discreta.
A ideia central é que, em cada passo temporal n + 1, realiza-se uma sequência de iterações
indexadas por m = 0,1,2, . . ., em que os coeficientes não lineares K e C são “congelados” nos
valores da iteração anterior m, obtendo-se assim uma Equação linear para ψn+1,m+1. Esse
processo se repete até que a solução convirja, momento em que se avança para o próximo passo
temporal.

A inicialização de cada passo temporal consiste em tomar a solução do passo ante-
rior como estimativa inicial, ou seja, ψn+1,0

i = ψn
i e θn+1,0

i = θn
i . A partir daí, a expansão de

θn+1,m+1
i em série de Taylor ao redor de ψn+1,m

i , truncada na primeira ordem, fornece

θn+1,m+1
i ≈ θn+1,m

i +C n+1,m
i

(
ψn+1,m+1

i −ψn+1,m
i

)︸ ︷︷ ︸
δψm

i

, (2.28)

onde C n+1,m
i = dθ/dψm avaliada no pontoψn+1,m

i da iteração m. A quantidade δψm
i é chamada

de correção de Picard e é a verdadeira incógnita do sistema linear resolvido em cada iteração.
Definindo a correção δψm

i = ψn+1,m+1
i −ψn+1,m

i e substituindo a Expansão (2.28) na
Equação implícita (2.27), obtém-se uma Equação linear em δψm . O lado direito dessa Equação
é o resíduo da iteração corrente

Rn+1,m
i = K n+1,m

i+1/2

(
ψn+1,m

i+1 −ψn+1,m
i

)−K n+1,m
i−1/2

(
ψn+1,m

i −ψn+1,m
i−1

)
(∆z)2

+K n+1,m
i+1/2 −K n+1,m

i−1/2

∆z
−θ

n+1,m
i −θn

i

∆t
.

(2.29)
O resíduo Rn+1,m

i mede o quanto a solução atual ψn+1,m falha em satisfazer a Equação discreta
(2.27). Quando Rn+1,m

i → 0 para todo i , o método convergiu e a solução está autoconsistente
com os coeficientes K e C avaliados nela própria. Substituindo a linearização de Taylor na
Equação discreta e reorganizando os termos, chega-se ao seguinte sistema linear para as corre-
ções δψm

i , válido para cada nó interior i = 1, . . . , N −1

ai δψ
m
i−1 +bi δψ

m
i + ci δψ

m
i+1 = di (2.30)
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Os coeficientes são definidos explicitamente como

ai =− K n+1,m
i−1/2

∆t C n+1,m
i (∆z)2

, (2.31)

ci =− K n+1,m
i+1/2

∆t C n+1,m
i (∆z)2

, (2.32)

bi = 1

∆t
−ai − ci , (2.33)

di =
Rn+1,m

i

C n+1,m
i

. (2.34)

Esses coeficientes têm interpretação física clara. Os coeficientes ai e ci representam a
difusão hidráulica entre o nó i e seus vizinhos à esquerda e à direita, respectivamente, ponderada
pela capacidade capilar local C n+1,m

i e pelo passo de tempo ∆t . Como K ≥ 0 e C > 0, ambos
são negativos, o que garante que o coeficiente diagonal bi seja maior em módulo do que a soma
dos outros dois

bi = 1

∆t
−ai − ci = 1

∆t
+ K n+1,m

i+1/2 +K n+1,m
i−1/2

∆t C n+1,m
i (∆z)2

> 0.

Isso significa que a matriz tridiagonal é diagonal dominante, o que garante a existência e unici-
dade da solução do sistema linear e assegura a estabilidade numérica do algoritmo de Thomas.
Vale reforçar que todos os coeficientes K e C utilizados no cálculo de ai , bi e ci são avaliados
na iteração m atual, sendo tratados como constantes durante a resolução do sistema linear. É
essa propriedade que torna o sistema linear, pois a não linearidade foi transferida inteiramente
para o processo iterativo externo de Picard.

Uma vez resolvido o sistema linear (2.30)–(2.34) para δψm pelo algoritmo de Thomas,
detalhado na subseção a seguir, a solução é atualizada por adição simples

ψn+1,m+1
i =ψn+1,m

i +δψm
i . (2.35)

Em seguida, os coeficientes K e C são recalculados com o novo valor de ψ, um novo resíduo é
formado pela Equação (2.29), e o processo se repete. Quando o critério de convergência

εθ =
∣∣δψm

∣∣< 10−6 (2.36)

é satisfeito, define-se ψn+1
i =ψn+1,m

i e avança-se ao próximo nível temporal.

2.3.2.2 Sistema Tridiagonal e Algoritmo de Thomas

O conjunto de Equações lineares (2.30) para todos os nós interiores i = 1, . . . , N−1 cons-
titui um sistema tridiagonal. Cada Equação envolve no máximo três incógnitas consecutivas
(δψi−1, δψi , δψi+1), e a matriz de coeficientes possui entradas não nulas apenas na diagonal
principal e nas duas diagonais imediatamente adjacentes

b1 c1 0 · · · 0
a2 b2 c2 · · · 0

0 a3 b3
. . . ...

... . . . . . . cN−2

0 · · · 0 aN−1 bN−1




δψ1

δψ2

δψ3
...

δψN−1

=


d1

d2

d3
...

dN−1

 . (2.37)
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Esta estrutura esparsa é uma consequência direta do esquema de diferenças finitas local
e é extremamente vantajosa computacionalmente. Enquanto a eliminação gaussiana geral tem
custo O (N 3), um sistema tridiagonal N × N pode ser resolvido em apenas O (N ) operações
aritméticas pelo algoritmo de Thomas (TDMA — TriDiagonal Matrix Algorithm) (BURDEN;
FAIRES; BURDEN, 2016). O algoritmo opera em duas varreduras sequenciais.

Na primeira varredura, chamada de eliminação progressiva (forward sweep), percorre-
se os nós de i = 2 até N e os coeficientes são modificados para eliminar a diagonal inferior.
Definem-se β1 = b1 e γ1 = d1/b1. Para os nós seguintes, as recursões são

βi = bi − ai ci−1

βi−1
, (2.38)

γi = di −ai γi−1

βi
. (2.39)

Na segunda varredura, chamada de substituição regressiva (back substitution), percorre-
se de i = N −1 até 1 para recuperar as soluções δψi a partir das quantidades modificadas

δψN−1 = γN−1, (2.40)

δψi = γi − ci

βi
δψi+1. (2.41)

A estabilidade numérica do algoritmo de Thomas é garantida quando a matriz tridiago-
nal é diagonal dominante, condição que, como demonstrado na seção anterior, é sempre satis-
feita pelos coeficientes gerados pela discretização da Equação de Richards. Isso assegura que o
algoritmo não amplifica erros de arredondamento ao longo das varreduras, independentemente
do número de nós N utilizado.

2.3.2.3 Critério de Convergência e Controle do Passo Temporal

O laço de iterações de Picard continua enquanto a variação entre iterações sucessivas
superar uma tolerância predefinida. O critério mais comum acompanha a norma do máximo
(norma ℓ∞) da correção δψm

max
i

∣∣ψn+1,m+1
i −ψn+1,m

i

∣∣≤ εψ (
tipicamente εψ ∼ 10−4 m

)
. (2.42)

Um critério complementar, que avalia diretamente a variável de interesse hidrológico, é baseado
na variação de umidade

max
i

∣∣θn+1,m+1
i −θn+1,m

i

∣∣= max
i

∣∣C n+1,m
i δψm

i

∣∣≤ εθ (
εθ ∼ 10−6). (2.43)

Nas simulações apresentadas na seção de resultados, implementadas em MATLAB,
adotou-se uma tolerância mais rigorosa de ε= 10−8, aplicada ao máximo entre a correção δψ e
o resíduo do sistema, garantindo assim elevada precisão numérica nos perfis de umidade calcu-
lados.

Além dos critérios de convergência, é prática padrão limitar o número máximo de itera-
ções de Picard por passo temporal a um valor mmax (tipicamente entre 10 e 50). Quando esse
limite é atingido antes que a convergência seja alcançada, interpreta-se que o passo ∆t é dema-
siado grande para as condições do problema, e adota-se uma estratégia de redução adaptativa
onde ∆t é diminuído por um fator (por exemplo, ∆t ←∆t/2) e o passo temporal é recomeçado
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desde a solução ψn do nível anterior. Por outro lado, quando a convergência ocorre em poucas
iterações (por exemplo, m < 4), o método pode aumentar ∆t no próximo passo para acelerar a
simulação, por exemplo fazendo ∆t ← min( finc∆t ,∆tmax). Todas essas estratégias adaptativas
foram implementadas no simulador desenvolvido neste trabalho.

Esse controle adaptativo do passo temporal é fundamental para o desempenho e a robus-
tez do simulador, especialmente em problemas com frentes de infiltração abruptas ou variações
bruscas nas condições de contorno. A escolha das tolerâncias εψ e εθ envolve um compromisso
entre precisão e custo computacional. Valores muito grandes permitem que o método prossiga
com soluções pouco convergidas, acumulando erros ao longo da simulação. Valores muito pe-
quenos aumentam o número de iterações de Picard por passo e podem levar à redução excessiva
de ∆t sem ganho significativo de precisão, uma vez que o erro de truncamento do próprio es-
quema MDF é de primeira ordem em ∆t e segunda ordem em ∆z. Na prática, as tolerâncias
recomendadas pela literatura (εψ ∼ 10−4 m e εθ ∼ 10−6) equilibram bem esses aspectos para a
grande maioria dos cenários de fluxo não saturado, e foram adotadas como valores de referência
nas simulações realizadas neste trabalho.
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3
Análise Inversa com Algoritmos Genéticos

3.1 Problemas direto e inverso

A ciência se constrói sobre uma relação fundamental entre causas e efeitos. Em seu
cerne, toda investigação científica busca compreender como propriedades intrínsecas de um
sistema manifestam-se em comportamentos observáveis, ou, inversamente, como deduzir essas
propriedades a partir de observações experimentais. Esta dualidade epistemológica permeia
toda a física, engenharia e ciências naturais, configurando-se no que se denomina problemas
direto e inverso (TARANTOLA, 2005).

Quando são conhecidos completamente os parâmetros que governam um fenômeno fí-
sico e deseja-se prever seu comportamento, está-se diante de um problema direto. Considere
um hidrólogo que, dispondo das características hidráulicas do solo, prevê como a água infiltrará
após um evento de precipitação. Nesse caso, parte-se das causas conhecidas e computam-se os
efeitos esperados. Trata-se de um exercício dedutivo onde as equações governantes, combina-
das com condições iniciais e de contorno bem definidas, conduzem deterministicamente a uma
solução única

O problema inverso, por sua vez, inverte esta lógica causal. O comportamento de um
sistema é observado através de medições experimentais e busca-se descobrir quais propriedades
internas produziram aquele comportamento, conforme ilustrado na Figura 3.1 . Este tipo de pro-
blema revela-se geralmente mais desafiador que seu correspondente direto. Matematicamente,
problemas inversos frequentemente são mal-postos no sentido de Hadamard (HADAMARD,
1923), podendo não admitir solução única, apresentar instabilidades numéricas significativas e
extrema sensibilidade a ruídos experimentais nas medições.



CAUSAS
(conhecidas)

EFEITOS
(calculados)

calcular

DIRETO

EFEITOS
(medidos)

CAUSAS
(estimadas)

estimar

INVERSO

Inversão

Figura 3.1: Relação dual entre problemas direto e inverso: no problema direto, causas conheci-
das permitem calcular efeitos; no problema inverso, efeitos medidos permitem estimar causas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resolver o problema inverso, portanto, constitui-se geralmente em um problema de oti-
mização: encontrar o conjunto de parâmetros que minimiza a discrepância entre os valores
modelados e os observados. Como o espaço de soluções possíveis é geralmente muito amplo,
tornando inviável a busca exaustiva, podem ser utilizadas heurísticas para nele navegar. Uma
heurística é uma estratégia de busca que não garante encontrar a solução ótima, mas que, em
troca dessa garantia, é capaz de produzir soluções de boa qualidade em um tempo computaci-
onal razoável (MICHALEWICZ, 2013). Quando essas estratégias são de propósito geral, sem
pressupor estrutura específica do problema, recebem a denominação de metaheurísticas. Muitas
delas são inspiradas em fenômenos naturais e aplicadas de forma iterativa ao longo de gerações,
sendo então chamadas de métodos evolucionários. O algoritmo genético, objeto de estudo deste
trabalho, é um dos mais relevantes métodos dessa classe (HOLLAND, 1975).

Em laboratório, técnicas como o extrator de Richards e a panela de pressão permitem
medir experimentalmente a curva de retenção de água no solo (relação entre umidade θ e poten-
cial matricial (ψm). A partir desses dados, utiliza-se ajuste por mínimos quadrados para estimar
os parâmetros do modelo constitutivo escolhido (van Genuchten, Brooks-Corey, Haverkamp
etc.). Uma vez determinados os parâmetros, resolve-se numericamente a equação de Richards
(o problema direto) para simular o fluxo de água no perfil do solo. Neste trabalho, adota-se o
MDF para a solução numérica da equação de Richards.

Para uma aplicação numérica do problema direto, apenas para fixar as ideias, foram
utilizados os parâmetros coletados em Carsel e Parrish (1988), apresentados na Tabela 3.1,
considerando um solo arenoso e o modelo de van Genuchten.

Tabela 3.1: Parâmetros para o modelo de van Genuchten.

Parâmetro Símbolo Valor

Umidade residual θr 0,045 cm3/cm3

Umidade saturada θs 0,430 cm3/cm3

Parâmetro de escala α 0,145 cm−1

Parâmetro de forma n 2,68
Condutividade hidráulica saturada Ks 0,00525 cm/s

Fonte: Elaborado pelo autor com dados de Carsel e Parrish (1988).
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O domínio a ser considerado corresponde a uma coluna de solo com 40 cm de profun-
didade. As condições iniciais e de contorno foram definidas da seguinte forma: no contorno
superior (z = 0), a pressão matricial foi fixada em ψm(0, t ) = 0 cm, correspondendo à saturação
da superfície; no contorno inferior (z = 40 cm), adotou-se uma condição de carga constante com
ψm(40, t ) =−200 cm; a condição inicial em todo o domínio foi ψm(z,0) =−200 cm, represen-
tando um solo uniformemente seco. A discretização espacial adotada foi de ∆z = 0,5 cm e o
passo de tempo de ∆t = 5 s. A simulação foi conduzida por um período total de t = 3600 s. A
Figura 3.2 apresenta o perfil de umidade simulado em função da profundidade, caracterizando
o problema direto resolvido.

Figura 3.2: Problema direto: perfil de umidade simulado com os parâmetros de Carsel e Parrish
(1988) para o modelo de van Genuchten.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Na prática, no entanto, a situação inversa tende a ocorrer com frequência: dispõe-se
de medições de umidade θobs(zi , t j ) obtidas por sensores digitais ou analógicos (TDR, sondas
capacitivas, tensiômetros com transdutores, entre outros), mas os parâmetros que caracterizam
hidraulicamente o solo são desconhecidos.

Desse modo, o que se deseja determinar é justamente quais valores dos parâmetros
x = (θr , θs , α, n, Ks) do modelo de van Genuchten são capazes de reproduzir as umidades ob-
servadas. A abordagem mais comum consiste em propor valores candidatos para os parâmetros
desconhecidos, simular o perfil de umidade com esses valores e comparar os resultados com as
medições experimentais. Uma estratégia simples para essa busca é a amostragem aleatória no
espaço de parâmetros, cujo pseudocódigo é apresentado no Algoritmo 1.

Algorithm 1: Busca Aleatória no Espaço de Parâmetros
Data: Limites lb e ub para cada parâmetro (θr ,θs ,α,n,Ks); número de tentativas N
Result: Conjunto de vetores candidatos xcand

1 k ← 1
2 while k ≤ N do
3 Sortear θr ∈ [ lbθr , ubθr ]
4 Sortear θs ∈ [ lbθs , ubθs ]
5 Sortear α ∈ [ lbα, ubα ]
6 Sortear n ∈ [ lbn , ubn ]
7 Sortear Ks ∈ [ lbKs , ubKs ]
8 xcand ← (θr , θs , α, n, Ks)
9 k ← k +1

10 end

Utilizando os parâmetros xcand escolhidos aleatoriamente pelo algoritmo, resolve-se no-
vamente a equação de Richards e obtém-se um novo perfil de umidade simulado. A Figura 3.3
compara esse perfil estimado com o perfil observado, obtido com os parâmetros de Carsel e
Parrish (1988) apresentados na Tabela 3.1.
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Figura 3.3: Comparação entre o perfil observado (linha azul contínua, parâmetros de Carsel e
Parrish (1988) e o perfil simulado com parâmetros aleatórios (linha tracejada vermelha).

Fonte: Elaborado pelo autor.

A diferença entre as curvas é evidente, uma vez que o pseudocódigo apresentado con-
siste em uma amostragem puramente aleatória no espaço de parâmetros, sem qualquer critério
de direcionamento da busca. O objetivo do problema inverso é justamente minimizar essa dis-
crepância: para cada ponto (zi , t j ), deseja-se que θsim(zi , t j ; x) seja o mais próximo possível de
θobs(zi , t j ), o que exige uma estratégia de otimização mais eficiente do que a busca aleatória.

Nesse sentido o problema inverso pode ser formulado como um problema de otimização.
Para o modelo de van Genuchten, seja x = (θr , θs , α, n, Ks) o vetor de parâmetros. Define-se a
função objetivo:

min
x

F (x) = 1

2

L∑
i=1

(
θsim

i (x)−θobs
i

)2
(3.1)

onde L é o número total de pontos de medição, θsim
i (x) é a umidade simulada no ponto i com

parâmetros x, e θobs
i é a umidade observada no ponto i . Uma formulação alternativa é a maxi-

mização do coeficiente de determinação:

max
x

R2(x) = 1−

L∑
i=1

(
θsim

i (x)−θobs
i

)2

L∑
i=1

(
θobs

i − θ̄obs
)2

(3.2)

onde θ̄obs = 1
L

∑L
i=1θ

obs
i é a média das umidades observadas. Esse problema pode ser re-

solvido por métodos determinísticos, tais como Levenberg–Marquardt (LEVENBERG, 1944;
MARQUARDT, 1963), gradiente conjugado (HESTENES; STIEFEL, 1952) e quasi-Newton
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(BROYDEN, 1970), ou por métodos heurísticos, como Algoritmos Genéticos (GOLDBERG,
1989), Simulated Annealing (KIRKPATRICK; GELATT; VECCHI, 1983) e PSO (KENNEDY;
EBERHART, 1995). No presente trabalho, adota-se o Algoritmo Genético, que será detalhado
na seção seguinte.

3.2 Algoritmo Genético para Estimação de Parâmetros

O algoritmo genético (AG) é uma metaheurística inspirada no mecanismo da seleção
natural (HOLLAND, 1975). A ideia central é a seguinte: na natureza, indivíduos que pos-
suem características mais favoráveis ao ambiente têm maior probabilidade de sobreviver e de
se reproduzir, transmitindo essas características para as gerações seguintes. Com o tempo, a
população tende a se tornar cada vez mais adaptada ao ambiente. O AG transporta essa lógica
para o domínio da otimização.

O método mantém uma população de soluções candidatas, denominadas indivíduos,
onde cada indivíduo representa uma possível configuração de parâmetros do problema. Em
cada iteração chamada de geração a população é avaliada quanto à sua qualidade, ou aptidão,
mediante, geralmente, pela função objetivo. Os indivíduos com maior aptidão são mais pro-
váveis de ser selecionados para se reproduzir. A reprodução se dá por meio de operadores
genéticos cruzamento e mutação que combinam e perturbam as características dos indivíduos
selecionados, gerando novos indivíduos para a próxima geração. Ao longo das gerações, a
população evolui naturalmente em direção a soluções cada vez melhores (GOLDBERG, 1989).

Para o problema inverso envolvendo a equação de Richards, o AG opera iterativamente
com os passos apresentados na Figura 3.4, os quais são detalhados nas subseções a seguir.
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Inicializar População

MDF

Cálculo de Aptidão

Critério de Parada?

Seleção

Cruzamento

Mutação

Nova população

Melhor Solução

Fim

Não

Sim

Figura 3.4: Fluxograma do Algoritmo Genético

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2.1 Inicialização da População

A população inicial é formada por um conjunto de indivíduos, onde cada um representa
uma possível solução do problema. Cada indivíduo é um vetor contendo os parâmetros do
modelo hidráulico escolhido, tais como

x(i ) = [θr , θs , Ks , . . .]. (3.3)

Cada parâmetro é sorteado aleatoriamente dentro de seu intervalo físico permitido: θr ∈
[a1,b1], θs ∈ [a2,b2], Ks ∈ [a3,b3] etc. Essa etapa garante que a população inicial seja diversa,
cobrindo diferentes regiões do espaço de busca. Cada vetor de parâmetros é então utilizado
no modelo hidráulico a fim de resolver o problema direto correspondente, estimando assim os
valores de umidade no solo, que são comparados à posteriori com os dados experimentais.

3.2.2 Cálculo de Aptidão (Fitness)

Cada indivíduo é avaliado pela função objetivo adotada neste trabalho como o coefi-
ciente de determinação R2, definido na Equação (3.2). O valor de R2 mede a proporção da
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variância nos dados observados que é explicada pelo modelo. Quanto mais próximo de 1, me-
lhor é a aptidão do indivíduo, indicando que o conjunto de parâmetros (θr ,θs ,Ks , . . .) reproduz
com maior fidelidade os dados experimentais, após a solução numérica da equação de Richards
via MDF.

3.2.3 Seleção por Torneio

A seleção determina quais indivíduos gerarão descendentes. O método do torneio fun-
ciona da seguinte forma: sorteiam-se 3 indivíduos aleatoriamente da população, e o indivíduo
com maior aptidão (R2 mais próximo de 1) é selecionado como primeiro campeão. Em se-
guida, realiza-se um segundo sorteio de 3 indivíduos (podendo incluir o vencedor anterior), e
o vencedor desse segundo torneio é selecionado como segundo campeão. Esses dois campeões
serão cruzados na etapa seguinte para gerar um novo indivíduo. Essa estratégia favorece indiví-
duos de maior aptidão sem eliminar completamente os menos aptos, mantendo algum grau de
diversidade na população (MITCHELL, 1998).

3.2.4 Cruzamento

Os dois pais selecionados geram um descendente através da média aritmética de seus
parâmetros, ou seja,

θfilho
r = θ1

r +θ2
r

2
. (3.4)

O mesmo vale para os demais parâmetros do modelo adotado. Essa operação permite
combinar características favoráveis de dois indivíduos diferentes, explorando regiões interme-
diárias do espaço de busca que podem conter soluções de qualidade ainda maior (GOLDBERG,
1989).

3.2.5 Mutação

Como o AG proposto trabalha com codificação real, a mutação consiste em adicionar
uma pequena perturbação aleatória nos valores dos parâmetros. Para cada parâmetro do indiví-
duo, há uma probabilidade previamente definida de sofrer mutação:

pmutado = poriginal +δ, (3.5)

em que δ é uma perturbação aleatória pequena. A mutação desempenha um papel fundamen-
tal na prevenção da convergência prematura: sem ela, a população tenderia a perder diversi-
dade rapidamente, ficando presa em soluções locais que não correspondem ao ótimo global
(MITCHELL, 1998). Por exemplo, antes da mutação, θs = 0,450; após a mutação, θs = 0,453,
correspondendo a uma variação de 0,003.

3.2.6 Elitismo

O elitismo é um mecanismo que preserva os melhores indivíduos da geração atual, ga-
rantindo que eles passem intactos para a próxima geração, sem sofrer cruzamento nem mutação.
Essa estratégia evita que soluções de alta qualidade já encontradas sejam perdidas durante a
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aplicação dos operadores genéticos, assegurando que a melhor solução da população não piore
ao longo das gerações (MITCHELL, 1998).
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4
Resultados

Neste capítulo são apresentados e discutidos os resultados obtidos a partir da mode-
lagem matemática e computacional do fluxo de água em meios não saturados, com base na
equação de Richards. Inicialmente, aborda-se o problema direto, no qual são realizadas simu-
lações numéricas da EDP utilizando o MDF, com esquemas explícito e implícito, de modo a
analisar o comportamento da solução sob diferentes estratégias de discretização. Nessa etapa,
são considerados distintos modelos constitutivos para a curva de retenção de água no solo e
condutividade hidráulica, permitindo avaliar a influência dessas relações na dinâmica do escoa-
mento. Em seguida, é tratado o problema inverso, no qual os resultados do problema direto são
utilizados no contexto de uma metodologia de análise inversa que acopla o MDF com o AG,
objetivando estimar determinados parâmetros físico-hídricos do solo. Essa abordagem possibi-
lita investigar a eficiência, a robustez e as limitações do método proposto na identificação de
parâmetros hidráulicos a partir de dados de umidade, estabelecendo uma conexão direta entre a
modelagem numérica e a caracterização hidráulica do solo.

4.1 Problema direto: simulações numéricas da equação de Richards

Modelo de Haverkamp. Na primeira aplicação proposta foi avaliada a performance das
formas explícita e implícita para a discretização temporal no MDF, utilizando o exemplo citado
em Celia, Bouloutas e Zarba (1990), onde é empregado o modelo de Haverkamp, descrito nas
Equações (2.14) e (2.15), para as curvas de retenção e de condutividade hidráulica, respectiva-
mente. Nesta simulação numérica, considerou-se um problema de infiltração vertical para uma
coluna de solo com 40 cm de profundidade, conforme apresentado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Parâmetros do modelo de Haverkamp utilizados na primeira aplicação.

Parâmetro Símbolo Valor
Parâmetro de escala (retenção) α 1611000,0
Umidade residual θr 0,075
Umidade saturada θs 0,287
Condutividade hidráulica saturada Ks 0,0094444 cm/s
Parâmetro de escala (condutividade) A 1175000,0
Parâmetro de forma β 3,96
Parâmetro de forma γ 4,74

Fonte: Elaborado pelo autor com dados de Celia, Bouloutas e Zarba (1990).



As condições iniciais e de contorno foram definidas da seguinte forma: no contorno
superior (z = 0), a pressão matricial foi fixada em ψm(t ,0) =−20,7 cm, correspondendo a uma
umidade de θ = 0,26756; no contorno inferior (z = 40 cm), definiu-se ψm(t ,40) = −61,5 cm,
com umidade de θ = 0,09985; a condição inicial adotada em todo o domínio foi ψm(0, z) =
−61,5 cm, correspondendo a θ = 0,09985.

Foram realizadas simulações utilizando duas discretizações temporais distintas: o mé-
todo explícito com espaçamento espacial de ∆z = 1,0 cm e passo de tempo de ∆t = 0,01 s,
e o método implícito com o mesmo espaçamento espacial, porém com passo de tempo de
∆t = 5,0 s. A utilização do método implícito permitiu empregar um passo de tempo consi-
deravelmente maior, demonstrando sua superior estabilidade numérica em comparação com o
esquema explícito.

As simulações numéricas foram executadas para os tempos representados por t de 180 s,
360 s e 720 s, conforme apresentadas nas Figuras 4.1 e 4.2. É possível observar o movimento
da água nas camadas mais profundas do solo com o decorrer do tempo, mostrando um compor-
tamento qualitativo esperado.

Figura 4.1: Simulação do método explícito (∆t = 0,01 s), com o modelo de Haverkamp.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com base nas figuras apresentadas, é possível analisar adequadamente o processo de
infiltração de água no solo ao longo do tempo. A condição inicial, indicada pela linha tracejada
vertical em t = 0 s, representa um perfil de umidade uniforme em todo o domínio, com valor de
θ = 0,09985, correspondente a uma pressão matricial inicial de −61,5 cm.

Com a evolução do tempo, nos instantes t = 180 s, t = 360 s e t = 720 s, observa-se
a progressiva modificação do perfil de umidade. As curvas evidenciam o avanço da frente de
molhamento a partir da superfície do solo (z = 0 cm) em direção às camadas mais profundas.
Nas regiões superiores, verifica-se um aumento significativo da umidade volumétrica em função
da condição de contorno imposta no topo do domínio, onde θ = 0,26756. Em contraste, as
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Figura 4.2: Simulação do método implícito (∆t = 5,0 s), com o modelo de Haverkamp.

Fonte: Elaborado pelo autor.

camadas mais profundas mantêm valores de umidade próximos à condição inicial durante os
estágios iniciais do processo, indicando um atraso na propagação da frente de infiltração.

Comparando as soluções obtidas pelos métodos explícito e implícito, conforme ilustrado
na Figura 4.3, observa-se uma excelente concordância entre os perfis de umidade, validando a
implementação numérica de ambos os esquemas. O método implícito, apesar de exigir maior
custo computacional por iteração devido à necessidade de resolver sistemas lineares, permite
a utilização de passos de tempo significativamente maiores, resultando em maior eficiência
computacional global para problemas de longo prazo.

Para quantificar essa concordância ao longo de toda a coluna de solo, calcula-se o Erro
Quadrático Médio (MSE), dado por

MSE= 1

N

N∑
i=1

(
θimp, i −θexp, i

)2, (4.1)

onde N é o número total de pontos (nós) avaliados ao longo da profundidade do solo; θimp, i é a
umidade volumétrica calculada pelo método implícito na profundidade i ; e θexp, i é a umidade
volumétrica calculada pelo método explícito na mesma profundidade i . Aplicando a Equa-
ção (4.1) aos perfis do modelo de Haverkamp, obtém-se

MSEHk = 8,8850×10−6,

As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam as curvas características do modelo de Haverkamp para
os parâmetros utilizados. A curva de retenção (Figura 4.4) mostra a relação não linear entre a
umidade volumétrica θ e a carga de pressão |h|, evidenciando a rápida variação da umidade em
baixas pressões matriciais, característica de solos com poros de diferentes tamanhos. A curva de
condutividade hidráulica (Figura 4.5) demonstra a dependência exponencial da condutividade
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Figura 4.3: Comparação entre os métodos explícito (∆t = 0,001 s) e implícito (∆t = 5,0 s) para
o modelo de Haverkamp, no instante t = 720 s.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

em relação à carga de pressão, com valores decrescendo várias ordens de grandeza à medida
que o solo se torna mais seco.

Figura 4.4: Curva de retenção do modelo de
Haverkamp.

Figura 4.5: Curva de condutividade hidráulica
do modelo de Haverkamp.
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O comportamento apresentado nesta simulação numérica está de acordo com o esperado
para problemas clássicos de infiltração em solos não saturados e é consistente com os resulta-
dos apresentados por Celia, Bouloutas e Zarba (1990), que validaram soluções numéricas da
equação de Richards, bem como com estudos posteriores, como os de Souza (2020) e Queiróz
(2017). O perfil de umidade apresenta a forma sigmoidal característica de processos de infiltra-
ção vertical, com um gradiente acentuado na região da frente de molhamento, refletindo a forte
não linearidade do fluxo em meios porosos não saturados governados pela equação de Richards.

Modelo de van Genuchten–Mualem. Foi realizado um segundo teste numérico utili-
zando um novo conjunto de parâmetros do modelo de van Genuchten–Mualem, a fim de avaliar
o comportamento da solução da equação de Richards para outra configuração hidráulica do
solo. Os parâmetros adotados são apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Parâmetros do modelo de van Genuchten–Mualem utilizados no segundo teste nu-
mérico.

Parâmetro Símbolo Valor
Parâmetro de escala α 0,0335 cm−1

Umidade saturada θs 0,368
Umidade residual θr 0,102
Parâmetro de forma n 2
Parâmetro de forma m 0,5
Condutividade hidráulica saturada Ks 0,00922 cm/s

Fonte: Elaborado pelo autor com dados de Celia, Bouloutas e Zarba (1990).

As condições iniciais e de contorno foram definidas como:

h(z,0) =−1000 cm, h(0, t ) = hbottom =−1000 cm, h(60 cm, t ) =−5 cm. (4.2)

Analogamente ao modelo de Haverkamp, foram realizadas simulações utilizando tanto
o método explícito quanto o implícito. Para o método explícito, empregou-se um espaçamento
espacial de ∆z = 1,0 cm e passo de tempo de ∆t = 0,001 s, sendo necessário um passo de
tempo substancialmente menor devido às características de maior não linearidade do modelo
de van Genuchten–Mualem. O método implícito foi implementado com o mesmo espaçamento
espacial, porém com passo de tempo de ∆t = 5,0 s, novamente demonstrando sua estabilidade
numérica.

Com base nas Figuras 4.6 e 4.7 apresentadas a seguir, observa-se o comportamento da
infiltração de água no solo utilizando o modelo de van Genuchten–Mualem. A condição inicial,
representada pela linha tracejada vertical em t = 0 s, mostra um perfil de umidade uniforme em
todo o domínio, com valor próximo à umidade residual θr = 0,102, característico de um solo
inicialmente seco.
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Figura 4.6: Evolução temporal dos perfis de umidade do solo utilizando o método explícito
(∆t = 0,001 s) com o modelo van Genuchten–Mualem.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 4.7: Evolução temporal dos perfis de umidade do solo utilizando o método implícito
(∆t = 5,0 s) com o modelo van Genuchten–Mualem.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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À medida que o tempo evolui para t = 180 s, t = 360 s e t = 720 s, observa-se claramente
o avanço da frente de molhamento a partir da superfície (z = 0 cm) em direção às camadas mais
profundas do solo. O modelo de van Genuchten–Mualem captura adequadamente a transição
abrupta entre a zona saturada próxima à superfície e a zona seca nas camadas inferiores, eviden-
ciando uma frente de molhamento bem definida, que é uma característica típica deste modelo
constitutivo.

Nota-se que nas camadas superiores, a umidade atinge valores próximos à umidade sa-
turada θs = 0,368, enquanto as camadas mais profundas permanecem praticamente inalteradas.
A diferença nos passos de tempo utilizados (∆t = 0,001 s para o explícito versus ∆t = 5,0 s
para o implícito) evidencia a vantagem computacional do método implícito. Ambos os modelos
constitutivos (Haverkamp e van Genuchten–Mualem) reproduzem adequadamente o comporta-
mento esperado para infiltração vertical, sendo que o modelo de van Genuchten–Mualem apre-
senta maior flexibilidade na representação de diferentes tipos de solo, enquanto o de Haverkamp
demonstrou superior estabilidade numérica.

A Figura 4.8 ilustra a comparação entre os métodos explícito e implícito, revelando
excelente concordância entre os perfis de umidade. Aplicando a Equação (4.1), obtém-se

MSEVG = 5,0614×10−4,

confirmando a consistência entre os dois esquemas numéricos. sendo as pequenas discrepâncias
associadas à maior não linearidade do modelo de van Genuchten–Mualem em comparação ao
modelo de Haverkamp, o que impõe restrições mais severas à estabilidade do método explícito
e justifica a adoção de um passo de tempo mais refinado.

Figura 4.8: Comparação entre os métodos explícito (∆t = 0,001 s) e implícito (∆t = 5,0 s) para
o modelo de van Genuchten–Mualem, no instante t = 720 s.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As Figuras 4.9 e 4.10 apresentam as curvas características do modelo de van Genuchten–
Mualem para os parâmetros utilizados. A curva de retenção (Figura 4.9) exibe o comportamento
sigmoidal típico deste modelo, com uma transição suave entre os estados seco e saturado, con-
trolada pelos parâmetros α e n. Esta característica torna o modelo particularmente adequado
para representar solos com distribuição mais uniforme de tamanhos de poros. A curva de con-
dutividade hidráulica (Figura 4.10) mostra a variação não linear da condutividade com a carga
de pressão, apresentando uma redução mais gradual em comparação ao modelo de Haverkamp
para a faixa intermediária de pressões matriciais.

Figura 4.9: Curva de retenção do modelo de
van Genuchten–Mualem.

Figura 4.10: Curva de condutividade hidráu-
lica do modelo de van Genuchten–Mualem.

Este comportamento está em conformidade com os resultados clássicos reportados por
Celia, Bouloutas e Zarba (1990) e corroborados pelos trabalhos de Souza (2020) e Queiróz
(2017), demonstrando a capacidade do modelo de van Genuchten–Mualem em representar ade-
quadamente os processos de infiltração vertical em solos não saturados, com destaque para a
natureza não linear do fluxo governado pela equação de Richards.
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Modelo de Brooks–Corey. Nesta simulação numérica, foi considerado um problema de
infiltração vertical em uma coluna de solo com 40 cm de profundidade utilizando o modelo
constitutivo de Brooks–Corey. Os parâmetros adotados de Rawls, Brakensiek e Saxton (1982),
apresentados na Tabela 4.3, são característicos de solo arenoso e foram obtidos com base em
dados experimentais da literatura. O modelo de Brooks–Corey é particularmente adequado para
representar solos grosseiros, nos quais a transição entre as zonas saturada e não saturada ocorre
de forma mais abrupta em comparação com outros modelos constitutivos.

Tabela 4.3: Parâmetros hidrodinâmicos do modelo de Brooks–Corey para solo arenoso.

Parâmetro Símbolo Valor
Porosidade efetiva / Saturação θs 0,417 cm3/cm3

Umidade residual θr 0,020 cm3/cm3

Pressão de borbulhamento ψb −7,26 cm
Índice de distribuição de poros λ 0,694
Condutividade hidráulica saturada Ks 0,0058 cm/s (≈ 21,0 cm/h)
Fonte: Elaborado pelo autor com dados de Rawls, Brakensiek e Saxton (1982).

O cenário físico simulado representa um solo inicialmente seco submetido a um alaga-
mento súbito na superfície. As condições iniciais e de contorno foram estabelecidas da seguinte
forma: a condição inicial em todo o domínio foi definida como ψ(0, z) = −100,0 cm, corres-
pondendo a uma umidade inicial θini ≈ 0,025 obtida a partir da curva de retenção característica
do solo; no contorno superior (z = 0), impôs-se uma condição de saturação (Dirichlet) com
ψ(t ,0) = 0,0 cm, equivalente à umidade saturada θs = 0,417; no contorno inferior (z = 40 cm),
manteve-se ψ(t ,40) =−100,0 cm, preservando a condição de solo seco na base do domínio.

Foram realizadas simulações utilizando duas discretizações temporais distintas: o mé-
todo explícito com espaçamento espacial de ∆z = 1,0 cm e passo de tempo de ∆t = 0,001 s, e o
método implícito com o mesmo espaçamento espacial, porém com passo de tempo de∆t = 5,0 s.

A Figura 4.11 apresenta a evolução dos perfis de umidade nos instantes t = 0, 180, 360
e 720 s. O modelo de Brooks–Corey reproduz com fidelidade o avanço da frente de molha-
mento a partir da superfície em direção às camadas mais profundas, destacando-se pela forma-
ção de uma frente acentuada e descontínua, consequência direta da pressão de borbulhamento
ψb = −7,26 cm característica de solos arenosos. Nas camadas superiores, a umidade evolui
rapidamente em direção à saturação, enquanto as camadas inferiores permanecem próximas à
condição inicial, evidenciando a propagação gradual da infiltração. Este comportamento está
em concordância com os resultados reportados na literatura para solos arenosos submetidos à
infiltração vertical.

A Figura 4.12 apresenta os resultados obtidos com o método implícito (∆t = 5,0 s), cu-
jos perfis de umidade mostram o mesmo padrão de avanço da frente de molhamento observado
anteriormente. A utilização de um passo de tempo consideravelmente maior evidencia a supe-
rior estabilidade numérica do esquema implícito, característica particularmente relevante para
modelos com elevado grau de não linearidade, como o de Brooks–Corey.
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Figura 4.11: Evolução temporal dos perfis de umidade utilizando o método explícito (∆t =
0,001 s), com o modelo de Brooks–Corey.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 4.12: Evolução temporal dos perfis de umidade utilizando o método implícito (∆t =
5,0 s), com o modelo de Brooks–Corey.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Figura 4.13 ilustra a comparação entre os métodos explícito e implícito, revelando boa
concordância entre os perfis de umidade e validando ambas as implementações. Para quantificar
essa concordância, aplica-se a Equação (4.1), obtendo-se

MSEBC = 9,3552×10−4,

valor que confirma a consistência entre os dois esquemas, sendo as pequenas discrepâncias
atribuídas à elevada não linearidade do modelo de Brooks–Corey.

Figura 4.13: Comparação entre os métodos explícito (∆t = 0,001 s) e implícito (∆t = 5,0 s) para
o modelo de Brooks–Corey, no instante t = 720 s.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As Figuras 4.14 e 4.15 apresentam as curvas características do modelo de Brooks–Corey
para os parâmetros utilizados. A curva de retenção (Figura 4.14) evidencia a relação não linear
entre a umidade volumétrica θ e a carga de pressão |ψ|, destacando-se a presença de um ponto
de não suavidade na pressão de borbulhamento ψb =−7,26 cm, abaixo do qual o solo passa do
estado saturado para o não saturado de forma abrupta. Essa característica distingue o modelo
de Brooks–Corey dos demais modelos constitutivos, que apresentam transições mais suaves. A
curva de condutividade hidráulica (Figura 4.15) demonstra a drástica redução da condutividade
em função do aumento da carga de pressão, com valores decrescendo várias ordens de grandeza

Figura 4.14: Curva de retenção do modelo de
Brooks–Corey.

Figura 4.15: Curva de condutividade hidráu-
lica do modelo de Brooks–Corey.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.2 Problema inverso: identificação dos parâmetros físico-hídricos do solo

Aplicação 1. O primeiro teste numérico envolvendo o AG acoplado ao MDF foi reali-
zado com o modelo van Genuchten–Mualem, considerando a estimativa dos cinco parâmetros
simultaneamente (θr , θs , α, n e Ks). As configurações do AG adotadas para a análise inversa
incluem uma população inicial de 30 indivíduos, 60 gerações, probabilidade de cruzamento
de 80%, e probabilidade de mutação entre 20% e 40%. A função objetivo utilizada foi a ma-
ximização do coeficiente de determinação R2, buscando obter o melhor ajuste entre os dados
observados e os valores calculados pelo modelo.

Para avaliar o método frente a incertezas experimentais, foram gerados dados sintéti-
cos a partir dos parâmetros de referência apresentados na Tabela 4.2, utilizando o modelo de
van Genuchten–Mualem com o MDF Implícito. A esses dados foi adicionado ruído gaussiano
com um desvio padrão característico de medições experimentais, simulando condições reais de
campo. As medições consistiram de 7 pontos de observação ao longo da coluna de solo, nas
profundidades z = 5, 10, 15, 20, 25, 30 e 35 cm, simulados por 720 segundos com incremento
temporal ∆t = 5 s através do MDF Implícito. A Tabela 4.4 apresenta os domínios de busca para
as variáveis de projeto do problema de otimização.

Tabela 4.4: Domínios de busca para as variáveis de projeto na análise inversa.

Variável Domínio
Umidade residual (θr ) [0,0001, 0,15]
Umidade saturada (θs) [0,2, 0,5]
Parâmetro de escala (α) [0,001, 0,5] cm−1

Parâmetro de forma (n) [1,1, 10]
Condutividade hidráulica saturada (Ks) [0,0001, 0,02] cm/s

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 4.16 apresenta os resultados da análise inversa. Na Figura 4.16a, vemos como
o coeficiente R2 evoluiu ao longo das 60 gerações. O algoritmo foi melhorando aos poucos
e chegou a R2 = 0,99721 no final, mostrando boa capacidade de busca e refinamento da solu-
ção mesmo com a presença de ruído nos dados. Na Figura 4.16b, são comparados os perfis
de umidade obtidos com os dados ruidosos (pontos azuis) e os estimados pelo AG (linha tra-
cejada vermelha). O algoritmo conseguiu captar bem a tendência geral dos dados, filtrando as
perturbações e identificando os parâmetros hidrodinâmicos.

Os resultados da otimização, apresentados na Tabela 4.5, mostram os valores obser-
vados (verdadeiros) e estimados para os cinco parâmetros. O parâmetro α foi estimado em
0,0600 cm−1 enquanto o valor de referência era 0,0335 cm−1. Para θr , o valor estimado foi
0,1067 contra 0,1020 de referência. A umidade saturada θs ficou em 0,3980 (referência: 0,3680).
O parâmetro n foi estimado em 1,9830 (referência: 2,0000). Por fim, Ks chegou a 0,0413 cm/s
quando o valor correto era 0,0092 cm/s.

As diferenças entre os valores estimados e observados foram maiores para α e Ks , com
erros absolutos de 0,0265 cm−1 e 0,0321 cm/s, respectivamente. Para os demais parâmetros, os
erros ficaram abaixo de 0,05. O elevado valor de R2 = 0,99721 indica que a combinação dos
cinco parâmetros estimados reproduz adequadamente o comportamento hidrodinâmico obser-
vado. Isso mostra que o método de acoplamento AG-MDF funcionou bem para a solução de
problemas inversos em fluxo em meios porosos não saturados, mesmo na presença de ruído nos
dados experimentais. A convergência adequada e o bom coeficiente de determinação confir-
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(a) Evolução do coeficiente R2 ao longo das gerações
do AG.

(b) Comparação entre perfis de umidade com ruído e
estimados pelo AG.

Figura 4.16: Resultados da análise inversa com estimativa de cinco parâmetros utilizando AG-
MDF e dados sintéticos com ruído.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 4.5: Comparação entre parâmetros observados e estimados pela análise inversa com
cinco variáveis.

Parâmetro Observado Estimado Erro Absoluto
α (cm−1) 0,0335 0,0600 0,0265
θr 0,1020 0,1067 0,0047
θs 0,3680 0,3980 0,0300
n 2,0000 1,9830 0,0170
Ks (cm/s) 0,0092 0,0413 0,0321
Coeficiente de determinação: R2 = 0,99721

Fonte: Elaborado pelo autor.

mam a viabilidade da metodologia para aplicações práticas em caracterização hidrodinâmica de
solos, onde as medições sempre apresentam incertezas.

Aplicação 2. Uma abordagem alternativa consistiu em fixar a profundidade de observa-
ção em z = 12 cm e variar o tempo de amostragem nos instantes t = 120,240,360,420,540,660 e
720 segundos. Esta simulação representa, de forma mais fidedigna, o que é realizado na prática
em campo, uma vez que a metodologia adotada segue o procedimento descrito por (SOUZA,
2020), no qual as leituras são efetuadas em uma profundidade fixa ao longo do tempo, em vez
de variar a profundidade para um instante fixo. A Figura 4.17 ilustra a evolução temporal da
umidade volumétrica nessa profundidade, evidenciando o comportamento sigmoidal.
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Figura 4.17: Evolução temporal da umidade volumétrica em z = 12 cm gerada pelo modelo de
van Genuchten.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com esses dados, tambem adicionados de ruído gaussiano, desse modo foram estimados
cinco parâmetros do modelo mantendo-se as configurações anteriores, à exceção do número de
gerações e do tamanho da população, fixados em 50 e 30 indivíduos, respectivamente. Os
resultados são apresentados na Tabela 4.6 e na Figura 4.18.
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Tabela 4.6: Parâmetros observados, estimados e erro absoluto análise temporal em z = 12 cm.

Parâmetro Observado Estimado Erro Absoluto
α (cm−1) 0,0335 0,0379 0,0044

θr 0,1020 0,1023 0,0003

θs 0,3680 0,3433 0,0247

n 2,0000 2,2883 0,2883

Ks (cm/s) 0,0092 0,0119 0,0027

Coeficiente de determinação: R2 = 0,99677

Fonte: Elaborado pelo autor.

(a) Evolução do R2 ao longo das gerações do AG. (b) Comparação entre perfis de umidade com ruído e
estimado pelo AG em z = 12 cm.

Figura 4.18: Resultados da análise inversa temporal com estimativa de cinco parâmetros utili-
zando AG-MDF e dados sintéticos com ruído.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com R2 = 0,9968, o algoritmo apresentou excelente convergência, com boa recuperação
dos parâmetros θr e θs . Embora tenha ocorrido desvio superior em n.
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5
Considerações gerais

A presente dissertação propôs uma metodologia de análise inversa para identificar parâ-
metros físico-hídricos do solo, integrando algoritmos genéticos ao método das diferenças finitas.
O objetivo principal foi criar uma ferramenta computacional para estimar múltiplos parâmetros
hidrodinâmicos simultaneamente, a partir de dados de umidade volumétrica, apresentando-se
como uma alternativa aos tradicionais ensaios de laboratório. A implementação numérica da
equação de Richards mostrou-se consistente e, como esperado, o esquema implícito destacou-
se pela maior estabilidade, permitindo avanços de tempo significativos sem perda de precisão.
A comparação entre os esquemas explícito e implícito, validada pelo Erro Quadrático Médio
(EQM), confirmou a eficácia da solução para os três modelos constitutivos testados: Haver-
kamp, van Genuchten–Mualem e Brooks–Corey. Na etapa de análise inversa, o algoritmo ge-
nético estimou os parâmetros do modelo de van Genuchten–Mualem com elevada precisão.
Mesmo em testes com dados sintéticos contaminados por ruído gaussiano, o método manteve
coeficientes de determinação (R2) superiores a 0,99, comprovando sua resiliência frente a in-
certezas experimentais. A metodologia proposta traz uma contribuição expressiva para a ca-
racterização hidráulica de solos, possibilitando a estimativa de múltiplos parâmetros a partir de
um único conjunto de dados de umidade, sem a necessidade de ensaios laboratoriais específicos
para cada parâmetro. Como trabalhos futuros desta pesquisa, sugere-se a avaliação comparativa
do algoritmo genético em relação a outros métodos de otimização, tanto heurísticos quanto de-
terminísticos, além da implementação do algoritmo com dados reais de umidade em diferentes
texturas de solo. Por fim, vislumbra-se o desenvolvimento de um software com interface gráfica
intuitiva para democratizar o acesso a essas técnicas avançadas, facilitando a transferência do
conhecimento acadêmico para a prática de profissionais de recursos hídricos e agricultura.
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