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RESUMO

O conhecimento dos parametros fisico-hidricos do solo é fundamental para aplicacdes
em engenharia agricola, hidrologia e gestdo de recursos hidricos. Este trabalho propde uma
metodologia computacional para estimacdo desses parametros através do acoplamento entre
Algoritmos Genéticos (AG) e o Método das Diferencas Finitas (MDF). A pesquisa esta estru-
turada em dois eixos principais: (i) o problema direto, que consiste na modelagem numérica do
fluxo de d4gua em solos ndo saturados através da equacdo de Richards, e (ii) o problema inverso,
que visa identificar parametros hidrodindmicos a partir de medicdes de umidade volumétrica.

Na solu¢do do problema direto, foram implementados e comparados esquemas explicito
(Euler progressivo) e implicito (Euler regressivo), sendo o ultimo linearizado pelo método de
Picard modificado e resolvido via algoritmo de Thomas. Trés modelos constitutivos foram ava-
liados: Haverkamp, van Genuchten-Mualem e Brooks-Corey. Os resultados demonstraram que
0 esquema implicito permite passos temporais maiores que o explicito, mantendo estabilidade
numérica e precisio compardvel (MSE < 1073).

Para o problema inverso, desenvolveu-se um AG utilizando sele¢@o por torneio, cruza-
mento aritmético e mutagao gaussiana, com funcdo objetivo baseada na maximizacao do coe-
ficiente de determinacdo (R?). Testes com dados sintéticos contaminados por ruido gaussiano
demonstraram a consisténcia da metodologia, alcancando R? > 0,997 na estimativa simultanea
de cinco parametros do modelo de van Genuchten-Mualem (6;, 65, a, n, K;). A metodologia
foi avaliada considerando perfis de umidade em 7 pontos de profundidade, bem como fixando
a profundidade em 12 cm e avaliando a variacdo da umidade ao longo do tempo, apresentando
resultados consistentes em ambas as abordagens e validando a aplicabilidade do método.

Os resultados apresentados no presente trabalho indicam que o acoplamento AG-MDF
pode constituir uma alternativa vidvel aos métodos laboratoriais tradicionais para caracterizagao
hidrodinamica de solos, possibilitando a estimativa de multiplos parametros a partir de um tinico
conjunto de dados experimentais.

Palavras-chave: andlise inversa, otimizacao, recursos hidricos.



ABSTRACT

Knowledge of soil hydro-physical parameters is fundamental for applications in agricultural
engineering, hydrology, and water resources management. This work proposes a computational
methodology for estimating these parameters through the coupling of Genetic Algorithms (GA)
and the Finite Difference Method (FDM). The research is structured around two main axes:
(1) the forward problem, which consists of the numerical modeling of water flow in unsatu-
rated soils through the Richards equation, and (ii) the inverse problem, which aims to identify
hydrodynamic parameters from volumetric moisture measurements.

In solving the forward problem, explicit (forward Euler) and implicit (backward Eu-
ler) schemes were implemented and compared, the latter being linearized by the modified Pi-
card method and solved via the Thomas algorithm. Three constitutive models were evaluated:
Haverkamp, van Genuchten—Mualem, and Brooks—Corey. The results demonstrated that the
implicit scheme allows larger time steps than the explicit scheme while maintaining numerical
stability and comparable accuracy (MSE < 1073).

For the inverse problem, a GA was developed using tournament selection, arithmetic
crossover, and Gaussian mutation, with an objective function based on the maximization of the
coefficient of determination (R?). Tests with synthetic data contaminated by Gaussian noise
demonstrated the consistency of the methodology, achieving R?> > 0.997 in the simultaneous
estimation of five parameters of the van Genuchten—Mualem model (8,, 6, a, n, K;). The
methodology was evaluated considering moisture profiles at 7 depth points, as well as fixing the
depth at 12 cm and evaluating the variation of moisture content over time, yielding consistent
results in both approaches and validating the applicability of the method.

The results presented in this work indicate that the GA-FDM coupling may constitute
a viable alternative to traditional laboratory methods for soil hydrodynamic characterization,
enabling the estimation of multiple parameters from a single experimental dataset.

Keywords: inverse analysis, optimization, water resources.
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Introducao

1.1 Introducao

O solo constitui um meio poroso complexo onde ocorrem diversos processos fisicos,
quimicos e bioldgicos essenciais para a manutengcdo dos ecossistemas terrestres. Entre esses
processos, 0 movimento e a retencdo de dgua desempenham papel central, sendo objeto de
intensa investigacdo cientifica nas udltimas décadas (JURY; HORTON, 2004;  ASSOULINE,;
OR|} 2013 VEREECKEN et al., [2016). A compreensdo do comportamento hidrico do solo é
fundamental ndo apenas do ponto de vista tedrico, mas também para aplicagdes praticas em
engenharia agricola, hidrologia e ciéncias ambientais.

O fluxo de 4gua em meios porosos ndo saturados € governado pela equacdo de Richards
(RICHARDS| |1931)), uma equagdo diferencial parcial ndo linear que relaciona o conteudo de
dgua no solo, o potencial matricial e a condutividade hidrdulica. Devido a sua natureza ndo
linear, essa equacdo raramente admite solugdes analiticas, 0 que motivou o desenvolvimento
de diversos métodos numéricos para sua resolucdo. Abordagens baseadas em diferencas fini-
tas, elementos finitos e volumes finitos t€ém sido amplamente utilizadas para simular processos
de infiltragdo, redistribuicdo e drenagem em diferentes escalas espaciais e temporais (CELIA;
BOULOUTAS; ZARBA| 1990; SOUZA, 2020; SOUZA et al., 2021; MOURA, 2022; QUEI-
R6Z,2017; SUK; PARK] [2019).

A aplicagdo desses modelos numéricos depende fundamentalmente do conhecimento
dos parametros fisico-hidricos que caracterizam cada tipo de solo. Esses parametros incluem
a condutividade hidrdulica saturada, a umidade residual, a umidade de saturacio e os coefici-
entes empiricos que definem as funcdes de retencdo e condutividade hidraulica. A abordagem
convencional para obtengdo desses parametros envolve a realizag¢do de ensaios laboratoriais es-
pecificos (RICHARDS, [1965), onde amostras de solo sdo submetidas a diferentes condicdes
de pressdo e os dados resultantes sdo ajustados a modelos matematicos mediante técnicas de
minimos quadrados.

Este trabalho apresenta uma metodologia alternativa para a estimativa de parametros
fisico-hidricos do solo, baseada no acoplamento entre um algoritmo genético (AG) e o método
das diferencas finitas (MDF). A proposta consiste em formular um problema inverso onde os
parametros desejados sdao determinados a partir de medi¢des diretas de umidade no perfil do
solo ao longo do tempo. Diferentemente da abordagem tradicional, que requer multiplos en-
saios laboratoriais independentes, a metodologia proposta permite estimar simultaneamente a
umidade residual, a umidade de saturacdo, a condutividade hidrdulica saturada e demais para-
metros relevantes a partir de um tnico conjunto de dados experimentais.



1.2 Justificativa

O conhecimento preciso das propriedades hidricas do solo tem implicacOes diretas em
diversas dreas de interesse pratico e cientifico. No contexto agricola, a disponibilidade de dgua
no solo determina a produtividade das culturas e a eficiéncia dos sistemas de irrigacdo. Em
estudos hidrolégicos, esses parametros sdo essenciais para modelar a recarga de aquiferos, o
escoamento superficial e os processos erosivos. Na engenharia geotécnica, o comportamento
hidrico do solo influencia a estabilidade de taludes, fundagdes e obras de terra.

A curva de reten¢do de dgua no solo expressa matematicamente a relacao entre o con-
teddo volumétrico de dgua e o potencial matricial, caracterizando a energia com que a dgua
estéd retida na matriz porosa. Essa relagdo permite identificar parametros operacionais impor-
tantes como a capacidade de campo e o ponto de murcha permanente. A capacidade de campo,
normalmente associada a um potencial matricial de aproximadamente -0,03 MPa, representa
a quantidade de dgua retida no solo apds a drenagem gravitacional, constituindo uma referén-
cia para o limite superior de d4gua disponivel para as plantas (KLAR| |1988; KLAR/|[1991). Ja
o ponto de murcha permanente, geralmente correspondente a -1,5 MPa, indica o limite infe-
rior de extracdo de 4dgua pelas raizes, abaixo do qual as plantas entram em murcha irreversivel
(KLUTE] |1986; TEIXEIRA et al., 2017).

A determinacdo experimental dos parametros fisico-hidricos do solo tradicionalmente
envolve procedimentos laboratoriais especificos e relativamente demorados. O método mais
utilizado para construir a curva de reten¢do € o ensaio em camara de pressdo (ou placa de
pressdo de Richards), onde amostras de solo sdo colocadas sobre placas porosas ceramicas
com alta entrada de ar e submetidas a pressoes crescentes (RICHARDS! 1965; KLUTE, |1986)).
A medida que a pressio aumenta, a dgua é extraida gradualmente dos poros maiores para os
menores, € o conteudo de umidade € determinado por pesagem apds o equilibrio hidraulico em
cada nivel de pressao aplicado. Esse processo pode levar vdrias semanas para ser completado,
pois cada ponto da curva de retencao requer tempo considerdvel para atingir o equilibrio.

A condutividade hidrdulica saturada, por sua vez, € obtida através de ensaios de perme-
abilidade, que podem ser realizados tanto em laboratério quanto em campo. Em laboratério,
utilizam-se permeametros de carga constante ou varidvel, onde se mede o fluxo de 4gua atra-
vés de uma amostra saturada sob gradiente hidraulico conhecido (KLUTE, 1986). Em campo,
ensaios de infiltracdo como o do infiltrometro de anel duplo ou o permeametro Guelph po-
dem ser empregados. Embora esses métodos sejam bem estabelecidos e confidveis, apresentam
algumas limitagOes préticas: sdo trabalhosos, requerem equipamentos especificos, demandam
tempo considerdvel e fornecem informagdes pontuais que podem ndo representar adequada-
mente a variabilidade espacial do solo.

A abordagem de andlise inversa proposta neste trabalho oferece uma alternativa meto-
doldgica a esses procedimentos convencionais. Ao invés de realizar multiplos ensaios laborato-
riais independentes para cada parametro, a metodologia utiliza medi¢cdes de umidade ao longo
do perfil do solo em diferentes instantes de tempo. Essas medi¢des podem ser obtidas com sen-
sores de umidade instalados em colunas de solo ou diretamente em campo, permitindo capturar
o comportamento dindmico do sistema. O acoplamento entre um modelo numérico de fluxo
(método das diferencgas finitas) e um algoritmo de otimizagdo (algoritmo genético) possibilita
estimar simultaneamente todos os parametros fisico-hidricos relevantes através da minimiza-
cdo da diferenca entre os valores de umidade medidos e simulados. Essa estratégia apresenta
vantagens em termos de efici€ncia, pois reduz significativamente o tempo e 0s recursos necessa-
rios para a caracterizacdo do solo, além de fornecer parametros que refletem o comportamento
integrado do sistema sob condicdes de fluxo real.



1.3 Revisao Bibliografica

Desde os primoérdios da civilizagdo, a interacdo entre dgua e solo tem sido objeto de
observacdo e estudo prético, especialmente no contexto agricola. Civilizacdes antigas, como
os egipcios e mesopotamicos, desenvolveram técnicas rudimentares de irrigacdo e drenagem,
demonstrando um entendimento empirico da dindmica hidrica no solo. Esses conhecimentos
permitiram o cultivo em regides aridas ou semidridas, garantindo a subsisténcia e o desenvol-
vimento de sociedades complexas (BRANCO, |2021). Contudo, foi apenas a partir do século
XIX, com o advento da ciéncia do solo, que os processos envolvidos no movimento da 4gua no
solo comecaram a ser investigados de maneira sistemadtica.

Um marco fundamental nesse campo foi a formulacdo da Lei de Darcy (DARCY|1856).
Esta lei descreve o fluxo de 4gua em meios porosos saturados e estabelece uma relacdo linear
entre o gradiente hidrdulico e a velocidade de escoamento. A Lei de Darcy é amplamente
utilizada na hidrogeologia e na ciéncia do solo para modelar o movimento da dgua em condicdes
saturadas (MARINELLI, 2024). No entanto, a compreensdo do comportamento da dgua em
solos ndo saturados s6 avancou significativamente com as contribui¢des de pesquisadores como
Edgar Buckingham e Sterling A. Taylor no inicio do século XX. Eles introduziram conceitos
como potencial matrico e condutividade hidrdulica varidvel, fundamentais para o estudo de
sistemas mais complexos (BROOKS; COREY, |1964).

Em 1928, Lorenzo A. Richards combinou a equagdo de Darcy-Buckingham com a equa-
cdo da continuidade, resultando na equagdo de Richards. Esta equacdo diferencial parcial (EDP)
descreve o fluxo de 4gua em solos nio saturados em regime transiente, ou seja, quando o fluxo
varia com o tempo. Entretanto, a equacdo de Richards raramente admite solu¢des analiticas
exatas, exceto em casos particulares, como regimes estaciondrios ou simplificacdes especificas
das funcdes de condutividade hidraulica.

A solucdo numérica de EDPs, como a equacgdo de Richards, pode ser abordada por meio
de diferentes formula¢des matematicas, como por exemplo a formulagdo forte que € aplicada di-
retamente na EDP, exigindo que a solu¢do aproximada possua derivadas continuas de alta ordem
(STRANG; FIX| |2008). Por outro lado, a conhecida formulacao fraca torna-se uma alternativa
que diminui tais exigéncias de regularidade da solucdo. Ela pode ser obtida multiplicando a
EDP por uma funcdo teste e integrando-a sobre um dominio. A integracdo por partes transfere
as derivadas de alta ordem da solug@o para a funcao teste, que pode ser escolhida para ser mais
suave. Essa abordagem permite encontrar solu¢des em espacos de fungdes mais amplos, como
os espacos de Sobolev, que incluem fun¢des com derivadas descontinuas (EVANS, 2010).

Os dois métodos amplamente utilizados para a simulagdo numérica da equagdo de Ri-
chards sao MDF e o método dos volumes finitas (MVF), como pode ser visto nas referéncias
(VASCONCELLOS; AMORIM, 2001; BOUCHEMELLA; SERIDI; ALIMI-ICHOLA, 2015}
SHANMUGAM et al., 2019; CAVIEDES-VOULLIEME et al., 2013; FARTHING; OGDEN,
2017; ILAIL; OGDEN, 2015). O MDF, estudado no presente trabalho de pesquisa, se baseia na
forma forte da EDP, onde as derivadas sdao aproximadas por diferencas finitas em pontos discre-
tos do dominio (LEVEQUE;, 2007)). J4 o MVF se baseia na formulacdo integral de uma EDP,
forma fraca, dividindo o dominio do problema em volumes de controle e integrando a EDP
sobre cada volume. As derivadas sdo aproximadas por diferencas finitas nas faces dos volumes
de controle, garantindo a conservagdo das quantidades fisicas (LEVEQUE;, |2002).

A andlise de estabilidade e convergéncia é essencial para validar a precisdo dos méto-
dos numéricos, como o MDF. A estabilidade garante que pequenos erros nao se amplifiquem
durante os calculos, enquanto a convergéncia assegura que a solu¢do numérica se aproxime da
solucdo exata a medida que o tamanho dos passos diminui. O Teorema de Lax estabelece que,
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para um problema bem posto, um método de diferencas finitas é convergente se, € somente se,
for consistente e estavel (LAX; RICHTMYER, 1956).

O presente trabalho combina métodos numéricos para a solu¢cao da equacao de Richards
com técnicas de otimizacdo. Na literatura, pode-se citar o software Hydrus, que utiliza um
modelo de elementos finitos, que numericamente resolve a equacao de Richards, com o método
de Levenberg-Marquardt como a técnica de otimizacao para estimar parametros fisico-hidricos
do solo via analise inversa (HOPMANS et al.| 2002).

Nos campos da otimizacdo e da andlise inversa, os algoritmos genéticos (AGs) vém se
apresentando como um dos mais utilizados algoritmos de busca. Este fato se deve ao fato de
que, diferente dos algoritmos tradicionais de otimizacdo, os AGs ndo necessitam que a funcdo
objetivo seja positiva definida ou continua e possuem baixa probabilidade de convergir para
um 6timo local (GOLDBERG,; 1989). Outra caracteristica dos algoritmos genéticos é seu bom
desempenho em problemas que envolvem grandes espacos de busca.

Na presente dissertacdo de mestrado almejou-se utilizar um AG para estimar parametros
fisico-hidricos do solo considerando dados de umidade conhecidos e 0 MDF para a solugdo
numérica da equagdo de Richards. Foram comparados, ainda, diferentes modelos de curvas de
retencdo encontrados na literatura, citados no decorrer deste texto, assim como diferentes tipos
de solo.

1.4 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho € propor uma metodologia computacional eficiente
para a estimativa de parametros fisico-hidricos do solo usando o acoplamento entre um AG e o
MDF.

1.4.1 Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo principal deste trabalho de pesquisa, os seguintes objetivos
especificos devem ser alcangados.

* Implementar de maneira eficiente o MDF para a solu¢do numérica da equacdo de Ri-
chards, considerando diferentes formas da equagdo e esquemas de discretizagao.

* Implementar os algoritmos genéticos (AGs) para problemas que envolvem otimizacao e
andlise inversa.

* Identificar os parametros fisico-hidricos do solo usando a metodologia proposta de andlise
inversa, usando dados conhecidos de umidade no solo, considerando diferentes modelos
de curvas de reten¢do da dgua no solo.



Modelagem matematica e computacional da
dinamica da agua no solo

Este capitulo apresenta os fundamentos da modelagem matematica e computacional da
dinamica da 4gua no solo, abordando os principais conceitos tedricos e metodolégicos envolvi-
dos na descricao do fluxo de 4gua na dire¢do z (1-D), em meios porosos nao saturados. Inicial-
mente, € introduzida a formula¢do matematica da Equacdo de Richards, que constitui o modelo
cldssico para representar o movimento da dgua no solo a partir dos principios de conservagdo
de massa e da generaliza¢do da Lei de Darcy. Em seguida, sdo discutidas as relagdes consti-
tutivas que descrevem as propriedades hidrdulicas do solo, com énfase nas curvas de retengao
de 4gua e nas func¢des de condutividade hidraulica, fundamentais para a caracteriza¢do do com-
portamento hidrodinAmico do meio poroso. Posteriormente, o capitulo apresenta a modelagem
computacional do problema, contemplando a discretizacdo das equagdes governantes por meio
de esquemas de diferencas finitas, destacando aspectos relacionados a implementacao numérica
e a obtencdo de solucdes aproximadas. Dessa forma, busca-se estabelecer uma base tedrica e
computacional que subsidie as andlises e aplicacdes desenvolvidas nos capitulos subsequentes.

2.1 Modelagem Matematica

O experimento de Darcy foi projetado para estudar o fluxo de dgua através de um meio
poroso granular, como a areia, e deu origem a equacao empirica que descreve esse comporta-
mento, podendo ser expressa na forma diferencial como (LIBARDI, 2005

&%

0z
onde % representa o gradiente de potencial hidrdulico e K € a condutividade hidrdulica do
meio poroso saturado. O sinal negativo reflete o fato de que o fluxo ocorre na dire¢do oposta
ao gradiente de potencial hidrdulico, isto €, da regido de maior potencial para a de menor po-
tencial. Além disso, considera-se o potencial total da d4gua no solo como a soma do potencial
matricial e do potencial gravitacional (RICHARDS, 1931), v =y, + z.

A Lei de Darcy descrita pela Equacao foi desenvolvida para descrever o fluxo de
fluidos em meios porosos saturados. Porém, quando se trata de solos ndo saturados (isto &,
quando parte dos poros estd preenchida por ar), o comportamento do fluxo de dgua é mais
complexo, pois depende da interagdo entre a dgua e a matriz sélida do solo. Dessa forma,
Buckingham! (1907) reconheceu que o fluxo de 4gua em solos nao saturados poderia ser ca-

qz= (2.1)



racterizado considerando a condutividade hidrdulica K como uma fun¢do do potencial métrico
¥ m, obtendo-se a conhecida equacio de Darcy-Buckingham

qz= —K(wm)g—f. (2.2)

A Equacio € aplicdvel em situagdes de estado estaciondrio, ou seja, quando ndo ha

variacOes temporais. Contudo, a natureza é predominantemente transitoria, exigindo o uso da

Equacdo da Continuidade para modelar tais processos. Essa equacdo, fundamentada na lei da

conservacdo de massa, estabelece que a massa € invaridvel, ndo podendo ser gerada ou elimi-

nada. Para ilustrar sua dedugdo, considera-se um elemento de solo infinitesimal unidimensional
na dire¢do vertical z, conforme representado na Figura|2.1

q:

Az

Lo -

0q,
0z

qz+

Figura 2.1: Elemento de volume de solo unidimensional onde a solucdo escoa na dire¢ao verti-
cal z.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O elemento possui volume dV = AAz, onde A € a drea da secdo transversal e Az € a
altura infinitesimal. A 4gua entra pela face superior com fluxo g e sai pela face inferior com
fluxo q;+az. De acordo com o principio da continuidade, a diferenca entre os fluxos de entrada
e saida deve equivaler a variacao temporal do volume de solu¢@o dentro do elemento:

oV,
qz:A—qzinzA= astol . (2.3)
Aplicando a expansdo em série de Taylor de primeira ordem para o fluxo de saida, tem-
se:
0
Qz+nz =qz+ aqzz Az. (2.4)
Substituindo a Equagdo (2.4) na Equacdo (2.3) e cancelando os termos opostos, obtém-
se:
66]2 6Vsol
- ANz = . 2.5
9z "7 Tt (22)
Considerando que o teor de umidade volumétrica é dado por 0 = ‘;{’,‘ = XSA"‘Z, a Equacao

(2.5) pode ser reescrita como:
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dq, 00

0z ot

Combinando a equagdo de Darcy-Buckingham com a equagdo da continuidade

(2.6), obtém-se a equagdo de Richards. Para a dedugdo completa e discussao rigorosa das dife-

rentes formulacdes desta equacao, incluindo suas hip6teses e limitagdes, recomenda-se consul-

tar (LIBARDI, 2005). Em sua forma mista unidimensional, a equacdo de Richards é expressa
como:

(2.6)

00 0

or 0z

onde vy, € o potencial matricial e o termo —1 representa o gradiente do potencial gravitacional,
considerando o sistema de coordenadas com z positivo para baixo a partir da superficie do solo.
A equagdo de Richards pode ser formulada de trés maneiras: a forma mista dada pela
Equacio (2.7), a forma expressa em termos do potencial matricial ¥, e a forma em funggo do
teor de umidade 6. Definindo a capacidade especifica do solo C(y,,) = 6?//_9m e a difusividade

) 2.7)

oVm
Kym) (O—Z - 1)

hidraulica D) = K (9)6"/—’" obtém-se as formas vy, e 6, respectivamente:

00 °
0Ym _ 0 Wm )
Clym T = = K(wm)(—az 1], 2.8)
00 & 00
35 (D(@)a — K(H)). (2.9)

A Equagdo de Richards constitui um modelo matemético fundamental para descrever o
fluxo de 4gua em solos ndo saturados, sendo formulada em termos do potencial matricial e do
conteddo volumétrico de 4gua no solo. Entretanto, essa equacio envolve simultaneamente essas
duas varidveis interdependentes, o que torna o problema matematicamente indeterminado caso
nao sejam estabelecidas relagdes constitutivas adicionais. Nesse contexto, torna-se necessdria
a introducdo das funcdes que caracterizam as propriedades hidrdulicas do solo, destacando-
se a curva de retencdo de dgua, que relaciona o conteido de dgua ao potencial matricial, e a
func¢ado de condutividade hidrdulica ndo saturada, que expressa a dependéncia da condutividade
em relacdo ao estado hidrico do solo. Essas relacdes sdo fundamentais para o fechamento
do modelo matemadtico e para a adequada representacdo do comportamento hidrodindmico do
meio poroso. Dessa forma, a préxima se¢do apresenta os principais modelos para as curvas de
retengdo de dgua no solo e das fungdes de condutividade hidraulica.

2.2 Curvas de Retencio e de Condutividade

Para resolver a equacio de Richards utilizando métodos numéricos € necessario deter-
minar inicialmente parametros que podem ser obtidos a partir de dados empiricos. Esses dados
sdo obtidos para estabelecer relagdes entre a umidade volumétrica do solo, 8, e o potencial ma-
tricial, v ,,. Assim, é possivel ajustar os parametros usando diferentes modelos que descrevem
as curvas de retencao de d4gua no solo, da forma 6 = 0(y ), para que, em seguida, de forma te6-
rica, uma curva possa ser modelada para a condutividade hidrdulica, K = K(0) ou K = K(y ;).
A seguir, s@o apresentados trés dos principais modelos citados na literatura.



2.2.1 Modelo de Brooks e Corey (1964)

Este modelo, proposto por Brooks e Corey| (1964), € uma das abordagens mais elemen-
tares para representar a curva de reten¢do de dgua no solo, considerando a saturagdo efetiva
Se como a razdo entre a umidade presente e a faixa disponivel entre a umidade residual e a
maxima. Assim, a relacdo entre S, e o potencial matricial v, é expressa por:

Ym|
Se = (%) S Ym=Ve (2.10)

]-) SC U/m wa’

onde 1}, € o potencial de entrada de ar (ou potencial de borbulhamento) e A € o indice de
distribui¢do de tamanho de poros. A saturacdo efetiva S, também ¢é definida por
_ 9 - 6;‘

B 05 - 0,» ’

em que 6 representa a umidade volumétrica, 0, € a umidade residual e 8 é a umidade saturada.
Ademais, a condutividade hidraulica é formulada como

S, 2.11)

Y 2+2.51
K(ym) = K (%) ) (2.12)
ou, em termos de saturacdo efetiva,
K(0) = K; §2425, (2.13)

onde K é a condutividade hidraulica saturada.

2.2.2 Modelo de Haverkamp

A proposta de Haverkamp et al.| (1977) caracteriza a curva de reten¢do por meio de uma
transi¢do suave entre os estados de umidade, onde os parametros de ajuste influenciam direta-
mente a resposta do solo ao potencial matricial 1,,. A relacdo entre a umidade volumétrica 6 e

¥m € dada por:
a@s-06;)
0 =—+0, 2.14
com a >0e f>0. A condutividade hidraulica segue a forma:
Ks A

Ky = m;

(2.15)

onde A e y sdo determinados empiricamente, proporcionando uma descri¢do consistente dos
dados experimentais.

2.2.3 Modelo de van Genuchten (1980)

O modelo de [Van Genuchten (1980) € reconhecido por sua versatilidade, oferecendo
uma transicdo nao linear que abrange desde a saturacdo plena até condi¢cdes de umidade resi-
dual. A funcdo de retenc¢ao € definida por:

@s—-0;,) [1 + (a“,UmDn]_m +0,, se Ym =<0,

(2.16)
O, se W, >0,
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comm=1- %, a>0e n>1. A saturacdo efetiva é expressa por

0-0,
Se= , 2.17
e 95 _ er ( )
e a condutividade hidrdulica é dada por:
2
K(Q):Kss;’2[1—(1—s;’m)m] : (2.18)

2.3 Discretizacio do Modelo Matematico

O primeiro passo do MDF consiste em substituir o dominio continuo por uma malha
discreta de pontos. O dominio espacial [0, L] é dividido em N subintervalos de comprimento
uniforme, gerando os nés

Az=—, zi=iAz, i=0,1,...,N. (2.19)

O dominio temporal € igualmente particionado com passo de tempo constante At, definindo-se
th=nAtparan=0,1,..., M, com MAt=T. A notacdo adotada ao longo de todo o desenvol-
vimento € a seguinte

n
0'=0(zi,tn),  Y!=ymzit), K'=Kwy}), Cl'=Cy})= 4 -
dy i
Os fluxos nao sdo calculados nos proprios nés da malha, mas sim nas interfaces z;+1/2,
que sdo os pontos médios entre nds consecutivos. Essa estratégia, conhecida como diferengas
centradas por células, € essencial para garantir a conservagdo de massa local, pois o balango do
volume de controle entre dois nés consecutivos € avaliado com base nos fluxos que efetivamente
atravessam as faces desse volume. Os fluxos nas interfaces sdo definidos como

/A 1724

div12 =K1/ (% - 1)» (2.20)
(e

dit12 =K1/ (ZA—le—l)- 2.21)

As condutividades nas interfaces, Kj;1/2 € K;j—1/2, ndo correspondem diretamente a ne-
nhum n6 da malha e precisam ser interpoladas a partir dos valores nos nos adjacentes. A média
aritmética simples
Kl.”+Kl.”+1’ o K, +K! 2.22)

i-1/2 2 ’
¢ a escolha mais comum e, segundo [Celia, Bouloutas e Zarbal (1990)), fornece resultados me-
lhores para a Equagdo de Richards do que outras médias (geométrica ou harmdnica) na maioria
das situagdes praticas. Esse procedimento introduz um erro de truncamento de ordem @ (Az?),
compativel com o esquema de segunda ordem adotado para a derivada espacial. A divergéncia

do fluxo no né i é entdo aproximada por diferencas centradas entre as duas interfaces adjacentes

n —_
Ki+l/2 - 2

nogn o gn
dq - i1~ 9i—12 L OAD), (2.23)
0z |; Az



2.3.1 Esquema Explicito (Euler Progressivo)

Na formulacdo explicita, os termos espaciais sdo avaliados no nivel n, ja conhecido,
o que permite calcular diretamente "' sem precisar resolver nenhum sistema de equagdes.
Substituindo a aproximag¢ao de Euler progressivo para a derivada temporal e os fluxos no nivel
n, a Equacao de Richards discretizada explicitamente é
n+l _pgn n _
07 -0 _dine—d

n
- =12 L 6(AL, AZ2). (2.24)
At Az

Expandindo os fluxos e reorganizando, obtém-se a Expressdo explicita completa

At
07 =07+ KW —wi) =K (v —wity) +E( 12— KiLyp) (2.25)

At
(Az)?
A Equacdo (2.25]) € um método de marcha no tempo onde conhecidos todos os valores no nivel

n, os valores em n+1 sdo obtidos de forma direta, n6 a nd, sem necessidade de resolver qualquer
sistema linear. Esta simplicidade, no entanto, tem um preco elevado em termos de estabilidade.

2.3.1.1 Estabilidade e Limitacoes do Esquema Explicito

O principal problema com a formulacdo explicita € a dificuldade em garantir a estabi-
lidade. Para analisar essa questdo, considera-se o caso linearizado da Equacao de difusdo com
difusividade hidraulica D = K/C. A andlise de von Neumann mostra que o método serd estavel
somente se o nimero de Fourier satisfizer

_ DAt 1

=73 (2.26)

]

(SMITH, 1985). Essa condicdo relaciona o passo temporal At ao passo espacial Az de forma
bastante restritiva. Como a difusividade D(y,,) = K(y,,)/C(y ;) varia fortemente com v,
(podendo ser varios ordens de magnitude maior em solos préximos a saturagdo do que em
solos secos), o critério (2.26) precisa ser avaliado com o valor maximo de D no dominio. Na
pratica, isso impede o uso de passos de tempo maiores do que fragdes de segundo em muitas
situacdes, tornando o custo computacional proibitivo para simulagdes de duracdo relevante.
Note também que, paradoxalmente, a reducdo de Az para melhorar a precisdo espacial exige
uma reducgdo quadrética de A¢ para manter a estabilidade, agravando ainda mais o problema.
Por essas razdes, o esquema explicito raramente € utilizado em simulagdes préticas da Equagao
de Richards, sendo substituido pelo esquema implicito descrito a seguir.

2.3.2 Esquema Implicito (Euler Regressivo)

Na formulag¢do implicita, os termos espaciais sdo avaliados no nivel de tempo n+1, ainda
desconhecido. Ao contrario do esquema explicito, a formulagdo implicita € incondicionalmente
estdvel, ndo impondo nenhuma restri¢ciio sobre a razio At/Az?. Essa estabilidade é fundamental
para a Equacao de Richards, pois sem ela seria necessario um A proibitivamente pequeno para
manter a simulacdo estdvel em solos com frentes de umidade abruptas. A Equacado de Richards
discretizada implicitamente no né i e no nivel de tempo n+1 €

6’7“—6“ 1 (z+1_ r'1+1 (1+1_ (1+1
i i K(z+-r11/2(wl+l Vi —1l= in—+11/2 w_l . 2.27)

At Az Az Az

10



O preco pago pela estabilidade incondicional é que a Equacgao (2.27)) é nao linear, pois
as quantidade§ o1*!, K, e C'*! dependem Qa prépria incégnita w*!, por meio das re}a-
coes funcionais 0 (v ), K(y,,) e C(w,,). Isso significa que, a cada passo temporal, é preciso
resolver um sistema de equagdes ndo lineares, o que exige um método iterativo de linearizagdo,

apresentado na préxima secao.

2.3.2.1 Linearizaciao pelo Método de Picard Modificado

O método de Picard modificado, proposto originalmente por |Celia, Bouloutas e Zarba
(1990), € a abordagem iterativa mais difundida para linearizar a Equagdo de Richards discreta.
A ideia central € que, em cada passo temporal n + 1, realiza-se uma sequéncia de iteragdes
indexadas por m =0,1,2,..., em que os coeficientes ndo lineares K e C sao “congelados” nos
valores da iteracdo anterior m, obtendo-se assim uma Equagdo linear para "1 "1 Esse
processo se repete até que a solugdo convirja, momento em que se avanga para o proximo passo
temporal.

A inicializacdo de cada passo temporal consiste em tomar a solu¢do do passo ante-

rior como estimativa inicial, ou seja, u/;?“'o =yle 9?“’0 = 0. A partir daf, a expansdo de

+1, m+ ‘o + S
07 Lm+1 em série de Taylor ao redor de v} L™ truncada na primeira ordem, fornece
n+l,m+1 _ pon+l,m n+l,m n+l1,m+1 n+l,m
0] ~0] +C; (% -y ), (2.28)
(- - 7
m
oy

onde C’ *LM — d6/dw , avaliada no ponto vy *LM da iteragdo m. A quantidade & y!" é chamada
de correcdo de Picard e € a verdadeira incognita do sistema linear resolvido em cada iteracao.

Definindo a corregdo oy = /"™ — "1™ ¢ substituindo a Expansdo (2:28) na
Equacio implicita (2.27)), obtém-se uma Equacio linear em 6. O lado direito dessa Equacdo
¢ o residuo da itera¢do corrente

n+l,m¢ n+l,m __ n+l,m\ _ pn+tlme n+lom . n+l,m n+l,m _ p-n+l,m ntl,m _ nn

Rn+1,m:Ki+1/2 (win " - - K (v vili") K KD 9 0;
! (Az)? Az At
(2.29)

O residuo R?“’m mede o quanto a solugdo atual y"*"1'™ falha em satisfazer a Equagdo discreta
(2.2°7). Quando Rf“'m — 0 para todo i, o método convergiu e a solucdo estd autoconsistente
com os coeficientes K e C avaliados nela propria. Substituindo a lineariza¢do de Taylor na
Equacdo discreta e reorganizando os termos, chega-se ao seguinte sistema linear para as corre-
¢oes 6y, valido para cada ng interior i = 1,..., N — 1

a; oyt +b; oy +c; 0y, =d; (2.30)
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Os coeficientes sdo definidos explicitamente como

Kp+1,m
_ i—1/2
i 2)
K.n+1,m
_ i+1/2
= (2.32)
i 2)
1
b,‘ = E—(li—cl’, (2.33)
Rn+1,m
_
di = i (2.34)
i

Esses coeficientes tém interpretacdo fisica clara. Os coeficientes a; e ¢; representam a
difusdo hidraulica entre o n6 i e seus vizinhos a esquerda e a direita, respectivamente, ponderada
pela capacidade capilar local C?“’m e pelo passo de tempo Af. Como K =0 e C > 0, ambos
sd0 negativos, o que garante que o coeficiente diagonal b; seja maior em mddulo do que a soma
dos outros dois

n+l,m n+l,m
1 1 KL, K )
bi———ai—ci—— PR > 0.
At At AtCIM (Az)?

Isso significa que a matriz tridiagonal € diagonal dominante, o que garante a existéncia e unici-
dade da solugdo do sistema linear e assegura a estabilidade numérica do algoritmo de Thomas.
Vale reforcar que todos os coeficientes K e C utilizados no cédlculo de a;, b; e ¢; sdao avaliados
na iteragiio m atual, sendo tratados como constantes durante a resolucio do sistema linear. E
essa propriedade que torna o sistema linear, pois a ndo linearidade foi transferida inteiramente
para o processo iterativo externo de Picard.

Uma vez resolvido o sistema linear (2.30)—(2.34) para §y™ pelo algoritmo de Thomas,
detalhado na subsecdo a seguir, a solucdo € atualizada por adi¢do simples
+oy}. (2.35)

n+l,m+1 _ _, n+l,m
v; =v;

Em seguida, os coeficientes K e C sdo recalculados com o novo valor de y, um novo residuo é

formado pela Equagdo (2.29)), e o processo se repete. Quando o critério de convergéncia

g9 =|0y™| <107° (2.36)

n+l,m

¢ satisfeito, define-se 1//;.”1 =y, e avancga-se ao proximo nivel temporal.

2.3.2.2 Sistema Tridiagonal e Algoritmo de Thomas

O conjunto de Equacdes lineares (2.30) para todos os nés interiores i = 1,..., N—1 cons-
titui um sistema tridiagonal. Cada Equagdo envolve no maximo trés incdgnitas consecutivas
(Owi-1,0vw;, 0w;i1), e a matriz de coeficientes possui entradas ndo nulas apenas na diagonal
principal e nas duas diagonais imediatamente adjacentes

bl 1 0 0 51//1 dl

as bz C2 0 51//2 dz

0 as by - : oys |=| ds |. (2.37)
: Ly : :

0 --- 0 an-1 bn-1 5WN—1 dn-1

12



Esta estrutura esparsa ¢ uma consequéncia direta do esquema de diferencas finitas local
e é extremamente vantajosa computacionalmente. Enquanto a eliminag¢do gaussiana geral tem
custo @(N3), um sistema tridiagonal N x N pode ser resolvido em apenas G (N) operacdes
aritméticas pelo algoritmo de Thomas (TDMA — TriDiagonal Matrix Algorithm) (BURDEN;
FAIRES; BURDEN, 2016). O algoritmo opera em duas varreduras sequenciais.

Na primeira varredura, chamada de eliminacao progressiva (forward sweep), percorre-
se os nos de i =2 até N e os coeficientes sdo modificados para eliminar a diagonal inferior.
Definem-se 8, = by e y1 = dy/b;. Para os nés seguintes, as recursdes sao

B =b;— L= (2.38)
Bi-1
¥i= di—aiyi- ' (2.39)
Bi

Na segunda varredura, chamada de substitui¢do regressiva (back substitution), percorre-
sede i = N —1 até 1 para recuperar as solugcdes 61; a partir das quantidades modificadas

OYN-1=YN-1, (2.40)

Wi =Yi- -y, (2.41)
1
A estabilidade numérica do algoritmo de Thomas € garantida quando a matriz tridiago-
nal é diagonal dominante, condi¢do que, como demonstrado na sec¢do anterior, € sempre satis-
feita pelos coeficientes gerados pela discretizacdo da Equacdo de Richards. Isso assegura que o
algoritmo ndo amplifica erros de arredondamento ao longo das varreduras, independentemente
do nimero de nés N utilizado.

2.3.2.3 Critério de Convergéncia e Controle do Passo Temporal

O lago de iteragdes de Picard continua enquanto a variagdo entre iteragdes sucessivas
superar uma tolerancia predefinida. O critério mais comum acompanha a norma do maximo
(norma ¢°°) da correcao oy

n+l,m+1 _  n+l,m

mialx|wl. v |<ey (tipicamente &, ~ 10* m). (2.42)

Um critério complementar, que avalia diretamente a varidvel de interesse hidrolégico, é baseado
na varia¢ao de umidade

max |07 17— 7T = max|CTT oy <ep (€9 ~107°). (2.43)
1 ]

Nas simulagdes apresentadas na se¢do de resultados, implementadas em MATLAB,
adotou-se uma tolerancia mais rigorosa de £ = 1078, aplicada ao m4ximo entre a correcdo Sy e
o residuo do sistema, garantindo assim elevada precisao numérica nos perfis de umidade calcu-
lados.

Além dos critérios de convergéncia, € pratica padrao limitar o nimero méximo de itera-
¢oes de Picard por passo temporal a um valor mpax (tipicamente entre 10 e 50). Quando esse
limite € atingido antes que a convergéncia seja alcancada, interpreta-se que o passo At € dema-
siado grande para as condicdes do problema, e adota-se uma estratégia de reducdo adaptativa
onde At € diminuido por um fator (por exemplo, At — At/2) e o passo temporal é recomecado
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desde a solug@o " do nivel anterior. Por outro lado, quando a convergéncia ocorre em poucas
iteragdes (por exemplo, m < 4), o método pode aumentar A¢ no préximo passo para acelerar a
simulagdo, por exemplo fazendo At — min(finc Af, Atmax). Todas essas estratégias adaptativas
foram implementadas no simulador desenvolvido neste trabalho.

Esse controle adaptativo do passo temporal é fundamental para o desempenho e a robus-
tez do simulador, especialmente em problemas com frentes de infiltragdo abruptas ou variacdes
bruscas nas condi¢des de contorno. A escolha das tolerdncias &y, € €9 envolve um compromisso
entre precisao e custo computacional. Valores muito grandes permitem que o método prossiga
com solugdes pouco convergidas, acumulando erros ao longo da simulagdo. Valores muito pe-
quenos aumentam o nimero de iteracdes de Picard por passo e podem levar a reducdo excessiva
de At sem ganho significativo de precisdo, uma vez que o erro de truncamento do préprio es-
quema MDF ¢ de primeira ordem em At e segunda ordem em Az. Na prética, as tolerancias
recomendadas pela literatura (&, ~ 107 m e g9 ~ 107%) equilibram bem esses aspectos para a
grande maioria dos cendrios de fluxo ndo saturado, e foram adotadas como valores de referéncia
nas simulacgdes realizadas neste trabalho.
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Analise Inversa com Algoritmos Genéticos

3.1 Problemas direto e inverso

A ciéncia se constréi sobre uma relacdo fundamental entre causas e efeitos. Em seu
cerne, toda investigacdo cientifica busca compreender como propriedades intrinsecas de um
sistema manifestam-se em comportamentos observaveis, ou, inversamente, como deduzir essas
propriedades a partir de observacdes experimentais. Esta dualidade epistemoldgica permeia
toda a fisica, engenharia e ci€ncias naturais, configurando-se no que se denomina problemas
direto e inverso (TARANTOLA. [2005)).

Quando sao conhecidos completamente os pardmetros que governam um fendmeno fi-
sico e deseja-se prever seu comportamento, estd-se diante de um problema direto. Considere
um hidrélogo que, dispondo das caracteristicas hidraulicas do solo, prevé como a dgua infiltrara
apds um evento de precipitagdo. Nesse caso, parte-se das causas conhecidas e computam-se 0s
efeitos esperados. Trata-se de um exercicio dedutivo onde as equacdes governantes, combina-
das com condig¢des iniciais e de contorno bem definidas, conduzem deterministicamente a uma
solugdo unica

O problema inverso, por sua vez, inverte esta 16gica causal. O comportamento de um
sistema € observado através de medicdes experimentais e busca-se descobrir quais propriedades
internas produziram aquele comportamento, conforme ilustrado na Figura[3.1]. Este tipo de pro-
blema revela-se geralmente mais desafiador que seu correspondente direto. Matematicamente,
problemas inversos frequentemente sao mal-postos no sentido de Hadamard (HADAMARD,
1923)), podendo nio admitir solucdo unica, apresentar instabilidades numéricas significativas e
extrema sensibilidade a ruidos experimentais nas medicoes.



DIRETO INVERSO

CAUSAS EFEITOS
(conhecidas) (medidos)
Inversao
l gemmmri i >
calcular estimar
EFEITOS CAUSAS
(calculados) (estimadas)

Figura 3.1: Relacao dual entre problemas direto e inverso: no problema direto, causas conheci-
das permitem calcular efeitos; no problema inverso, efeitos medidos permitem estimar causas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resolver o problema inverso, portanto, constitui-se geralmente em um problema de oti-
mizacdo: encontrar o conjunto de pardmetros que minimiza a discrepancia entre os valores
modelados e os observados. Como o espago de solucdes possiveis € geralmente muito amplo,
tornando invidvel a busca exaustiva, podem ser utilizadas heuristicas para nele navegar. Uma
heuristica é uma estratégia de busca que ndo garante encontrar a solu¢do 6tima, mas que, em
troca dessa garantia, € capaz de produzir solu¢des de boa qualidade em um tempo computaci-
onal razodvel (MICHALEWICZ, 2013). Quando essas estratégias sdo de propdsito geral, sem
pressupor estrutura especifica do problema, recebem a denominacao de metaheuristicas. Muitas
delas sdo inspiradas em fendmenos naturais e aplicadas de forma iterativa ao longo de geracoes,
sendo entdo chamadas de métodos evoluciondrios. O algoritmo genético, objeto de estudo deste
trabalho, € um dos mais relevantes métodos dessa classe (HOLLAND, 1975)).

Em laboratério, técnicas como o extrator de Richards e a panela de pressdo permitem
medir experimentalmente a curva de reten¢ao de 4gua no solo (relagdo entre umidade 0 e poten-
cial matricial (v ;). A partir desses dados, utiliza-se ajuste por minimos quadrados para estimar
os parametros do modelo constitutivo escolhido (van Genuchten, Brooks-Corey, Haverkamp
etc.). Uma vez determinados os pardmetros, resolve-se numericamente a equacdo de Richards
(o problema direto) para simular o fluxo de dgua no perfil do solo. Neste trabalho, adota-se o
MDF para a solu¢ao numérica da equacao de Richards.

Para uma aplicacdo numérica do problema direto, apenas para fixar as ideias, foram
utilizados os pardmetros coletados em Carsel e Parrish| (1988)), apresentados na Tabela [3.1]
considerando um solo arenoso e o modelo de van Genuchten.

Tabela 3.1: Parametros para o modelo de van Genuchten.

Parametro Simbolo Valor
Umidade residual 0, 0,045 cm3/cm3
Umidade saturada 0 0,430 cm3/cm3
Parametro de escala a 0,145 cm™!
Parametro de forma n 2,68
Condutividade hidraulica saturada K; 0,00525 cm/s

Fonte: Elaborado pelo autor com dados de|Carsel e Parrishi (1988)).
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O dominio a ser considerado corresponde a uma coluna de solo com 40 cm de profun-
didade. As condi¢Oes iniciais e de contorno foram definidas da seguinte forma: no contorno
superior (z = 0), a pressdo matricial foi fixada em v, (0, £) = 0 cm, correspondendo a saturacido
da superficie; no contorno inferior (z = 40 cm), adotou-se uma condic¢ao de carga constante com
Wm (40, t) = —200 cm; a condi¢do inicial em todo o dominio foi ¥, (z,0) = —200 cm, represen-
tando um solo uniformemente seco. A discretizagdo espacial adotada foi de Az =0,5 cm e o
passo de tempo de At =5 s. A simulacdo foi conduzida por um periodo total de t = 3600 s. A
Figura [3.2] apresenta o perfil de umidade simulado em fun¢do da profundidade, caracterizando
o problema direto resolvido.

0 L] I L L] L]
|
|
5t I :
I
) |
2
< 10} I -
3 |
<
= |
2
= 15 k
=
-9
20F b
= == Condi¢do Inicial (t = 0)
e Fstado Final (t = 3600 s)
25 L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Umidade 0 (cm’/cm’)

Figura 3.2: Problema direto: perfil de umidade simulado com os parametros de Carsel e Parrish
(1988) para o modelo de van Genuchten.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Na prética, no entanto, a situacdo inversa tende a ocorrer com frequéncia: dispde-se
de medicdes de umidade 6°%(z;, t;) obtidas por sensores digitais ou analdgicos (TDR, sondas
capacitivas, tensidmetros com transdutores, entre outros), mas os parametros que caracterizam
hidraulicamente o solo sd@o desconhecidos.

Desse modo, o que se deseja determinar € justamente quais valores dos parametros
x = (0,0, a, n, K;) do modelo de van Genuchten sio capazes de reproduzir as umidades ob-
servadas. A abordagem mais comum consiste em propor valores candidatos para os parametros
desconhecidos, simular o perfil de umidade com esses valores e comparar os resultados com as
medic¢oOes experimentais. Uma estratégia simples para essa busca € a amostragem aleatdria no
espaco de pardmetros, cujo pseudocddigo € apresentado no Algoritmo

Algorithm 1: Busca Aleatéria no Espaco de Pardmetros
Data: Limites Ib e ub para cada parametro (6,0, a, n, K;); nimero de tentativas N
Result: Conjunto de vetores candidatos Xcand
1 k<1
2 while k < N do

3 | Sortear 0, € [lbg,, ubg, ]
4 | Sortear 05€ [Ibg,, ubg,]

5 Sortear a € [1b,, uby]

6 Sortear n€ [1lb,, ub,]

7 Sortear K; € [Ibg,, ubg,]
8 Xcand < (07, 05, @, n, Ky)
9 k—k+1

10 end

Utilizando os parametros X¢,nq €scolhidos aleatoriamente pelo algoritmo, resolve-se no-
vamente a equacdo de Richards e obtém-se um novo perfil de umidade simulado. A Figura[3.3|
compara esse perfil estimado com o perfil observado, obtido com os parametros de Carsel e
Parrish! (1988) apresentados na Tabela 3.1
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Figura 3.3: Comparagdo entre o perfil observado (linha azul continua, pardmetros de |Carsel e
Parrish (1988) e o perfil simulado com pardmetros aleatdrios (linha tracejada vermelha).

Fonte: Elaborado pelo autor.

A diferencga entre as curvas € evidente, uma vez que o pseudocddigo apresentado con-
siste em uma amostragem puramente aleatdria no espaco de pardmetros, sem qualquer critério
de direcionamento da busca. O objetivo do problema inverso € justamente minimizar essa dis-
crepancia: para cada ponto (z;, £;), deseja-se que 65 (z;, fj;X) seja 0 mais proximo possivel de
6°5 (z;, f;), 0 que exige uma estratégia de otimizac¢do mais eficiente do que a busca aleatoria.

Nesse sentido o problema inverso pode ser formulado como um problema de otimizacao.
Para o modelo de van Genuchten, seja x = (8, 0, a, n, K) o vetor de parametros. Define-se a
funcdo objetivo:

% i (6™ 00 - 62%) (3.1)

min FX) =
x =
onde L € o nimero total de pontos de medigdo, 67 (x) € a umidade simulada no ponto i com
parametros X, € H?bs ¢ a umidade observada no ponto i. Uma formulagdo alternativa é a maxi-
mizacdo do coeficiente de determinacao:

L 2
Z (9s1m (x) — H?bs)
max R2(x)=1- =L (3.2)
* L obs _ pobs 2
NG
onde 6°P = %Zfﬂ@?bs ¢ a média das umidades observadas. Esse problema pode ser re-

solvido por métodos deterministicos, tais como Levenberg—Marquardt (LEVENBERG, 1944;
MARQUARDT, [1963)), gradiente conjugado (HESTENES; STIEFEL, |1952)) e quasi-Newton
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(BROYDEN, [1970), ou por métodos heuristicos, como Algoritmos Genéticos (GOLDBERG,
1989)), Simulated Annealing (KIRKPATRICK; GELATT; VECCHI, 1983) e PSO (KENNEDY;
EBERHART, 1995). No presente trabalho, adota-se o Algoritmo Genético, que serd detalhado
na secao seguinte.

3.2 Algoritmo Genético para Estimaciao de Parametros

O algoritmo genético (AG) é uma metaheuristica inspirada no mecanismo da sele¢do
natural (HOLLAND, 1975). A ideia central € a seguinte: na natureza, individuos que pos-
suem caracteristicas mais favordveis ao ambiente t€m maior probabilidade de sobreviver e de
se reproduzir, transmitindo essas caracteristicas para as geragdes seguintes. Com o tempo, a
populacdo tende a se tornar cada vez mais adaptada ao ambiente. O AG transporta essa 16gica
para o dominio da otimizagao.

O método mantém uma populacdo de solucdes candidatas, denominadas individuos,
onde cada individuo representa uma possivel configuragdo de parametros do problema. Em
cada iteragdo chamada de geragdo a populacdo € avaliada quanto a sua qualidade, ou aptiddo,
mediante, geralmente, pela funcido objetivo. Os individuos com maior aptiddo sdo mais pro-
vaveis de ser selecionados para se reproduzir. A reproducdo se dd por meio de operadores
genéticos cruzamento e mutacdo que combinam e perturbam as caracteristicas dos individuos
selecionados, gerando novos individuos para a proxima geracdo. Ao longo das geracoes, a
populagdo evolui naturalmente em direcao a solucdes cada vez melhores (GOLDBERG], 1989).

Para o problema inverso envolvendo a equacao de Richards, o AG opera iterativamente
com os passos apresentados na Figura[3.4] os quais sdo detalhados nas subsegdes a seguir.
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Figura 3.4: Fluxograma do Algoritmo Genético

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2.1 Inicializacao da Populacao

A populacio inicial € formada por um conjunto de individuos, onde cada um representa
uma possivel solu¢do do problema. Cada individuo é um vetor contendo os parametros do
modelo hidraulico escolhido, tais como

x? =16, 0, K, ...]. (3.3)

Cada parametro € sorteado aleatoriamente dentro de seu intervalo fisico permitido: 6, €
[a1, b1], Os € [ay, b2], K; € [as, bs] etc. Essa etapa garante que a populacao inicial seja diversa,
cobrindo diferentes regides do espaco de busca. Cada vetor de parametros € entdo utilizado
no modelo hidrdulico a fim de resolver o problema direto correspondente, estimando assim os
valores de umidade no solo, que sdo comparados a posteriori com os dados experimentais.

3.2.2 Calculo de Aptidao (Fitness)

Cada individuo € avaliado pela funcdo objetivo adotada neste trabalho como o coefi-
ciente de determinagdo R?, definido na Equagdo (3.2). O valor de R? mede a proporgdo da
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variancia nos dados observados que € explicada pelo modelo. Quanto mais préximo de 1, me-
lhor € a aptidao do individuo, indicando que o conjunto de parametros (6,05, Kj,...) reproduz
com maior fidelidade os dados experimentais, apds a solu¢do numérica da equacao de Richards
via MDF.

3.2.3 Selecao por Torneio

A selecdo determina quais individuos gerardo descendentes. O método do torneio fun-
ciona da seguinte forma: sorteiam-se 3 individuos aleatoriamente da populagdo, e o individuo
com maior aptiddo (R? mais préximo de 1) é selecionado como primeiro campedo. Em se-
guida, realiza-se um segundo sorteio de 3 individuos (podendo incluir o vencedor anterior), €
o vencedor desse segundo torneio € selecionado como segundo campedo. Esses dois campedes
serdo cruzados na etapa seguinte para gerar um novo individuo. Essa estratégia favorece indivi-
duos de maior aptidao sem eliminar completamente os menos aptos, mantendo algum grau de
diversidade na populacdo (MITCHELL, 1998).

3.2.4 Cruzamento

Os dois pais selecionados geram um descendente através da média aritmética de seus
parametros, ou seja,

6} + 62
—

O mesmo vale para os demais parametros do modelo adotado. Essa operacdo permite
combinar caracteristicas favoraveis de dois individuos diferentes, explorando regides interme-

didrias do espacgo de busca que podem conter solu¢des de qualidade ainda maior (GOLDBERG,
1989).

giitho — (3.4)

3.2.5 Mutacao

Como o AG proposto trabalha com codificacao real, a mutacdo consiste em adicionar
uma pequena perturbagdo aleatdria nos valores dos parametros. Para cada parametro do indivi-
duo, hd uma probabilidade previamente definida de sofrer mutacao:

pmutado — poriginal +6, 3.5

em que 0 é uma perturbacdo aleatdéria pequena. A mutacdo desempenha um papel fundamen-
tal na prevencdo da convergéncia prematura: sem ela, a populacdo tenderia a perder diversi-
dade rapidamente, ficando presa em solucdes locais que ndo correspondem ao 6timo global
(MITCHELL! |1998). Por exemplo, antes da mutacdo, 6 = 0,450; apds a mutagdo, 6 = 0,453,
correspondendo a uma variacao de 0,003.

3.2.6 Elitismo

O elitismo é um mecanismo que preserva os melhores individuos da geragdo atual, ga-
rantindo que eles passem intactos para a proxima gera¢do, sem sofrer cruzamento nem mutagao.
Essa estratégia evita que solu¢des de alta qualidade ja encontradas sejam perdidas durante a
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aplicacdo dos operadores genéticos, assegurando que a melhor solucdo da populacido néo piore
ao longo das geracdes (MITCHELL,|1998).
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Resultados

Neste capitulo sdo apresentados e discutidos os resultados obtidos a partir da mode-
lagem matematica e computacional do fluxo de d4gua em meios ndo saturados, com base na
equacgdo de Richards. Inicialmente, aborda-se o problema direto, no qual sdo realizadas simu-
lagdes numéricas da EDP utilizando o MDF, com esquemas explicito e implicito, de modo a
analisar o comportamento da solucdo sob diferentes estratégias de discretizacdo. Nessa etapa,
sdo considerados distintos modelos constitutivos para a curva de retencdo de dgua no solo e
condutividade hidrdulica, permitindo avaliar a influéncia dessas relacdes na dindmica do escoa-
mento. Em seguida, € tratado o problema inverso, no qual os resultados do problema direto sdao
utilizados no contexto de uma metodologia de andlise inversa que acopla o MDF com o AG,
objetivando estimar determinados pardmetros fisico-hidricos do solo. Essa abordagem possibi-
lita investigar a eficiéncia, a robustez e as limitagdes do método proposto na identificacao de
parametros hidrdulicos a partir de dados de umidade, estabelecendo uma conexao direta entre a
modelagem numérica e a caracterizacao hidrdulica do solo.

4.1 Problema direto: simulacées numéricas da equacao de Richards

Modelo de Haverkamp. Na primeira aplicacdo proposta foi avaliada a performance das
formas explicita e implicita para a discretizacdo temporal no MDF, utilizando o exemplo citado
em Celia, Bouloutas e Zarba (1990), onde é empregado o modelo de Haverkamp, descrito nas
Equacoes (2.14) e (2.13), para as curvas de retengdo e de condutividade hidraulica, respectiva-
mente. Nesta simulacdo numérica, considerou-se um problema de infiltracio vertical para uma
coluna de solo com 40 cm de profundidade, conforme apresentado na Tabela 4.1}

Tabela 4.1: Parametros do modelo de Haverkamp utilizados na primeira aplicagao.

Parametro Simbolo Valor
Parametro de escala (retengdo) a 1611000,0
Umidade residual 0, 0,075
Umidade saturada 0, 0,287
Condutividade hidraulica saturada K; 0,0094444 cm/s
Parametro de escala (condutividade) A 1175000,0
Parametro de forma p 3,96
Parametro de forma Y 4,74

Fonte: Elaborado pelo autor com dados de (Celia, Bouloutas e Zarba (1990).



As condicdes iniciais e de contorno foram definidas da seguinte forma: no contorno
superior (z = 0), a press@o matricial foi fixada em v ,,(t,0) = —20,7 cm, correspondendo a uma
umidade de 6 = 0,26756; no contorno inferior (z = 40 cm), definiu-se ¥, (¢,40) = —61,5 cm,
com umidade de 6 = 0,09985; a condicdo inicial adotada em todo o dominio foi ¥,,(0,z) =
—61,5 cm, correspondendo a 6 = 0,09985.

Foram realizadas simulagdes utilizando duas discretizacdes temporais distintas: o mé-
todo explicito com espagamento espacial de Az = 1,0 cm e passo de tempo de A¢ = 0,01 s,
e o método implicito com o mesmo espagamento espacial, porém com passo de tempo de
At =5,0 s. A utilizagdo do método implicito permitiu empregar um passo de tempo consi-
deravelmente maior, demonstrando sua superior estabilidade numérica em comparagdo com o
esquema explicito.

As simulagdes numéricas foram executadas para os tempos representados por ¢ de 180 s,
360 s e 720 s, conforme apresentadas nas Figuras e E possivel observar o movimento
da 4gua nas camadas mais profundas do solo com o decorrer do tempo, mostrando um compor-
tamento qualitativo esperado.
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Figura 4.1: Simula¢do do método explicito (At = 0,01 s), com o modelo de Haverkamp.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com base nas figuras apresentadas, € possivel analisar adequadamente o processo de
infiltragao de dgua no solo ao longo do tempo. A condi¢ao inicial, indicada pela linha tracejada
vertical em ¢ = 0 s, representa um perfil de umidade uniforme em todo o dominio, com valor de
0 = 0,09985, correspondente a uma pressao matricial inicial de —61,5 cm.

Com a evolugdo do tempo, nos instantes ¢ =180 s, t =360 s e £ = 720 s, observa-se
a progressiva modificacdo do perfil de umidade. As curvas evidenciam o avango da frente de
molhamento a partir da superficie do solo (z = 0 cm) em dire¢do as camadas mais profundas.
Nas regides superiores, verifica-se um aumento significativo da umidade volumétrica em fungdo
da condi¢do de contorno imposta no topo do dominio, onde 6 = 0,26756. Em contraste, as
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Fonte: Elaborado pelo autor.

camadas mais profundas mantém valores de umidade préximos a condi¢@o inicial durante os
estagios iniciais do processo, indicando um atraso na propagacao da frente de infiltraco.

Comparando as solucdes obtidas pelos métodos explicito e implicito, conforme ilustrado
na Figura[4.3] observa-se uma excelente concordancia entre os perfis de umidade, validando a
implementa¢do numérica de ambos os esquemas. O método implicito, apesar de exigir maior
custo computacional por iteracdo devido a necessidade de resolver sistemas lineares, permite
a utilizacdo de passos de tempo significativamente maiores, resultando em maior eficiéncia
computacional global para problemas de longo prazo.

Para quantificar essa concordincia ao longo de toda a coluna de solo, calcula-se o Erro
Quadréatico Médio (MSE), dado por

1 N
MSE = — 3 (01, ~Oexp,i)’ (4.1)
i=1

onde N € o nimero total de pontos (nds) avaliados ao longo da profundidade do solo; Oy, ; € a
umidade volumétrica calculada pelo método implicito na profundidade i; € Oexp,; € a umidade
volumétrica calculada pelo método explicito na mesma profundidade i. Aplicando a Equa-
¢do (.1) aos perfis do modelo de Haverkamp, obtém-se

MSEp; = 8,8850 x 107,

As Figuras4.4|e[d.5]apresentam as curvas caracteristicas do modelo de Haverkamp para
os pardmetros utilizados. A curva de retencdo (Figura[4.4) mostra a relacdo ndo linear entre a
umidade volumétrica 6 e a carga de pressao |h|, evidenciando a rapida variacdo da umidade em
baixas pressdes matriciais, caracteristica de solos com poros de diferentes tamanhos. A curva de
condutividade hidrdulica (Figura demonstra a dependéncia exponencial da condutividade
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em relacdo a carga de pressdao, com valores decrescendo vdrias ordens de grandeza a medida
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O comportamento apresentado nesta simulacdo numérica estd de acordo com o esperado
para problemas cldssicos de infiltragdo em solos ndo saturados e € consistente com os resulta-
dos apresentados por (Celia, Bouloutas e Zarba| (1990), que validaram solu¢des numéricas da
equagdo de Richards, bem como com estudos posteriores, como os de Souza (2020) e |Queiroz
(2017). O perfil de umidade apresenta a forma sigmoidal caracteristica de processos de infiltra-
¢do vertical, com um gradiente acentuado na regido da frente de molhamento, refletindo a forte
nao linearidade do fluxo em meios porosos nao saturados governados pela equacao de Richards.

Modelo de van Genuchten—Mualem. Foi realizado um segundo teste numérico utili-
zando um novo conjunto de parametros do modelo de van Genuchten—Mualem, a fim de avaliar
o comportamento da solu¢do da equacdo de Richards para outra configuragdo hidrdulica do
solo. Os parametros adotados sdo apresentados na Tabela.2]

Tabela 4.2: Parametros do modelo de van Genuchten—Mualem utilizados no segundo teste nu-
mérico.

Parametro Simbolo Valor
Parimetro de escala a 0,0335 cm™!
Umidade saturada 0, 0,368
Umidade residual 0, 0,102
Parametro de forma n 2
Parametro de forma m 0,5

Condutividade hidraulica saturada K 0,00922 cm/s
Fonte: Elaborado pelo autor com dados de (Celia, Bouloutas e Zarba (1990).

As condig¢des iniciais e de contorno foram definidas como:
h(z,0) =—-1000 cm, h(0, ) = Bpottom = —1000 cm,  h(60 cm, ) = =5 cm. “4.2)

Analogamente ao modelo de Haverkamp, foram realizadas simulagdes utilizando tanto
o método explicito quanto o implicito. Para o método explicito, empregou-se um espagamento
espacial de Az = 1,0 cm e passo de tempo de At = 0,001 s, sendo necessdrio um passo de
tempo substancialmente menor devido as caracteristicas de maior ndo linearidade do modelo
de van Genuchten—Mualem. O método implicito foi implementado com o mesmo espagcamento
espacial, porém com passo de tempo de At = 5,0 s, novamente demonstrando sua estabilidade
numérica.

Com base nas Figuras e apresentadas a seguir, observa-se o comportamento da
infiltracdo de 4gua no solo utilizando o modelo de van Genuchten—-Mualem. A condicio inicial,
representada pela linha tracejada vertical em ¢ = 0 s, mostra um perfil de umidade uniforme em
todo o dominio, com valor proximo a umidade residual 8, = 0,102, caracteristico de um solo
inicialmente seco.
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A medida que o tempo evolui para t =180s, t =360 s e £ = 720 s, observa-se claramente
o avanco da frente de molhamento a partir da superficie (z = 0 cm) em dire¢do as camadas mais
profundas do solo. O modelo de van Genuchten—Mualem captura adequadamente a transi¢ao
abrupta entre a zona saturada proxima a superficie e a zona seca nas camadas inferiores, eviden-
ciando uma frente de molhamento bem definida, que é uma caracteristica tipica deste modelo
constitutivo.

Nota-se que nas camadas superiores, a umidade atinge valores proximos a umidade sa-
turada 6 = 0,368, enquanto as camadas mais profundas permanecem praticamente inalteradas.
A diferenca nos passos de tempo utilizados (A¢ = 0,001 s para o explicito versus At =5,0 s
para o implicito) evidencia a vantagem computacional do método implicito. Ambos os modelos
constitutivos (Haverkamp e van Genuchten—Mualem) reproduzem adequadamente o comporta-
mento esperado para infiltragdo vertical, sendo que o modelo de van Genuchten—Mualem apre-
senta maior flexibilidade na representacao de diferentes tipos de solo, enquanto o de Haverkamp
demonstrou superior estabilidade numérica.

A Figura ilustra a comparacao entre os métodos explicito e implicito, revelando
excelente concordancia entre os perfis de umidade. Aplicando a Equacdo (4.1), obtém-se

MSEyg = 5,0614 x 107%,

confirmando a consisténcia entre os dois esquemas numéricos. sendo as pequenas discrepancias
associadas a maior ndo linearidade do modelo de van Genuchten—Mualem em comparagdo ao
modelo de Haverkamp, o que impde restricdes mais severas a estabilidade do método explicito
e justifica a adog¢do de um passo de tempo mais refinado.
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Figura 4.8: Comparacao entre os métodos explicito (At = 0,001 s) e implicito (At = 5,0 s) para
o modelo de van Genuchten—Mualem, no instante ¢ = 720 s.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As Figuras[4.9e[d.10]apresentam as curvas caracteristicas do modelo de van Genuchten—
Mualem para os pardmetros utilizados. A curva de retengdo (Figurad.9) exibe o comportamento
sigmoidal tipico deste modelo, com uma transi¢ao suave entre os estados seco e saturado, con-
trolada pelos parametros « e n. Esta caracteristica torna o modelo particularmente adequado
para representar solos com distribuicao mais uniforme de tamanhos de poros. A curva de con-
dutividade hidrdulica (Figura .10) mostra a varia¢do ndo linear da condutividade com a carga
de pressdo, apresentando uma reducdo mais gradual em comparacdo ao modelo de Haverkamp
para a faixa intermedidria de pressdes matriciais.
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Figura 4.9: Curva de retencdo do modelo de Figura 4.10: Curva de condutividade hidrdu-
van Genuchten—Mualem. lica do modelo de van Genuchten—Mualem.

Este comportamento estd em conformidade com os resultados cldssicos reportados por
Celia, Bouloutas e Zarbal (1990) e corroborados pelos trabalhos de [Souza (2020) e |Queiroz
(2017), demonstrando a capacidade do modelo de van Genuchten—Mualem em representar ade-
quadamente os processos de infiltracdo vertical em solos ndo saturados, com destaque para a
natureza nao linear do fluxo governado pela equacdo de Richards.
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Modelo de Brooks—Corey. Nesta simulacdo numérica, foi considerado um problema de
infiltracdo vertical em uma coluna de solo com 40 cm de profundidade utilizando o modelo
constitutivo de Brooks—Corey. Os parametros adotados de Rawls, Brakensiek e Saxton| (1982),
apresentados na Tabela sdo caracteristicos de solo arenoso e foram obtidos com base em
dados experimentais da literatura. O modelo de Brooks—Corey € particularmente adequado para
representar solos grosseiros, nos quais a transicao entre as zonas saturada e ndo saturada ocorre
de forma mais abrupta em compara¢do com outros modelos constitutivos.

Tabela 4.3: Parametros hidrodindmicos do modelo de Brooks—Corey para solo arenoso.

Parametro Simbolo Valor
Porosidade efetiva / Saturagao 0, 0,417 cm3/cm?
Umidade residual 0, 0,020 cm3/cm3
Pressdo de borbulhamento Y —-7,26 cm
Indice de distribui¢do de poros A 0,694

Condutividade hidraulica saturada K 0,0058 cm/s (= 21,0 cm/h)

Fonte: Elaborado pelo autor com dados de Rawls, Brakensiek e Saxton! (1982).

O cendrio fisico simulado representa um solo inicialmente seco submetido a um alaga-
mento subito na superficie. As condicdes iniciais e de contorno foram estabelecidas da seguinte
forma: a condicdo inicial em todo o dominio foi definida como v (0,z) = —100,0 cm, corres-
pondendo a uma umidade inicial 6;,; = 0,025 obtida a partir da curva de retencdo caracteristica
do solo; no contorno superior (z = 0), impds-se uma condicdo de saturagio (Dirichlet) com
w(t,0) = 0,0 cm, equivalente 2 umidade saturada 6 = 0,417; no contorno inferior (z = 40 cm),
manteve-se ¥ (t,40) = —100,0 cm, preservando a condi¢do de solo seco na base do dominio.

Foram realizadas simula¢cdes utilizando duas discretizacdes temporais distintas: o mé-
todo explicito com espacamento espacial de Az = 1,0 cm e passo de tempo de At =0,001 s, e o
método implicito com o mesmo espacamento espacial, porém com passo de tempo de At =5,0s.

A Figura apresenta a evolucdo dos perfis de umidade nos instantes ¢ = 0, 180, 360
e 720 s. O modelo de Brooks—Corey reproduz com fidelidade o avango da frente de molha-
mento a partir da superficie em direcado as camadas mais profundas, destacando-se pela forma-
cdo de uma frente acentuada e descontinua, consequéncia direta da pressao de borbulhamento
W = —7,26 cm caracteristica de solos arenosos. Nas camadas superiores, a umidade evolui
rapidamente em direcdo a saturacdo, enquanto as camadas inferiores permanecem proximas a
condicdo inicial, evidenciando a propagacdo gradual da infiltracdo. Este comportamento esta
em concordancia com os resultados reportados na literatura para solos arenosos submetidos a
infiltracdo vertical.

A Figura[f.12 apresenta os resultados obtidos com o método implicito (At = 5,0 s), cu-
jos perfis de umidade mostram o mesmo padrdo de avancgo da frente de molhamento observado
anteriormente. A utiliza¢do de um passo de tempo consideravelmente maior evidencia a supe-
rior estabilidade numérica do esquema implicito, caracteristica particularmente relevante para
modelos com elevado grau de nio linearidade, como o de Brooks—Corey.
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A Figura[d.13]ilustra a comparagdo entre os métodos explicito e implicito, revelando boa
concordancia entre os perfis de umidade e validando ambas as implementagdes. Para quantificar
essa concordancia, aplica-se a Equacgdo (4.1), obtendo-se

MSEgc = 9,3552 x 1074,

valor que confirma a consisténcia entre os dois esquemas, sendo as pequenas discrepancias
atribuidas a elevada ndo linearidade do modelo de Brooks—Corey.
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Figura 4.13: Comparacao entre os métodos explicito (At = 0,001 s) e implicito (At = 5,0 s) para
o modelo de Brooks—Corey, no instante ¢ = 720 s.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As Figurasf.14e[d.15|apresentam as curvas caracteristicas do modelo de Brooks—Corey
para os pardmetros utilizados. A curva de retencdo (Figura[4.14)) evidencia a rela¢do néo linear
entre a umidade volumétrica 0 e a carga de pressdo ||, destacando-se a presenca de um ponto
de ndo suavidade na pressdao de borbulhamento 1y, = —7,26 cm, abaixo do qual o solo passa do
estado saturado para o ndo saturado de forma abrupta. Essa caracteristica distingue o modelo
de Brooks—Corey dos demais modelos constitutivos, que apresentam transi¢des mais suaves. A
curva de condutividade hidrdulica (Figura[d.13) demonstra a dréstica reducdo da condutividade
em fun¢do do aumento da carga de pressao, com valores decrescendo varias ordens de grandeza
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Figura 4.14: Curva de retencdo do modelo de Figura 4.15: Curva de condutividade hidrdu-
Brooks—Corey. lica do modelo de Brooks—Corey.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.2 Problema inverso: identificacao dos parametros fisico-hidricos do solo

Aplicagdo 1. O primeiro teste numérico envolvendo o AG acoplado ao MDF foi reali-
zado com o modelo van Genuchten—-Mualem, considerando a estimativa dos cinco parametros
simultaneamente (6, 05, a, n e K). As configuracdes do AG adotadas para a andlise inversa
incluem uma populacgdo inicial de 30 individuos, 60 geracdes, probabilidade de cruzamento
de 80%, e probabilidade de mutagdo entre 20% e 40%. A funcdo objetivo utilizada foi a ma-
ximizagdo do coeficiente de determinacdo R?, buscando obter o melhor ajuste entre os dados
observados e os valores calculados pelo modelo.

Para avaliar o método frente a incertezas experimentais, foram gerados dados sintéti-
cos a partir dos pardmetros de referéncia apresentados na Tabela [4.2] utilizando o modelo de
van Genuchten—Mualem com o MDF Implicito. A esses dados foi adicionado ruido gaussiano
com um desvio padrdo caracteristico de medicdes experimentais, simulando condi¢des reais de
campo. As medi¢des consistiram de 7 pontos de observag¢do ao longo da coluna de solo, nas
profundidades z =5, 10, 15, 20, 25, 30 e 35 cm, simulados por 720 segundos com incremento
temporal At =5 s através do MDF Implicito. A Tabela[d.4]apresenta os dominios de busca para
as variaveis de projeto do problema de otimizagao.

Tabela 4.4: Dominios de busca para as varidveis de projeto na andlise inversa.

Variavel Dominio
Umidade residual (6;) [0,0001, 0,15]
Umidade saturada (6;) [0,2, 0,5]
Parametro de escala (a) [0,001, 0,5] cm™!
Parametro de forma (7) (1,1, 10]

Condutividade hidraulica saturada (K;) [0,0001, 0,02] cm/s

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura[d.16|apresenta os resultados da anélise inversa. Na Figura[.16a, vemos como
o coeficiente R? evoluiu ao longo das 60 geracdes. O algoritmo foi melhorando aos poucos
e chegou a R? = 0,99721 no final, mostrando boa capacidade de busca e refinamento da solu-
¢30 mesmo com a presenga de ruido nos dados. Na Figura 4.16b] sdo comparados os perfis
de umidade obtidos com os dados ruidosos (pontos azuis) e os estimados pelo AG (linha tra-
cejada vermelha). O algoritmo conseguiu captar bem a tendéncia geral dos dados, filtrando as
perturbagdes e identificando os parametros hidrodinamicos.

Os resultados da otimizagdo, apresentados na Tabela 4.5 mostram os valores obser-
vados (verdadeiros) e estimados para os cinco parametros. O parametro a foi estimado em
0,0600 cm™! enquanto o valor de referéncia era 0,0335 cm™!. Para 0,, o valor estimado foi
0,1067 contra 0,1020 de referéncia. A umidade saturada 6 ficou em 0,3980 (referéncia: 0,3680).
O parametro n foi estimado em 1,9830 (referéncia: 2,0000). Por fim, K chegou a 0,0413 cm/s
quando o valor correto era 0,0092 cm/s.

As diferencas entre os valores estimados e observados foram maiores para a e K, com
erros absolutos de 0,0265 cm™! e 0,0321 cm/s, respectivamente. Para os demais parimetros, 0s
erros ficaram abaixo de 0,05. O elevado valor de R? = 0,99721 indica que a combinacio dos
cinco parametros estimados reproduz adequadamente o comportamento hidrodinamico obser-
vado. Isso mostra que o método de acoplamento AG-MDF funcionou bem para a solugdo de
problemas inversos em fluxo em meios porosos nao saturados, mesmo na presenca de ruido nos
dados experimentais. A convergéncia adequada e o bom coeficiente de determinagdo confir-
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Tabela 4.5: Comparagdo entre parametros observados e estimados pela andlise inversa com
cinco varidveis.

Parametro Observado Estimado Erro Absoluto
a (cm_l) 0,0335 0,0600 0,0265
0, 0,1020 0,1067 0,0047
0, 0,3680 0,3980 0,0300
n 2,0000 1,9830 0,0170
K; (cm/s) 0,0092 0,0413 0,0321

Coeficiente de determinacao: R%=0,99721

Fonte: Elaborado pelo autor.

mam a viabilidade da metodologia para aplicagdes préticas em caracteriza¢do hidrodinamica de
solos, onde as medi¢des sempre apresentam incertezas.

Aplicagdo 2. Uma abordagem alternativa consistiu em fixar a profundidade de observa-
cdo em z = 12 cm e variar o tempo de amostragem nos instantes ¢ = 120, 240,360,420, 540,660 e
720 segundos. Esta simulacdo representa, de forma mais fidedigna, o que € realizado na prética
em campo, uma vez que a metodologia adotada segue o procedimento descrito por (SOUZA,
2020), no qual as leituras sdo efetuadas em uma profundidade fixa ao longo do tempo, em vez
de variar a profundidade para um instante fixo. A Figura ilustra a evolucdo temporal da
umidade volumétrica nessa profundidade, evidenciando o comportamento sigmoidal.
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Figura 4.17: Evolugdo temporal da umidade volumétrica em z = 12 cm gerada pelo modelo de
van Genuchten.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com esses dados, tambem adicionados de ruido gaussiano, desse modo foram estimados
cinco parametros do modelo mantendo-se as configuragdes anteriores, a exce¢do do nimero de
geracdes € do tamanho da populacdo, fixados em 50 e 30 individuos, respectivamente. Os
resultados sdo apresentados na Tabela[4.6|e na Figurad.18§]
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Tabela 4.6: Parametros observados, estimados e erro absoluto andlise temporal em z =12 cm.

Parametro Observado Estimado Erro Absoluto

a (cm™1) 0,0335 0,0379 0,0044
0, 0,1020 0,1023 0,0003
0 0,3680 0,3433 0,0247
n 2,0000 2,2883 0,2883
K; (cm/s) 0,0092 0,0119 0,0027

Coeficiente de determinacio: R? =0,99677

0.955
0

Geragio

10 20 30

40 50

(a) Evolucio do R? ao longo das geracdes do AG.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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(b) Comparacao entre perfis de umidade com ruido e
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Figura 4.18: Resultados da andlise inversa temporal com estimativa de cinco parametros utili-
zando AG-MDF e dados sintéticos com ruido.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com R? = 0,9968, o algoritmo apresentou excelente convergéncia, com boa recuperagio
dos parametros 6, e ;. Embora tenha ocorrido desvio superior em 7.
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Consideracoes gerais

A presente dissertacao propds uma metodologia de andlise inversa para identificar para-
metros fisico-hidricos do solo, integrando algoritmos genéticos ao método das diferencas finitas.
O objetivo principal foi criar uma ferramenta computacional para estimar multiplos parametros
hidrodindmicos simultaneamente, a partir de dados de umidade volumétrica, apresentando-se
como uma alternativa aos tradicionais ensaios de laboratdrio. A implementagdo numérica da
equacgdo de Richards mostrou-se consistente e, como esperado, o esquema implicito destacou-
se pela maior estabilidade, permitindo avangos de tempo significativos sem perda de precisao.
A comparacido entre os esquemas explicito e implicito, validada pelo Erro Quadratico Médio
(EQM), confirmou a eficdcia da solug¢do para os trés modelos constitutivos testados: Haver-
kamp, van Genuchten—Mualem e Brooks—Corey. Na etapa de anélise inversa, o algoritmo ge-
nético estimou os parametros do modelo de van Genuchten—-Mualem com elevada precisdo.
Mesmo em testes com dados sintéticos contaminados por ruido gaussiano, o0 método manteve
coeficientes de determinagio (R?) superiores a 0,99, comprovando sua resiliéncia frente a in-
certezas experimentais. A metodologia proposta traz uma contribui¢do expressiva para a ca-
racterizacao hidraulica de solos, possibilitando a estimativa de multiplos parametros a partir de
um unico conjunto de dados de umidade, sem a necessidade de ensaios laboratoriais especificos
para cada parametro. Como trabalhos futuros desta pesquisa, sugere-se a avaliagdo comparativa
do algoritmo genético em relagcdo a outros métodos de otimizagdo, tanto heuristicos quanto de-
terministicos, além da implementacao do algoritmo com dados reais de umidade em diferentes
texturas de solo. Por fim, vislumbra-se o desenvolvimento de um software com interface grafica
intuitiva para democratizar o acesso a essas técnicas avangadas, facilitando a transferéncia do
conhecimento académico para a prética de profissionais de recursos hidricos e agricultura.
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