UFRRJ
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
MODELAGEM MATEMATICA E COMPUTACIONAL

DISSERTACAO

Estudo dos ruidos produzidos por aerogeradores
utilizando a Equacao da onda e o Método das
Diferencas Finitas.

Gabriele de Azevedo Batista

2026



pL RUR
<& AL )

£
R
[e)

SIDAD
N 3
N
73
W vrag O%

%,

UFRR)

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM

MATEMATICA E COMPUTACIONAL

ESTUDO DOS RUIDOS PRODUZIDOS POR AEROGERADORES
UTILIZANDO A EQUACAO DA ONDA E O METODO DAS
DIFERENCAS FINITAS.

GABRIELE DE AZEVEDO BATISTA

Sob orientagdo de
Carlos Andréas Reyna Vera Tudela

Dissertagdo submetida como requisito
parcial para obten¢do do grau de Mes-
tre no Programa de P6s-Graduagdo em
Modelagem Matematica e Computaci-

onal, Area de Concentracio em Mode-
lagem Matematica e Computacional.

Seropédica, RJ, Brasil
Margo de 2026



Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Biblioteca Central / Se¢céo de Processamento Téchico

Ficha catalografica elaborada
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

BATI STA, GABRI ELE, 1992-
B333e Est udo dos ruidos produzi dos por aerogeradores
utilizando a Equacdo da onda e o Método das Diferengas
Finitas / GABRI ELE BATI STA. - SAQUAREMA, 2026.
69 f.: il.

Orientador: Carlos VERA- TUDELA.
Di ssertacédo(Mestrado). -- Universidade Federal Rural
do Rio de Janeiro, PROGRAMA DE POS- GRADUAGCAO EM
MODELAGEM MATEMATI CA E COVPUTACI ONAL, 2026.

1. Equacdo da onda. 2. Método das diferencgas
finitas. 3. Ruido de aerogeradores. |. VERA- TUDELA,
Carlos, 1964-, orient. Il Universidade Federal Rural
do Rio de Janeiro. PROGRAMA DE POS- GRADUAGCAO EM
MODELAGEM MATEMATI CA E COMPUTACI ONAL 111. Titulo.




MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO
UFRRJ _ INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM MATEMATICA E COMPUTACIONAL

Seropédica-R], 27 de margo de 2026.

Gabriele de Azevedo Batista

Dissertacdo submetida como requisito parcial para a obtencdo de grau de
Mestra, no Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Matematica e
Computacional PPGMMC, area de Concentragdo em Modelagem Matematica e
Computacional.

DISSERTACAO APROVADA EM 27/03/2026

Carlos Andres Reyna Vera Tudela Dr° (Orientador, Presidente da Banca-UFRRJ)
Sergio Drumond Ventura Dro (membro interno-UFRRJ)

Rogerio Gomes de Lima Tostas Dro (membro externo a Instituicdo-UAB)



MINISTERIO DA EDUCAGAO
UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO
SISTEMA INTEGRADO DE PATRIMONIO, ADMINISTRAGCAO E

UFR |._':-ICONTRATOS

FOLHA DE ASSINATURAS

ATA N° ata/2026 - | CE (12.28.01.23)
(N° do Documento: 1060)

(N° do Protocolo: NAO PROTOCOLADO)

(Assinado digitalmente em 01/04/2026 10:51 ) (Assinado digitalmente em 02/04/2026 19:25)
CARLOS ANDRES REYNA VERA TUDELA SERGIO DRUMOND VENTURA
COORDENADOR CURSPOS-GRADUACAQ - TITULAR PROFESSOR DO MAGISTERIO SUPERIOR
PPGMMC (12.28.01.00.00.00.61) DeptM (12.28.01.00.00.00.63)
Matricula: ###336#3 Matricula: ###228#9

(Assinado digitalmente em 04/04/2026 22:55 )
ROGERIO GOMESDE LIMA TOSTAS
ASSINANTE EXTERNO
CPF: ### #14.307-##

Visualize o documento original em https://sipac.ufrrj.br/documentos/ informando seu niimero: 1060, ano: 2026,
tipo: ATA, data de emissao: 01/04/2026 e o codigo de verificagdo: b38f3b3173




Dedico este trabalho aos meus pais, as
pessoas mais incriveis que jd encontrei na
vida.



Agradecimentos

Agradeco profundamente ao meu orientador, Carlos, e a minha colega de classe, Silvana,
cuja persisténcia e apoio foram essenciais para que eu nao desistisse no caminho.

Sou imensamente grata aos meus filhos, Estevao e Alice, por serem tdo maravilhosos e
por compreenderem minha auséncia em alguns momentos.

Ao meu amigo Ramon, pelo incentivo e por literalmente ter me mostrado o caminho,
deixo aqui minha sincera gratiddo.

Estendo meus agradecimentos a todos que compartilharam do mesmo sonho ou, de
forma direta ou indireta, contribuiram para a concretizacao deste sonho.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.

This study was financed in part by the Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Finance Code 001.

Muito obrigada!
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temos em comum com a natureza.
Stephen Hawking



RESUMO

DE AZEVEDO BATISTA, Gabriele. Estudo dos ruidos produzidos por aerogeradores uti-
lizando a equaciao da onda e o método das diferencas finitas. 2026. 54f. Dissertagdo (Mes-

trado em Modelagem Matematica e Computacional). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2026.

O Brasil € um lider mundial na geracdo de energia limpa. Em 2023, o pais apresentou 89,2% de
sua matriz energética composta por fontes renovaveis, muito acima da média global de 28,1%.
Esse crescimento demonstra o compromisso do pais com as solu¢des sustentdveis para preser-
var o planeta. Essa pesquisa propde a utilizacdo da modelagem matematica, mais precisamente
da equacdo da onda, para analisar e caracterizar o ruido. O método das diferencas finitas € em-
pregado para encontrar solu¢des numéricas que permitam uma melhor compreensio e controle
do fendmeno, indicando diretamente a variacao da pressdo em pontos especificos da equagao.
Nesse estudo serd empregado um algoritmo que foi desenvolvido em pyhon para uma melhor
andlise da equacao da onda envolvida no ruido,além de conclusdes acerca da pressdo sonora
encontrada.

Palavras-chave: Ruido, Equacao da onda, Método das diferencas finitas..



ABSTRACT

DE AZEVEDO BATISTA, Gabriele. Study of Noise Produced by Wind Turbines Using
the Wave Equation and the Finite Difference Method. 2026. 54p. Dissertation (Master
in Mathematical and Computational Modeling). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2026.

Brazil is a global leader in the generation of clean energy. In 2023, the country reached 89.2%
of its energy matrix composed of renewable sources, far above the global average of 28.1%.
This growth demonstrates the country’s commitment to sustainable solutions to preserve the
planet. This research proposes the use of mathematical modeling—more specifically, the wave
equation—to analyze and characterize noise. The finite difference method is employed to obtain
numerical solutions that allow for a better understanding and control of the phenomenon, di-
rectly indicating pressure variations at specific points in the equation. In this study, an algorithm
developed in Python will be used to provide a more thorough analysis of the wave equation in-
volved in noise, in addition to drawing conclusions about the resulting sound pressure.

Keywords: Noise, Wave Equation, Finite Difference Method.
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Introducao

A atual situacdo da crise ambiental global é alarmante. Encontros recentes entre dife-
rentes nacdes buscaram definir e acelerar medidas globais para o planeta, buscando solucdes
diante da crescente exploragcdo de recursos naturais, consumismo exagerado e poluicdo global
presentes no cendrio atual. De frente a um contexto que clama por solucdes sustentdveis, surge
a necessidade de implementar técnicas que envolvam novas formas de exploragdo, controladas
e com impacto ambiental minimo.

O Brasil tem se destacado na geragao de energia limpa. De acordo com os dados divul-
gados pela Agéncia Nacional de Energia Elétrica (ANEEL) em 2024, dos 200 GW alcangados,
84,25% sao de fontes renovdveis. Atualmente as trés maiores fontes renovaveis que compdem
a matriz de energia elétrica brasileira sdo hidricas (55%), Edlica (14,8%) e Biomassa (8,4%). O
crescimento exponencial da energia edlica se destaca pelo fato de nao haver emissdo de gases
poluentes, gerar baixo impacto ambiental e pela existéncia de ventos propicios para a geragao
em boa parte de algumas regides do pais.

Apesar da simplicidade de implementacdo de uma turbina edlica, o problema do ruido
tem se tornado uma dor de cabeca constante que, literalmente, assola pessoas proximas aos
locais de instalacdo das turbinas. Ha muitos relatos de moradores que convivem com os barulhos
das turbinas e se queixam de problemas de satde, resultando em uma pesquisa que descobriu a
sindrome da turbina edlica, doenca causada pelo ruido dos aerogeradores.

O estudo do ruido implica diretamente na necessidade de analisar as caracteristicas e
impactos da onda sonora, de modo a compreender melhor o fendmeno e sua potencialidade. A
modelagem matemadtica torna possivel mudar a dimensao do problema fisico para um problema
matematico, provendo um entendimento mais aprofundado sobre a temdtica em questao.

A equacdo da onda, utilizada para modelar o ruido que se propaga pelo ar, torna vidvel
a andlise do problema matemadtico. Através da aplicacdo do método das diferencas finitas,
utilizado para calcular a pressao sonora em dados momentos, € possivel considerar um estudo
adequado do fendmeno, servindo de base para geracdo de legislacdes mais consistentes acerca
da localizacdo e distancia de uma turbina, viabilizando maior qualidade de vida a populacdo e

permitindo o desenvolvimento da geracdo de energia limpa.



Ao traduzir o fendmeno fisico para representa¢des formais, € possivel analisar a pro-
pagacdo do ruido em diferentes cendrios, considerando varidveis como distancia, intensidade e
caracteristicas do meio. Essa abordagem possibilita antecipar situacdes criticas e avaliar, com
maior precisdo, como a onda acustica se dispersa ao redor dos aerogeradores.

Na modelagem das ondas proposta nesse estudo, as Equagdes Diferenciais Parciais
(EDPs) desempenham papel central, pois descrevem a dinadmica temporal e espacial das os-
cilagdes acusticas. A equacdo da onda, amplamente utilizada para representar perturbacoes de
pressdo, oferece um espaco consistente para simular o comportamento do som emitido pelas
turbinas. Entretanto, a auséncia de solug¢des analiticas para muitos desses casos reais exige o
uso de métodos numéricos, como o Método das Diferencgas Finitas.

A implementacdo computacional dos métodos numéricos, especialmente em Python,
viabiliza a execucdo eficiente das simulagdes, favorecendo andlises mais detalhadas e rdpidas.
Por meio de algoritmos, tornam-se acessiveis rotinas para discretizacdo, resolu¢do numérica
e visualizacdo dos resultados, o que amplia a capacidade de interpretacio do comportamento
acustico.

A adocdo de préticas computacionais com comparacdo de gréificos, tabelas e geracao
de erros proporciona maior veracidade ao estudo, permitindo que os resultados contribuam de
maneira confidvel para discussdes sobre limites de exposicao ao ruido, distanciamento adequado
e aprimoramento das politicas voltadas a expansdo sustentdvel da energia edlica, permitindo
uma andlise que sirva de base para futuros estudos acerca do alcance do impacto e propostas de

limitacdes fisicas acerca da instalacdo das turbinas.



A INTERACAO DO HOMEM COM A NATUREZA

3.1 INTERACAO DO HOMEM COM A NATUREZA

A anédlise histérica de sociedades pré-industriais ou pré-capitalistas permite concluir que
a exploragdo de recursos naturais ocorria de maneira menos exacerbada, comparada aos dias de
hoje, uma vez que a producdo em massa era incomum. Para Santos (2017,p. 2) a economia
capitalista baseada no acimulo de riquezas e extracdo de recursos naturais de forma predatdria,
moldou e transformou a relagdo homem-natureza, rompendo com a harmonia que outrora existia
nesta relacao.

O cendrio de interacdo equilibrada foi destruido quando a produ¢do em massa comegou
a ser gerada em industrias, contribuindo para um considerdvel aumento do consumo de recursos
naturais, poluindo rios e solos e aumentando significativamente a producao de residuos. Além
do aumento exponencial do consumo de matéria prima, o que comegou a tornar invidvel a rege-
neracdo do meio ambiente em certos locais de exploracdo, houve também a poluicdo quimica,
contribuindo para agravamento da destruicdo do meio ambiente.

A preocupacdo com degradacdo a ambiental € crescente e latente devido a ameaga a
existéncia humana. Segundo Santos (2009), nos dltimos 60 anos, os recursos naturais renova-
veis e ndo renovaveis foram explorados com uma intensidade e extensdo incomparaveis com 0s
de qualquer outro periodo da histdria, em consequéncia a isso, 0s ecossistemas estao sendo per-
turbados, alterados ou destruidos em um ritmo jamais atingido para satisfazer a grande demanda
da populacdo mundial, pautada ndo somente na sociedade, mas com forte foco no consumismo.

Antes de meados da década de 80, os problemas ambientais eram nacionais, regionais
ou locais; eram discretos e se relacionavam a contaminagao dos rios, ao desmatamento, a po-
luicdo ambiental urbana, a depredacio de espécies animais e vegetais, aos efeitos de produtos
quimicos sobre a saude, etc. A partir de meados dos anos 80, a mudancga climética tornou-se o
denominador comum de toda a problemadtica ambiental, e o aquecimento global, o réu principal
(Sarewitz e Pielke 2001).

Quando a sociedade percebeu o que estava acontecendo, comecaram 0s movimentos

em prol de legislagdes ambientais mais rigidas, visando frear a agressdo ambiental. Tudo estava



ligado ao clima, e a reducdo do aquecimento global passou a ser o objetivo da politica ambiental
internacional. De modo acritico, muitas organizagdes e grupos ecologistas e ambientalistas
aceitaram considerar o aquecimento global como o responsdvel pela crise ambiental (Lenoir
1995). A mudanca climética delegou a ciéncia o papel de avaliar seus impactos (Tommasino e
Foladori 2001).

Diante das reflexdes crescentes a respeito da crise ambiental, vivida sobretudo a partir
dos anos 60/70 do século XX, surge um consenso mundial sobre a urgéncia de uma transfor-
macao no modelo de desenvolvimento das sociedades modernas. Reunides em nivel mundial,
como a Conferéncia das Nagdes Unidas sobre o Meio Ambiente Humano e a 1° reunido do
Clube de Roma, ressaltaram a importancia da temética incluida agora em um contexto politico.

Ao longo dos anos, os encontros internacionais buscaram frear os danos ambientais e
recuperar as areas ja afetadas. Esses eventos tiveram grande impacto ao inserir os problemas
ambientais na agenda politica mundial. Suas pautas alertavam para questdes como a indus-
trializacdo acelerada, o crescimento populacional descontrolado, a crescente insufici€éncia na
produgdo de alimentos, o esgotamento dos recursos naturais nao renovaveis e a degradacdo

irreversivel do meio ambiente.

3.2 SUSTENTABILIDADE

A palavra sustentabilidade, presente no cotidiano social da maioria da sociedade, surge
na década de 1970, diante de um cendrio que anseia por desenvolvimento econdmico, mas com
respeito ao meio ambiente. De acordo com Romeiro (2012, p. 68), o conceito de desenvolvi-
mento sustentdvel surgiu com o nome de ecodesenvolvimento nos anos 1970, procurando ultra-
passar os constrangimentos surgidos de visdes opostas. Por um lado, os desenvolvimentistas e
por outro os defensores do crescimento zero.

Com o passar do tempo a busca por sustentabilidade ganha novos adeptos e a preocu-
pacdo faz com que a sociedade comece a observar as mudancas climaticas e lutar pela preser-
vacdo ambiental com leis mais rigidas e campanhas de conscientizacdo ambiental, que visam
promover conservagcdao ambiental, consumo consciente, evitar polui¢do e desastres, zelar pela
responsabilidade socioambiental empresarial, entre vérias outras acoes.

Em 2015, ap6s anos de negociagdes com chefes de Estado e altos representantes dos 193
paises-membros integrantes da Assembleia Geral da ONU, surgem os Objetivos de Desenvolvi-
mento Sustentdavel (ODS), uma agenda pré planejada com um plano de acdo para as pessoas, 0
planeta e a prosperidade a serem alcancados até 2030, ficando assim conhecido também como
agenda 2030.

Através do compromisso firmado nas reunides, paises-membros da ONU reconhece-
ram que "a erradicacdo da pobreza em todas as suas formas e dimensdes, incluindo a pobreza
extrema, € o maior desafio global e um requisito indispensavel para o desenvolvimento susten-

tavel"(ONU, 2015). Um dos compromissos assumidos na Agenda € o de "ndo deixar ninguém
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para tras", em referéncia aos mais pobres.

As 17 objetivos de desenvolvimento sustentdveis sdo: erradicagdo da pobreza; fome zero
e agricultura sustentdvel; saude e bem-estar; educacao de qualidade; igualdade de género; dgua
potdavel e saneamento; energia limpa e acessivel; trabalho decente e crescimento econdmico;
industria, inovacao e infraestrutura; redugdo das desigualdades; cidades e comunidades susten-
taveis; consumo e producao responsaveis; acao contra a mudanga global do clima; vida na 4gua;
vida terrestre; paz, justica e instituicdes eficazes e parcerias e meios de implementacao.

Nota-se entre os objetivos que a energia elétrica se destaca por estar presente em todos
eles. Para erradicacdo da pobreza € preciso que as pessoas tenham acesso a dignidade, e a
energia elétrica estd diretamente associada a ela (BRASIL, 1989 apud ALVA; LEAL, 2018,
s.p). Além disso, o custo da energia também se torna uma questdo de acessibilidade quando
voltada para a questdo social. Além de disponivel, hd a necessidade de ser acessivel em termos
de custos.

Quando se trata da seguranca alimentar, para produzir alimentos em larga escala € pre-
ciso otimizagdo do processo, o que envolve diretamente a utilizacao de energia para obtencdo de
qualidade e desenvolvimento de sementes, andlise do solo, quantificacao e precificacao, criagao
de estufas, estoque, transporte de dgua, entre outros fatores. Para que haja disponibilidade de
alimentos em larga escala, capaz de suprir a necessidade mundial, torna-se indispensavel o uso
da energia elétrica.

A educacdo e a saude sdo fatores preocupantes em todos os paises, € a energia tem seu
impacto real, positivo e cotidiano em suas implementacdes didrias. Escolas e hospitais ndo
funcionam sem energia elétrica, além disso, diversas maquinas ligadas a energia 24 horas por
dia garantem a recuperagao de iniimeras pessoas em hospitais. Nas escolas, a tecnologia se faz
cada vez mais presente como forma de potencializar o ensino, e isto se torna possivel gragas a
energia elétrica.

A energia e a igualdade de gé€nero se relacionam ao revolucionar o mercado. As duas
estdo interconectadas por promover avancos sociais. Promover a igualdade de género é funda-
mental para garantir que todos tenham acesso equitativo aos recursos e oportunidades, incluindo
a energia elétrica. Em muitas comunidades ao redor do mundo, mulheres e meninas sio des-
proporcionalmente afetadas pela falta de acesso a energia, limitando suas oportunidades de
educacdo, satude e participacdo econdmica. Garantir que mulheres tenham acesso a energia elé-
trica contribui para sua autonomia e capacidade de realizar suas aspiragdes, promovendo assim
a igualdade de género e o desenvolvimento sustentavel.

Os outros objetivos sdo autoexplicdveis quando se trata de utilizagdo da energia elétrica
para seus funcionamentos, no entanto, € preciso destacar que, se a energia € utilizada em todos
0s processos, € preciso que ela esteja dentro de um alto patamar de sustentabilidade, visando
garantir que todas as metas também estejam correlacionadas a tematica. Para isso, hd uma

necessidade urgente na geragcdo de energia limpa, buscando minimizar o impacto ambiental.



3.3 GERACAO DE ENERGIA LIMPA

Dentro do campo da sustentabilidade, a produ¢do e o consumo de energia elétrica t€ém
gerado preocupacao, afinal, as fontes ndo renovdveis de energia sdo as maiores responsaveis
pela emissdo de gases de efeito estufa. Dentre as energias renovdveis mais conhecidas e com
maior potencial de expansao estdo a energia solar e a energia edlica.

Com o objetivo de minimizar as consequéncias da exploracdo de fontes ndo renovaveis
de energia, surge a campanha pela transicdo energética. Transi¢do energética é passar, no que
for possivel, do uso de combustiveis de fontes fésseis — como petréleo e carvdo — para al-
ternativas que emitem menos gases de efeito estufa. As fontes de energia mais utilizadas no
mundo ainda ndo sdo sustentdveis, mas o Brasil tem se destacado em relagdo ao mundo devido
a aderéncia a fontes renovéveis de energia.

Através de pesquisas divulgadas pelo Empresa de Pesquisa Energética(EPE), observa-
se que a busca por fontes de energia em 2022 ja era bem mais explorada no Brasil do que
no restante do mundo, ressaltando o compromisso brasileiro em busca de fontes de energias

inesgotaveis e de baixo impacto.
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Figura 3.1 — EPE - 2022 Matriz energética brasileira

O Brasil € referéncia mundial em relagdo a geracdo de energia limpa. Segundo dados da
empresa de pesquisa energética (EPE), enquanto a gera¢do mundial de energia limpa em 2021
alcancou 28,1 %, a producdo de energia limpa através de fontes renovédveis no Brasil alcangou
84,8%. Recentemente o Balango Energético Nacional (BEM) emitiu um relatério demonstrando
que em 2023 a participacdo brasileira de renovéveis na matriz elétrica ficou em 89,2% e vem

demonstrando grande potencial de expansao ao longo dos tltimos anos.
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Figura 3.3 — EPE 2023 - Matriz energética brasileira

Dentro do amplo cendrio das fontes de energia limpa, a energia edlica se destaca entre
uma das mais promissoras. E possivel observar que ela ocupa o segundo lugar na geragio de
energia limpa no Brasil, mas o percentual atual tende a crescer gracas a abundéncia e regulari-
dade dos ventos em algumas regides. Assim, os ventos se consolidam como aliados estratégicos
na transicao energética brasileira rumo a uma matriz mais sustentavel.

E impossivel ignorar a potencialidade da geracdo de energia através dos ventos. Em
2010, a participacdo da energia edlica na matriz energética brasileira era de apenas 1,3 % .
Estimativas feitas pelo Ipea, tendo por base o Plano Decenal de Energia (PDE) 2019 e o Plano

Nacional de Energia 2030, apontaram que a estrutura da matriz chegaria em 2030 com cerca de
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2,1% de geracdo através das edlicas, no entanto, a realidade superou a expectativa e atualmente
compde 14,8% da matriz.

Apesar de parecer algo recente, a exploragdo dos ventos para gerar energia é algo an-
tigo. Conforme relatado por Marschof (1992), na idade antiga, os persas foram pioneiros na
constru¢do de moinhos de vento de eixos verticais utilizados na moagem de graos. O objetivo
do moinho era bem bdésico: serviam principalmente para mover mecanismos com fun¢@o na

moagem de grio ou elevacdo de dgua.

Figura 3.4 — Resquicios arqueoldgicos de moinhos de vento Persas. SIEdlica (2016).

Com o avanco do conhecimento e da inovagdo, a Europa comegou a demonstrar interesse
e adotar préticas que exploravam o vento a partir do inicio do século XII , segundo Steadman

(1978). Os primeiros moinhos de vento sdo de eixos verticais e aparecem na Inglaterra,



Figura 3.5 — Chesterton Windmill, moinho de vento do século XVII localizado em
Warwickshire, Inglaterra.

Com o crescimento da populagdo e necessidade de produgdo em massa, com forte influ-
encia da revoluc¢do industrial, os estudos avancam e a energia edlica comeca a ser repensada a
partir de um modelo que permita a obtencdo de melhores resultados. Carvalho (2003) aponta
que Poul La Cour (1846 — 1908),professor e cientista, foi a figura mais importante para o desen-

volvimento de turbinas edlicas mais modernas, como as que existem atualmente. Em sua ideia

9



inicial, Poul La Cour construiu um tinel de vento para a realizacdo de experimentos e consta-

tou um dos problemas envolvendo a energia edlica seria o armazenamento de energia. Estudos

possibilitaram avangos tecnologicos que foram capazes de criar os aerogerados, a saber:
Aerogeradores sdo as maquinas utilizadas para capturar e converter a energia cinética
dos ventos e sdo constituidos basicamente, de uma turbina ou rotor edlico, de um
gerador elétrico e de sistemas integrados ou auxiliares, como a caixa de multiplicacio
e sistemas de orientag@o. Tais maquinas tiveram sua origem nos antigos moinhos de
vento, que convertiam a energia cinética dos ventos em energia mecanica. Em épocas

mais recentes, essas maquinas passaram a ser utilizadas para producdo de energia
elétrica. (DALMAZ, 2007, p.39).

O atlas de potencial edlico brasileiro (cepel,2001) relata que a geracdo de eletricidade
em grande escala, para alimentar de forma suplementar o sistema elétrico com o uso de turbinas
edlicas de grande porte, € tecnologia que existe hd diversas décadas. Desde a fase experimen-
tal, ressaltam-se os primeiros aproveitamentos edlio-elétricos realizados durante as décadas de
1940 e 1950 nos Estados Unidos (Smith-Putnam) e Dinamarca (Gedser). Pode-se dizer que o
precursor das atuais turbinas edlicas surgiu na Alemanha (Hiitter, 1955), ja4 com pés fabricadas
em materiais compostos, controle de passo e torre tubular esbelta.

A crise no Petréleo vivida na décadade 70/80 impulsionou a busca por novas fontes de
geracdo de energia elétrica (Cepel, 2001). Os avancos sofridos ao decorrer dos anos possibilita-
ram que no final do século XX a NASA realizasse estudos com as turbinas mais avangadas para
medi¢des, objetivando o novo programa de energia edlica dos Estados Unidos (APPIO, 2001).
A andlise das viabilidades de geracao de energia edlica permitiu que novos modelos de turbinas
fossem criados. Os modelos mais comuns encontrados na literatura sdo TEEV (Turbina Edlica

de Eixo Vertical) Darrieus, Savonius e molinete.
\fj\ 4
o>
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savonius darrieus molinete

Figura 3.6 — Modelos de rotor com eixo vertical - Fonte: Colegio Sdo Francisco

No Brasil e no mundo, Segundo Appio (2001), os modelos mais utilizados na atualidade

sd0 os de Turbina Edlica de Eixo Horizontal (TEEH) de trés pds, geralmente fabricados em fibra
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de vidro. As turbinas possuem um sistemas de freios aerodindmico, mecanico ou eletronico
acionado quando o vento torna-se demasiadamente forte.

De acordo com Appio (2001), uma turbina edlica TEEH € formada por trés partes prin-
cipais: gerador, rotor e torre. Cada um desses componentes tem inimeras pecas de montagem
e a isso € aplicada tecnologia suficiente para juncdo dos componentes adequados do sistema
como em qualquer miquina.

Os geradores, ou equipamentos de conversao eletromecanica, entram no sistema com
duas possiveis finalidades definidas: fornecer energia para uma rede de eletrificacao, geralmente
como uma alternativa secunddria a rede existente, ou carregar baterias para diversas formas de
uso (APPIO, 2001).

O rotor € composto pelas pds, eixo e caixa de engrenagens para transmissao do movi-
mento de rotagdo para o gerador. As pas de um rotor de eixo horizontal sdo objetos de estudos
de aerodindmica para a optimizagdo de seu emprego de aerogeradores. Em nimeros de uma,
duas, trés, ou mais, as pas sdo elementos aerodinamicos projetados para produzir forcas de
sustentagdo elevadas e pequenas forgas de arrasto (APPIO, 2001).

Uma turbina edlica capta uma parte da energia cinética do vento que passa através da
area varrida pelo rotor e a transforma em energia elétrica (Cepel, 2001). A poténcia elétrica é

func¢do do cubo da velocidade do vento v:

1
P(Watts) = E‘OAr 3 Cpn

p = densidade do ar em kg/m3

A, = D?/4, em que D é o didmetro do rotor

Cp = coeficiente aerodindmico de poténcia do rotor

» 711 = eficiéncia do conjunto gerador/transmissao

O processo de geracdo de energia ocorre de forma bem controlada e estratégica. A
absor¢do de energia cinética reduz a velocidade do vento a jusante do disco do rotor; mas essa
velocidade se recupera com o tempo. A distancia ideal para instalar outra turbina € de 10 vezes
o diametro do rotor. A rotac¢do do rotor diminui com o aumento do didmetro, o que reduz o
ruido e facilita a visibilidade das pds para os pdssaros. A férmula pratica da rotagdo é rpm =
1150/D. As turbinas modernas giram devagar (15 a 30 rpm) e geram pouco impacto ambiental.

No Brasil existem grandes regides, como o litoral nordestino, que apresentam velocida-
des de vento estimadas superiores a 7 m/s a 50 metros de altura, o que possibilita que projetos
edlicos se tornem tecnicamente vidveis € economicamente mais atrativos para o aproveitamento

em larga escala, principalmente em aplicacdes conectadas a rede (DUTRA, 2007) (SA, 2001).
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Figura 3.7 — Mapa de velocidade média de vento e fluxo de poténcia edlica anual do Atlas do
Potencial Edlico Brasileiro (CEPEL, 2001).

Segundo dados divulgados pela EPE no relatério de 2024, a producdo de eletricidade
a partir da fonte edlica alcancou 95,8 TWh em 2023, equivalente a um aumento de 17,4%
em relacdo ao ano anterior, quando se atingiu 81,6 TWh. Em 2023, a poténcia instalada para
geracgdo edlica no pais expandiu 20,7%. Segundo o Banco de Informagdes da Geragdo (SIGA),
da Agéncia Nacional de Energia Elétrica (ANEEL), o parque edlico nacional atingiu 28.664
MW ao final de 2023.

No Brasil, a regido nordeste se destaca devido ao grande potencial de geracdo de energia,
fruto dos fortes ventos propicios da regido. Segundo o portal virtual da Associagdo Brasileira
de Energia Eélica(ABEE()LICA, 2017), a maior parte destas usinas estd instalada no Nordeste
brasileiro, com destaque para o Estado do Rio Grande do Norte, que é lider em geragdo de
energia edlica do Brasil, respondendo por cerca de 27%, 94 % da energia edlica produzida
no pais (3,446 GW), tornando o estado autossuficiente, ou seja, tem capacidade de atender ao

consumo interno, assim como de exportar parte da energia gerada.
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2016 2017

RegiSo Geracdo | Represen- | Geracdo | Represen- % de
(TWh) tatividade (TWh) tatividade crescimento
Sudeste 0,07 0,2% 0,08 0,2% 13%
Sul 4,83 15,1% 5,84 14,4% 21%
Mordeste 2107 84,7% 33,99 84 0% 25%
MNorte -= -- 0,55 1,4% --%
Total 32,07 100% 40,46 100% 26,2%

Figura 3.8 — Geragdo e representatividade da fonte edlica: CCEE/ABEEo0dlica (2017)

Apesar de superar as expectativas, o crescimento da energia edlica ainda € considerado
baixo, tendo em vista a falta de politicas de incentivo ao longo dos anos. O potencial ja foi
demonstrado, nota-se claramente que novos parques estdao sendo instalados e a porcentagem de
composi¢cdo da matriz tende a crescer, no entanto, faz-se necessarios regulamentacdes, pesqui-
sas e incentivos que possam agregar a temaética, proporcionando um entendimento maior acerca
dos desafios, beneficios e consequéncias da implementacdo das turbinas edlicas.

O potencial edlico € crescente e de exceléncia, mas € necesario reconhecer que a cons-
trucio dos parques edlicos também traz maleficios, como os ruidos das turbinas edlicas, por
exemplo. Segundo I1da(1995), o ruido € uma mistura complexa de diversas vibragdes, medido
em uma escala logaritmica em uma unidade chamada decibel (dB).O ruido gerado por aeroge-

radores tem sido um dos impactos ambientais mais estudados da tecnologia (EWEA, 2009).

3.4 O RUIDO COMO QUESTAO DE SAUDE PUBLICA

O ruido é um problema que tem assolado a sociedade e trazido consequéncias graves
a curto, médio e longo prazo. Apesar dos estudos mais atuais comprovarem os sintomas e a
existéncia de doencas vibroactstica, a previsao de ocorréncia ja existia desde o inicio do século
pasando, quando ganhador do Prémio Nobel de Fisiologia, Robert Kock, previu que um dia o
homem terd que lutar contra o ruido assim como lutou contra a célera e a peste. Afirma Aradjo
(2007) que o ruido é um poluente invisivel, o qual lentamente vai agredindo os individuos,
causando-lhes danos tanto auditivos, psiquicos e em todo o organismo.

A energia edlica apresenta grande potencial, mas um problema que acaba se tornando
muito relevante em relagdo a instalagdo dos parques edlicos € o ruido emitido pelas pas, oca-
sionados pelo contato com o vento. Segundo lida (1999), fisicamente, o ruido é uma mistura
complexa de diversas vibra¢des, medido em uma escala logaritmica, em uma unidade chamada
de decibel (dB), podendo se destacar trés caracteristicas principais, que sdo a frequéncia, a

intensidade e a duracdo.

13



A capacidade de um som causar dano ndo depende apenas de seu nivel, mas também
do tempo de exposicdo a ele. Sendo assim, uma exposi¢ao prolongada a ruidos, mesmo que
ndo sejam extremamente altos, pode ser mais prejudicial do que uma exposi¢ao curta a um som
de alta intensidade. A Organizacdo Mundial da Saide (OMS) define o limite de 65 dB como
tolerdvel ao ouvido humano. O ruido dos aerogeradores, especificamente, caracteriza-se por ser
um zumbido constante, mesmo que ndo seja excessivamente alto, o que gera o incomodo. Um
ruido constante de 43 dB(A) ja é suficiente para causar perturbagao.

A exposicao continua ao ruido pode levar a uma série de problemas de saide, que vao
muito além da perda auditiva. Estudos registraram que pessoas expostas ao ruido de parques
edlicos relatam distdrbios do sono, nduseas, dores de cabeca, zumbidos, tonturas, taquicardia,
irritabilidade e problemas de concentracdo e memoéria. Segundo o Ministério do Trabalho do
Brasil, as manifesta¢des incluem alteracdo da qualidade do sono, modificagdo da frequéncia
cardiaca, sudorese, reagdes musculares, problemas gastrointestinais, lesdes nos rins e figado,
aumento na produ¢do de hormonios como a adrenalina, queda da resisténcia a doengas e dis-
funcdes no sistema reprodutor. Recentemente, pesquisas realizadas pela Fundag¢do Oswaldo
Cruz e pela Universidade de Pernambuco identificaram a existéncia de uma doencga vibroacus-
tica especifica, a Sindrome da Turbina Edlica, causada pela exposi¢ao prolongada aos ruidos e
infrassons (sons de baixa frequéncia) dos aerogeradores.

O aumento no numero de reclamacgdes da populacdo devido ao incomodo gerado pelo
ruido demonstra que este € um problema crescente. Em resposta, diversas cidades brasileiras,
como Fortaleza e Jodo Pessoa, ja lancaram suas cartas acusticas para mapear € monitorar a

polui¢do sonora, buscando propor solugdes equilibradas.

3.5 LEGISLACAO ACERCA DO RUIDO

Para tentar reduzir os problemas gerados por niveis excessivos de ruido, legislacdes
nacionais e internacionais t€ém estabelecido limites sonoros para diversas atividades, visando
garantir a seguranca e o conforto da comunidade.

No Brasil, ndo hd uma normativa especifica que aborde exclusivamente o problema do
ruido em parques e6licos. Por essa razao, aplica-se a norma ABNT NBR 10151, que estabelece
limites de pressao sonora para diferentes tipos de dreas habitadas e periodos (diurno e noturno).
Para 4reas rurais, onde os parques edlicos sdo geralmente instalados, os limites definidos pela
norma sao de 40 dB(A) para o periodo diurno e 35 dB(A) para o noturno. No entanto, a NBR
10151 € uma norma de carater geral e ndo leva em consideracio a natureza dindmica do ruido
dos aerogeradores, que € diretamente influenciado pela velocidade do vento. Simula¢des mos-
tram que um parque edlico pode ou nio respeitar a norma dependendo da velocidade do vento,
ultrapassando os limites permitidos quando os ventos atingem 5 m/s, por exemplo. H4 ainda a
Resolucdo CONAMA n° 462 de 2014, que estabelece critérios para o licenciamento ambiental

de parques edlicos, exige que a distdncia minima entre um aerogerador e qualquer residéncia
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seja de 400 metros. Contudo, estudos e simulagdes demonstram que, mesmo respeitando essa
distancia, a maioria das residéncias em um parque edlico pode estar exposta a valores de ruido
superiores aos recomendados pela NBR 10151.

Algumas cidades, como Fortaleza, ja reconhecem a necessidade de mapeamento de
ruido afim de estabelecer limites de acordo com o nivel do ruido. A Carta Acustica de Fortaleza,
criada com o objetivo de mapear e monitorar a polui¢do sonora, servindo como ferramenta de
diagnéstico e defini¢ao de estratégias para o controle de ruidos e melhoria da qualidade de vida,
funciona como um diagndstico espacial detalhado dos niveis sonoros da cidade, sendo um ins-
trumento essencial para o controle da polui¢do e a promocdo do desenvolvimento sustentdvel.

A criacdo da carta evidencia a necessidade de mapeamento e identificacio das principais
fontes de ruido. A normas utilizam simulagdes tridimensionais para garantir que os dados
geograficos reflitam fielmente a realidade do ambiente urbano, sendo capaz de oferecer uma
base técnica s6lida que subsidia a gestdo ambiental, visando garantir a saide e o bem-estar da
populacao.

No ambito legislativo, a iniciativa de um mapeamento de ruidos fortalece o ordenamento
municipal ao fornecer fundamentos cientificos para a aplicacdo de normas de emissdo sonora e
diretrizes de ocupacgdo do solo. Os relatérios técnicos vinculados ao projeto analisam os resulta-
dos a luz dos critérios legais vigentes, permitindo que o poder publico formule regulamentagdes
mais eficazes e protetivas contra o ruido excessivo. Dessa forma, a Carta consolida estratégias
de fiscalizacdo e controle que integram o planejamento urbano as necessidades de protecdo
ambiental.

Internacionalmente, a abordagem varia. Diversos paises europeus e agéncias ambientais
estabeleceram distancias minimas recomendadas entre aerogeradores e residéncias, muitas ve-
zes baseadas em critérios praticos e empiricos. Por exemplo, a Dinamarca e os Paises Baixos
recomendam uma distancia de 4 vezes a altura da torre, enquanto a agéncia francesa ADEME
sugere um afastamento minimo de 250 a 500 metros. No Reino Unido, as distancias recomen-
dadas s@o ainda maiores, chegando a 1.500 metros para torres de 50 a 100 metros de altura. A
Alemanha, por sua vez, adota limites de ruido que variam conforme o tipo de regido, o que na
pratica resulta em distancias de 300 a 1.500 metros. Essa diversidade de abordagens legislativas
destaca a complexidade do tema e a busca continua por um equilibrio entre a geracio de energia

limpa e a protecdo da satide e qualidade de vida da populagao.
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Modelagem do ruido

4.1 O RUIDO DO PONTO DE VISTA FISICO

Do ponto de vista fisico, o som € uma alteracdo mecanica que se propaga em torno de
movimento ondulatdrio através de um meio elastico (OPAS, 1983). A frequéncia de um som ¢é
o nimero de flutuagdes ou vibracdes por segundo e é expressa em hertz (Hz), subjetivamente
percebida como altura do som. A intensidade do som depende da energia das oscilacdes e é
definida em termos de poténcia por unidade de drea. A durac@o do som € medida em segundos.

Por possuir diversos componentes mecanicos, € natural que a estrutura dos aerogerado-
res gere algum tipo de ruido. As formas de ruidos mais comumente encontrados nas estruturas
de geradores edlicos sdo os ruidos mecanicos e os ruidos aerodindmicos, na qual os ruidos
mecanicos sdo oriundos do funcionamento das partes mecanicas, como engrenagens € rotores;
e os ruidos aerodindmicos sdo provenientes do funcionamento das pds em contato com o ar
(ROGERS, MANWELL, WRIGHT, 2006).

O impacto sonoro, relatado em relacdo as turbinas edlicas, reside no fato de que, apesar
de nao ser tao alto, o zumbido produzido € constante. Segundo Barros (2000),a capacidade
de causar danos a audi¢ao ndao depende somente do seu nivel, mas depende também do tempo
de exposi¢cdo. Segundo Zannin (2013) , o ruido pode ser compreendido como uma mistura
de vibracdes, medidas em uma escala logaritmic, € 0 mesmo pode produzir danos ao aparelho
auditivo quando emitido acima do limiar da percep¢ao dolorosa.

A Sindrome da Turbina Eolica manifesta-se como um desafio real e crescente, visto
que o ruido, poluente invisivel, agride o organismo de forma multissist€mica. Essas patologias
vibroactusticas geram um impacto populacional significativo, contribuindo diretamente para a
sobrecarga das redes do Sistema Unico de Satdde (SUS).

Investigacdes académicas sdo o pilar para assegurar que a geracao de energia nao ocorra
em detrimento da qualidade de vida. O mapeamento sonoro € essencial para antecipar situa-
coes de perturbagdo e propor distanciamentos que protejam o bem-estar humano. Para Zannin
(2013), o avanco cientifico permite equilibrar a expansdo edlica com normas mais consistentes

e protetivas a sadde.



De acordo com SILVA(2015), a unidade de medida da intensidade do som é o Decibel
(dB), em que se considera a unidade (1 dB) como o valor correspondente ao som mais baixo
que o ouvido humano consegue detectar. Por esse fato, 10 dB correspondem a um som 10 vezes
mais intenso que 1 dB, 20 dB 100 vezes mais intenso, 30 dB 1000 vezes e assim sucessivamente.
Assim sendo, uma exposi¢do de um minuto a 100 dB (A) ndo € tao prejudicial quanto uma de
60 minutos a 90 dB (A).

De acordo com o Ministério do trabalho (2001), as manifestacdes mais importantes
encontradas em seres humanos expostos ao ruido sdo: alteracdo da qualidade do sono; alteragcdo
da percepc¢do e da compreensao de fala; modificagdo da frequéncia cardiaca acompanhada de
sudorese; diminui¢do da capacidade de desempenho de tarefas psicomotoras; reacdo muscular;
contracdo do abddmen e do estdmago; alteracdo da fun¢do intestinal; lesdes teciduais dos rins e
do figado; aumento da produg@o de hormonios da tireoide e da produgdo de adrenalina; aumento
da producdo de corticotrofina; queda da resisténcia a doengas infecciosas; disfuncao no sistema
reprodutor; contracdo dos vasos sanguineos; dilatacdo das pupilas; irritabilidade; ansiedade e
insOnia.

Silva (2009) diz que a poluicdo sonora e sua consequente influéncia sobre o meio am-
biente e sobre a qualidade de vida dos seres humanos t€ém sido alvo de vdrias pesquisas em
diversas partes do mundo. As doencgas vibroactstica tem ganhado sua importancia devido ao
alto impacto populacional, contribuindo para a sobrecarga do sistema tnico de saude (SUS) e
afetando a qualidade de vida das pessoas. Zannin (2013) aponta que ontimero de reclamagdes
por parte da populacio devido ao incomodo gerado pelo ruido tem aumentado com o passar dos
anos, o que demonstra uma tendéncia de crescimento deste problema.

Pessoas que moram préximas aos locais onde foram instaladas turbinas edlicas relatam
os maleficios e conquéncias vividas devido ao ruido. Fé (2009) mostra que com o objetivo
de tentar reduzir os problemas gerados por niveis excessivos de ruido, legislagdes nacionais e
internacionais tém estabelecido limites sonoros para diversas atividades de modo a garantir a
segurancga e o conforto da comunidade.

O impacto sonoro, a ser analisado, causado pelos aerogeradores é decorrente do som
do vento que bate nas pas, produzindo um ruido constante 43dB(A) . A legislacdo atual diz
que as habita¢des mais proximas deverdo estar, no minimo a 200 m de distancia (TOLMAS-
QUIM, 2003), no entanto, em alguns casos de turbinas j4 instaladas, ndo houve o cuidado com
a distincia, o que tornou-se uma pertubacdo para os moradores locais que buscam fugir da
doenca ocasioanada pelos ruidos. As pesquisas estdo avangando, e estudos recentes realiza-
dos pela Fundag¢dao Oswaldo Cruz e pela Universidade de Pernambuco apontam a existéncia de
uma doenca vibroacustica, causada pela exposi¢do prolongada aos ruidos e infrassons, chamada
Sindrome da Turbina Edlica.

Os problemas ocasionados por ruidos sdo reais e latentes, sendo caso de satide publica e
causando impacto negativo na populacdo. Visando mapeamento e monitoramento da polui¢do

sonora, trazendo a tona o problema e propondo solucdes equilibradas, algumas cidades, como
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Fortaleza e Jodo Pessoa, langaram suas cartas acusticas, identificando os ruidos e propondo uma
resolucao.

A modelagem do ruido sonoro proposto nessa pesquisa propdoe uma andlise matematica
utilizando métodos numéricos computacionais que sejam capazes de calcular a pressdao sonora
e analisar os erros encontrados, demonstrando a importancia do método para obten¢do de resul-

tados matemadticos quando estes ndo podem ser encontrados na forma analitica.

42 MODELAGEM MATEMATICA E COMPUTACIONAL

Nachbin e Tabak (1997) afirmam que a base da modelagem matemdtica e computacional
¢ transformar problemas descritos em linguagem comum em linguagem matemadtica, e depois
fazer o caminho de volta. Para isso, ao resolver um problema de matemaética aplicada € preciso
analisar algo como um "tradutor simultaneo". Esse processo envolve escolher e formular hipo-
teses ligadas a fisica, quimica ou biologia que sejam importantes para o problema. De acordo
com a defini¢do apresentada por Bassanezi (2014, p.24), entende-se que:

Modelagem Matematica € um processo dindmico utilizado para a obten¢do e validacao
de modelos matemiticos. E uma forma de abstracdo e generalizacdo com a finalidade
de previsdo de tendéncias (...) consiste, essencialmente, na arte de transformar situa-

¢des da realidade em problemas matematicos cujas solugdes devem ser interpretadas

em linguagem usual.

A transicao do modelo fisico, através das suposi¢des sobre a natureza do problema, para
o modelo matemdtico, o objeto matematico que o representa, € proposto através de uma andlise
investigativa e interpretativa. A escolha da melhor formulagao matematica depende fortemente
do contexto do problema (Nachbin e Tabak, 1997).

Um modelo matematico € uma representacao da realidade através de equagdes e expres-
sOes matematicas. Muitos preceitos que regem o comportamento do mundo fisico sao modelos
matematicos que envolvem a taxa de variacdo segundo a qual as coisas acontecem. Expressas
em linguagem matematica, as relacdes sdo equacdes e as taxas sdo derivadas. Equagdes funcio-
nais contendo derivadas sdo chamadas equag¢des diferenciais. De modo geral, toda equacdo que
contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em relacdo a uma
ou mais varidveis independentes, chama-se equacgao diferencial.

A necessidade de se resolver problemas cujas modelagens resistiam as técnicas analiti-
cas impulsionou o estudo e aplicacdo de técnicas numéricas avancadas que buscassem substi-
tuir a solucdo analitica por aproximagdes extremamente eficientes (BOYCE; DIPRIMA, 2017).
Atualmente, sabe-se que a solu¢do de uma equacdo diferencial pode ser de diferentes tipos, in-
cluindo modelos analiticos, com solu¢do exata; modelos numéricos, com solucao aproximada;
e modelos qualitativos, com andlise do comportamento geométrico das solucdes e os aspec-
tos das curvas integrais descritos por meio de campos de direcdes (BOYCE; DIPRIMA, 2017;
KREYSZIG, 2013).
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Os fundamentos dessas abordagens remontam ao desenvolvimento histérico do Calculo
Diferencial no século XVII, especialmente aos trabalhos de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm
Leibniz, cujas contribui¢des estabeleceram as bases tedricas para a formulacdo e resolugdo das
equacdes diferenciais (ROCHA, 2002; BOYCE; DIPRIMA, 2017; KREYSZIG, 2013). A for-
mulagdo matematica das leis da mecanica por Newton, particularmente a segunda lei do movi-
mento, constitui um dos exemplos cldssicos de modelagem por meio de equacdes diferenciais
(ROCHA, 2002; BOYCE; DIPRIMA, 2017).

Além disso, o desenvolvimento de métodos para classificacio e resolu¢do de equacdes
diferenciais de primeira ordem, bem como técnicas como separagcdo de varidveis, reducao de
equagdes homogéneas e resolucdo de equagdes lineares, foi posteriormente ampliado por estu-
diosos como Leibniz e os membros da familia Bernoulli (ALITOLEF, 2011; SIMOES, 2014;
ALBRECHT et al., 2014). Tais contribui¢des histdricas consolidaram as bases metodologicas
que, atualmente, sustentam tanto os métodos analiticos quanto os numéricos empregados na
resolucdo de equacdes diferenciais (BOYCE; DIPRIMA, 2017; KREYSZIG, 2013).

Com o objetivo de solucionar equagdes diferenciais que envolvam problemas reais, sur-
gem os métodos numéricos, definidos por Cherri et al. (p. 2) como um conjunto de regras
escritas sob a forma de uma sequencia de operacdes elementares (soma, adi¢do, multiplicacdo
e divisdo) que levam a uma solu¢c@o do problema. A esse conjunto de regras denomina-se al-
goritmo. Os métodos e técnicas computacionais sdo cada vez mais explorados na resolucdo de
problemas reais, principalmente quando as solugdes manuais sdo invidveis ou muito custosas

em relacdo ao tempo de execucgao.

Problema
Real Construgio Escolha de o] - e d
dD MUdCID um mp emem.ac,‘ao Ana 15¢ do
l Matemético Método ’ Computacional » Resultado
Levantamento
de Dados T T T

Figura 4.1 — Métodos Numéricos Computacionais - Departamento de computacdo - Unesp

O avango da tecnologia computacional, aliado a crescente demanda por solugdes de
problemas considerados complexos, impulsionou o desenvolvimento dos métodos numéricos.
A principal caracteristica desses métodos é transformar um problema continuo, que envolve
um nimero infinito de varidveis, em um problema discreto, com nimero limitado de varidveis,
permitindo assim a sua resolu¢do por meio de recursos computacionais.

A modelagem matematica e computacional é amplamente utilizada para resolver equa-
coes diferenciais. Essas equagdes surgiram no século XVII, impulsionadas pelos estudos em
calculo desenvolvidos por Isaac Newton (1642—1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—-1716),
considerados os pioneiros nesse campo. Muitos dos principios e leis que regem o comporta-
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mento do mundo fisico em diversas dreas, como engenharia, fisica e biologia, sdo frequente-
mente formulados em termos de equacdes diferenciais. Essas equagdes, que envolvem funcdes
incognitas e suas derivadas, sdo ferramentas poderosas para descrever fendmenos dinamicos,
desde o movimento de um péndulo simples até a propagacdo de ondas sonoras ou o transporte
de poluentes. Elas representam a taxa de variagdo na qual as coisas acontecem, tornando-as

indispensaveis na modelagem matematica.

4.3 EQUACOES DIFERENCIAIS

Uma equacdo diferencial € definida como uma equacao que envolve uma funcio e algu-

mas de suas derivadas, sendo do tipo:

¥ = f %y @,y (x),...,y" V()] 4.1)

As equagdes diferenciais podem ser classificadas de trés modos. O primeiro é consi-
derando o nimero de varidveis independentes, o segundo leva em consideracdo a ordem de
derivada de maior ordem contida na equacdo e a terceira a linearidade.

Podem ser classificadas como Equagdes diferenciais ordinarias, quando possuem apenas
uma varidvel independente

Fx,5,y,9" ...,y =0, 4.2)

e como equagdes diferenciais parciais, quando possuem mais de uma variavel indepen-

dente

F(X, Y, U, Uy, Uy, Uy, Uyxy, Uyy) = 0. 4.3)

As equagdes diferenciais podem ainda ser classificada de acordo com o grau e ordem.
A ordem de uma equacao diferencial € a ordem da mais alta derivada que ocorre na equagao e
o grau de uma equagdo diferencial € o expoente da derivada de mais alta ordem que aparece na
equacio.

A terceira classificacao € de acordo com a condi¢do de linearidade. Pode ser considerada
linear quando a tunica poténcia permitida para a varidvel dependente e suas derivadas € 1 e
os coeficientes da varidvel dependente e suas derivadas s6 podem ser funcdes das varidveis
independentes.

Na proposta inicial, as equacdes diferenciais foram aplicadas para resolver problemas
oriundos da Geometria e da Mecanica. Na ultima década do século XVII, os pesquisadores
Newton, Leibniz e os irmdos Bernoulli aprofundaram-se nas pesquisas dessas equagdes, contri-
buindo significativamente para seu desenvolvimento. Com o tempo, os estudiosos perceberam

que encontrar solugdes analiticas para essas equagdes era uma tarefa complexa, o que levou a
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criacdo de métodos numéricos como alternativas para resolver tais problemas.

431 METODO NUMERICOS E SEUS AVANCOS

Apesar de sua importancia histdrica, as solu¢des analiticas sdo limitadas a problemas
ideais. Quando as condig¢des iniciais ou de contorno sdo complexas, torna-se invidvel obter
expressoes fechadas para a solucdo. Para contornar essas limitacdes, surgiram os métodos nu-
méricos que fornecem solugdes aproximadas. Técnicas como diferencgas finitas e elementos
finitos passaram a ser fundamentais no estudo aplicado de equagdes diferenciais parciais.

O ponto de partida do surgimento dos métodos numéricos, o0 Método de Euler, também
conhecido como método da reta tangente, baseia-se na ideia de que uma reta tangente pode
aproximar os valores de uma funcdo em uma pequena vizinhanga do ponto de tangéncia.

Seja a solucdo de uma equagdo diferencial do tipo:

dy_

P =f(x,y)

com valor inicial  y(x9) = yo.

A solucdo desta equagdo resulta numa funcao y(x), como mostrado no gréfico:

yix) ¥(x)

Reta Tangente no ponto
Yo -

Xp X x

Figura 4.2 — Gréfico da reta tangente
Fonte: Lob3o (2017)

A partir da equacdo h=x;—xp observa-se que a derivada da funcdo y(x) em um
ponto qualquer x € dada por f(x,y). Conhecendo-se a derivada da fun¢do y(x) no ponto Xy,
ou seja [f(xo, yo)], pode-se estimar o valor da funcdo y(x) no ponto x; por meio de relacdes

trigonométricas:
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Figura 4.3 — Fonte: Lobao (2017)
h=x1-xp Ay=y1—Yo

1— Yo

tg(@) = f(x0, o) = 20 Yo
X1 —

= f(xoyy()):yl—

h = J’IZJ’O"‘hf(XO»J/O)

Esta relacdo pode ser generalizada para um ponto i qualquer, resultando na forma de

recorréncia para solucao de equacdes diferenciais pelo Método de Euler:

Yi=Yi-1+hf(xi-1,yi-1)

Geometricamente, dada uma EDO de primeira ordem, y’ = f(t, y), com uma condic¢ao
inicial y(t0) =, o método usa a inclinagao f(t0, y0) para estimar o préximo ponto yl =y0 + h *
f(t0, y0), onde h é o tamanho do passo. Este processo € repetido sucessivamente, gerando uma
solu¢c@o numérica poligonal.

A simplicidade do Método de Euler € seu principal atrativo, mas ele exige um grande
nimero de cédlculos para obter boas aproximacdes, o que pode tornar os cdlculos impraticaveis
ou indteis devido a acumulagdo de erros. Os erros decorrentes de métodos numéricos sao de
duas naturezas: erros de arredondamento (causados pela aritmética de precisdo finita dos com-
putadores) e erros de truncamento (causados pela técnica de aproximacao utilizada). O Método
de Euler € de primeira ordem de convergéncia (p=1), o que significa que o erro absoluto diminui
linearmente com h.

A busca por solugdes mais precisas levou ao desenvolvimento de métodos que melhora-
vam a estimativa da inclinacdo dentro de cada passo. O Método de Euler Melhorado (também
conhecido como Método de Heun) surgiu com essa finalidade. Em vez de usar apenas a in-
clinacdo no inicio do intervalo, ele considera uma média entre a inclinacdo no ponto inicial
e uma inclinacdo estimada no ponto final do passo, utilizando uma previsdo de Euler para o
ponto final. Essa abordagem resultou em uma ordem de convergéncia de segunda ordem (p=2),
proporcionando uma aproximacgao significativamente melhor com o mesmo tamanho de passo

h.
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O conceito por trds do Método de Euler Melhorado abriu caminho para uma familia mais
ampla e sofisticada de métodos: os Métodos de Runge-Kutta (RK). Nomeados em homenagem
aos matematicos alemaes Carl David Runge (1856-1927) e M. Wilhelm Kutta (1867-1944), que
fizeram contribui¢des significativas para sua teoria e aplicagdes no inicio do século XX. Esses
métodos sdo construidos a partir de expansdes em série de Taylor, mas com a vantagem de evitar
o célculo explicito de derivadas de alta ordem da funcdo f(t,y), o que seria computacionalmente
caro e complexo. Em vez disso, eles usam mudltiplas avaliagdes da funcado f dentro de cada
passo, combinando-as de forma ponderada para atingir ordens de precisdo mais elevadas.

O Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem (RK4) é um dos mais populares e eficientes
na prética. Ele calcula quatro inclinag¢des (k1, k2, k3, k4) dentro do intervalo h, que representam
avaliagdes da funcdo f no inicio, no meio e no final do passo, e entdo as combina para produzir
uma estimativa yn+1 com quarta ordem de convergéncia (p=4). Os métodos de Euler e Euler
Melhorado sao, na verdade, casos especificos da familia Runge-Kutta, sendo o Euler de primeira
ordem e o Euler Melhorado de segunda ordem.

Enquanto os métodos de Euler e Runge-Kutta sdo métodos de passo simples (utilizando
informagdes de um tnico ponto anterior para calcular o pr6ximo), a evolu¢do dos métodos
numéricos também levou ao desenvolvimento de métodos de passos multiplos. Esses métodos
aproveitam informacdes de mais de um ponto anterior (ou seja, yn, yn-1, yn-2, etc.) para
calcular o proximo ponto (yn+1), o que pode levar a uma maior eficiéncia computacional para
a mesma ordem de precisdo. Os métodos de passos multiplos s@o categorizados em explicitos e
implicitos.

Os métodos explicitos (como os da familia Adams-Bashforth) calculam yn+1 direta-
mente a partir de pontos anteriores. Por exemplo, o Adams-Bashforth de segunda ordem utiliza
fn e fn-1.

Os métodos implicitos (como os da familia Adams-Moulton) envolvem a solugdo de
uma equacgao (geralmente ndo linear) para yn+1, pois fn+1 também depende de yn+1. Eles sdao
frequentemente usados em conjunto com métodos explicitos em um esquema previsor-corretor,
onde um método explicito fornece uma estimativa inicial, que € entdo refinada por um método
implicito para maior precisao.

Um desafio comum aos métodos de passos multiplos é a necessidade de varios valores
iniciais para comegar o processo iterativo. Esses valores, além da condi¢do inicial y(t0) =, sdo
geralmente obtidos usando um método de passo simples de alta ordem, como um Runge-Kutta.

E perceptivel através da andlise da evolucdo dos métodos numéricos que os avancos
no campo de estudo das equacdes diferenciais permitiram técnicas que se aproximavam cada
vez mais da solugdo exata, permitindo a solu¢do aproximada de forma satisfatéria e com erros
infimos. Nas ultmas décadas, o crescimento do poder de processamento dos computadores re-
volucionou a modelagem matemética. Problemas que antes exigiam meses de cdlculos manuais
hoje podem ser resolvidos em questdo de minutos.

A classificacdo de uma equacgdo pode ser essencial para saber qual método numérico €
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mais adequado na sua resolucdo. Quando se trata de uma Equagdo Diferencial Parcial Linear de
Segunda Ordem, por exemplo, os estudos acerca das equagdes diferenciais parciais permitiram
classificd-las de trés maneiras, sendo elas: Elipticas, Parabdlicas e Hiperbdlicas. , com duas

varidveis independentes:

Ou +b Ou + ou +d0u+ 6u+ fx,y), Yy eQ
a c —+g—+pu=fxy), X,
0x0x 0x0y  0yoy 0x & oy p ¥ ¥

A classificagdo depende do Sinal do Discriminante € os nomes sao por analogia com as

secoes conicas:

b?*—4ac<0 EDP Eliptica
b?>—4ac=0 EDP Parabdlica

b?—4ac>0 EDP Hiperbélica

A classificacio das equagdes diferenciais parciais em elipticas, parabolicas e hiperboli-
cas nao € apenas tedrica. Cada tipo estd associado a fendmenos especificos da natureza, permi-
tindo escolher métodos adequados de resolugdo, sendo capaz de determinar a escolha dos méto-
dos numéricos mais adequados para sua resolucao. As Equacdes Diferenciais Parciais Elipticas,
como a Equacgado de Poisson (ou Laplace), modelam fendmenos de estado estaciondrio, como
a distribuicao de tensdes em placas, a distribuicdo de temperatura em regime permanente € 0o
potencial gerado por cargas elétricas. Para estas, o método de Diferencas Finitas pode ser em-
pregado, convertendo o problema em um sistema linear de equagdes, resolvido tipicamente por
calculo matricial.

As Equagoes Diferenciais Parciais Parabdlicas, como a Equacdo do Calor (ou da difu-
sd0), descrevem problemas de evolu¢do onde uma das varidveis € o tempo, como a conducao
de calor. Nesses casos, a varidvel tempo requer um tratamento diferenciado das varidveis es-
paciais. Métodos como as Diferencas Progressivas (explicito) e Diferencas Regressivas (im-
plicito), ou o0 Método de Crank-Nicolson, sdo utilizados. A escolha depende de consideracoes
de estabilidade, sendo os métodos implicitos frequentemente preferiveis por sua estabilidade
incondicional.

As Equacdes Diferenciais Parciais Hiperbdlicas, como a Equacido da Onda, modelam a
propagacio de ondas (acusticas, aqudticas, eletromagnéticas) e vibracdes mecanicas. Para estas,
métodos explicitos de Diferencas Finitas sdao aplicados, também com aten¢do a estabilidade do
método.

Subtende-se que classificacdo das EDPs orienta a escolha dos métodos numéricos por-
que as caracteristicas estruturais de cada tipo de equacao refletem a natureza do problema fisico
que elas representam, exigindo abordagens computacionais especificas para garantir a precisao,
estabilidade e eficiéncia da solucao. Apesar dos avancos, ainda existem desafios na drea de mo-

24



delagem computacional. Entre eles destacam-se a precisao dos célculos, o custo computacional
e a estabilidade dos algoritmos utilizados.

Uma das propriedade mais bédsicas de um método numérico para aproximar solucdes de
uma equagao diferencial € a precisdo. A estabilidade em métodos numéricos € uma propriedade
fundamental que garante que pequenas perturbacdes ndo causem grandes desvios na solugdo
aproximada, assegurando que esta permaneca limitada e se comporte de forma razodvel ao
longo do tempo.

Um método numérico é considerado estdvel se, ao ser aplicado a um Problema de Valor
Inicial (PVI), a diferenca entre duas solu¢des numéricas geradas a partir de condi¢des iniciais
ligeiramente distintas € limitada por uma constante multiplicada pela diferenca nas condi¢des
iniciais originais. Em termos mais simples, a estabilidade impede que erros de arredondamento
ou de dados iniciais sejam amplificados, fazendo com que a solu¢cdo numérica permanega pre-
visivel e limitada.

A estabilidade € um dos trés conceitos basicos, juntamente com a consisténcia e a con-
vergeéncia, interligados pelo Teorema de Equivaléncia de Lax. Este teorema afirma que, para um
PVI bem-posto, um método numérico consistente € convergente se, € somente se, for estiavel.
Isso significa que a busca por um método convergente depende diretamente de sua consisténcia
e estabilidade.

A busca pelo refinamento de métodos numéricos € totalmente justificada tendo em vista
que a esséncia do aperfeicoamento é, portanto, desenvolver ferramentas robustas e teoricamente
fundamentadas que garantam solu¢des confidveis, expandam a capacidade de resolucdo de pro-
blemas, otimizem o desempenho computacional e aprimorem o entendimento de fendmenos

fisicos complexos.

44 O METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O avanco dos métodos computacionais propiciou a formulagdo do método das diferen-
cas finitas, que tem suas raizes no desenvolvimento da série de Taylor, e representa uma fungao
continua por meio de um polindmio em torno de um ponto especifico. A partir dessa expansao,
percebe-se que, ao truncar a série, € possivel aproximar derivadas de uma funcdo em termos de
combinagoes lineares de seus valores em pontos vizinhos discretos. Essa ideia constitui o fun-
damento das diferencas finitas, permitindo a transicao de problemas continuos para formulacdes
numéricas aplicdveis em malhas discretas

O Meétodo das Diferencas Finitas € uma das técnicas numéricas mais utilizadas na so-
lucdo de equagdes diferenciais parciais, especialmente em problemas que exigem modelagem
computacional para obter solu¢des aproximadas. Esquemas de diferengas finitas foram utili-
zados pela primeira vez por Leonhard Euler, no século XVIII, para encontrar solucdes aproxi-
madas das equagdes diferenciais, técnica conhecida como método de Euler (Brannan & Boyce,
2008).
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O objetivo do método das diferencas finitas € transformar um problema composto por
equagdes diferenciais em um problema formado por equacdes algébricas.

Segundo Franco (2012), o método das diferencas finitas visa discretizar o dominio e
substituir as derivadas presentes na equagdo diferencial por aproximagdes que envolvem ape-
nas valores numéricos da funcdo. Discretizar o dominio significa dividir a regido continua do
problema em um conjunto finito de pontos. Em seguida, as derivadas presentes na equagao
diferencial sdo substituidas por expressdes que utilizam diferencas finitas entre os valores da
fun¢do nesses pontos. Na aproximacdo, o método € visivelmente eficaz, mas tem como fator
negativo a instabilidade.

No processo de discretizacdo, o dominio continuo da equacao diferencial (seja ele espa-
cial ou temporal) € dividido em uma malha de pontos discretos, geralmente igualmente espaca-
dos. Isso € feito definindo um "passo"(h para EDOs, ou x e t para EDPs). A escolha da malha
e do método de discretizacao representa um balango critico entre a precisao desejada, a estabi-
lidade numérica e a eficiéncia computacional, com o objetivo de obter uma solu¢do numérica
que reflita fielmente o comportamento fisico do problema

No caso da primeira derivada, as diferencas finitas apresentam trés formulacdes classi-
cas se destacam: diferencas progressivas, que utilizam o ponto atual e pontos futuros; diferencas
regressivas, que consideram o ponto atual e pontos anteriores; e diferencas centrais, que fazem
uso de pontos simetricamente distribuidos ao redor do ponto de interesse. Para a segunda deri-
vada, a férmula de diferengas centradas de segunda ordem € amplamente empregada, enquanto
a série de Taylor € frequentemente utilizada como base para deducio de férmulas aplicaveis a
derivadas de ordens superiores.

A precisao da derivacdo numérica estd diretamente relacionada a ordem de convergén-
cia do método. Aproximacdes centradas apresentam, em geral, maior exatidao por serem de
segunda ordem, com erro proporcional a O(h?), enquanto as aproximagdes progressivas e re-
gressivas possuem ordem inferior, com erro proporcional a O(h). O desempenho desses méto-
dos € afetado por dois tipos de erros principais: o erro de truncamento, que decorre da diferenca
entre a solucdo exata e a aproximagdo numérica, e o erro de arredondamento, que estd associ-
ado as limitagdes da aritmética computacional. Embora a reducdo do passo h diminua o erro de
truncamento, intervalos excessivamente pequenos podem aumentar o erro de arredondamento,
comprometendo a qualidade da solucao.

Os métodos de diferengas finitas (MDF) consolidaram-se a partir da década de 1940
como ferramentas versateis e eficientes para a resolucdo de equagdes diferenciais parciais. O
MDF cléssico, que se baseia em aproximagdes centradas para as derivadas de primeira e se-
gunda ordem, apresenta desempenho satisfatorio em situacdes de difusdo dominante ou em
cendrios nos quais ha equilibrio entre convec¢ao e difusdo. Nessas condi¢des, o erro em rela-
cdo a solucdo analitica tende a ser reduzido, o que indica maior consisténcia. Contudo, esse
método enfrenta desafios relevantes em casos onde a conveccado € dominante, apresentando ins-

tabilidades e oscilacOes espurias, além de dificuldades adicionais quando aplicado a geometrias
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complexas e condi¢des de contorno especificas.

O MDF do tipo upwind surgiu como uma alternativa para tratar problemas marcados
pela conveccdo dominante. Esse método combina diferengas progressivas ou regressivas de pri-
meira ordem para o termo convectivo com diferencgas centradas de segunda ordem para o termo
difusivo, sendo a escolha da direcdo dependente do sinal do campo de velocidade. Sua prin-
cipal vantagem consiste na capacidade de reduzir ou eliminar oscilacdes esptrias ao introduzir
uma difusdo numérica artificial que suaviza a solucdo. Embora essa caracteristica aumente a
estabilidade, ela pode comprometer a precisdo em problemas nos quais a convec¢do nao de-
sempenha papel dominante. Em cendrios bidimensionais, o método reduz, mas ndo elimina
completamente, as oscilagdes, podendo exigir ajustes adicionais como a normaliza¢do do do-
minio computacional.

A escolha entre diferentes métodos numéricos deve levar em consideragdo as carac-
teristicas especificas do problema em andlise. Em cendrios de conveccdo dominante, o MDF
upwind geralmente se mostra mais eficaz na atenuacgdo de oscilagdes, apesar da difusdo artificial
introduzida. Ja em situacOes de difusdo predominante, os métodos centrados tendem a fornecer
resultados mais consistentes e proximos da solugdo analitica. Dessa forma, nao ha um método
universalmente superior, mas sim alternativas que devem ser cuidadosamente selecionadas a
partir de critérios de estabilidade, precisdo e custo computacional.

A ideia fundamental da derivacdo numérica € aproximar o coeficiente angular da reta
tangente a uma fungdo f(x) em um ponto P pelo coeficiente angular de uma reta secante PQ,
onde Q € um ponto préximo de P. Quanto menor a distancia h entre P e QQ, mais proxima a
reta secante se torna da reta tangente, e, consequentemente, a aproximac¢ao da derivada se torna

mais precisa.

Estrutura Matematica que Substitui Derivadas por Diferencas Finitas

A base matematica para substituir derivadas por diferengas finitas reside fundamental-
mente no Teorema de Taylor. A expansdo em série de Taylor permite aproximar o valor de
uma funcdo em um ponto proximo utilizando o valor da funcdo e suas derivadas em um ponto
conhecido. O erro decorrente dessa aproximacao € conhecido como erro de truncamento.

O erro de truncamento local é da ordem O(h™), onde h é o espacamento entre 0s pontos

(tamanho do passo) e n é a ordem de precisdo da aproximacao.

1. Aproximacao da Primeira Derivada

A definicdo da derivada de uma fun¢do f(x) em um ponto P é dada por:

fx+h) - f(x)
h

/ R T
=i
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Para a derivagdao numérica, em vez do limite, utiliza-se uma aproximacdo finita para o passo
h (onde h # 0 e é um valor reduzido). Existem diversas féormulas de diferencas finitas para

aproximar a primeira derivada, classificadas em trés tipos principais :

* Férmulas de Diferengas Progressivas (Forward): Utilizam o ponto x; e pontos a frente
(xx+h, x;.+2h).

— Foérmula de primeira ordem:

fxp+h)— f(xg) ou u(@+1)—u(d
h h

f(xp) =
O erro de truncamento local para esta férmula é da ordem O(h) .

* Férmulas de Diferengas Regressivas (Backward/Retroativas): Utilizam o ponto xj € pon-
tos anteriores (xx — h, X —2h).

6rmula de primeira ordem:

rooy S = fla—h) u(@) —u(i-1)
fxp) = P ou

O erro de truncamento local para esta férmula é da ordem O(h).

e Férmulas de Diferencas Centradas: Utilizam pontos equidistantes em torno de xj (xj—
h, Xi + h)

— Férmula de segunda ordem:

[+ )= flxe—h) ou u(i+1)—u(i-1)
- 2h 2h

fxx)

Os esquemas centrados sdo geralmente mais precisos, com erro de truncamento da
ordem O(h?) .

A precisdo do método aumenta a medida que /& diminui e quanto mais pontos sdo utilizados
na interpolacdo. No entanto, um h muito pequeno pode levar a um erro de arredondamento

significativo .

2. Aproximacao da Segunda Derivada

Similarmente a primeira derivada, as formulas para a segunda derivada podem ser dedu-

zidas usando o polindmio interpolador ou, mais comumente,a série de Taylor.

* Férmula de Diferengas Centradas para a Segunda Derivada:

St —2f )+ fOg—h) o ul+ D) —2ul) +uli-1)

f"(xr) 2 2
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Esta € uma férmula de diferencgas centradas de segunda ordem, e seu erro de truncamento
é da ordem O(h?).

3. Aproximacao de Derivadas de Ordem Superior

O principio de usar a série de Taylor pode ser generalizado para obter férmulas de dife-

rencas finitas para aproximar derivadas de ordem superior.

4. Aplicacao na Discretizacao de Equacoes Diferenciais Parciais (EDPs)

O Método de Diferencgas Finitas (MDF) é amplamente utilizado para discretizar EDPs
em um dominio discreto equivalente ao dominio fisico do problema. As derivadas parciais
na EDP sdo substituidas por suas aproximagdes por diferencas finitas nos pontos da malha,
transformando a EDP em um sistema de equagdes algébricas (ou equagdes de diferencas finitas
- EDF) que pode ser resolvido computacionalmente.

Por exemplo, para a equagdo de Convecg¢ao Difusdo em 1D:

d*u N wdu
dx? dx

Com condicdes de contorno de Dirichlet: u(0) =1e u(1)=0ou u(0)=0e u(l)=1.

-k = f(x)

Ao aplicar aproximacdes por diferengas finitas (por exemplo, centradas para ambos os
termos), a equacgdo € discretizada em um sistema linear na forma Au = f. No caso 1D, a matriz
de coeficientes resultante, A, é tipicamente tridiagonal esparsa. Para problemas 2D, a matriz se

torna pentadiagonal esparsa.

Exemplos de Discretizacao de EDPs com MDF

* Equacdo de Convecgdo Difusdo em 1D (Esquema Classico/Centrado): Substituindo a
segunda derivada por uma diferenca centrada de 2* ordem e a primeira derivada por uma

diferenca centrada de 1* ordem [26]:

u(i+1)-2u(@d+u(i-1) u@+1)—-u(i-1)
k +w =

Ax? 2Ax f

* Equacao de Conveccao Difusao em 1D (Esquema Upwind): Utiliza diferenga centrada

de 2% ordem para o termo difusivo e avancada/atrasada de 1* ordem para o termo convec-
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tivo, dependendo do sinal da velocidade w :

u(i+1)-2u(@)+u(i-1) u(@)—u(i-1)
k +w

Sew>0: - =f
Ax? Ax
1) — 2l 1 D) - i
Se w<0: _ku(z+ ) u(i)+u(i )+wu(1+ ) u(l):f
Ax? Ax

O esquema Upwind introduz falsa dispersdao numérica, gerando maior suavidade nas so-

lucdes aproximadas.

* Equacdo de Convecc¢do Difusdo em 2D (Esquema Cléssico/Centrado): Utilizando dife-

rengas centradas para todas as derivadas:

-k

u(i+1,j)-2u(i,j)+uli-1,)) N u(i,j+1)—2u(i,j)+u(i,j-1) ] N
Ax? Ay?

u(i+1,j)—u(i—1,j)+ u(i,j+1)—-u(i,j-1)
2Ax 2Ay

|-1

E notdrio que o método de diferencas finitas € uma ferramenta poderosa que, através da
substituicao de derivadas por quocientes de diferencas finitas baseados na série de Taylor, per-
mite transformar problemas diferenciais continuos em sistemas algébricos discretos passiveis

de solug@o computacional.

4.5 EQUACAO DA ONDA

A equacgdo da onda em uma unica direcao, objeto de estudo desta pesquisa, € uma equa-
cdo diferencial parcial de segunda ordem. Nesse tipo de equagdo, a incognita € uma fungdo
(variavel dependente) de duas ou mais varidveis independentes, e aparecem derivadas parciais
dessa funcio em relacio a essas varidveis. E chamada de equacio diferencial parcial justamente
porque envolve derivadas parciais da func¢do desconhecida. A ordem da equacgdo é determinada
pela ordem mais alta dessas derivadas presentes. Sendo assim, sua classificagdo leva em conta
caracteristicas como: linearidade, nimero de varidveis, tipo (eliptica, parabdlica ou hiperbo-
lica), e ordem da derivada mais alta.

Modelar uma onda sonora com o objetivo de analisd-la € uma tarefa simples, ja que ao
resolver a equacgdo diferencial, ou um sistema de equagdes diferenciais, que caracteriza o pro-
cesso de propagacao da onda, pode-se prever o seu comportamento. Sendo assim, a modelagem
de um sistema de propagacdo de onda em um conjunto de equagdes diferenciais fornecerd uma
descricao aproximada e simplificada do processo real (THOMAS, 2013). A formulacdo que
expressa a equagao geral da onda, descrevendo a propagagao da onda acustica em todas as di-
recoes, considerando que o meio possua uma densidade constante ou com poucas variacoes, €

possivel obter a equacao:
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1%
?W -Vp=Sx,yt).

Na expressao em questdo, ¢ € a velocidade de propagacdo do meio, p é o campo de
pressdo, t € o tempo, V € o gradiente e S(x, y, t) representa a fonte do ruido. De acordo com
Saliba (2011), matematicamente o nivel de pressdo sonora é o que determina a intensidade do
som e representa a relacao do logaritmo entre a variacao da pressao (p) provocada pela vibracao
e a pressao que atinge o limiar da audibilidade.

Através da modelagem matemaética e computacional é possivel analisar melhor o ruido e
compreender caracteristicas essenciais com o objetivo de prover melhor entendimento, tornando
possivel uma melhor andlise em relagdo as leis e/ou minimizar o impacto sonoro.

Quando relacionada ao problema do ruido, € preciso que certas propriedades sejam ob-
servadas. O ruido € uma onda mecanica e as ondas constituem um dos principais campos de
estudo da Fisica e suas aplicacdes sdo bastante significativas no mundo. Aplicar a modelagem
nas ondas, torna visivel como o problema pode ser facilmente.

Para compreender de forma mais precisa como o som se propaga e afeta o ambiente
e o corpo humano, é necessdrio recorrer 2 modelagem matemética. Na matemdtica,o uso das
equagdes diferenciais, especialmente as equacdes de onda, sdo bem utilizados na descri¢ao do
comportamento das vibragdes sonoras no espaco e no tempo. A equacdo da onda em uma tnica
direcdo € caracterizada como uma equacdo diferencial parcial linear de segunda ordem e sua so-
lucdo geral é composta pelo conjunto de funcdes y(X, t) que satisfazem a igualdade na equagdo.
As ondas mecanicas sdo as mais conhecidas por estarem presentes no cotidiano da sociedade,
seja através da observagcdo de uma onda do mar, audi¢do de uma musica e vérias outras situa-
coes. Estas ondas dependem de um meio material para se propagarem e sdo governadas pelas

leis de Newton. A equacdo da onda mecanica em uma tnica dire¢do € dada por:

dzy(x, n l@zy(x, 1)
ox2 2 4

O nivel de ruido vai depender da pressao sonora. O nivel de pressao sonora corresponde

a energia transmitida pelas vibragdes, expressada em decibéis (dB). E justamente esse nivel de
vibragcdo que afeta as pessoas e provoca as doengas vibroacusticas. A frequéncia de um som
permite ao receptor distinguir a sua altura, representando o nimero de vibragdes por segundo
expressa em Hz. A Organizacdo Mundial da Saide (OMS) define o limite tolerdvel ao ouvido
humano como sendo de 65 dB.

A andlise da expressdo vai ocorrer com a utilizacdo de métodos numéricos, visando a
obtencdo de resultados por meios computacionais. O processo para obten¢do de uma solugdo
numérica inicia-se com a defini¢do do problema fisico, o qual € traduzido em uma modelagem
matematica. A partir dessa modelagem, sdo formuladas as equagdes governantes que descrevem

o comportamento do sistema. Em seguida, essas equagdes sdo submetidas a um processo de
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discretizacdo, convertendo-as em um sistema de equacdes algébricas. Esse sistema € entdo
submetido a resolucdo das equacdes algébricas, resultando em uma solug¢do aproximada. Essa
solucdo é posteriormente submetida a andlise e interpretacdo, possibilitando o ajuste do modelo,
caso necessario, retornando a modelagem matemaética para refinamentos.

Nesse estudo, o objetivo de modelar esse problema € verificar a eficiéncia e a estabili-
dade da solu¢c@o numérica da equacdo da onda, utilizando o método das diferencas finitas. Uma
solu¢do numérica visa descrever o fendmeno fisico com uma abordagem bastante simples e
precisa, sendo possivel indicar a variagdo da pressdo. A ideia € alcangar uma solucao e analisar
sua viabilidade, ja que obter a solu¢do analitica de equacdes diferenciais parciais pode ser bem
custoso. Umas das grandes vantagens em utilizar solu¢des numéricas deve-se ao fato de que ha
muitos problemas em aberto que ndo possuem solucdes analiticas, de forma que a abordagem
numérica € que permite que esta dificuldade seja contornada considerando as aproximacoes
encontradas.

Ao considerar o comportamento de ondas em apenas um meio de propagacgao, € possivel
utilizar o método de diferencas finitas para discretizar esta equacao ja que a equacdo da onda em
uma unica direcdo € caracterizada como uma equagao diferencial parcial linear de segunda or-
dem, e sua solugdo geral é composta pelo conjunto de funcdes y(X, t) que satisfazem a igualdade
na equacao.

A resolugdo da equagdo da onda pelo método das diferencas finitas consistird em quatro
etapas fundamentais. A primeira etapa é a construcao da malha, a segunda na constru¢ao do
problema discreto, a terceira na resolu¢do do problema discreto e a quarta na visualizacdo e
interpretacdo dos resultados.

Inicialmente, visando a obten¢ao de um cédigo computacional, € preciso analisar e es-
tabelecer parametros iniciais. O primeiro passo € criar a malha, onde considerando pardmetros
fisicos e numéricos. A malha € criada através da escolha de um inteiro positivo N, que dividi o
intervalo [a, b] em N+1 subintervalos. A constru¢cdo do problema discreto envolve a montagem
do sistema matricial linear de ordem NxN, resultante da aproximacao discretizada da equacgdo
diferencial. A resolucdo do problema acontece através do esfor¢o computacional para encontrar

as aproximacoes, por ultimo, é possivel visualizar o grifico e encontrar os resultados.

4.5.1 Solucdo numérica da equacio da onda

A série de Taylor serd utilizada para a aproximagdo das derivadas e montagem do es-

quema de diferencas finitas.

+1
ulx,t,)  u —2ul+u

orz NG

{1—1

L+ O,

4.4)
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2 no _o,n n
0°u(x;, ty) B u; 2ul. + U

i—1 2
= + O(Ax"). 4.5
Py N (Ax%) (4.5)
Substituindo as equacdes acima teremos:
A} UGS i u  =2ult+u’
i i i — Cz i+1 i i-1 + O(sz,Atz) (4.6)

At? Ax?

Isolando o termo u?“ e desconsiderando o erro local de truncamento:
C2At?
Ax?

n+l _
; =

(ul' —2ul +ul ) —ul! 4.7)

n
u Zui + i+

Esta discretizagao possui um problema, pois para n =0 € exigido o valor do ponto ul._l.
Para resolver este problema utilizaremos a segunda condi¢ao inicial:
u(x,0) = g(x) (4.8)
Tomando a aproximacao centrada no tempo:

u{z+1 _ n-1

up(x;i ty) = —— L 4.9
t( 1 n) 2At ( )
Fazendo t =0:
ul - u._l
,0)= ~+—"1 4.10
ut(xz ) ZAZ' ( )
ul—u!
N R 4.11
g(xl) 8i IA? ( )
Portanto, para n = 0:
2At g = ui —u;! (4.12)
u;'=u —2Atg; (4.13)
Substituindo na férmula:
1 *A 1
up =2ul + e (W, —2ud+u) ) -u;'+2Atg; (4.14)
27 42
1_ 0, CAL" 0,..0
u; :ui+m(ui+l—2ui +u; ) +Atg; (4.15)

Ap6s a resolucdo, a comparacdo permite uma conclusdo de resultado:
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Figura 4.4 — Comparagdo entre a solu¢cao numérica e a solucdo analitica da equac@o da onda
com 30 pontos no espago
Fonte: Sampaio (2013)

4.5.2 Solucao Analitica da Equaciao da Onda

A equacdo da onda que modela fendmenos como a vibracdo de uma corda ou a propa-
gacdo do ruido acustico é uma Equacdo Diferencial Parcial (EDP) linear de segunda ordem do
tipo hiperbdlico.

Considerando o problema de valor inicial e de contorno para a fung¢ao u(x, t), a equagao
¢ formulada como:

u  ,0%u
gz =c FIRE onde x€ (0,L), t >0

Esta equacdo requer as seguintes condigdes:

* Condic¢oes de Contorno (Homogéneas):

u0,)=0 e u(L,f)=0 ,parat>0

* Condicoes Iniciais:

u(x,0)= f(x) ,paraxe(0,L)u;(x,0) =g(x) ,paraxe(0,L)

O método primdrio para obtencdo da solucdo analitica é o Método de Separacio de

Variaveis.
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4.5.2.1 Método de Separacio de Variaveis

Assume-se que a solu¢@o pode ser escrita como o produto de duas fun¢des, cada uma
dependente de apenas uma varidvel:

u(x, ) = Xx)T (1)

Substituindo as equagdes e rearranjando, obtém-se a separacdo das varidveis, resultando na

igualdade a uma constante o:
17 X"(x)

——= =0
2T X
Isto leva a duas Equacgdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) acopladas:

X'"x)-0X(x)=0
T"(t)—oc®T () =0

Aplicando-se as condi¢des de contorno (1.17b) em X(x), e considerando o = —A? (para obter
solugcdes ndo-triviais), as solucdes espaciais X, (x) e os autovalores o, sdo encontrados, onde
n=123,...:

. nmx
X, (x) =sin——
L
n’m?

Realizando as substtuicdes, a solu¢do temporal T}, (¢) assume a forma:

nrct . nuct
+ b, sin

T, (t) = a,cos

4.5.2.2 Solucido Analitica em Série de Fourier

A solucgdo geral u(x, t) € dada pela superposic¢ao infinita das solugdes particulares u, (x, t) =

X, (x) T, (1), expressa por uma Série de Fourier:

x,0) i . nIX nuct bosi nxx . nuct
u(x,t) = ap sin —— cos —— sin —— sin
n=1 " L L " L L

Para que a solucdo u(x, t) exista, as condi¢des iniciais f(x) e g(x) devem ser capazes de ser
representadas pelas séries de Fourier correspondentes.

4.5.2.3 Determinacao dos Coeficientes

Os coeficientes a, e by, sdo determinados pelas condi¢des iniciais citadas acima.

Coeficientes a,, (a partir da posicdo inicial f(x)):
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Da condic¢ado u(x,0) = f(x):

ninx

f(xX)=)_ aysin
n=1 L

Os coeficientes a; sdo dados pela integral:

1 (L nmx
a, = — x)sin——dx
, Lf_Lf() -

Coeficientes b, (a partir da velocidade inicial g(x)):
Da condic¢do u,(x,0) = g(x):

[e.°]

g(0) = Y. “bysin

n=1

nwx
L

Os coeficientes b, sdo dados pela integral:

L
n=___
nic

b (lfL g(x) sin’ 2% dx| ou simplificando: b, = LfL g(x) sin 2% dx
L)1 L nncJ-p L

Percebe-se que a solucao analitica u(x, t) dada € o valor exato utilizado para fins de com-
paracdo na validacdo da solucdo numérica obtida pelo Método das Diferencgas Finitas (MDF),
permitindo avaliar a convergéncia e o erro de aproximacao do esquema discreto.

Através de uma tabela de comparacao de erros, baseando-se nos resultados numéricos e
analiticos fornecidos pelas fontes, € possivel demonstrar a precisdo do Método das Diferencas
Finitas (MDF) na resolu¢do da equacao da onda.

A taela abaixo apresenta o erro encontrado entre a solu¢do numérica (p;) € a solugdo
analitica (p(x;)) para a equacdo da onda, com valores de pressdo em pontos especificos do
espaco (x;). A funcgdo erro € tipicamente determinada pela norma ||z — u; ||, onde u € a solugdo

exata (analitica) e u; € a solugdo aproximada (numérica).

Tabela 4.1 — Comparagdo entre Solucao Analitica e Numérica da Equacao da Onda
Posicdo Solucio Analitica Solucdo Numérica Diferenca Erro Gerado

Xj p(x;) pi PXi) — pi Ipi — px3)|
0.00 0.000000 0.000000 0.000000 0.0
0.01 0.019838 0.019565 0.000273 0.00027
0.02 0.039655 0.039110 0.000545 0.00055
0.03 0.059433 0.058615 0.000818 0.00082
0.04 0.079151 0.078062 0.001089 0.00110
0.05 0.098789 0.097430 0.001359 0.00136
0.06 0.118328 0.116700 0.001628 0.00163
0.07 0.137748 0.135852 0.001896 0.00190
0.08 0.157028 0.154868 0.002160 0.00216
0.09 0.176151 0.173727 0.002424 0.00242
0.10 0.195097 0.192412 0.002685 0.00268
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O Erro Gerado na tabela demonstra que as solugdes se aproximam significativamente e
o erro € consistente e pequeno, o que atesta a precisdo e a eficicia do Método das Diferencas
Finitas (MDF) para a resolu¢do da equagao da onda neste estudo. O erro de truncamento decorre
da diferenca entre a solug@o exata e a aproximagao numérica.

Para os dados apresentados, a baixa margem de erro € essencial para a validade do
modelo na anélise da pressdo sonora e para a base de futuras regulamentagdes, como aquelas
relacionadas a instalacdo de turbinas edlicas. O MDF transforma o problema diferencial conti-
nuo em um sistema algébrico discreto passivel de solu¢do computacional, e a comparagdo com
a solucdo analitica € a forma de validar essa aproximacao.

Ap6s a criacdo de um cédigo em python para andlise da pressao sonora através da equa-
cdo da onda, é possivel evoluir e continuar os testes ampliando a visualizagdo de comparagdes
graficas. Sendo nx o numero de pontos no espaco € nt o nimero de passos no tempo, € possivel
observar a influéncia do passo de tempo e do espacamento da malha — mostrar como a escolha

de nx e nt afeta a precisdo e a convergéncia da solucao:

Pressao sonora no tempo t = 0.00100s
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Figura 4.5 — 10 pontos espaciais e 100 passos temporais
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
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Pressao sonora

Pressao sonora no tempo t = 0.00500s
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Figura 4.6 — 10 pontos espaciais e 500 passos temporais
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
Pressdo sonora no tempo t = 0.00050s
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Figura 4.7 — 100 pontos espaciais e 50 passos temporais
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
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Pressdo sonora

de passos e pontos no espago € no tempo, mais as solucdes se aproximam e o erro gerado €

0.6 -
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0.4 1
0.3
0.2 1
0.1

0.0

Percebe-se que, ao aplicar o método, € possivel verificar que quanto maior a quantidade

Pressao sonora no tempo t = 0.00500s
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Figura 4.8 — 100 pontos espaciais e 500 temporais
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

bem pequeno. Os dados tabulados abaixo reforcam que, mesmo sendo uma aproximagao, as

solugdes se aproximam significativamente e o erro gerado € consistente e pequeno, o que atesta

a precisdo e a eficacia do Método das Diferencas Finitas para a resolucdo da equagdo da onda

neste estudo. Essa baixa margem de erro € crucial para a validade do modelo na andlise da

pressdo sonora e para a base de futuras regulamentacdes sobre a instalacdo de turbinas edlicas.

i X Numérica Analitica Erro

0 0.00000  0.00000 0.00000  0.00000
1 0.11111 0.16678 0.16193  0.00485
2 0.22222  0.31346 0.30434  0.00911
3 033333 0.42232 0.41003 0.01228
4 044444  0.48025 0.46628 0.01397
5 0.55555 0.48025 0.46628 0.01397
6 0.66666 0.42232 0.41003 0.01228
7 077777 0.31346 0.30434  0.00911
8 0.88888 0.16678 0.16193  0.00485
9 1.00000 0.00000 0.00000  0.00000

Tabela 4.2 — Tabela de erros - 10 pontos espaciais € 100 passos temporais
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
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i X Numérica Analitica Erro

0 0.00000 0.00000 0.00000  0.00000
1 0.11111  0.20354 0.21384 0.01029
2 0.22222  0.38254 0.40189 0.01935
3 0.33333 0.51540 0.54147  0.02607
4 0.44444  0.58609 0.61574 0.02964
5 0.55555 0.58609 0.61574  0.02964
6 0.66666 0.51540 0.54147  0.02607
7 077777 0.38254 0.40189 0.01935
8 0.88888 0.20354 0.21384 0.01029
9 1.00000 0.00000 0.00000  0.00000

Tabela 4.3 — Tabela de erros - 10 pontos espaciais € 500 passos temporais
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Tabela 4.4 — Tabela dos 10 primeiros erros (truncados)
i X Numérica Analitica  Erro
0 0.00000 0.00000 0.00000  0.00000
1 0.01010 0.02740 0.02723  0.00017
2 0.02020 0.05478 0.05443  0.00034
3 0.03030 0.08211 0.08158  0.00052
4 0.04040 0.10935 0.10865 0.00069
5 0.05050 0.13648 0.13561  0.00086
6 0.06060 0.16347 0.16244  0.00103
7 0.07070  0.19030 0.18909 0.00120
8 0.08080 0.21694 0.21556  0.00137
9 0.09090 0.24336 0.24182 0.00154

Tabela 4.5 — Tabela de erros - 100 pontos espaciais e 50 temporais
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

i X Numérica Analitica  Erro

0 0.00000 0.00000 0.00000  0.00000
1 0.01010 0.01956 0.01983  0.00027
2 0.02020 0.03910 0.03965 0.00054
3 0.03030 0.05861 0.05943  0.00081
4 0.04040 0.07806 0.07915 0.00108
5 0.05050 0.09742 0.09878  0.00135
6 0.06060 0.11669 0.11832 0.00162
7 0.07070  0.13585 0.13774 0.00189
8 0.08080 0.15486 0.15702 0.00216
9 0.09090 0.17372 0.17615 0.00242

Tabela 4.6 — Tabela de erros - 100 pontos espaciais e 500 temporais
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

ApOs gerar as tabelas de erro, € possivel observar qual delas gera o melhor resultados.
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A tabela a seguir mostra esse comparativo:

Erro Tl ErroT2 ErroT3 ErroT4
0.00000  0.00000 0.00000 0.00000
0.00485 0.01029 0.00017 0.00027
0.00911 0.01935 0.00034 0.00054
0.01228 0.02607 0.00052 0.00081
0.01397 0.02964 0.00069 0.00108
0.01397 0.02964 0.00086 0.00135
0.01228 0.02607 0.00103 0.00162
0.00911 0.01935 0.00120 0.00189
0.00485 0.01029 0.00137 0.00216
0.00000 0.00000 0.00154 0.00242

O 0 I O\ U A W= Of =

Tabela 4.7 — Comparagdo dos erros das quatro tabelas
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Observa-se que a andlise de erro na perspectiva da estabilidade ndo apenas verifica a
precisdo final, mas confirma que a relag@o entre o tamanho dos passos e a quantidade de pontos
no espaco e no tempo foi corretamente estabelecida, o que impede que o processo de discre-
tizacdo transforme pequenos erros locais (truncamento ou arredondamento) em uma solucio
globalmente invélida.

A defini¢do de condi¢des adequadas, especialmente a estabilidade, € fundamental para
que a solu¢do numérica da equaciao da onda permanenca limitada, previsivel e ndo amplifique
pequenas perturbacdes ou erros de arredondamento. Isso garante que a solug@o se comporte de
forma razoavel ao longo do tempo, resultando em uma representagdo confidvel e significativa
do fendmeno fisico estudado.

E notério que a estabilidade, em particular, é uma propriedade crucial que assegura que
a solucdo aproximada permaneca limitada e previsivel. Ela impede que erros locais, sejam eles
provenientes do truncamento inerente a discretiza¢ao ou dos erros de arredondamento resultan-
tes da aritmética de precisdo finita do computador , sejam amplificados de forma ilimitada ao
longo dos passos de cdlculo, o que causaria a divergéncia da solu¢do ou o aparecimento de os-
cilagdes espurias . Conforme estabelece o Teorema de Equivaléncia de Lax, para um problema
bem-posto, a convergéncia do esquema (a garantia de que a solu¢do numérica se aproxima da
solu¢do analitica com o refinamento da malha) é equivalente a sua consisténcia e estabilidade.
Portanto, a andlise de estabilidade € o teste prético da robustez do algoritmo .

Para EDPs que descrevem fendmenos de transporte ou propagacao de ondas, classifica-
das como hiperbdlicas, a estabilidade de esquemas numéricos explicitos € regida pelo Critério
de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). Este critério, uma condi¢do necessdria para a convergéncia
de esquemas explicitos, estabelece uma restricdo fisica e matematica na relacdo entre o passo
temporal (Af) e o passo espacial (Ax ou k) . O cerne do critério CFL reside na relag@o entre
o passo temporal (Af), o espacamento espacial (Ax) e a velocidade de propagacao (c¢) do fend-

meno fisico . O critério CFL impde que o dominio de dependéncia numérico deve incluir o
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dominio de dependéncia fisico . Isso se traduz na exigéncia de que o Numero de Courant em
cada volume da malha seja inferior a unidade em todo o dominio, ou seja: CFL <1 .

A nio satisfacdo da Condi¢ao CFL transforma o esquema em instavel. Por exemplo,
esquemas explicitos como o FTBS (Avancado no Tempo e Atrasado no Espago) exigem que
o parametro R = aAt/Ax satisfaga a condi¢do 0 < R < 1 para garantir a estabilidade, e se esta
condicdo for violada, a solucdo numérica iréd divergir.

A instabilidade de um método, como a do esquema FTCS (Avangado no Tempo e Cen-
trado no Espaco) para a equacdo de convecc¢do, que € incondicionalmente instdvel, € a razdo pela
qual solucdes numéricas geram as indesejadas oscilagdes esptirias . A baixa margem de erro
observada nas tabelas acima, resultado do refinamento da malha, atesta nao apenas a precisao,
mas também a estabilidade e convergéncia bem-sucedidas do Método das Diferencas Finitas
aplicado . A observancia implicita do critério CFL na escolha dos passos temporais € espaciais
¢ o fator determinante que permitiu manter a solu¢ao numérica fiel ao comportamento fisico da
Equacgdo da Onda.

A comparacgdo entre a solu¢@o analitica e a solucdo numérica no contexto da Equacao
da Onda (que modela a propagacdo do ruido) serve como o pilar de validagdo do Método das
Diferencas Finitas (MDF), expondo claramente as forcas e fraquezas de cada abordagem no
dominio da modelagem matemadtica e computacional.

A solucgdo analitica (ou exata), tipicamente obtida através de métodos formais como a
Separacao de Varidveis e Séries de Fourier para a Equacdo da Onda, representa o valor ver-
dadeiro e ndo aproximado do fendomeno fisico. Sua principal vantagem € a precisdo exata,
tornando-a o padrdo de referéncia (gold standard) indispensavel para a verificagdo e calibragdo
dos resultados numéricos. Contudo, a limitagdo mais critica da solug¢do analitica € a sua invia-
bilidade para a vasta maioria dos problemas de interesse pratico, restringindo-se geralmente a
geometrias simples, condi¢des de contorno ideais e dominios de baixa dimensdo, tornando-se,
para casos complexos da fisica, muito custosa ou até impossivel de ser determinada.

Em contraste, a solu¢do numérica, obtida por meio da discretizacdo da EDP em um
sistema algébrico ,como Au = f no caso do MDF, € sempre uma aproximagdo. Sua maior
vantagem € a versatilidade e a capacidade de fornecer resultados satisfatorios, solu¢des apro-
ximadas, para problemas que resistem a solucdo analitica, lidando com condi¢des complexas e
geometrias de alta dimensdo. No entanto, a solugdo numérica possui limitagdes inerentes rela-
cionadas a presenca de erros, principalmente o erro de truncamento, decorrente da substituicdo
das derivadas continuas por quocientes de diferencas finitas, frequentemente baseada no trun-
camento da Série de Taylor, e o erro de arredondamento, que resulta da aritmética de precisdao
finita do computador.

A compreensdo dos erros € esssencial para compreensao geral do problema. A validade
da solu¢@o numérica depende diretamente da estabilidade do método; se o método for instdvel,
os pequenos erros inerentes podem ser amplificados, resultando em oscilacdes espurias ou di-

vergéncia, invalidando o resultado. Portanto, a comparagdo direta entre os valores da solugdo
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numérica e os da solucdo analitica, apresentada nas tabelas de erro, é o meio de quantificar a
precisdo da aproximagdo e, crucialmente, de atestar a convergéncia e a estabilidade do MDF
aplicado a Equagdo da Onda, comprovando que o método cumpre o Teorema de Equivaléncia

de Lax ao produzir uma aproximagdo fiel e controlada do fendmeno fisico.

4.6 Equacao da Onda em 2D e 3D

A Equacao da Onda em duas (2D) ou trés (3D) dimensdes modela a propagacdo da onda
acustica em todas as dire¢des no dominio espacial. A forma geral da Equacdo da Onda que
descreve este fendmeno é uma Equacgdo Diferencial Parcial (EDP) linear de segunda ordem do
tipo hiperbdlico. Matematicamente, a extensao para mais dimensdes € capturada pelo operador
Laplaciano (V?p) na formulagio geral:

2
é‘;—tZ—VZpZS(x, »o (4.16)

Em 2D, o Laplaciano € expandido para incluir as derivadas espaciais nas direcoes x e y,
e em 3D inclui-se também a diregao z.

A discretizacdo da Equacdo da Onda ou de qualquer EDP para dominios 2D e 3D através
do Método das Diferencas Finitas (MDF) ou do Método dos Volumes Finitos (MVF) aumenta
significativamente a complexidade e os desafios numéricos.

A discretizagdo de um problema 2D ou 3D resulta em um sistema de equagdes algé-
bricas linear extremamente grande, causando aumento da complexidade da malha e da matriz.
No caso do MDF em 2D, a matriz dos coeficientes resultante da discretizacdo torna-se uma
matriz pentadiagonal esparsa. Em 3D, essa matriz se expande ainda mais, exigindo algoritmos
eficientes (como a Eliminacdo Gaussiana utilizada nos codigos analisados) para evitar custos
computacionais proibitivos.

O MDF tradicionalmente nao € satisfatorio para problemas multidimensionais com do-
minios gerais, pois aplica-se em pontos de uma malha uniforme, que nem sempre se adequa a
geometria da EDP. Métodos como o MVF surgiram devido a necessidade de lidar com geome-
trias complexas, oferecendo maior flexibilidade em malhas arbitrarias e fronteiras irregulares.

A estabilidade numérica, que impede a amplificacdo de erros de truncamento e arre-
dondamento, torna-se mais dificil de garantir. Em 2D e 3D, o esfor¢co para obter uma solug@o
numérica estdvel e consistente que convirja para a solucdo analitica pode ser, em alguns casos,
impossivel.

Em problemas 2D e 3D, frequentemente nio é possivel determinar a solugdo analitica.
Assim, a validacdo da precis@o numérica deve ser feita por comparagdo entre métodos numéri-
cos (benchmarks), priorizando a suavizacao de oscilacdes espurias em vez da comparagdo direta
com a solucdo exata.

A visualiza¢do computacional, ou a representacdo grifica das solu¢cdes numéricas, € uma
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etapa essencial e crucial para a interpretacdo do fendomeno fisico que estd sendo modelado. A
modelagem matemadtica € um processo que transforma problemas da realidade em linguagem
matematica, e a etapa final exige fazer o caminho de volta, onde as solu¢des matematicas obtidas
(os nimeros discretos) devem ser interpretadas na linguagem usual do problema.

A solucdo numérica de uma Equacao Diferencial Parcial (EDP), como a Equacgdo da
Onda, produz aproximacdes para pontos discretos da fun¢do; a plotagem da curva ou a super-
ficie de solugdo, realizada por meio de cédigos desenvolvidos em Python, permite estudar o
comportamento dindmico da varidvel(a pressdo sonora), que € o que normalmente interessa em
aplicacdes de engenharia.

Destaca-se ainda a exceléncia da visualiza¢do de dados em forma de graficos e tabelas.
A importancia da representacdo gréfica transcende a mera ilustracdo, sendo vital para o estudo
de estabilidade, consisténcia e convergéncia do método, conforme demonstrado na evolugdo
das comparagdes graficas ao variar o nimero de pontos no espaco (7y) € passos no tempo (7).

Conclui-se que os gréficos e tabelas gerados em Python permitem a comparac¢ao imedi-
ata entre a solucdo numérica e a solugdo analitica, validando a precisdo das aproximacdes e de-
monstrando a tendéncia de aproximac¢do da solu¢do numérica para a solugdo analitica conforme
o refinamento da malha. Além disso, a visualizac@o € a ferramenta primdria para diagnosticar
problemas numéricos e fisicos: por exemplo, em problemas onde ha dominéncia da convecgao,
os gréificos indicam essa condi¢do por meio de oscilacdes espurias. Essas oscilagdes sdo gran-
des variagdes dos resultados numéricos que nao correspondem a solug@o exata do problema e
ilustram o que acontece ao nao se respeitar as condi¢des de estabilidade do esquema numérico.

Nota-se ainda que o uso do ambiente de programacdo Python para processar o algoritmo,
gerar as tabelas de erros e plotar os graficos de comparagdo foi fundamental, pois transforma os
dados numéricos discretos em uma representacdo confidvel e significativa do fendomeno fisico,

permitindo a conclusao sobre a eficicia do MDF na anélise da pressao sonora.

44



Metodologia

Para a realizacdo dessa pesquisa, procurei por atigos e leis relacionados a evolucao da
energia edlica ao longo dos anos. Busquei primeiramente fundamentar a parte tedrica acerca
das fontes renovaveis, mostrando a evolugao histdrica e a importancia de novas fontes de ge-
racdo de energia elétrica baseada em energia limpa. Posteriormente a revisdo bibliografica se
aprofundou em demonstrar como o ruido se manifesta na sociedade, gerando as doencas vibro-
acusticas, por exemplo. Segui com a pesquisa me aprofundando na linguagem computacional
e fazendo o estudo detalhado da equagdo da onda. A investigacdo buscou analisar o ruido pro-
duzido por aerogeradores. A revisdo de literatura permitiu uma anélise da perspectiva histdrica
que demonstra a importancia do estudo e sua contribui¢ao para o momento atual, destacando
a relevancia de pesquisas como a que descobriu a sindrome da turbina edlica, fundamentando
a relevancia do tema. A pesquisa relacionada com a modelagem matematica foi realizada com
foco em palavras chaves como: "Equagdo da onda", "Ruidos"e "Métodos numéricos". A con-
textualizacdo da temética envolveu palavras chaves como: "sustentabilidade", "energia edlica"e
"consequéncias dos ruidos". Ainda hd pouca literatura relacionado 2 modelagem matematica
de ruidos gerados por aerogeradores, mas a reflexdo se faz cada vez mais necessdria diante da
crescente expansao da geracao de energia edlica e sua regulamentacao.

A proposta inicial era analisar a equacao da onda presente no ruido, representd-la e pro-
por uma solucdo através do método das diferencas finitas. Para obter os resultados esperados,
desenvolvi a pesquisa bibliografica cm base em artigos e estudos sélidos e desenvolvi um al-
goritmo em python que me permitiu tirar conclusdes e apresentar uma andlise mais detalhada
do caso, gerando imagens e graficos para a equagdo da onda em 1D, contribuindo para futuras

pesquisas em prol da legislacdo referente a instalagao de turbinas edlicas.



Capitulo 6

6.1 ANEXO

Cadigo, feito em Python, usado na criacdo das imagens de comparacdo e na tabela de

geracao de erros:
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