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Resumo

Barros Filho, Julius Monteiro. Desenvolvimento de uma nova proposta matematica e compu-
tacional para a metodologia da matriz densidade tight-binding ordem-N. 2017. 78p Dissertacio
(Mestrado em Modelagem Matematica e Computacional). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Fe-

deral Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, R], 2017.

Neste trabalho é desenvolvido, em um contexto abrangente, uma fundamentacdo matematico compu-
tacional para a metodologia de célculo de estrutura eletronica conhecido como Método da Matriz Densi-
dade Eletronica Tight Binding - DMTB. A abordagem adotada deixa claro que a formulacdo matematica
final deste método é completamente dependente das estratégias computacionais que se escolhem para a
sua implementacdo. Desta forma, o DMTB fica estabelecido como um modelo matematico-computacional
de formulacao final variavel. Nossa formulacao usa uma estratégia computacional baseada em algoritmos
de Gradientes Conjugados néo linear (NLCG). O modelo final obtido é ligeiramente diferente do DMTB
que foi apresentado originalmente na literatura pelo grupo de Vanderbilt, estando em acordo com a ver-
sao apresentada por Millam e Scuseria, em 1997. Nosso desenvolvimento exigiu considerar temas nao
standard, tanto da Matematica, quanto da Computacdo Numérica, tais como funcdes com dominios em
espacos matriciais e o desenvolvimento de técnicas de calculo diferencial nestes espagos, e modificagdes
na estrutura do NLCG. A abordagem utilizada desenvolve os aspectos mateméticos visando a efetiva im-
plementacido computacional da metodologia. Com isso, tendo em vista que os avangos tecnologicos e os
conhecimentos cientificos devem estar intimamente relacionados, a presente dissertacdo pretende preen-
cher uma lacuna na literatura especializada, uma vez que nao existem textos com objetivos pedagdgicos
ou que se associem de forma natural com a modelagem matemética e computacional do DMTB.

Palavras-chave: DMTB, Matriz Densidade, Hamiltoniano Tight-Binding.



Abstract

Barros Filho, Julius Monteiro. Development of a new mathematical and computational propo-
sal for the density matrix tight-binding order-N methodology. 2017. 78p Dissertation (Master in
Mathematical and Computational Modeling). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do

Rio de Janeiro, Seropédica, R]J, 2017.

In this work, a mathematical-computational basis for the electronic structure calculation methodo-
logy known as Electronic Density Matrix Method Tight Binding (DMTB) is developed in a comprehensive
context. The adopted approach evidences that the final mathematical formulation of this method is com-
pletely dependent on the computational strategies chosen for its implementation. In this way, the DMTB
is established as a mathematical-computational model of variable final formulation. Our formulation uses
a computational strategy based on Nonlinear Conjugate Gradients (NLCG) algorithms. The final model
obtained is slightly different from the DMTB that was originally presented in the literature by Vanderbilt
group. It is in accordance with the version presented by Millam and Scuseria, in 1997. Our development
considered nonstandard themes of both Mathematics and Computation such as functions with domains in
matrix spaces and the development of differential calculus techniques in these spaces and modifications
in the structure of NLCG. The approach which was used develops the mathematical aspects aiming at
effective computational implementation of the methodology. Thus, given that technological advances and
scientific knowledge must be closely related, the present dissertation intends to fulfill a gap in the speci-
alized literature, since there are no texts with pedagogical objectives or that are associated, in a natural
way ,with mathematical and computational modeling aspects of the DMTB.

Key-words: DMTB, Density Matrix, Tight-Binding Hamiltonian.
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Introducao

A Mecéanica Quantica é uma das teorias mais bem sucedidas da Fisica. Além disso, as possibilidades
de aplicacdo desta teoria aumentam a cada ano. Isto talvez justifique o empenho de milhares de pesqui-
sadores ao redor do mundo sobre este tema. Apenas para citar algum exemplo, temos na Computacdo
Quantica um recente interesse em interfaces silicio/barreira. Recentemente ligas de GeSi tém sido uti-
lizadas como tais barreiras. No entanto, resultados com previsdes teoéricas das propriedades de elétrons
ligados a doadores ou a pontos quanticos proximos a interfaces Si/GeSi sdo escassos. Uma outra aplicacdo
esta nas chamadas Discordancias Cristalinas. Estas formam a base dos processos de deformagao plastica
dos materiais e a teoria quantica é usada na investigagao das propriedades eletronicas das discordancias
cristalinas ([Araujo, 2006], [Oliveira, 2014]).

No entanto, sistemas quanto-mecéanicos polieletronicos possuem uma estrutura matematica bastante
intrincada e as equagdes quanto-mecanicas s6 podem ser resolvidas com o uso de hipdteses simplifica-
doras, tais como a aproximacao de Bohrn-Oppeheimer e as aproximacdes de elétron independente. Além
disso, muitas propostas de resolucdo de modelos matematicos que possuem descricdo quantica em suas
formulacoes, esbarram na alta complexidade computacional dos algoritmos envolvidos. Isto limita a apli-
cacao destes modelos a sistemas com muitos atomos, impedindo que se facam simulacdes para investiga-
cOes mais realistas. Atualmente as investigacoes tedricas de propriedades eletronicas sao feitas através de
simula¢des computacionais de modelos matematicos baseados nas metodologias basicas da teoria quéantica
da matéria condensada: as metodologias semi-empiricas e de primeiros principios, como definiremos no pro-
ximo capitulo. Varias estratégias matematico-computacionais com complexidade de ordem O(/N )tém sido
propostas, onde N é o numero de atomos envolvidos ([Stefan Goedecker, 1999], [Bollinger, 2008]). Uma
delas é a metodologia semi-empirica chamada de DMTB (Método da Matriz Densidade Tight-Binding).

Este método foi desenvolvido por Li, Nunes e Vanderbilt em [Li et al., 1993].



O objetivo desta dissertacdo é desenvolver detalhadamente uma nova proposta para a construcdo da
metodologia DMTB em um contexto abrangente. O nivel de detalhamento é aquele necessario para com-
preender as estruturas matematicas envolvidas e estabelecer os resultados matematicos e computacionais
propostos. O modelo que apresentaremos se mostra ligeiramente mais geral do que o proposto origi-
nalmente por Li, Nunes e Vanderbilt, em 1993 ([Li et al., 1993]), estando em acordo com a proposta de
Scuseria em [Millam and Scuseria, 1997]. Este trabalho foi desenvolvido em um grupo de pesquisa. No
nosso grupo, trabalho com a integrante Fernanda Lucia Sa Ferreira e a minha pesquisa foi a base para a
implementacdo computacional, baseada no paradigma da Orientacéo a Objetos, do método DMTB para o
silicio, tema de trabalho da integrante Fernanda. Esta implementagéo foi feita em [Ferreira, 2017].

Embora a Mecanica Classica (Newtoniana) seja um assunto bastante conhecido pela comunidade cien-
tifica em geral, a Mecanica Quéntica néo faz parte da formacao basica da grande maioria das graduagdes
cientificas do nosso pais. O mesmo ocorre com a chamada Modelagem Matematica e Computacional. Por
isso, dedicamos um capitulo para estes temas. No capitulo em questio, devido aos nossos objetivos finais,
nossa abordagem privilegia os aspectos matematicos, em detrimento da descricdo fenomenologica. No
entanto, a descri¢do fenomenolégica é fundamental para uma aceitagao racional das premissas e dos ar-
gumentos que permeiam o desenvolvimento matematico apresentado. Experimentos famosos, como o da
dupla fenda, se quer sdo comentados. Porém, ressaltamos que o processo de interpretagao destes experi-
mentos passou pela intervencdo de cientistas eminentes do século XX e, até hoje, ainda néo se finalizou.
Para estas questoes, recomendamos o excelente [Bastos Filho and Siqueira, 1993].

Esta dissertacdo esta estruturada em 4 capitulos, que passamos a descrever brevemente:

No primeiro capitulo descrevemos, de forma bastante breve, o0 Método DMTB, a sua importancia e os
objetivos da dissertagao.

No segundo capitulo apresentamos uma breve revisao dos conceitos e resultados dos fundamentos da
Mecanica Quantica ndo relativistica, que fazemos uso neste trabalho. Ainda neste capitulo, apresentamos,
de forma qualitativa, uma classificacdo dos métodos computacionais de solu¢ao da equacao de Schrodinger
que tém se tornado bastante comum nos artigos que tratam do assunto.

O terceiro capitulo trata das peculiaridades das metodologias do primeiro capitulo, quando aplicadas
aos solidos cristalinos. O método Thigt-Binding é apresentado.

Estes capitulos tém duplo objetivo. O primeiro é tornar o texto o mais auto contido possivel. O se-



gundo é deixar claro como as hipoteses adotadas ao longo do desenvolvimento vdo sendo usadas para a
construcdo dos modelos. Para atingir este ultimo, foi necessario demonstrar, de maneira rigorosa, alguns
resultados ja bastante conhecidos destas teorias. Isto tornou o capitulo mais extenso do que sugere uma
"revisao".

No quarto capitulo, objetivo do nosso trabalho, apresentamos a constru¢do do método DMTB. O mo-
delo obtido é ligeiramente diferente do apresentado por Li, Nunes e Vanderbilt em [Li et al., 1993], estando
em acordo com a versdo presente em [Millam and Scuseria, 1997]. O método DMTB faz uso do formalismo
da Matriz Densidade Eletronica, que ndo abordamos neste trabalho. No entanto, enunciamos os fatos ba-
sicos necessarios para a compreensio da construcdo apresentada e indicamos uma bibliografia especifica
que trata exatamente do nosso caso de interesse. Este capitulo segue o mesmo padrao de rigor teérico
dos capitulos anteriores. Introduzimos um processo de vetorizacdo de matrizes e provamos alguns resul-
tados ligados a derivacao de fungdes reais de variavel matricial, necessarios para o desenvolvimento deste
capitulo. Além disso, tratamos brevemente dos detalhes matematicos fundamentais necessarios para a
implementacao computacional do DMTB baseada em um algoritmo de Gradiente Conjugado nao Linear
(NLCG). Por fim, discutimos alguns possiveis caminhos a serem seguidos a partir deste trabalho. Final-
mente, gostariamos de mencionar que adotamos um enfoque que, em grande parte, ndo pode ser encon-
trado na literatura e que permite a obtencdo de resultados profundos de maneira simples e com poucos

pré-requisitos, tornando assim a exposicdo acessivel a um grande nimero de leitores.



Capitulo 1

A Equacao de Schrodinger e a modelagem dos
fenomenos quanticos

Neste texto apresentaremos uma breve revisao dos conceitos e resultados da Mecanica Quantica (ndo
relativista). Aqui, a abordagem é feita tendo como alvo o conceito de Modelagem Matematica. Para
teorias mais completas do que a que estd exposta aqui, ver, por exemplo, [Pauling and Junior, 1937],
[Ballentine, 2000] e [Levine, 2006]. Esta apresentacdo pretende ser o mais autocontida possivel. Além
disso, o estilo adotado pretende deixar claro como as hipdteses adotadas ao longo do desenvolvimento
vao sendo usadas para a constru¢do do modelo. Para atingir este ultimo objetivo, foi necessario demons-
trar, de maneira rigorosa, alguns resultados ja bastante conhecidos desta teoria. Como referéncias para
os fatos basicos da algebra linear, da analise vetorial e da teoria das probabilidades que fazemos uso neste
trabalho, indicamos [Lang, 1966], [Spivak, 1965] e o capitulo 4 de [Barata, 2011], e [Dantas, 2004], respec-
tivamente. Indicamos ainda a leitura de alguns dos muitos textos introdutérios de mecanica quantica que
tratam de experimentos realizados no final do século XIX, como o famoso experimento da fenda dupla,

que indicaram que a mecénica classica ndo era adequada para tratar da dinamica das particulas quanticas.

1.1 A Modelagem Matematica e Computacional

Diferentemente do que ocorre em areas como Algebra e Mecanica Quantica, ndo existe um conjunto
de regras sobre como criar um modelo. Atualmente o processo de modelagem ¢ baseado em uma colecéo
de principios gerais que ao longo dos anos tém se mostrado eficientes na aplicacdo do conhecimento

matematico para analisar fenémenos de varias areas do conhecimento. Para mais detalhes, indicamos



[Karam and Almeida, 2003]. Modelagem é o processo de construcido de modelos para representar algum
processo de interesse. O tipo de linguagem usada nos modelos define o tipo de modelagem. Assim, a
modelagem matematica é caracterizada pela construcdo de equagdes ou estruturas matematicas, cujos
comportamentos ou propriedades correspondam ao processo alvo. Um passo seguinte, geralmente natural
e importante, que é dado atualmente nos modelos matematicos, é o processo da construcido de algoritmos
computacionais que implementem e simulem os comportamentos e propriedades das equacdes e estruturas
dos modelos. Geramos assim um modelo chamado de matematico-computacional.

Ao construirmos um modelo, devemos fazer uso de todas as informagdes disponiveis sobre o processo
em questdo. No caso especifico de propostas de modelos matematicos para fenémenos fisicos, esta base
de informacodes usada para a fundamentacdo do modelo muitas vezes é oriunda da interpretacdo dos fatos
experimentais conhecidos acerca do fendmeno que esta sob analise. Formular estas interpretacdes em
uma linguagem matematica coerente e consistente pode se tornar, a depender do fenémeno, uma tarefa
altamente nao trivial. Mas voltando ao caso geral, neste conjunto de informagdes, o ideal seria usarmos
um subconjunto (preferencialmente pequeno) como base para a fundamentacdo do modelo e, entéo, po-
deriamos testa-lo (valida-lo) tentando explicar os outros fatos conhecidos que estdo fora do subconjunto
fundamental que usamos, ou seja, os fatos conhecidos acerca do processo que ndo foram utilizados na
construc¢do do modelo. Uma vez vencida esta etapa de, digamos, coeréncia, onde o modelo demonstrou
ser capaz de nos fornecer entendimentos sobre os fendémenos que ja eram observados do sistema mo-
delado, chega a hora de se perguntar sobre a qualidade do modelo construido. A grandiosidade de um
modelo nao esta na sua validagdo. Isto é uma obrigacdo para a aceitacdo inicial de qualquer modelagem
proposta. A grande qualidade de um modelo esta no seu poder de previsdo. Um bom modelo é capaz
de prever propriedades do processo por ele modelado que niao eram conhecidas antes da sua construgao.
Evidentemente é preciso se aguardar um tempo para poder apreciar esta qualidade. E o caso do modelo
para o Eletromagnetismo dado pelas Equagdes Integrais de Maxwell e as ondas de radio, por exemplo, e
com a equacdo de Einstein do Efeito Foto Elétrico. A modelagem usada na Mecanica Quantica, que tem
a Equacgdo de Schrodinger como elemento principal, tem mostrado sua grandiosidade através do ultimo
século.

Nao é nosso objetivo apresentar a construcao historica do que hoje chamamos de Mecanica Quantica.

Esta opcédo seria muito ardua pois, assim como na construciao de muitas teorias, o caminho histoérico que



levou a Mecanica Quantica é tortuoso, muitas vezes contraditorio e confuso (veja o livro ”A Parte e o0 Todo”,
de Werner Heisenberg [Heisenberg, 1996]). Mesmo os textos especializados no assunto, destacam apenas
os fatos mais relevantes. Nosso objetivo neste capitulo é ressaltar os aspectos da Modelagem Matematica
dos fendmenos quanticos, apresentando o modelo de forma logica, em acordo com a sua aceitagao atual,
para que sirva de guia introdutério para iniciantes na area de Modelagem Matematica e Computacional

que precisem da teoria quantica em suas pesquisas.

1.2 A equacao de Schrodinger e os postulados de suporte da Teo-
ria Quantica.

O ultimo século gerou um acumulo de evidéncias experimentais que apoiam a ideia de que os feno-
menos atomisticos sdo governados por uma Equacgio Diferencial Parcial (EDP) conhecida por equagao
de Schridinger, juntamente com alguns postulados, decorrentes da interpretacio de fatos experimentais’.
Antes da apresentagdo formal da Equagao de Schrodinger, falaremos brevemente da fungao que é objeto
desta equagao, chamada de funcdo de onda (de Schrodinger). Vale comentar que coube ao fisico aleméao
Max Born a interpretacdo probabilistica da funcdo de onda. Hoje esta interpretacdo é amplamente aceita,
porém alguns cientistas importantes do século passado, como Einstein e o préoprio Schrodinger, jamais a
aceitaram.

Chamaremos de particulas quanticas as particulas elementares (elétrons, protons, néutrons...), os ato-
mos e as moléculas. Diferentemente do que ocorre deterministicamente com uma particula na Mecanica
Classica, a detec¢do da posicdo de uma particula quantica possui um forte carater probabilistico. A na-
tureza permite analisar a probabilidade de ocorréncia de uma particula quantica em uma certa regido do
espaco, mas nao a sua posicdo precisa. Sendo assim, este postulado diz que a deteccdo da posi¢ao de uma
particula quantica é uma variavel aleatoria continua®. A respectiva fun¢io de densidade de probabilidade
¢ modelada pela equagao de Schrodinger, como descreveremos a seguir. Na verdade, todas as grandezas
fisicas associadas a uma particula quantica sdo variaveis aleatorias. Esta afirmacgao pode causar estranheza

quando observamos a construcdo da Mecanica Classica. Porém, vale lembrar que fisicos importantes do

L Até o presente momento, ndo é possivel se deduzir a equagio de Schrédinger a partir de principios fisicos mais fundamen-
tais. Sendo assim, a mesma se apresenta como uma "lei fisica", um axioma da teoria quantica moderna.
ZPortanto, a probabilidade de uma particula quéantica estar em uma posicio especifica é nula.



século passado, como Einsten e o proprio Schrodinger, ndo aceitaram esta afirmacdo. Devemos ter em
mente que os modelos matematicos para os fendmenos fisicos estdo interessados em responder como a

natureza funciona e ndo o porqué a natureza funciona de uma determinada maneira.

1.2.1 A funcido de onda de Schrodinger

Consideremos uma particula quantica com massa (constante) conhecida, sujeita a uma energia poten-
cial. A detecgado posicdo desta particula quantica no espago é uma variavel aleatoria. A esta particula
quantica esta associada uma funcio complexa, ¥ (¢, z,y, 2), (z,y,z) € R3 ¢ € Ry, chamada de funcdo

de onda (de Schrodinger). A funcéo real

[t 2y, 2) [ = " (L, y, )0 (L 2y, 2),

onde a notagdo w* representa o conjugado complexo do nimero complexo w, modela a densidade de
probabilidade da variavel posicdo. Ou seja, a probabilidade P da particula quantica estar em uma certa

regido {2 C R? do espaco, no instante ¢ > 0, é dada por

P:/Q//|w(t,a:,y,z)|2 dz dy dz.
J[[wtspap av -1
Re

ja que a probabilidade de encontrarmos a particula quantica em algum lugar do espago é 100%. Como

Consequentemente, devemos ter

discutiremos, a caracteristica probabilistica da funcido de onda nédo se revela apenas nesta densidade de
probabilidade, mas em toda a teoria quantica. Vemos entdo que, do ponto de vista matematico, a funcéo
de onda deve ser, pelo menos, de quadrado integravel nas variaveis espacias. Também assumiremos que
as suas derivadas parciais com respeito as variaveis espaciais sejam de quadrado integravel. Mais preci-
samente, embora o assunto esteja fora do escopo elementar da nossa apresentagiao, admitiremos que as
funcdes de onda pertencam ao espaco de Sobolev H! (embora nio facamos uso explicito aqui, para maiores
detalhes sobre os espagos de Sobolev, indicamos [Medeiros and Miranda, 2011]). Em particular, as fung¢des

de onda necessariamente se anulam no infinito, contribuindo para que de fato tenhamos

// [(t,z,y, 2)]* dV = 1.
£

7



1.2.2 A Equacio de Schrodinger

O coracdo do modelo que estamos abordando é, sem duvida, a EDP conhecida como Equacdo de Schro-
dinger, proposta pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger em 1925 ([Schrodinger, 1982]). Fixada uma parti-
cula quantica com massa (constante) conhecida m e sujeita a uma energia potencial dada por uma funcéo
real U(t, z,y, z), a sua funcdo de onda satisfaz a EDP abaixo, chamada de Equacio de Schrodinger

ih%—f(t,x,y,z) = flw(t,x,y,z), (1.1)

com
2

~ I
H = _%A + U(txvyvz)?

onde ¢ representa a unidade imaginaria, A representa o operador Laplaciano, 7 é uma constante conhecida
como constante de Dirac, cujo valor é 1,054 X 10~%"erg — s. H é o chamado operador hamiltoniano®.

E importante notar que a EDP acima néo define necessariamente a funcdo de onda. Poderiamos dizer
que as funcdes de onda sdo as unicas solu¢des da equacdo de Schrodinger que possuem significado fisico
até o momento. Por exemplo, é facil verificar que, para cada vetor constante (k;, k2, k3) e cada constante

A € R, a onda plana

Aeiklx—ikzy—iksz—wt

é solucdo da equacdo (1.1), no caso em que U = 0. No entanto essas onda planas ndo sido de quadrado
integravel nas variaveis espacias. Mais ainda, é possivel mostrar que estas sao as unicas solugdes possiveis
no caso em que U = 0. Repare que este caso corresponderia a uma situagdo quanto mecanica em que a
particula quantica estaria completamente livre, sem sofrer influéncia de potencial algum.

Porém, mesmo que procuremos solucdes* em H'(R?), nio ha obrigagdo que a solugéo tenha a inte-
gral de volume sobre R3 dando 1. Como esta equacio é claramente linear, poderiamos pensar entido em
normalizar a solugido obtida de modo que teriamos efetivamente uma densidade de probabilidade. E é

exatamente isto que faremos, mas para isso precisamos de algumas observagdes. Primeiro, considere uma

3se a particula quéntica estiver sob efeito de um campo eletromagnético, o hamiltoniano assume uma outra forma, de-
vido a for¢a de Lorentz. Além disso, até o momento, sido desconhecidas forcas nao conservativas independentes do tempo no
nanomundo. Veja [Gondar and Cipolatti, 2011].

*A abordagem abstrata da equagéo (1.1) do ponto de vista da teoria das equacdes diferenciais parciais est4 além das nossas
intengdes. Veja [lorio Junior, 1987] para maiores detalhes.



solucdo v da equagédo (1.1). Vamos mostrar que a norma

M=

N [ wtewp 2 asaye:
R?’

independe do tempo.

Proposic¢io 1.1. Sendo v (¢, x,y, z) uma solugdo da Equacio de Schrodinger, a integral
1
2
N [[[ sy asaye:
R3
nao depende da variavel temporal.
Para a demonstragao desta proposigao, faremos uso do seguinte lema preliminar:

Lema 1.2. Sendo (¢, x,y, z) uma solucdo da Equagdo de Schrodinger, tem-se que

é[/w*Awdv:—4[/|vwlzdw

onde V' C R? é uma regiio compacta do espaco.

Demonstracao do lema: Usando a identidade V - (¢d) = ¢V -d+ @ - V¢, onde ¢ é um campo escalar
e a é um campo vetorial, e o fato de que V - V = A, onde V representa o operador gradiente, vemos que
V- (¥*V) = ¢* Ay + Vip*V). Portanto, considerando o Teorema da Divergéncia sobre um volume

compacto V' € R?, vemos que, para todo t > 0,

[[[vaeav - J[[v-wvnav - [[[vevsa
= 4/<¢*V¢,ﬁ> d(é?V)—/V/ V| dv,

onde OV representa a fronteira (topologica) de V.
Agora, como as funcdes de onda se anulam no infinito, a integral de superficie acima se anula quando

tomamos o diametro do volume V' tendendo para infinito. Entao vemos que

// VAP AV = —// V| dV.
R3 R3
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]
Demonstracao da proposicao: Comegamos multiplicando a equacdo de Schrodinger (1.1) pelo con-

jugado complexo de 71, gerando

3 . h2 * )
mb*a_qf(t,x,y,z) — i AP 2y, 2) = —iU(E 2y, 2) it 2.y, 2)).

Integrando esta tltima equagéao, sobre um volume compacto, paraumt > 0 fixo, porém arbitrario, geramos

// t:cy7 2)dV =
—z—///w dV—z/// (t,,9,2) [t 3,9, ) dV.

Isto nos mostra que, para todo ¢ > 0,
/ / t x,y,2)dV

é um ntimero imaginario puro. E facil ver que a parte real da integral acima coincide exatamente com

pois, considerando as partes real e imaginaria de 1, Re()) e Im(v)), respectivamente, e a definicdo do

produto entre dois nimeros complexos, vemos que

Re(w 00y = () RO 4 ) 21D
e que

d [’ ORe(y) dIm(y))

S =2 | Re() 5+ () 2

Com isso, concluimos que

&g av —o
R3
// W)(tw’ﬂ,y, Z)|2 dv ,
R3

10
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de fato, independe do tempo. m

Entdo, daqui para frente, ao resolvermos a equacdo de Schrodinger, se a norma acima néo for unitaria,
basta dividirmos a solucdo pela referida norma para obtermos a funcdo de onda procurada. Por isso,
quando tomarmos uma solucio da equacao de Schrodinger, ja assumiremos que a mesma é uma funcéo
de onda.

Uma caracteristica muito aprecidvel em modelagem matematica é a unicidade de solucdes. De fato,
de posse de uma propriedade de unicidade, ficamos livres para resolver o modelo com as mais variadas
técnicas possiveis, tendo a certeza de que continuamos perseguindo a mesma solucdo. Vejamos que a

unicidade de solu¢des da equacédo de Schrodinger é consequéncia da conservacgao temporal da norma.
Proposicao 1.3. A Equacdo de Schroedinger goza da propriedade de unicidade de solugdes.

Demonstracao: De fato, sejam 1, (¢, x, y, z) e 2 (t, x, y, z) duas solu¢des da equacio (1.1) satisfazendo
a mesma condigdo inicial ¢ (0, z,y,2) = (0,2, y,2) para todo (z,y,2) € R?. Como a equacio de
Schrédinger € linear, a funcdo ¥(t,z,y,2) = ¥i(t,x,y,2) — a(t, z,y, z) também corresponde a uma

solucao e, portanto, devido a conservacdo da norma,

// [Wh(t, z,y, 2)|? dV:// (0, z,y, 2)|° dV:///OdV:O,
R3 R3 R3

o que implica, pela continuidade de 1), em 7 ser nula. Isto revela que ¢; =¥5. =

Devido a esta unicidade de solucéo, dizemos que a funcdo de onda define um estado (quanto-mecanico)
da particula quantica.

Feitas estas observacdes, podemos agora dizer precisamente que, dada a massa de uma particula quan-
tica e a energia potencial associada a ela, a posi¢ao desta particula quantica no espaco, no instante ¢ > 0,

é uma variavel aleatoria (tridimensional)® X cuja densidade de probabilidade é dada por

fx(l’,y,Z) = W(t,%y,z)ﬁa

onde v é a funcdo de onda associada. Sendo assim, o valor esperado (esperanga matematica) da posicéao

da particula quintica em um estado ¢ é representado pelo vetor (X (¢)) = ((x(¢)), (y(t)), (2(¢))), onde

SDeve-se observar que a aleatoriedade est4 presente nas variaveis espaciais, mas nio na variavel temporal.
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cada componente ¢ dada por

)= [[ [ttt av = [[[otoporwotoy.av
won = [[[vtvteap o av = [[[ oy s
(1)) = ///z|¢(t,x,y,z)|2 v = ///w(t,x,y,z)*zw(t,x,% 2)dv.

1.2.3 Os Operadores Quanticos

Todas as grandezas fisicas (que ndo sejam as fundamentais) associadas a uma particula quantica sdo
variaveis aleatorias. Dada uma grandeza fisica L, diremos que um operador L atuando sobre o espago

H'(R3) é um operador quantico associado a L se

W= [[[vicav

Usando uma Transformada de Fourier tridimensional e a identidade de Parseval, pode-se justificar que,

para o momento linear (quantidade de movimento) p,

= [[[ ¢ mvear

—q 2
A partir disso, mostra-se que o operador quantico proveniente da energia cinética é dado por % =
%, onde m é a massa da particula quéntica. Isto esta feito no capitulo 7 de [Gondar and Cipolatti, 2011].

Outro operador quantico fundamental: O operador de Hamilton. Em um sistema quéntico sujeito a um
campo de forcas F(t,z,y,2) = —VU(t,z,vy, 2), (note que ndo ha dependéncia do momento linear) a

hamiltoniana H de uma particula quantica de massa m é

bl

H=U(t
<7x7y72)+ 2m

O operador quantico associado a esta grandeza é o operador de Hamilton
. K2
H=-—A t,x,y, Ut777 :
S AG(t,9,2) + Ut 2,9, 2)

Se a hamiltoniana é estacionaria, o operador de Hamilton representa a energia mecanica do sistema.

12



1.2.4 Operadores Hermitianos

A determinacdo de um operador quéntico associado a uma grandeza fisica ndo é uma tarefa simples
em geral. Mas, sendo L uma grandeza fisica, tanto ela, quanto o seu valor esperado sdo reais. A partir
desta conclusao pode-se mostrar ([Gondar and Cipolatti, 2011]) que uma condi¢ao necessaria para que um
operador L seja o operador quantico associado a uma grandeza fisica L é que L seja hermitiano, como

passamos a definir.

Definicao 1.4. Um operador complexo L é hermitiano se ele coincide com seu operador adjunto. Mais

precisamente, se

()= [[[ oty aav = [[[g@polieyav = (o]i] 7).

quaisquer que sejam as fung¢des continuas f e g para as quais as integrais acima estejam definidas.
A proposicdo abaixo estabelece um fato fundamental sobre os operadores hermitianos.

Proposicao 1.5. Sendo L um operador hermitiano, seus autovalores sdo reais e suas autofuncdes as-
sociadas a autovalores distintos sdo ortogonais (o sentido da ortogonalidade fica claro na demonstragao

abaixo).

Demonstragao: Seja ¢ uma autofuncido de L associada a um autovalor A € C. Entdo Ly = \¢. Dai,

<¢’i‘¢> = A///Iso(o:,y,zwdv
(ot o) =x [[ 16t av

Portanto, como L é hermitiano e ( ndo é identicamente nula, vemos que A = \*, revelando que A € R,
como queriamos. Sejam agora ¢, e 5 duas autofuncgdes de L associadas aos autovalores distintos A; e A,

respectivamente. Ja sabemos que estes autovalores sdo reais. Com isso,
<901 ‘L‘ 902> = A2 /// Plp2dV
R3
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L

(e

901> =\ ///9039016“/-
RB
Porém, L é hermitiano. Logo

<801 802> = <802 <P1>* =AM /// Plp2dV,
s

pois A\; € R. Dai, como estes autovalores sdo distintos, vemos que, obrigatoriamente,

J[f o o

RS

L L

como queriamos. =

1.2.5 Medicoes de grandezas observaveis, medicdes simultaneas e o Principio
da Incerteza de Heisenberg

Como vimos, as grandezas fisicas sdo representadas por operadores quanticos. Esta representacio
tem uma importante implicacdo quando efetuamos medicoes de uma grandeza L sobre um dado estado
quanto-mecanico ¢ : A grandeza L se encontrara determinada no estado v se, e somente se, ¢ for uma

autofuncéo do respectivo operador quantico

Lip(t,z,y,z) = M(t, x,y, 2).
Neste caso, o unico valor que a natureza admite para a grandeza L é o autovalor \. Existe uma inte-
ressante justificativa probabilistica para este fato, dada em [Gondar and Cipolatti, 2011]: Vamos analisar
um processo de medi¢do classico, porém hipotético. Vamos supor que em um fluxo de particulas, a cada
uma das particulas esta associado um valor, eventualmente diferente, de uma determinada grandeza fi-
sica L : Ly, Lo, ..., L, ... Imagine que tais valores possam ser medidos para cada particula com absoluta
precisdo (por isso o processo ¢ hipotético). Efetuando N medigdes da grandeza L, veremos que o valor
L, se manifesta n, vezes, Lo se manifesta ny vezes e assim sucessivamente. A probabilidade (definigao

frequentista de probabilidade) de que em uma medicao de L, neste fluxo, se registre o valor L; é dada por



onde
k

Além disso, o valor médio e a variancia de L no fluxo sdo dados por
(L) =) PLj;
J

(AL)*) = Bi(L; = (L))

Se a variancia é nula, ndo ocorre dispersao dos valores e entdo todas as particulas do fluxo estido associadas
ao mesmo valor de L. Embora a natureza do fendmeno seja diferente, as consideracdes acima também se
aplicam, do ponto vista quanto-mecéanico, quando efetuamos medi¢des da grandeza L sobre um estado

W¥(t,x,y, z). Considere o operador desvio médio:

Como AL é hermitiano, vemos que

(AL)?) = / / V*ALALY dx dy dz

R

_ /// ALYALG" dv dy dz
R3

= // IALY|? dz dy dz.
R3

Os estados quanto-mecanicos ¥ (t, =, y, z) para os quais a variancia da medida da grandeza L é nula devem

satisfazer
ALy =0,
Ly = M.

Existem grandezas fisicas que geram operadores quanticos com espectro discreto, como € o caso da
energia mecanica do (Gnico) elétron do atomo de hidrogénio. Estes exemplos refletem o comportamento

quantico da natureza.
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Na mecanica classica, a definicio de momento linear permite que, uma vez conhecida a trajetoria de
uma particula S(t) = (x(t),y(t), 2(t)), conhecamos o valor do momento e, reciprocamente, uma vez

medido o momento, podemos estabelecer a trajetoria da particula:

as
p=m—

dt -

O conceito de trajetdria classica nédo se aplica as particulas quantica de modo que néo existe nenhuma
relacdo definida entre momento e posicdo. Esta dltima afirmacéo pode ser obtida a partir do chamado
Principio da Incerteza de Heisenberg. A desigualdade obtida originalmente por Heisenberg foi a seguinte:
sendo o momento p = (p1, p2, p3) € as coordenadas da posi¢io dadadas por (z1, o, 73),

h2
((Ap)*) ((Awj)*) = 7, j=1,2,3.
Hoje, este "principio"pode ser obtido como consequéncia da teoria quantica apresentada aqui e é um caso
particular de um teorema geral sobre medicdes simultaneas de grandezas fisicas que possuem operadores
quéanticos que ndo comutam (veja uma demonstracdo em [Gondar and Cipolatti, 2011]). O Principio da
Incerteza de Heisenberg estabelece que, quanto mais precisas forem as medidas da posi¢do de uma parti-
cula quéntica, menos precisas serdo as medidas dos momentos (evidentemente que nos estados onde estdo
definidos) e, reciprocamente, quanto mais precisas forem as medidas do momento, menos precisas serdo
as medidas da posicdo. Este resultado teérico desestimula qualquer tentativa de construcido de um dispo-
sitivo que possa medir simultaneamente estas duas grandezas. No entanto, existem pares de grandezas
fisicas, L e K, que ndo sdo tdo incompativeis. Sdo as grandezas simultaneamente mediveis. Para estas
grandezas, existem estados quanto-mecanicos nos quais a medicao acurada das duas grandezas é possivel.
Do que discutimos sobre as medicoes de uma grandeza fisica, isso significa que estes estados sdo simul-
taneamente autofuncdes dos operadores L e K. De fato, pode-se mostrar (veja [Prugovecki, 1971]) que
duas grandezas L e K, tais que seus respectivos operadores quanticos, L e K, tenham espectro discreto e
conjuntos completos de autofuncoes, sdo simultaneamente mediveis se, e so se, seus operadores quanticos

comutam,

LK = KL.
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Modelos Estacionarios

Agora vamos nos restringir ao caso em que a energia potencial atuante sobre a particula quantica,
U(z,y, z), independe do tempo e o operador de Hamilton possui espectro discreto. Com isto, o operador

Hamiltoniano é estacionario:
. 72
Hlp(t, Ty, Z) = _%Alp(ta z,Y, Z) + U($7 Y, Z)Qp(t? z,Y, Z)
Vamos propor o método de separacio de variaveis: (¢, x,y, z) = T(t)¢(x, y, z). Dai,
LTt _ He(x,y,2)
ih = .
@)  elzy2)

Como H é estacionario, existe uma constante A € C tal que
LTt _ He(w,y,2)
ih =

@)  elzy2)
Podemos ver entdo que o problema se reduz a determinar as autofuncoes do operador de Hamilton. Como

=\

H é hermitiano, os autovalores correspondentes sdo reais. No jargdo da Mecanica Quantica, este tltimo
problema de autovalor é chamado de Equacdo de Schridinger independente do tempo.

Suponhamos que H tenha um conjunto de autovalores, {A\n; n € N} e um respectivo conjunto de
autoestados, {¢,; n € N}, ortonormal e completo em L*(R?). Para cada autovalor )\, vemos que existe

uma constante complexa c,,, tal que
T, (t) = exp(—il,t/h)c,.

Como a Equacao de Schrodinger ¢ linear, escrevemos

Y(t,x,y, 2) = Z Cnon(x,y, 2)exp(—ir,t/h).

n=1

Dada uma condicéo inicial p(0, z,y, 2) = (2, y, z), temos que

com

Cp = ///@Z(%yvz)@()(%yvz) dv
R3

Além disso, pela Identidade de Parseval,

ool = [[[ 1ot av = 3 el
R3 n=1
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Exemplo de solucao analitica: o modelo da particula quantica na caixa

Agora apresentaremos uma situacdo ideal onde podemos obter a solu¢ao analitica da equagédo de Schro-
dinger. Trata-se do modelo da particula quéntica na caixa. Neste sistema, as particulas quantica estio sob
a acao de um campo de forcas que, embora seja nulo no interior de uma regiao {2, é tao intenso no exterior
de €2 que as particulas quéantica que estiverem inicialmente no interior de €2, ficardo aprisionadas la. Va-
mos tomar o caso unidimensional, onde €2 = [0, a]. Este modelo também é chamado de "poco retangular
infinito”. Neste caso, o potencial do modelo é dado por

U - 0, sex € [0,4q]
* | +oosex ¢ 0,4

O valor médio da energia mecanica em um estado ¢ é dado por
= wlv)
= [vn) (T )+ Un@te ) d
= S ks vene e X x
R

_ hz/ tx)d:c+/Uoc(:c) (e, )| | de.

2m
R R

Note que

iy AP B L dip dip
/¢ (1) (1) e = /dx (¢; " ) dq;—/H (t.2)
R

onde a ultima igualdade decorre do fato de ¢ se anular no infinito.

2
dx,

2 )
R

Com isso, vemos que os estados 1) para os quais faz sentido definir o valor médio da energia mecanica

sdo aqueles em que

ZL’

dx + / Uso(2) [[90(t, 2)||* dx < +o0.
R

Devido a intensidade de U, fora do intervalo [0, a], devemos ter ¢(t,z) = 0 sempre que = ¢ [0, al.

Portanto a equacgdo de Schrodinger se torna

2m dx?

—ih%(t,0) = — LU (1) 1> 0,2 € (0,a)
W(t,0) = (t,a) =0
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O problema de autovalor correspondente é entdo

—i%‘g =22Fp, z € (0,a)
¢(0) =¢(a) =0

Esta é uma EDO linear de segunda ordem. Sabemos que este tipo de equacdo tem solucdo dada em funcéo

2m
h2

sd0 14/ —QE—TE .Se I/ < 0 entdo essas raizes sdo reais e, devido a solucdo geral dad EDO para esses casos

das raizes de sua equacio caracteristica. Neste caso, a equacio caracteristica é 22 + = 0, cujas raizes
e as condicdes de fronteira ¢(0) = p(a) = 0, teremos apenas a solugéo trivial ¢ = 0. Portanto, devemos

assumir que F > 0. Dai, as raizes sdo imaginarias e a solucédo geral da EDO é

p(x) = Acos <\/ %Ew) + Bsin (\/ %Ex) :

com A, B € R sendo constantes. Como ¢(0) = 0, vemos que A = 0. Ento, para termos solugio nao

trivial, necessariamente devemos ter B # 0. Como ¢(a) = 0, vemos que

B sin <\ / %Ea) =0.

Como B # 0, obtemos os valores permitidos para a energia

2 272

n m-h

B, =" L eN.
" 2ma?

Esta quantizacdo revela que a energia é uma variavel aleatoria discreta neste modelo.

1.2.6 Potencial Periodico e o Teorema de Bloch

O Teorema de Bloch é um dos resultados mais importantes da Fisica da Matéria Condensada. Com
ele temos a forma geral da solucao da Equacdo de Schrodinger para uma particula quéntica sujeita a um
potencial periddico. Tanto o enunciado quanto a demonstragio deste teorema estao aqui em uma forma
que ndo encontramos na literatura. Por este motivo, ndo indicamos referéncias bibliograficas para este
tema. No entanto, todos os livros que abordam a equacdo de Schrédinger sob um potencial periddico
abordam “algum teorema de Bloch”.

Consideremos a Equacédo de Schroringer independente do tempo

—~ h2
Ho(z,y,2) = —%A +U(z,y,2)| o(z,y,2) = Xp(x, 9, 2).
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Admitamos que o potencial U seja periddico, digamos
Uz +r,y+ry,z+rs) = Uy, 2) +7) = Ulx,y, 2),

qualquer que seja o ponto (x,y, z), onde 7 = (r1,79,73) é um vetor fixo.

Definamos o operador translacio T= por

A

Tf’(f(wvyv Z)) = f((J?,y,Z) + f‘)a

onde f é uma funcdo qualquer. Vamos mostrar que o operador translagido comuta com o operador hamil-

toniano. Realmente,

N R _h2v2
Tl (p(0,0.2)) = T (g o0, 2) + Ul el ) ) =

— —va o((x,y,2) +7) + U((z,y, 2) + PMp((,y,2) + ) =
- _va o((z,y,2) +7) + Ulz,y, 2)o((z,y,2) +7) =

= H(p((x,y,2) + 7)) = HTx(o((x,y,2))),

como queriamos. Pelo o que discutimos sobre grandezas simultaneamente mensuraveis, esta comuta-

tividade implica em os autoestados do operador Hamiltoniano também serem autofuncdes do operador

translagdo. Fixemos m € 7Z e tomemos um destes autoestados. Entao

e((z,y, 2) +mF) = T o(x,y, 2) = 7" 0(Z),

onde 7 é o autovalor do operador translacdo associado a autofuncao ¢. Logo,

o (2, 2) +mn)|| = |7["[lp(2,y, 2)]]

Como ¢ ndo é identicamente nula, existe (g, %o, 20) € R? tal que (¢, %0, 20) # 0. Vamos investigar

lim {|¢((z0, yo, 20) +m7)||. Se |7| > 1,
m—3o0o

lim {[e((o, Yo, 20) +mr)|| = limm — Foolr|"[|p(2)]| = +oo.

Por outro lado, se |7| < 1,

lim__|l¢((x0, %o, 20) +mr)|| = limm — O<>|—| "lp(@)]| = +o0.

m—r—
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Ambos os resultados sdo absurdos em Mecanica Quantica, uma vez que os autoestados se anulam no

infinito. Dai, |7| = 1. Sendo assim, mostramos que o autovalor do operador translacéo é da forma 7 = et

6 € R. Portanto, ¢((x,y, z) + m#) = ep(x,y, 2). Esta igualdade ja define as chamadas fungdes de Bloch,
porém, em fisica do estado sélido, usamos vetores, chamados de vetor de onda de Bloch, k tais que® 6 = k7
Dai,

—

on((z,y,2) +7) = e* (2, y, 2).

Esta formulag¢io para os auto estados é adequada para as nossas aplica¢des. No entanto, vamos obter uma
versdo equivalente, que é bastante popular. Defina ux(z, vy, z) = p(z, v, z)e‘iE'f . E fcil verificar que u;, é

periddica de periodo 7. De fato,

Dessa observagio decorre a seguinte versio equivalente: Os autoestados do operador Hamiltoniano com

potencial periddico tém a seguinte propriedade

ka(x, Y, Z) = eﬂ_ﬁ'.(m’y,Z) Uk(l', Y, 2)7

onde u;, é uma funcido com a mesma periodicidade do potencial.

Resta verificarmos a reciproca desta afirmacao: a aplicacdo

ik (z,y,2)

SOk(xay»Z) =e uk(xvya Z),

onde u;, é uma fun¢do com a mesma periodicidade do potencial, é um autoestado do operador Hamiltoni-

ano. Com efeito, esta aplicacdo é uma autofuncio do operador translagio pois,

~

Tu(on(,y, 2)) = TR VD gy (), 2) + F) = FTeF @2y (2, y, 2)),

onde para obtermos a tltima igualdade fizemos uso da periodicidade da func¢do u. Dai, como o operador
translacdo comuta com o operador Hamiltoniano (devido a periodicidade do potencial), a aplicagao ;. é
um autoestado de 1.

Estabelecemos entao o seguinte teorema:

®Quando estamos em uma rede cristalina, a periodicidade do poténcial decorre da periodicidade da rede. Neste caso, existe

um significado fisico para os vetores k relacionado ao conceito de rede reciproca e da teoria de bandas, que néio abordaremos
aqui. Maiores detalhes, indicamos o capitulo 8 de [Ashcroft and Mermin, 1976]
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Teorema 1.6. (Teorema de Bloch) Consideremos a Equacgido de Schroringer independente do tempo,
onde o potencial é periddico, com periodo 7. Nestas condi¢des, uma aplicagao ¢ é um autoestado do

operador hamiltoniano se, e somente se, tem a forma
o 'LE T,Y,2
(p(l’,y,Z) =€ ( )uk(ﬂc,y,z),

onde £ é um vetor constante, chamado de vetor de onda de Bloch, e u;, ¢ uma funcéo periddica de periodo

T

1.2.7 Generalizacio para sistemas de muitas particulas quantica e os principais
métodos de solucio da Equaciao de Schrodinger

A questdo geral sobre existéncia de solu¢des da Equacgdo de Schrodinger é tratada fazendo uso de
resultados e técnicas da teoria das Equagoes Diferenciais Parciais em Espacos de Hilbert (para isto, re-
comendamos [lorio Junior, 1987] e [Prugovecki, 1971]). Do ponto de vista estritamente da Modelagem
Matematica, a preocupagdo com a existéncia de solucdes para um modelo muitas vezes nao recebe tanto
destaque. Se o modelo é coerente, a sua solucdo existe e é o objeto que esta sendo modelado! Em vista
da proposi¢éo 1.3, os esforcos sao dedicados a construgao de possiveis técnicas de obtencédo de solucdo. O
escopo do nosso trabalho esta incluido nos modelos estacionarios. A resolucdo das equacgdes da mecanica
quéntica é uma tarefa altamente nao trivial que necessita de varias hipoteses simplificadoras especificas
para o caso em que estdo sendo tratadas. Mesmo com muitas destas aproximacoes, solugdes analiticas s6
sao conhecidas para um numero extremamente pequeno de situagdes. Podemos citar o modelo do pogo re-
tangular infinito, o oscilador quantico isotropico ([Gondar and Cipolatti, 2011]) e o &tomo de hidrogénio.
Este ultimo exemplo, além de uma grande importancia historica, é importante para a validagcao do modelo
de Schrodinger, pois reproduz as informacdes que ja eram observadas sobre o (Gnico) elétron do atomo de
hidrogénio. Para este caso, se obtém um espectro discreto para o operador Hamiltoniano, revelando que
a natureza apenas admite valores discretos para a energia mecanica daquele elétron. A solu¢éo analitica
para o atomo de hidrogénio é bastante sutil e reconstroéi todas as informacgdes experimentais que ja eram
conhecidas sobre o hidrogénio. Para uma apresentagao absolutamente correta e precisa, recomendamos o
capitulo 19, secdo 8, de [Barata, 2011]. A autofuncéo de um elétron é chamada de orbital espacial.

Para os outros atomos diferentes do hidrogénio, recaimos em um problema de muitos corpos, pois

temos mais de um elétron, além do nucleo. No entanto, a abordagem ¢é analoga: Para um atomo com
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n elétrons, formamos a Equagido de Schrodinger independente do tempo para uma funcéo de onda, que

agora depende das coordenadas de cada elétron e das coordenadas do nucleo, H © = €p, com

© = ©(gn: 91,92 - Gn);

onde g; representa as trés coordenadas espaciais para o elétron ¢ e gy representa as trés coordenadas
espaciais para o nucleo. Temos entdo uma fungéo de 3 x (n + 1) variaveis. O operador Hamiltoniano por

sua vez é dado pela energia mecénica do sistema:

A

H=Ky+ K.+ Voy+ Ve,

onde

Ky representa o operador energia cinética do nucleo;

K. representa a soma dos operadores energia cinética de cada elétron;

V. representa a soma dos potenciais coulombianos atrativos de cada par elétron-nucleo;

Vee representa a soma dos potenciais coulombianos repulsivos de cada par elétron-elétron.

Os resultados sobre o modelo Schrodinger descritos nas se¢des anteriores fizeram uso da Analise Ma-
tematica em trés dimensdes. Os mesmos resultados podem ser obtidos (inclusive o Teorema de Bloch) para
este modelo multidimensional usando a Analise Matematica m-dimensional. Também temos a mesma in-
terpretagéo probabilistica para as funcdes de onda: A regido do espaco (3(n + 1))-dimensional é formada
pelo produto cartesiano de 3 x (n + 1) subregides do R? (topologia produto) e a respectiva integral nos
revela a probabilidade de encontrarmos, simultaneamente, o nicleo na primeira subregido e o i-ésimo
elétron na i-ésima subregido. No caso de solidos ou moléculas, que sdo o nosso interesse no presente
trabalho, a Unica diferenga é que temos varios 4tomos e, portanto, varios nicleos. Com isso, o termo K
representaria a soma do operadores energia cinética dos varios nucleos, o termo V. incluiria os pares
elétron-nucleo para os varios nucleos e devemos adicionar um termo Vy, representando a soma dos
potenciais coulombianos repulsivos de cada par nicleo-nucleo. Surpreendentemente, ndo se conseguiu
obter solucdo analitica para atomos com mais de um elétron. As solugdes aproximadas sao obtidas sob

algumas hipoteses simplificadoras. Neste trabalho fazemos uso de duas:
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1. Aproximacdo de Born-Oppenheimer

A primeira hipétese simplificadora que faremos uso é a chamada Aproximacao de Born-Oppenheimer.
Esta aproximacio é baseada no fato de que a massa do nuicleo atdbmico é muito maior (mais de mil
vezes) do que a massa dos elétrons que o circundam. Dai, os ntcleos se movem muito mais lenta-
mente do que os elétrons, embora o movimento eletrénico reaja instantaneamente a mudanca das
posicoes nucleares. Portanto, tendo como objetivo a descricdo quanto-mecénica eletrdnica, é razoa-
vel considerar os elétrons sob um campo de forgas gerado por ntcleos fixos. Desta forma, pensando
em apenas um elétron, a fun¢do de onda deve ser referenciada a posi¢ao do nucleo, mas tratada
como funcao apenas da posi¢do do elétron, como num problema de dois corpos. Isto é feito na so-
lucdo do atomo de hidrogénio, por exemplo. No caso dos sélidos, é proposta uma funcéo de onda
dada pelo produto de uma funcéo das coordenadas dos nticleos por uma funcio das coordenadas dos
elétrons e resolve-se uma Equacdo de Schrédinger para o movimento nuclear e outra para o movi-
mento eletronico. O correspondente operador hamiltoniano eletronico ndo leva em consideracio a
energia cinética dos nucleos e o potencial repulsivo nicleo-nicleo é constante. O nosso interesse

esta apenas no problema eletronico.

2. Aproximacado de Hartree: um modelo de particulas quanticas independentes

O potencial repulsivo V.. do operador hamiltoniano contém termos que dependem das coordenadas
de dois elétrons. Obviamente, estes termos ndo aparecem no problema do atomo de hidrogénio, por
exemplo. Termos deste tipo impedem que a Equacdo de Schrodinger seja resolvida de forma exata.
Hartree, em 1927, prop6s uma estratégia para isso. Na aproximacao de Hartree, os elétrons se movem
independentemente uns dos outros, porém, além do potencial atrativo devido aos nucleos, cada
elétron fica sujeito a um potencial repulsivo médio, devido a sua interacdo com os outros elétrons
da molécula. Desta forma, o operador hamiltoniano é aproximado por um "operador hamiltoniano

médio", formado pela soma dos varios operadores hamiltonianos de cada elétron.

Os métodos computacionais de solugio aproximada para a Equacdo de Schrodinger sdo separados em
dois grandes grupos: os métodos de primeiros principios ou métodos ab-initio e os métodos semiempiricos.
Os métodos ab-initio sdo aqueles que nao utilizam nenhuma informacéo oriunda de medidas experi-

mentais sobre o sistema estudado. Entdo, a partir das posicdes atomicas e das interagdes entre os atomos,
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os métodos de primeiros principios sdo capazes de resolver o problema quéantico e prover a descrigio tanto
do sistema eletronico, quanto nuclear, do material. O primeiro método deste tipo foi 0 método de Hartree-
Fock (HF). Outros métodos de destaque sao aqueles baseados na Teoria do Funcional de Densidade (DFT).
As metodologias de primeiros principios sao bastante gerais e acuradas, no entanto tém complexidade
computacional muito alta (em geral, O(N?), onde N é o nimero de 4&tomos do sistema estudado).

Os métodos semiempiricos sao, de forma simplista, métodos baseados em aproximacdes feitas nas for-
mulag¢des ab-initio, com HF. Estes métodos negligenciam certos termos nestas formula¢des e compensam
estas aproximacdes com a introducio de pardmetros experimentais que servem como nds interpolado-
res para ajuste dos resultados. Em geral, estes métodos tém complexidade computacional bem inferior,
quando comparados aos métodos ab-initio. Com isso, para alguns sistemas formados por muitos atomos,
podem ser os Gnicos métodos viaveis de solugdo. Também podem ser usados de forma encadeada com os
métodos ab-initio. Um exemplo desta situacao ¢ o uso de metodologias semiempiricas para obter a melhor
estrutura de partida de uma molécula de muitos 4tomos para o uso em calculos de primeiros principios.
Uma grande limita¢do dos métodos semiempiricos é que estes s6 podem ser usados em sistemas para os
quais ja foram desenvolvidos pardmetros para todos os &tomos que o compdem. Um dos objetivos da area
chamada de Quimica Quantica é o desenvolvimento de conjuntos de parametros semiempiricos eficientes
para uma ampla faixa de aplicacdes.

A metodologia DMTB, objetivo desta dissertagio, se encontra no grupo dos métodos semiempiricos,

COmo veremeos.
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Capitulo 2

Metodologia em so6lidos cristalinos

Muitos solidos usados em ciéncia e engenharia apresentam uma estrutura fisica macroscépica bastante
organizada, orientada e com um alto grau de simetria. Sdo os chamados cristais. Esta estrutura macros-
copica organizada dos materiais pode ser explicada por um modelo matematico para o arranjo estrutural
de seus atomos constituintes. Este modelo é conhecido como estrutura cristalina. Hoje existem técnicas
experimentais (difracdo por raio X) para a caracterizacdo de estruturas cristalinas, mostrando que estes
arranjos estruturais internos, de fato, existem. O modelo de estruturas cristalinas é baseado no conceito
matematico de rede de Bravais, que passamos a descrever. O objetivo deste capitulo é apenas introduzir o
conceito de estrutura cristalina para ser usado no capitulo seguinte. Para uma abordagem mais completa

do assunto, recomendamos os classicos [Kittel, 1971] e [Ashcroft and Mermin, 1976].

2.1 Redes de Bravais e estrutura cristalina

No século XIX, o Fisico francés August Bravais estudou as diferentes possibilidades de se posicionar

pontos geométricos de forma periddica no espaco. Este estudo levou ao seguinte conceito:

Definicao 2.1. Sejam n vetores de R", aj, a3, ... , a,. O conjunto

n
B={f€R”;f=Zni@, comn; € Z}

i=1

é chamado de rede de Bravais. Os vetores a; sio chamados de vetores primitivos da rede.

Vale notar que a escolha dos vetores primitivos de uma rede de Bravais nao é Unica, como ilustra a

figura de uma rede de Bravais bidimensional abaixo.
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Figura 2.1: os trés pares de vetores, {di, dz}; {ai, aL} e {a3, a}} produzem todos os pontos da rede.

Decorre diretamente da defini¢do que os pontos de uma rede de Bravais exibem um arranjo regular.
Embora uma rede de Bravais nao seja um subespago vetorial, é facil ver que ela é fechada para a operacéo
de soma vetorial. Devido a isto, podemos verificar que o arranjo chamado de "rede Honeycomb", embora

aparentemente regular, ndo é uma rede de Bravais, uma vez que nao é fechado para a operagao de soma

de seus elementos.

Figura 2.2: quando somamos vetores formados por arestas consecutivas de um desses hexagonos, geramos
um ponto no interior do hexagono e, portanto, ndo pertecente a rede.

Um exemplo importante de rede de Bravais tridimensional é formado pelas chamadas redes cubicas.

» Rede Cubica Simples
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Fixado a € R’ a rede ctibica simples é definida pelos vetores primitivos a; = aéi,a; = ac; e

asz = aes, onde €1, €3 e €3 sdo os vetores da base candnica de R?. Uma por¢io desta rede de Bravais

estd ilustrada abaixo. Podemos notar que os pontos da rede estdo dispostos nos vértices de cubos

Figura 2.3: Rede cubica simples - Imagem retirada de [Ashcroft and Mermin, 1976].

de aresta de tamanho a. Esta rede é abreviada por sc (simple cubic). O parametro a é chamado de

parametro de rede.

« Rede Cubica de Face Centrada

Fixado a € R’ a rede cubica de face centrada ¢ definida pelos vetores primitivos a3 = §(é3 +
€3), a}%(e} +e3)e a}%(eﬁ +¢€3), onde €7, €5 e €3 sdo os vetores da base canédnica de R?. Uma por¢io
desta rede de Bravais esta ilustrada abaixo.

Podemos notar que os pontos da rede estao dispostos, além de nos vértices de cubos de aresta de

tamanho a com na rede sc, nos centros das faces destes cubos. Esta rede é abreviada por fcc (face-

centered cubic). O parametro a também é chamado de parametro de rede.

+ Rede Cubica de Corpo Centrado

Fixado a € R a rede cubica de corpo centrado ¢ definida pelos vetores primitivos a; = §(—ej +

€3 +€3),5(e1 — e+ €3) e §(€1 + €3 — €3), onde €1, €3 e €3 sdo os vetores da base candnica de R3.

Uma porgao desta rede de Bravais esta ilustrada abaixo. Podemos notar que os pontos da rede estao
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Figura 2.4: Rede cubica de face centrada - Imagem retirada de [Ashcroft and Mermin, 1976].

Figura 2.5: Rede cubica de corpo centrado - Imagem retirada de [Ashcroft and Mermin, 1976].

dispostos, além de nos vértices de cubos de aresta de tamanho a com na rede sc, nos centros destes

cubos. Esta rede é abreviada por bcc (body-centered cubic). O parametro a também é chamado de
parametro de rede.

Estas trés redes de Bravais formam o chamado sistema cristalino ciubico.

Uma estrutura cristalina é caracterizada por uma rede de Bravais (chamada de rede de Bravais subja-

cente) e um conjunto de posi¢des, geradas a partir dos vetores primitivos da rede, onde sdo alocados um ou
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mais tipos de &tomos. Sdo necessarios 7 sistemas cristalinos (incluindo o sistema ctbico) para representar
todas as estruturas cristalinas conhecidas na natureza (ver[Ashcroft and Mermin, 1976]). O conjunto de
posicdes atomicas é chamado de base da estrutura cristalina. Por exemplo, se tomamos uma rede triangular
bidimensional e posicionamos um atomo na origem e outro em %(nlaﬁ + noay), comny, ny € 7, geramos

a estrutura cristalina abaixo que é a rede honeycomb, que ja vimos que nédo é uma rede de Bravais. Neste

o

Figura 2.6: Rede triangular como rede de Bravais subjacente e base formada pelo atomo 1 e pelo atomo 2
- Imagem retirada de [Ashcroft and Mermin, 1976].

exemplo, se os dois atomos forem de carbono, geramos a etrutura cristalina do grafeno (uma folha de
grafite). Ja, se o primeiro atomo é o boro e o segundo é o nitrogénio, formamos uma folha de nitreto de

boro (NB).

Figura 2.7: uma folha de grafite.

Alguns sélidos cristalinos sdo formados por um tnico tipo de atomo e estes atomos ocupam exatamente

as posicoes dos pontos da rede de Bravais subjacente. Outros exemplos importantes sdo a estrutura do
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diamante e a zincblend. A estrutura do diamante é formada por uma rede de Bravais fcc e uma base
formada por dois atomos iguais. O primeiro é posicionado na origem e o segundo a um quarto da diagonal

do cubo 1(é7 + & + €3).

J

Figura 2.8: estrutura cristalina do diamante.

Sabe-se que os elementos da coluna IV da tabela periddica se cristalizam desta forma. Quando o 4tomo
em questdo é o carbono, o pardmetro de rede é aproximadamente 3,57 A e geramos o diamante comum.
Quando o 4tomo em questio é o silicio, sabe-se que o parametro de rede é aproximadamente 5,43 A. Ja
no caso do 4tomo ser o germanio, o pardmetro de rede é aproximadamente 5, 66 A.

A tinica diferenca na chamada estrutura zincblend para a estrutura do diamante é que a base é composta
por atomos diferentes.

Para fins de implementacdes computacionais, é interessante observar que a estrutura do diamante

pode ser obtida como duas redes fcc interpenetradas.

2.2 O método Tigth-Binding

Embora a determinacdo do potencial U seja uma tarefa altamente néo trivial (que ndo abordamos aqui),
quando estamos trabalhando com uma estrutura cristalina, a periodicidade da rede impde que o potencial

seja periodico
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onde 7" é qualquer vetor da rede de Bravais subjacente. Uma aproximacio bastante geral para se obter a
funcao de onda para esta situacao é, partindo de uma base de funcdes conhecidas, gerar pequenas pertur-
ba¢des nestas funcoes e, de alguma forma, combina-las entre si. Uma primeira simplificacdo para os tipos
de perturbacoes e misturas que podem ser usadas consiste em impor que as funcdes resultantes satisfacam
o teorema de Bloch.

Como trata-se de um modelo com potencial estacionario, a discussdo aqui se refere as solucdes da
equacao de Schrodinger independente do tempo. No método Tight-Binding, as func¢des da base sido os
orbitais atdmicos dos atomos que compoem o cristal. Embora esta aproximagao tenha se mostrado bastante
coerente para as bandas de valéncia de semicondutores, podem ocorrer discrepancias na descrigdo de
bandas de conducao. O nome “tight binding” foi adotado porque era usado para o célculo das bandas que
descrevem os elétrons do cerne (internos). Hoje é possivel obter bons resultados com o método para
praticamente todos os tipos de sélidos cristalinos, desde que se utilizem as combinacdes apropriadas.
Trata-se de um modelo monoeletrénico. Isto quer dizer que existe um unico elétron em todo o cristal
e as varias fungdes de onda descrevem os varios estados possiveis para este elétron. Uma vez feito o

calculo das bandas de energia, podemos preencher as bandas com o niimero total de elétrons do cristal.

2.2.1 A proposta LCAO

No final do primeiro capitulo desta dissertagéo, discutimos brevemente o modelo de Schrodinger para
um soélido. Contudo, ndo estabelecemos qualquer relacido da funcdo de onda de um sélido com as fungdes
de onda dos 4tomos que o compdem. Nesta secdo apresentamos a relagdo proposta no método conhecido
como LCAO (Linear Conbination of Atomics Orbitals).

Devido ao escopo do nosso trabalho, vamos considerar o caso de um soélido cristalino monoatémico
(apenas um atomo na base da rede de Bravais). Estamos limitando o espectro do operador hamiltoniano
(para uma Unica particula quantica) a M autovalores. Com isso, estamos usando, para cada atomo, M orbi-
tais. Além disso, a nossa estrutura cristalina finita possui /N sitios (/V atomos) nas posi¢des 11,15, ..., Ty €
R3.

Existem muitas formas funcionais que satisfazem o Teorema de Bloch. A forma utilizada no método
LCAO é baseada no j-ésimo orbital atomico de cada atomo do cristal, como passamos a descrever.

Para cada orbital ¢;, definimos o j-ésimo orbital de Bloch como sendo a seguinte combinacéo linear
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de orbitais atdmicos:

N
}:emﬂ (Z—Ty), (j=1,2,...,M).

1
VNS
Note a dependéncia paramétrica dos orbitais com respeito as posi¢des atdmicas 7; (veja a secdo 2.2.2).
Além disso, a acuracia desta aproximagao esta bastante ligada com o valor do numero M que controla a
quantidade de orbitais atdbmicos que caracterizardo o orbital de Bloch.

Estas funcdes satisfazem o Teorema de Bloch. Realmente, seja 7' uma posi¢cdo da rede de Bravais

subjacente. Entdo
N

é\ -
T

N
1 (Ti—TY 4
:_fzewz D ET (7T 4 T) =
1
ik

N —
>R )

P TP, (7),
onde, na ultima igualdade, usamos as condi¢des de fronteira de Born - Von Karman que exigem que
p(F+T) = o(r).

2.2.2 O Hamiltoniano Tight-Binding

O método conhecido por Tight-Binding é construido com um raciocinio analogo ao método LCAO.
Neste método a proposta para autofuncdes ¥, do Hamiltoniano cristalino é construida usando-se os or-

bitais de Bloch {®;/} como base:

M

Uk, @) = Cp(k)0y(k,7), (j=1,2,..., M),

j'=1
onde os coeficientes da combinacio linear precisam ser determinados. Repare que, mais uma vez, ndo
¢ informado o valor do numero M que controla a quantidade de orbitais de Bloch que caracterizarao a
autofuncio do Hamiltoniano cristalino. A quantidade de orbitais de Bloch para se obter uma representacio

exata da autofuncédo deve tender ao infinito. Como na pratica é usada uma quantidade finita de orbitais,
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a acuracia destes calculos esta ligada principalmente a esta quantidade. Por fim, note que esta proposta
também satisfaz o Teorema de Bloch. O j-ésimo autovalor E,(/;) do operador hamiltoniano cristalino,
como funcéo de k, é dado entio por

7 <‘I’j|ff |‘I’j>
Byl = (W] W;)
Usando a expansao por orbitais de Bloch, obtemos

M R M
;1 O;j/ij/ <<I)]|H|(I)]’> Z Hjjlc;j’cjj'

By(k) = " = ,
22 GGy (P5]95) > Sy CiyCiy
J:.3'=1 4.5'=1

onde H; e S;;» sdo as chamadas matrizes integrais de transferéncia e overlap, respectivamente. Fixados
os M? valores das entradas das matrizes de transferéncia e overlap para um dado %, os coeficientes Cry
da funcédo de onda do estado fundamental do cristal (estado de menor energia) devem ser otimizados para

-

minimizar E;(k) :

M M M M
Lo >0 HypCyy 30 S5 CiChy 32 HypCruChy 32 SiClye
OE;(k) _ =t ji=1 _gi= j=1 B
oCs; M ) ? M . ?
2 iy Gy 2. S ClyCi
Ji'= Ji'=

Dai, vemos que
n M
> HjyCiy = Eij(k) Y SiyCiy,
j'=1 j'=1

para cada j. Definindo o vetor coluna C; = [Cj;...C;yl", vemos que as equagdes acima podem ser

formuladas como

HC; = E;(k)SC; < [H — E;(k)S]C; = 0

Portanto, para que nao tenhamos todos os coeficientes nulos (ou seja, para que tenhamos efetivamente

—

uma funcio de onda), a matriz [H — E;(k)S], para cada j, ndo pode ser inversivel:
det(H — ES] = 0.
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A equacdo acima é chamada de Equacdo Secular. Se a base de orbitais de Bloch formar um conjunto orto-
normal, a matriz de overlap ser4 a matriz identidade e a Equacédo Secular se torna o polinémio caracteristico
da matriz H,

det[H — EI] = 0.

Resolvendo a Equacédo Secular, encontramos todos os valores permitidos de energia e, com isso, os coefi-
cientes da combinacdo linear de orbitais de Bloch proposta podem ser calculados.

Do exposto acima, fica claro que o Tight-Binding é um método de primeiros principios. A complexi-
dade computacional fica por conta da equacédo secular que esbarra, quer em condigdes sobre um determi-
nante, quer sobre a diagonaliza¢do matricial. Uma aplicacdo pedagogicamente interessante da metodologia
Tight-Binding aplicada ao atomo de hidrogéneo (para o qual conhecemos a solucédo analitica da equacao
de Shrodinger!) pode ser vista em [Custodio et al., 2002]. J4 a aplicacdo em duas dimensdes para o gra-
fite pode ser vista no segundo capitulo de [Saito et al., 1998]. Porém, existe consequéncia fundamental da
Equacdo Secular: é possivel se obter parametrizacdes semi empiricas para a determinacdo dos elementos
de matriz do hamiltoniano cristalino . Portanto, ainda que sem uma definicao explicita da base de orbi-
tais de Bloch, podemos resolver esta equacdo secular diretamente. Ou seja, na metodologia tight-binding
as bases para a representacao do hamiltoniano tém influéncia apenas implicita, por meio destas parame-

trizagdes do hamiltoniano cristalino. Sendo assim, o Tight-Binding constitui um método semi empirico.

As representacdes parametrizadas foram sugeridas por Slater e Koster em [Slater and Koster, 1954].
Trata-se de uma técnica de interpolagao de resultados de caculos de estrutura eletrdnica provenientes de
métodos ab initio. Sem entrar em muitos detalhes técnicos, vamos dar uma ideia desta estratégia. Nos

elementos da matriz de transferéncia
1L
1, = (o, |f]0,) = = R§::1 cikR / o (7) Hopn (7 — Ti)dwdyd-

as integrais que aparecem sao substituidas por pardmetros que reproduzem os valores de energia. Estes
parametros em geral sdo ajustados se utilizando métodos ab initio. Além disso, se admite que a base de
orbitais é ortonormal (e, portanto, a matriz de ovrlap é a matriz identidade). Através do procedimento de
Slater e Koster, os parametros independem do valor de k. Além disso, no tratamento no espaco real por

esta metodologia, os elementos de matriz, além dos indices m e n, que representam os orbitais atomicos,
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também sdo indexados fazendo referéncia aos atomo nos quais estdo localizados os orbitais m n :
Hopin, -

Uma outra questdo interessante do Tight - Binding parametrizado é que, como as integrais independem
da estrutura cristalina, a informacéao relacionada com a espécie atdbmica em questdo, contida no ajuste pa-
ramétrico, pode ser transferido de um material para outro. No entanto, como estes parametros dependem
fundamentalmente da distancia entre o atomo ¢ e j, devemos ajustar essa distancia a do material para o

qual estamos transferindo os pardmetros.

Varias parametrizacdes de hamiltonianos cristalinos para elementos especificos tém sido produzidas.
O nosso grupo de pesquisa tem trabalhado com o hamiltoniano de Kwon ([Kwon et al., 1994]) desenvol-

vido para o Silicio.

Neste caso , se usa o conjunto de orbitais {s, p,,p, e p.} e, portanto, o hamiltoniano cristalino pode
ser representado computacionalmente como uma matriz quadrada de ordem N, onde cada posicdo é uma

matriz quadrada de ordem 4:

Hm7i,n7j7 m,n € {Svpx7py7pz} € 27.] € {1727 ) 7N}

Os elementos fora da diagonal (i # j) sdo chamados de integrais de hopping. Kwon construiu uma pa-
rametrizacdo onde as integrais de hopping tendem a zero exponencialmente quando a distancia entre os

4tomos tende ao infinito.
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Capitulo 3

O Método DMTB

Métodos baseado na matriz densidade para a obtencédo da energia do estado fundamental foram pro-
postos simultaneamente em 1993 por Li, Nunes e Vanderbilt [Li et al., 1993] e por Daw [Daw, 1993] (ba-
seados em argumentos e técnicas diferentes), estdo diretamente ligados ao tratamento tight-binding, onde
os estados eletronicos cristalinos podem ser descritos explicitamente em termos de orbitais atomicos e o
hamiltoniano cristalino pode ser construido a partir de pardmetros semi empiricos e, desta forma, dependo
apenas implicitamente dos orbitais atomicos. Por isso, este método foi chamado de método da matriz den-
sidade tight-binding - DMTB. Devido ao uso do hamiltoniano Tight-Binding, o DMTB se enquadra no
grupo dos métodos semiempiricos. O método abordado neste trabalho segue as linhas do grupo do Van-
derbilt. No entanto, o modelo proposto se mostra ligeiramente diferente do apresentado por Vanderbilt em
[Li et al., 1993], estando de acordo com o modelo reportado por Scuseria em [Millam and Scuseria, 1997].
Esse método tem, como veremos, potencial para ser implementado com complexidade computacional li-
near em relacdo nimero de atomos, o que permite que sejam tratados sistemas com milhares de 4tomos.

O algoritmo computacional que foi implementado a partir deste trabalho ([Ferreira, 2017]) realiza cal-
culos baseados em uma simulacéo de estrutura cristalina por super-células. Esta simulacdo é a represen-
tacdo de sistemas formados por um nimero muito grande de 4tomos através de repeticdes no espago de
estruturas menores (as chamadas super-células), com apenas N atomos, cada qual com M autoestados
eletronicos ocupados.

Podemos entdo formular o problema em questdo da seguinte forma: dada uma estrutura gerada pela
repeticido de uma super-célula com N atomos e M orbitais eletronicos por atomo, obter a energia quanto-

mecanica do estado fundamental desta estrutura.
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Embora o modelo que apresentaremos aqui seja absolutamente geral, por se tratar de uma metodologia
semi empirica, seu uso é restrito aos elementos para os quais ja foram desenvolvidos pardmetros semi
empiricos acurados. Na implementacio feita em [Ferreira, 2017], sdo usados atomos de silicio apenas, via

o hamiltoniano Tight-Binding de Kwon ([Kwon et al., 1994]).

3.1 A Matriz Densidade

A mecénica quantica que descrevemos no capitulo 1 foi baseada no conceito de estados quanto-mecénicos.
Existe uma formulagido mais geral, usando uma técnica chamada de Operador Densidade (ou Matriz Den-
sidade). Este é um tema profundo que ndo poderemos abordar aqui. Recomendamos o capitulo 9 de
[Amaral et al,, 2011]. Segundo [Amaral et al., 2011] (cap 9 pagina 122)

"O operador densidade é em geral usado para indicar que nosso conhecimento é incompleto devido as
imperfei¢cdes na preparacdo dos estados, ou devido a impossibilidade de conhecimento completo do estado
quantico do sistema, o que acontece quando o estado de um sistema composto é emaranhado."

Nos limitaremos a dizer que, naquela abordagem, o conceito de estado quanto-mecanico é generalizado
para elementos de um novo espaco vetorial sobre C, onde os estados, tais como definimos aqui, podem
ser vistos como casos particulares, e a matriz densidade p é um operador de proje¢do sobre o subespaco
dos estados ocupados de H.

N&o vamos entrar em detalhes, mas, formalmente, o operador densidade ¢ definido por

onde n é o indice do espectro discreto do hamiltoniano, f,, é o nimero de ocupacio e é usado o simbolismo
introduzido por Dirac, no qual o simbolo | ) , chamado de ket, representa um vetor do espago vetorial dos
estados quanto mecanicos. O simbolo ( |, chamado de bra, representa um vetor do dual desse espaco es-
paco vetorial. Para essa notacéo, recomendamos o proprio formulador da notacéo, [Dirac, 1947], na pagina
18, e [Jauch, 1968], na pagina 32. Escrevendo os estados como combinacio linear da base finita do método
Tight Binding, obtem-se a matriz do operador p, chamada de matriz densidade p;;. Para uma apresentacao
do método Tight-Binding usando o formalismo do Operador Densidade, recomendamos [Paxton, 2009].

Na abordagem de Paxton, assim como na nossa, os resultados foram obtidos admitindo-se que a base de
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orbitais forma um conjunto ortonormal. O hamiltoniano de Kwon ([Kwon et al., 1994]), com o qual o nosso
grupo de pesquisa tem trabalhado, também admite esta hipotese.

Entdo, a partir de agora, a funcdo de onda nio sera mais o conceito fundamental para a descri¢do do
sistema, mas sim a densidade eletronica. Através da matriz densidade p, podemos escrever o nimero de
elétrons - NV, - e a energia eletronica total do sistema F (parte atrativa da energia total do sistema, dada
pela soma dos autovalores da matriz do hamiltoniano cristalino Tight-Binding) usando o operador "trago

matricial”
Ne =tr(p) = sz’z’; (3.1)

ij

Além disso, como o operador densidade é um projetor, a matriz densidade é idempotente, ou seja,

p°=p.

Para demonstracdes das igualdades 3.1 e 3.2, a partir do formalismo do Operador Densidade, também in-

dicamos [Paxton, 2009].

Nesse tipo de metodologia (Tigh-Binding + Matriz Densidade) a energia total de um sistema com N,

elétrons é usualmente dada por:

Etot =F+ Erep + E0N7 (33)

onde F,., representa o potencial repulsivo, NV é nimero de atomos do sistema e £, é uma constante de

energia por atomo.

Podemos agora reformular o problema que estamos atacando: dada uma estrutura gerada pela repeti-
cao de uma super-célula com N atomos e M orbitais eletronicos por atomo, com um matriz hamiltoniana
H (quadrada de ordem N M) obter a matriz densidade eletrdnica p tal que £ = {r(pH) seja minima.

Entao, estamos encarando a energia como funcdo da matriz densidade p.
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3.2 Espaco de matrizes versus Espacos R"

Devido a equagéo 3.2, estamos considerando a energia como um operador atuando no espaco das ma-
trizes quadradas de ordem N M. A técnica de otimizagdo que usaremos no processo de minimizacio da
energia do sistema, pertencente a uma categoria de métodos conhecida como Gradiente Conjugado néao
Linear (NLCG), é uma técnica para minimizacdo em espagos R". Um fato basico e fundamental é que todos
os espacos vetoriais de uma mesma dimenséao finita sdo linearmente isomorfos. Portanto, podemos identi-
ficar, do ponto de vista da algebra linear, o espaco das matrizes quadradas com o espaco dos vetores linha

(ou coluna) de dimensio (N M)?. Um isomorfismo canénico entre estes dois espacos é, como sabemos,
t
X +—— [X117 ceny Xlnv X217 ceny X2n7 . an, Xnn] .

Por exemplo, a matriz quadrada de ordem 3 ( 3 4&tomos e um orbital por atomo (hidrogendides))

1 —2 —1
-5 1 0
A= 3 0 2
1 0 1
é identificada com o vetor coluna do R? SN
—2
—1
-5
1
0
3
0
2
1
0
- 1 -

No entanto, além de esta operagéo ter complexidade computacional (N M )?, no NLCG é necessario o
conhecimento da derivada da funcéo a ser minimizada. As derivadas ndo possuem uma identificacéo direta
por este isomorfismo. Por isso, nesta se¢do, vamos desenvolver o aparato necessario para que possamos
aplicar o NLGC no nosso contexto de forma nativa, no sentido de nio fazer uso explicito do isomorfismo

natural citado. Tendo um processo de vetoriacdo de matrizes em mente, vamos definir a diferencial de
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funcdes reais de variavel matricial e obter algumas regras de derivagido para estas fun¢des. Como nio
encontramos este aparato especifico na literatura, ndo apresentamos referéncias bibliograficas para este
tema e s6 desenvolvemos o minimo necessario para satisfazer os nossos propdsitos, embora muito mais
possa ser discutido.

Uma operacdo fundamental no nosso desenvolvimento, que também nédo possui uma identificacdo
o6bvia por este isomorfismo, é o trago do produto de duas matrizes. Com esta identificacdo, o traco do pro-
duto de duas matrizes corresponde ao produto interno candnico dos vetores produzidos pela vetorizacao

de cada uma das matrizes, como mostra a proposi¢do abaixo.

Proposicao 3.1. Sejan € N. Consideremos o espago vetorial real das matrizes quadradas de ordem n

M, (R) e o isomorfismo linear vec entre M, (R) e R”* dado por
A= (auv>n><n € ]\/fn(R) — V€C<A) = [CLH? vy A1y A21 5 vey A2y ovey A1, ...a,m]t (- Rn2.

Entao,

tr(AB) = vec(A) - vec(B"),

"o

onde "-"representa o produto interno candnico de R™ quaisquer que sejam A, B € M,(R).

Demonstracao: De fato, denotando por C' = AB, pela definigdo de produto matricial , temos que

mn
(AB)y = Zaukbkv, 1 <u,v<n.
k=1
Dai,

tr(AB) = (AB)i =Y > AyDB = vec(A) - vec(B'). m

=1 i=1 k=1

Como veremos, esta identificagdo sera importante para a aplicacdo do NLCG. Vale notar que, embora seja
um fato bastante conhecido que tr(AB") define um produto interno no espago das matrizes quadradas, a
proposicao anterior estabelece mais do que isso.

A vetorizagdo de matrizes permite que consideremos o gradiente de uma funcéo real de variavel ma-

tricial, ja que o isomorfismo em questéo identifica esta fun¢ido com um campo escalar. Sendo f(X) uma

41



funcéo real de variavel matricial, definimos a derivada de f como sendo a seguinte matriz

r_ofr ofr ... _Of 7
0X11  0X12 0X1n
of of  of ... _of
A~ 0X 0X: 0Xon
OX 21. 22‘ ‘2
of af . of

L Ban 6Xn2 aXnn -

O que é muito importante para o desenvolvimento que estamos fazendo aqui é que, a derivada definida
acima tem como vetorizacdo justamente o gradiente do campo escalar f quando X é posta na forma
vetorizada que nos fixamos. Por isso, sempre que estiver claro que a variavel é matricial e que a vetorizacdo
escolhida é a que definimos aqui, escreveremos V f ao invés de g—)é. Com isso, as propriedades béasicas
do operador gradiente sao todas validas para este novo operador. No nosso trabalho, é particularmente
importante calcularmos o gradiente do traco da poténcia de matrizes. A proposicdo abaixo ¢é suficiente

para as nossas necessidades.

Proposicao 3.2. Seja n € N. Consideremos o espaco vetorial real das matrizes quadradas de ordem n

M, (R) e fixemos uma matriz A € M, (R). Entdo valem as seguintes regras de derivagao:

1. Sendo a funcdo real de variavel matricial f dada por f(X) = tr(AX) = tr(XA),

of _

t.
3X_A’

2. Sendo a funcio real de variavel matricial f dada por f(X) = tr(AX?) = tr(X2A),

O axy 4 (xAY-
St = (AX)"+ (X A)

3. Sendo a fungéo real de variavel matricial f dada por f(X) = tr(AX3) = tr(X3A),

of _ ¢ t L,
X (AXH! + (XAX) + (X2A)Y,

Demonstracao:

1. Pela definicéo de traco e de produto matricial, temos que

n n

FX) =tr(AX) = > (AX)i = > > AuX.

=1 i=1 k=1
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Dai, fixados r e s,

of
= A,,.
0X,s ’
Portanto,
of
— = A
0X
2. Neste caso,
f(X) =tr(AX?) = Z Z A (X)) = Z Z A Z X Xji = Z Z Z A X Xji
i=1 k=1 i=1 k=1 j=1 i=1 k=1 j=1

Com isso, para o calculo de aanv contribuem da expressdo acima apenas as somas em que kK = 7 e
s

j=s,ej =rei=s. Portanto, fixados r e s,

8f n n
(9er - ; AirXsi + kz:; Astk:r - (XA)GT + <AX)sra

mostrando que

0
OF = (ax) + (XY
3. Basta escrever,
f(X) = tr(AX?) (3.4)
= tr((AX)X?) (3.5)
= D ) (AX)p(X?) (3.6)
=1 k=1
- Ty (z Ax> (z ijxﬁ) @7
i=1 k=1 \I=1 Jj=1

:ZZZZ@M%%' (3.8)

i=1 k=1 j=1 I=1

Agora notemos que, fixados 7 e s, para o calculo de %, contribuem da expressdo acima apenas as
T8
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somasemquel=rek=sk=rej=s,ej=ret=s.Portanto,

Gi(f;s = 2 Z Ain X Xji + Z Z AuXir Xsi + Z Z A X Xr (3.9)

i=1 j=1 i=1 =1 k=1 I=1

= Z Ajy (Z ijin) + Z Xsi (Z Ailer> + Z Xer (Z Alelk> (3.10)
i=1 J=1 =1 =1 k=1 =1

= D Ap(X?)g+ Y Xa(AX)i + > Xpor(AX) (3.11)
=1 =1 k=1

= (X?A), + (XAX), + (AX?),, (3.12)

revelando que
of

ox = AX) + (XAX) + (X4). =

Antes de encerrarmos esta secdo, deve ficar claro que os resultados da proposicdo anterior nada tem a

ver com qualquer processo de vetorizagio que se escolha. Na verdade, sendo f(X') uma fun¢io de dominio

matricial, a matriz g—)’; nada tem a ver com processos de vetorizacdo. Agora, a identificacdo
of
— <V
0X /

s6 é correta para a vetorizacdo que definimos aqui. Como geramos férmulas matriciais diretas para as
derivagdes, o uso do processo de vetorizacao na aplicacdo do NLCG néo ¢ explicito. Na verdade, sempre
que forem necessarias operacdes com gradientes de campos escalares, o processo é encapsulado através do
uso das féormulas de derivagdo que obtivemos. Além disso, devemos ter em mente que, embora estejamos
usando matrizes ainda, elas representam vetores e, portanto, devemos ter cuidado com as interpretagdes

dos resultados finais.

3.3 O modelo de minimizacao

Como o nosso objetivo é obter a energia do estado fundamental, o foco é a minimizacdo da energia
eletronica, dada como fungao da matriz densidade (equagdo (3.2)). Porém, temos alguns vinculos, devidos
a mecanica quantica que usamos até aqui, que devem ser mantidos. A minimizacdo ndo pode ser feita
irrestritamente no espaco de matrizes, ja que o numero de elétrons presentes na nossa estrutura precisa

ser reproduzido pela matriz densidade como na equacdo (3.1). Além disso, a matriz densidade deve ser
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idempotente. Do que foi discutido na se¢do anterior, estamos operando com a energia como sendo um
. 12 . . A s .
campo escalar definido em RWM)* Por fim, a matriz densidade eletrdnica deve comutar com a matriz do

hamiltoniano Tight-Binding.

3.3.1 O vinculo do niimero de elétrons

Para o vinculo do nimero de elétrons, podemos usar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (para

uma demonstragao, veja [Lima, 2005] nas paginas 171 e 172 ):

Teorema 3.3. (Teorema do Multiplicador de Lagrange) Seja f : U — R uma funcio de classe C*
(k > 1) no conjunto aberto U C R"*™', e M = ¢~'(0) uma hiperficie contida em U, imagem inversa do
valor regular 0 por uma funcio g : U — R, também de classe C*. Um ponto p € M é um ponto critico de

f|M se, e somente se, existe um ntimero real i (chamado de multiplicador de Lagrange) tal que

Vf(p) +uVg(p) =0.

Considerando o nosso processo de vetorizagdo, o teorema anterior nos garante o seguinte: p é um
ponto critico da funcio E(A) = tr(AH), restrita a hiperficie g7 (0) = {A € M, (R);tr(A) — N, = 0},

se, e somente se, existe um numero real 1 que torna nulo, em p, o gradiente da funcio
Q(A) =tr(AH) + p(tr(A) — N.),

desde que o gradiente do vinculo g nao seja nulo em p.
Notemos que, devido a vetorizacdo que estamos fazendo, o gradiente de g pode ser obtido facilmente

usando-se a proposicéo (3.2):
V(g(4)) = V((tr(A) = Ne)) =I' = I.

Portanto, o uso dos multiplicadores de Lagrange é permitido.
Aqui vale observar que o grupo de Vanderbilt originalmente concebe o escalar ;+ como um potencial qui-

mico em [Li et al., 1993]. Com isso, é necessario algum procedimento para atualizar o valor do potencial
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quimico durante a busca pela matriz densidade. Diferentemente disso, na nossa abordagem, a interpreta-
cdo de ;4 como um multiplicador de Lagrange, que tem o papel de selecionar matrizes que reproduzem o
numero correto de elétrons, como veremos, permite usar a combinacdo da implementacido computacional
baseada no método dos gradientes conjugados nao linear, que foi feita em [Ferreira, 2017], com exigéncia
da consisténcia fisica para o nimero de elétrons, para determinar explicitamente o multiplicador ¢ como
funcao de p em cada passo de iteragao. Portanto, no modelo acima, ;2 ndo sera uma incégnita independente.

Esta mesma interpretacéo para u aparece também em [Millam and Scuseria, 1997].

3.3.2 O vinculo da idempoténcia

A idempoténcia da matriz p também precisa ser vinculada. Mesmo que iniciemos o processo de minimi-
zacdo com uma matriz idempotente, os experimentos computacionais feitos em [Ferreira, 2017] mostram
que a idempoténcia nio é preservada e o algoritmo de minimizagao perde a convergéncia, gerando as "ru-
naway solutions"comentadas por Scuseria em [Daniels and Scuseria, 1999]. Seguindo as recomendagdes
do grupo do Vanderbilt e de Scuseria, vamos impor o vinculo da idempoténcia, de forma aproximada e
implicita, através da chamadas "transformagdes de purificacdo”, apresentadas em [McWeeny, 1960], que
passamos a analisar.

Como sabemos da Algebra Linear elementar, se A é um autovalor de uma matriz quadrada A, entao,
sendo & € N, \* é um autovalor da matriz A*. Por isso, os autovalores de uma matriz idempotente ou
valem 0 ou valem 1. Em [Li et al.,, 1993] é enfatizado que esta ultima condicédo é que deve ser preservada.

Considere a aplicacdo

F(X)=3X"-2X>,

definida no espaco das matrizes quadradas. E evidente que toda matriz idempotente ¢ um ponto fixo
desta aplicagdo. Além disso, a proposi¢do abaixo revela uma relacdo interessante entre esta aplicacdo o

polinémio f(z) = 3z% — 2a3.

Proposicao 3.4. Seja n € N. Consideremos o espaco vetorial real das matrizes quadradas de ordem n
M, (R) e fixemos uma matriz X € M,(R). Sendo A\ um autovalor de X, f(\) é autovalor de F'(X) =
3X?2 —2X3 onde f é o polindmio

f(z) = 3% — 2.
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Demonstracdo: Seja A um autovalor de X. Entdo, A\? e A% sdo autovalores de X? e X3, respectiva-

mente. Tomemos um autovetor ¢ de X, associado a . Entdo
F(X)T = 3X27 — 2X37 = 3\?0 — 2\ = f(\)7,

mostrando que f(\) é um autovalor de F'(X), como queriamos. m

Seja B uma matriz "aproximadamente idempotente”, no sentido de que, para um certo € > 0, seus
autovalores sdo dados por hou 1 + h,comh € Re 0 < |h| < e. Com isso, os autovalores de F'(B) sdo

f(h) ou f(1+ h). Pelo desenvolvimento de Taylor para f, qualquer que seja x € R, temos que
Flaoh) = f()+ f@)h+ €I = f(2) + (67 — 6a)h + 5(6 — 1260,
para algum £, entre x e x + h. Tomando x = 0, obtemos que
£ = 156 — 126007 < [3(1 — 260)¢?].
E tomando x = 1, obtemos
£+ R) = 1] = 56— 12608 < [3(1 — 260)e".

Isto nos mostra que, sendo B uma matriz aproximadamente idempotente, cujo o erro maximo absoluto
da aproximacio entre seus autovalores e os valores desejados, 0 e 1, seja €, a matriz F'(B) sera aproxi-
madamente idempotente com erro méximo absoluto da ordem de O(e?). Portanto, usar F'(p) no lugar de
p na equacao (3.2) se apresenta como uma proposta de introducdo implicita e aproximada do vinculo da
idempoténcia no nosso modelo.

A aplicagao F' é conhecida como Transformacao de Purificacio de MacWneey ([McWeeny, 1960]) e foi
incorporada no modelo do grupo de Vanderbilt. Analisando o polinémio de purificacdo f, vemos que,
estando os autovalores de uma matriz no intervalo [—0.5; 1.5], os autovalores da matriz purificada perma-

necerdo no intervalo [0; 1].
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Figura 3.1: o polinémio purificador f(z) = 32% — 223

3.4 0O modelo matematico final

Repitamos aqui a formulac¢do do nosso problema:

Consideremos uma estrutura dada pela replicagdo de uma super-célula formada por N atomos, cada
qual com M autoestados eletronicos preenchidos. Admitamos que para este sistema quanto-mecanico

exista um hamiltoniano Tigth-Binding semi-empirico /{ construido. Nestas condi¢des, obter a energia

quanto-mecanica do estado fundamental desta estrutura.

Como dissemos, e mostraremos na proxima subsecdo, o multiplicador de Lagrange nédo sera uma in-
cognita independente no nosso problema. i estara completamente determinado em funcdo da matriz

densidade, como consequéncia das consideracdes fisicas do nosso sistema e do método computacional es-
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colhido para a resolucéo do problema. Devido a isso, vamos fazer um uso um tanto incomum do método
dos multiplicadores de Lagrange: a proposta de solucdo deste problema é dada pela minimizagao irrestrita

do funcional abaixo

Q(A) = tr((3A% — 2A%H) + p(tr(A) — N.). (3.13)

Este funcional esta definido no espago das matrizes reais quadradas de ordem N M e, devido ao pro-
cesso de vetorizacdo de matrizes que estamos adotando, esta sendo considerado como um campo escalar
definido em RWVM™)? O minimo deste funcional obviamente tornara o seu gradiente nulo e, como o te-
orema dos multiplicadores de Lagrange é um teorema do tipo ”se, e somente se,” este minimo é solugao
do nosso problema. Entdo, um método computacional de minimizacéo irrestrita sera utilizado, ao invés
de se resolver um sistema nao linear fornecido pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Insistimos,
mais uma vez, que a definicdo do multiplicador e o proprio funcional €2, sdo, como veremos na préoxima
secdo, completamente dependente da estratégia de implementacao computacional escolhida. Portanto, o
DMTB discutido aqui se trata de um modelo matematico-computacional com toda a forca da palavra! Em
principio esta metodologia poderia ter grande risco: os minimos locais do funcional €2, pois estes também
tornam o gradiente nulo. Em [Ferreira, 2017] sdo discutidas algumas estratégias computacionais para se
evitar minimos locais.

Em geral, estratégias de minimizacdo necessitam, pelo menos, do gradiente do funcional em questao.

O gradiente do funcional de energia que construimos pode ser facilmente obtido com o uso da proposicao

3.2. De fato,
o v — otr((3A% — 24%)H) + p(tr(A) — N.)
0A 0A
otr((A*)H) otr((A3H) otr(A)

— 3 —2

0A 0A Mo

= 3((HA)' + (AH)") —2((HA*)' — (AHA)' — (A*H)'

= 3A'H'+3H'A' — 2(A?)'H" —2A'H'A' — 2H'(A?)' + pl,
onde [ representa a matriz identidade de ordem /N /. Entdo temos que

VQ(A) =3(HA+ AH)' —2(HA? + AHA + A’H)! + ul. (3.14)

Restou apenas a questao da comutatividade do produto pH, sendo p a verdadeira matriz densidade eletro-

nica, que esclareceremos nas proéximas secoes.
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3.4.1 O modelo matematico-computacional final

O modelo matematico que construimos para o DMTB tem, além da matriz densidade, um multipli-
cador de Lagrange como incognita. Se o multiplicador i é determinado, o problema pode ser solucio-
nado minimizando-se o funcional €2 (equagio (3.13)). Na implementacdo computacional apresentada em
[Ferreira, 2017], que tem a construcdo baseada na presente formulacdo, a minimizacdo do funcional €2, é
feita através de um algoritmo baseado no Gradiente Conjugado nao Linear (NLCG). O algoritmo do gradi-
ente conjugado linear (CG) é um método iterativo standard para a solucao de sistemas lineares (de Cramer),
baseado em um processo de minimizagao para formas quadraticas definidas em R". O CG é muito bem
estabelecido, tanto do ponto de vista matematico, quanto computacional, e o processo de minimizacéo é
realizado em n passos, como pode ser visto nas referéncias [Shewchuk, 1994], [Nocedal and Wright, 2006],
[Brufati, 2011] e [Ferreira, 2017]. Existem generaliza¢des do CG para funcdes ndo quadraticas, agora ja ndo
tendo nenhuma ligagcdo com a resolucao de sistemas lineares. Estas generalizacdes nao sdo equivalentes
e pertencem a uma categoria de métodos de minimizagao irrestrita de campos escalares definidos em R"
conhecida como Gradiente Conjugado ndo Linear (NLCG). No entanto, embora traga bons resultados com
possibilidade de baixa complexidade computacional, o caso néo linear ainda é alvo de investigacdes cien-

tificas (veja, por exemplo, [Sun and Liu, 2015], [Armand, 2007], [Yu et al., 2009] e [Zhang et al., 2012]).

Sem entrar em muitos detalhes, um método de NLCG resolve o problema de minimizacao irrestrita
de uma funcéo diferenciavel f: R? — R construindo uma sequéncia de vetores pela seguinte féormula de
recorréncia

Trr1 = T + apd, (3.15)

onde o escalar o, é chamado de comprimento do passo k, e o vetor dj é chamado de direcdo de busca do

passo k, definido por

- {—Vf@), k=1 (5.16)

BT\ VIE) + i, k2

Existem varias propostas (ndo equivalentes) para o escalar f; reportadas na literatura especializada em
Otimiza¢do Numérica.

Métodos baseados no NLCG tem sido aplicados em modelagem matematica e computacional de feno-

menos da fisica da matéria condensada desde, pelo menos, a década de 80 do século passado ([Teter et al., 1989]).
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Abaixo temos o pseudocddigo da rotina fundamental de um método NLCG, do tipo Polak-Ribiére, para a

minimizacao irrestrita de um campo escalar f

Algoritmo 1: GRADIENTE CONJUGADO NAO LINEAR (POLAK-RIBIERE-TYPE)

Entrada: f, V f, ¥y, tol, it,,.. {campo escalar, gradiente do campo, estimativa inicial e nimero
maximo de iteragdes }
Saida: vetor  que minimiza o campo escalar

1 inicio
2 it + 0;
s | do — =V f(#);
T <+ fo;
s | d < dy;
6 G+ d:,;
7 enquanto |G| > tol eit < it,,q, faca
8 G() <— Vf(f()),
9 Determine «;
10 T T+ O&CZ;
11 G« Vf(Z),
12 6 . <G7§g7_GC;O)>7
13 d + =V (&) + pd,
14 To — T;
15 it it +1;
16 fim
17 fim

18 retorna 7

Como podemos ver, é um método iterativo que produz o ponto ¥ que minimiza o campo escalar f.
Na linha 10, o ponto é atualizado para um ponto da reta que contém ¥, com dire¢io d. Esta atualizagao
precisa ser para um ponto onde o campo escalar f assuma um valor inferior a f(Z). A garantia desta
estimativa é dada pela escolha do passo o, determinado na linha 9 através de buscas unidirecionais, ge-
ralmente inexatas. Existem varias propostas para a escolha do passo no NLCG reportadas na literatura e
este assunto ainda ainda ¢ alvo de discussdes cientificas. As buscas lineares tém influéncia em teoremas de
convergéncia global para os algoritmos NLCG. O estudo convergéncia global para o NLCG ainda recebe

muitas contribui¢des atuais e tem como objetivo determinar hipoteses suficientes para garantir que
lim ||V f(z) = 0]
k—o0

E um estudo 3-dependente. Além disso, na linha 13, o parametro 3 é fundamental para a atualiza-

¢do da direcdo d. Este parametro, tal qual como é calculado na linha 12, é devido a Polak e Ribiére
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([Polak and Ribiere, 1969]). Como dissemos, existem outras propostas para 3, tais como Fletcher e Re-
veers ([Fletcher and Reeves, 1964]). Estas escolhas, quando aplicadas ao caso CG, sdo equivalentes. No
entanto, ndo ha garantia geral de equivaléncia para o caso nio linear. Diante disso, vemos que nédo basta
informarmos que estamos usando NLCG se queremos que o leitor possa reproduzir nossos resultados.

A adaptagio para o nosso funcional de energia, (2, é feita via vetorizacao de matrizes que apresentamos
na secdo 4.2. Os produtos escalares sdo substituidos pelo trago do produto de matrizes, devido a proposicao
3.1. Ja o gradiente do campo f é substituido pela equacédo 3.14, necessitando, portanto, de um valor para
o multiplicador de Lagrange 1 em cada iteracdo, que obteremos abaixo fazendo uma imposicao devido a
consideracoes fisicas do nosso processo. Ja o vetor Z procurado é a vetoriza¢ao da matriz densidade p.

Admitindo uma implementagdo para o NLCG contendo n passos, levando em consideracido o nosso
processo de vetorizacio, a versio adaptada para o DMTB faria uso de n? passos, uma vez que, para o calculo
da energia do sistema, em principio seria necessario computar todos os elementos da matriz densidade.
No entanto, sabe-se que

lim Pij = 0,

R;j—o00

onde R;; a distincia entre os orbitais ¢ e j ([Li et al., 1993]). Esta convergéncia para zero tem ordem de
convergéncia polinomial em metais e exponencial em isolantes ([Li et al., 1993]). Diante deste fato, o grupo
de Vaderbilt prop6s a introdugdo de um raio de corte . > 0 de modo que se R;; > R. entdo p;; = 0.
Sendo assim, fixado um atomo na rede, seja L o nimero de atomos da rede contidos na esfera de raio R,,
centrada no atomo que foi previamente fixado (devido a simetria da rede, L nao depende do atomo fixado,
sendo entdo uma constante para cada escolha do raio de corte). Com isso, para formarmos um elemento p;;
eventualmente nao nulo, 2 pode ocupar qualquer uma das N M posi¢des disponiveis, porém j deve variar
dentre LM posi¢des. Dai, se consideramos apenas estes elementos eventualmente niao nulos da matriz
densidade, o nosso processo de vetorizacio produz um vetor com N LM? coordenadas. Tendo este vetor
como entrada, o algoritmo CG faria uso de N L.M? passos, apresentando, portanto, complexidade O(N).
E claro que R, precisa ser escolhido de forma a obter matrizes de densidade préximas das densidades
verdadeiras. Na implementacéo feita em [Ferreira, 2017] usou-se M = 4 (um orbital s e trés orbitais p).

Abaixo segue o pseudocodigo, baseado na metodologia do NLCG, para a minimizacao do funcional

Q(p), usado em [Ferreira, 2017].
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Algoritmo 2: NLCG PARA O FUNCIONAL DE ENERGIA (POLAK-RIBIERE-TYPE)

Entrada: ), V), pg, tol, it,,.. {funcional de energia, gradiente do funcional, estimativa inicial para
a matriz densidade e numero maximo de iteragoes }
Saida: matriz densidade eletronica p para o estado fundamental

1 inicio
2 1t + 0;
3 do + —VQ(2);

p <= pPo;
5 d d?);
6 G+ cio;
7 enquanto |G| > tol eit < it,,q, faca
8 Go < VQ(po);
9 Determine o usando uma busca unidirecional
10 p—p+ acf;
11 Determine o Multiplicador de Lagrange 1;
12 G+ VQ(p):

ir(G(G—Go)t

13 B —”(trggocfg))) );
14 d <+ —G + (d;
15 po < p;
16 it it +1;
17 fim
13 fim

19 retorna p

Trata-se portanto de um processo iterativo que constrdi a matriz densidade eletronica do estado fun-

damental.

Mais uma vez, chamamos a atencdo para o fato de que o retorno deste algoritmo é uma matriz p (a
matriz densidade eletrénica do estado fundamental) que esta representando um vetor. Portanto, o vetor
final dado pelo NLCG é a vetorizacdo ( definida na proposi¢ao (3.2)) desta matriz. Como o nosso objetivo
final é o valor da energia eletronica, e ndo a matriz densidade, devido a féormula (3.2), mais uma vez o

processo de vetorizacdo nio se manifesta explicitamente.

Analisando o polindmio purificador (veja a figura3.1), vemos que a purificacdo nao é garantida se a
matriz possui autovalores fora do intervalo [—0.5; 1.5]. Com isso, devemos tomar uma matriz densidade

inicial tendo autovalores neste intervalo.
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Resta apenas a determinacdo do multiplicador de Lagrange. Considerando-se que o ntimero de elé-
trons, N, = tr(p), deve ser mantido constante ao longo do processo, as matrizes construidas na linha 10
do coédigo acima devem ter tragco constante (igual ao trago da matriz tentativa inicial). Observando-se a

atribuicéo realizada na linha 10, na iterac¢do k + 1,
Prt1 < pr + ady;

vemos que, devido a linearidade do traco matricial e o fato do passo « ser nao nulo, N, sera mantido se, e

somente se, o traco de d for nulo em todas as iteracdes do lago while.

Devido relagio de recorréncia que define d (equacdo (3.16)), devemos impor que
tr (VQ) = tr (VQ') = 0.

Para isso, usamos a equagao (3.14), a linearidade do traco matricial e o fato de que o trago do produto de

duas matrizes nao depende da ordem em que o produto é realizado:
tr (BAH +3HA —2A°H —2AHA — 2HA® + pul))

= 3tr(AH) + 3tr(HA) — 2tr(A*H) — 2tr(AHA) — 2tr(HA?) + N.p
= —6tr(A*H) + 6tr(AH) + N.pu = 0.

Portanto, o multiplicador de Lagrange é dado por

= Ni[tr(,aﬁﬂ) _ tr(AH)]. (3.17)

Notemos que, quando A é uma matriz idempotente, ;o = 0. Isto é coerente pois, neste caso, nio existe o
vinculo da idempotencia.

A implementacéo feita em [Ferreira, 2017] faz uso da definicdo explicita do multiplicador iz dada na
equacdo (3.17). Esta definicdo é aplicada repetidamente em cada passo do processo iterativo.

Com essa justificativa fisica para a determinacao do multiplicador y, é fundamental que a matriz inicial

Po ja possua o nimero correto de elétrons da super célula. Desta forma, no algoritmo 2, a expressao
p(tr(A) — Ne)
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que ja era nula em py, se mantém nula durante todo o processo. Portanto a expressdo do funcional €2 dada

na equacao (3.14) se torna

Q(A) = tr((34% —2A%H). (3.18)

Ou seja, com esta abordagem, o multiplicador de Lagrange nao surte efeito algum sobre o funcional ob-
jetivo (2. Seu efeito, no entanto, se manifesta no gradiente V(2. Portanto, o problema final é a minimizagao

irrestrita de

Q(A) = tr((34% — 2A%H)

por NLCG (ja tendo em mente o nosso processo de vetorizacdo), onde o gradiente V(2 é dado pela equacao

(3.14), com p definido na equacao (3.17).

No entanto, idempoténcia, em geral, ndo é preservada pela atualizacdo
Pr+1 4= pr + oy,

e a perda da idenpoténcia permite o surgimento de runaway solutions que impossibilitam a convergéncia
do algoritmo. Por isso, em [Ferreira, 2017], aplica-se a purificagio de MacWeeny depois de cada busca
unidimensional. Desta forma, passa a existir uma perturbacao no valor do trago das matrizes p ao longo

do processo. Portanto, devemos reconsiderar o multiplicador de Lagrange no funcional objetivo 2.

Por fim, fisicamente devemos ter a comutatividade do produto pH, quando p for a densidade eletrdnica.
Esta propriedade afeta diretamente a escolha do critério de parada para o nosso algoritmo do NLCG. De
fato, supondo que as matrizes construidas védo ficando aproximadamente idempotentes o suficiente para

que possamos considerar y = 0, vemos que o gradiente se torna
VQ = (Hp+ pH —2pHp)".
E claro que, se p e H comutam, entdo V(2 = 0. Por outro lado, admitamos que V2 = 0. Dai,
Hp+ pH =2pHp.
Multiplicando-se esta equacdo por p a esquerda, vemos que
pHp + p*H = 2p*Hp.
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Considerando p? = p, obtemos que pH{ = pH p. De forma anéloga, fazendo agora a multiplicacéo a direita,

obtemos que Hp = pHp. E, portanto pH = Hp.

Com isso, vemos que p sera um ponto critico de () se, e somente se comutar com a matriz do hamilto-
niano Tight-Binding. Isto nos leva a concluir que ndo devemos usar um nimero maximo de iteragdes no
nosso algoritmo. O critério de parada deve estar ligado apenas a tolerancia do valor ||V(|.

Como dissemos, o NLCG néo ¢ uma técnica completamente estabelecida. Existem varias versdes de
implementacdo que sdo nido equivalentes. Além disso, como discutimos brevemente, qualquer implemen-
tacdo do NLCG depende de varios pardmetros numéricos, cujas escolhas podem, em alguns casos, fazer
com que o processo iterativo nao convirja. Ainda assim, devido ao fato de que este procedimento com-
putacional ndo exige o uso da matriz hessiana do funcional em questdo e possuir baixa complexidade
computacional, o NLCG tem sido usado no estudo de estrutura eletronica de sdlidos ao longo dos anos.
Em [Ferreira, 2017] temos uma implementacdo detalhada e completa do NLCG para o modelo do DMTB
construido na presente dissertacio para super-células de atomos de silicio, fazendo uso do hamiltoniano
semi empirico de Kwon ([Kwon et al.,, 1994]). Além disso, em ([Kwon et al., 1994]) também é apresentada

uma formulacédo funcional parametrizada para F,., bem como o parametro £y para o caso do silicio.

3.5 Conclusoes e Perspectivas

O ja consagrado método para o célculo da energia quanto-mecanica do estado fundamental, conhe-
cido como DMTB, foi construido e apresentado na presente disserta¢do dentro dos moldes da Modelagem
Matematica e Computacional. A construcdo apresentada compoés a base tedrica para a implementacéo
computacional do DMTB feita em [Ferreira, 2017]. Os resultados consistentes obtidos em [Ferreira, 2017]
confirmam a coeréncia das ideias desenvolvidas aqui. Nossa abordagem teve o objetivo de ressaltar ri-
gorosamente os aspectos tedricos da metodologia do DMTB e para isso foi necessario desconstruirmos
e reconstruirmos uma série de conceitos e técnicas tanto da matematica, quanto da teoria quantica da
matéria condensada. Também foi nossa intencgao tornar o texto o mais auto contido possivel. Por conta
disso, adotamos um enfoque que, em grande parte, ndo pode ser encontrado na literatura, o que permitiu

a obtencao dos resultados de maneira simples e com poucos pré-requisitos, tornando assim a exposicao
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acessivel a um grande nimero de leitores.

Muitas hipoteses foram feitas ao longo de todo o desenvolvimento apresentado. Nos tentamos fornecer
justificativas a priori para muitas delas. Além disso, algumas aproximacdes e construcdes computacionais
foram feitas sem invocarmos nenhuma razao fisica que as justificassem. Existe um argumento que é muito
importante em Modelagem Matematica e Computacional que a justificativa a posteriori, onde os resultado
justificam as hipdteses e aproximacdes adotadas. Ou seja, a teoria é desenvolvida e suas predicdes sdo
comparadas com os resultados experimentais conhecidos, ou com os resultados de outras teorias ja pré
estabelecidas, como explicamos sobre a validacdo de modelos. Em outras palavras, as hipdteses sdo con-
sideradas aceitaveis porque o modelo final funciona! No nosso contexto, muitas medidas, sejam obtidas
de forma experimental, sejam obtidas por métodos ab initio, estdo em acordo com as predi¢cdes obtidas
pelo DMTB. Isso justifica o seu largo nas dltimas duas décadas. Para se ter uma ideia do tipo validacéo
que pode ser feita para o DMTB desenvolvido nesta dissertacdo, podemos tomar o parametro de rede ex-
perimental dos cristais de Si. Sabe-se que este pardmetro de rede mede aproximadamente 5.43 angstrons.
Sendo assim, o DMTB aplicado a cristais de silicio, quando alimentado com este valor de parametro de
rede, deve apresentar energia total (equacdo (3.3)) com valor mais baixo do que outros valores para este
parametro. Mais precisamente, a energia total dada pela equacéo (3.3), vista como fun¢do do parametro de
rede, deve apresentar um minimo em 5.43 A. Como, tanto a matriz do hamiltoniano cristalino, quanto E,.p
sdo dados de forma parametrizada, este tipo de validacdo nio esta ligada somente ao DMTB, mas também
ao hamiltoniano escolhido. Abaixo vemos o grafico obtido em [Ferreira, 2017], utilizando o hamiltoni-

ano de Kwon ([Kwon et al., 1994]) Para este grafico, foram utilizados 10 valores de energia obtidos com
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Figura 3.2: Célculo do Parametro de Rede Experimental.
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o DMTB, utilizando-se parametros de rede variando de 5.20 até 5.65, de 0.5 angstrons em 0.5 angstrons.
Em seguida, ajustou-se, por minimos quadrados, os pontos em uma parabola e obteve-se o seu minimo.
o valor minimo ocorre em 5.4433 angstrons. Com isso, vemos que o erro relativo é de aproximadamente

0.2%. Para maiores detalhes sobre este resultado, recomendamos [Ferreira, 2017].

3.6 Pesquisas Futuras

Nao foi nossa intencédo discutir o estado da arte do método DMTB. Desde a sua primeira apari¢do, em
1993 ([Li et al., 1993]), o DMTB tem sido alvo de aplicagdes, reformulacdes e investigagdes, tanto do ponto
de vista fisico-matematico ([Aratjo, 2006], [Oliveira, 2014], [Kagimura, 2006], [Millam and Scuseria, 1997]),
quanto do ponto de vista computacional ([Daniels and Scuseria, 1999], [Bollinger, 2008]). Em alguns mo-
mentos fomos bastante conservadores no uso de técnicas classicas. Um exemplo foi o uso das purificagdes
de Macwneey para a aproximacao idempotente. No entanto, a construcao apresentada se mostra bastante
promissora para a inclusdo de novas técnicas, devido a coeréncia logica e forte conexao entre as secoes da
dissertacdo. Outras duas questdes que nao foram abordadas por noés foram o calculo de forgas a partir das
expressdes Hellmann-Feynman e os calculos para simulagdes de dinamica molecular. Estas consequéncias
do DMTB estdo indicadas em [Li et al., 1993]. Devido ao desenvolvimento que fizemos, a formalizacéo e
implementacéo destas consequéncias é um passo natural que devemos seguir.

Em [Li et al., 1993], o DMTB ¢é apresentado como um método computacional de complexidade algorit-
mica (de pior caso) O(N), onde N é o numero de 4tomos. Para que isto realmente ocorra, uma série de es-
tratégias computacionais precisam ser adotadas. Algumas sdo discutidas em [Daniels and Scuseria, 1999].
Uma proxima etapa de trabalho, partindo-se de [Ferreira, 2017], é atingir este nivel de complexidade com-
putacional. Isto inclui o uso de formatos especializados para matrizes esparsas e a paralelizacdo computa-
cional de certas subrotinas, como o trago do produto de matrizes esparcas. Uma vez que a implementacdo
computacional feita em [Ferreira, 2017] faz uso do paradigma da orientacéo a objetos, as adaptacdes, re-
escritas e reaproveitamento de cddigos podem ser realizada de modo bastante simples.

O algoritmo final apresenta uma modificacdo no NLCG. Desta forma, motivados pela convergéncia

apresentada em [Ferreira, 2017] para o caso do Silicio, a analise da convergéncia deste algoritmo “tipo”
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NLCG, sob as hipoteses standard para a convergéncia do NLCG, também é uma etapa futura para a nossa
pequisa.

Um ponto central no nosso desenvolvimento foi o uso de bases ortonormais de orbitais. Este fato esta
presente nas propriedades da matriz densidade e na escolha do hamiltoniano parametrizado. Uma genera-
lizacdo do DMTB para bases ndo ortogonais de orbitais foi apresentada em [Nunes and Vanderbilt, 1994].
Desenvolver esta generalizagdo nos moldes desta dissertacdo é um trabalho futuro que também pretende-

mos realizar.
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