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Resumo

FERREIRA, Fernanda Lucia Sa. Implementacio Computacional do Método da Matriz Densidade
Tight-Binding para Cristais de Silicio através de Algoritmos de Gradiente Conjugado Nao Linear
e do Hamiltoniano de Kwon. 2017 75p Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica e Computa-

cional). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ,2017.

Para se investigar propriedades eletrénicas e estruturais de sistemas cristalinos sao usados os calculos por
primeiros principios e metodologias semi-empiricas como o tight-binding. A metodologia tight-binding
esta presente em diversos simuladores computacionais, porém envolve um processo de diagonalizacao
de matrizes, o que pode requerer complexidade computacional (de pior caso) O(N?), onde N é o nd-
mero de atomos no sistema cristalino em questdo. Nesse trabalho apresentamos o método da matriz
densidade tight-binding - DMTB, desenvolvido em [Li et al., 1993]. Esse método tem potencial para ter
um custo computacional mais baixo, o que permite que sejam tratados sistemas com milhares de ato-
mos. Nessa dissertacdo apresentamos o calculo de energia minima para cristais de silicio, via DMTB. Para
esse fim, fizemos algumas modificacées no método DMTB, tornado-o compativel com ideias apresenta-
das em [Millam and Scuseria, 1997], além de também apresentarmos a parametrizacio feita por Kwon
[Kwon et al.,, 1994] para o hamiltoniano tight-binding cristalino do silicio. Para a mininizacido presente
no método DMTB, usamos métodos do tipo Gradiente Conjugado Nao Linear, sobre os quais dedicamos
um capitulo dessa dissertacdo. O resultado final desse trabalho foi um algoritmo computacional em C++,
sob orientacdo a objeto, para o calculo da energia minima do Silicio. Diversos testes foram feitos para a

validacdo do mesmo, e os resultados obtidos estdo coerentes com os presentes na literatura.

Palavras-chaves: Tight-Binding, Método da Matriz Densidade Tight-Binding - DMTB, Gradiente Conju-
gado Néo Linear - NLCG



Abstract

FERREIRA, Fernanda Lucia S&. Computational Implementation of the Matrix Density Tight-Binding
Method for Silicon Crystals by Nonlinear Conjugate Gradient Algorithms and Kwon
Hamiltonian. 2017 75p Dissertation (Master Science in Mathematical and Computational Modeling).

Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ,2017.

In order to investigate electronic and structural properties of crystalline systems, calculations by first
principles and semi-empirical methodologies such as tight-binding are used. The tight-binding metho-
dology is present in several computational simulators, but involves a process of matrix diagonalization
which may require computational complexity (the worst case) O(N?) where N is the number of atoms
in the crystalline system in question. In this work, we present the density-tight matrix method - DMTB
developed in [Li et al., 1993]. This method has potential to have a lower computational cost which al-
lows systems with thousands of atoms to be treated. In this dissertation, we present the calculation of
minimum energy for silicon crystals via DMTB. For this purpose, some modifications were done in the
DMTB method, making it compatible with the ideas presented in [Millam and Scuseria, 1997]. Besides
this, the parameterization made by Kwon [Kwon et al., 1994] for the crystalline tight-binding hamiltonian
of silicon was presented. For the existing mininization in the DMTB method, we used methods based on
the Nonlinear Conjugate Gradient. A chapter of this dissertation was dedicated to them. The final result
of this work was a computational algorithm in C ++, under object orientation, to calculate the minimum
energy silicon. Several tests were done for its validation and the results obtained are consistent with those

presented in the literature.

Key-words: Tight-Binding, Density Matrix Tight-Binding - DMTB, Nonlinear Conjugate Gradient - NLCG
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Introducao

A comunidade cientifica tem demonstrado interesse crescente nas ultimas décadas em materiais com
escalas entre 1 e 100 nanémetros (nm), usualmente chamados de materiais nanoestruturados. Esse cres-
cimento nas pesquisas ocorre principalmente devido ao grande nimero de aplicacdes, que vao desde a
eletronica [Hammes, 2011], passando pela engenharia de materiais [Nero, 1999] até aplicagcdes em biolo-
gia molecular [Frauenheim et al., 2000].

Para se investigar propriedades eletronicas e estruturais de sistemas cristalinos, sdo usados os calculos
por primeiros principios e metodologias semi-empiricas como o tight-binding. (O livro [Dorsett et al., 2000]
apresenta um tratado sobre os métodos de primeiros principios e [Freed, 1995] constr6i uma ponte entre
as metodologias de primeiro principios e as semi-empiricas). Um exemplo de uso desses calculos esta
no estudo teodrico dos defeitos cristalinos. Defeitos em cristais alteram varias propriedades eletronicas e
estruturais dos materiais conforme cita [Padilha, 1997]. Por outro lado, conhecendo tais propriedades, é
possivel se investigar quais tipos de defeitos o cristal possui. Um tipo particular de defeito que recebe
muita atencdo na area de Fisica da Matéria Condensada é o defeito linear. Esses defeitos sdo conhecidos
como as discordancias cristalinas (para detalhes veja [Aragjo, 2006] e [Oliveira, 2014]). O deslocamento
de discordancias, sob certas condicdes, é responsavel por um processo chamado encruamento, onde um
material ductil se torna ainda mais duro e resistente. Este é um dos motivos que coloca o estudo dos
defeitos em cristais como ponto de grande interesse da Ciéncia dos Materiais.

A simulacdo computacional é uma ferramenta bastante eficiente para o estudo de novos materiais na-
noestruturados. Como os materiais de interesse possuem escalas entre 1 nm e 100 nm, as simulagdes se
baseiam em programas computacionais escritos para resolver as equagdes quanto-mecanicas que os mode-
lam, e assim, determinar propriedades energéticas, estruturais e eletronicas dos materiais. A metodologia

tight-binding esta presente em diversos simuladores computacionais, porém envolve um processo de di-



agonalizacdo de matrizes, o que pode requerer complexidade computacional (de pior caso) O(N?), onde
N ¢é o nimero de atomos no sistema cristalino em questio (maiores detalhes veja em [Ordejon, 1998]).
Se esse numero for muito alto, o uso da metodologia tight-binding esta comprometido, ja que o custo
computacional ndo o tornara viavel e isso nos impede de fazer simula¢des mais realistas.

[Li et al., 1993], desenvolveram o método da matriz densidade tight-binding - DMTB. No mesmo ano,
usando técnicas diferentes, [Daw, 1993] obteve um método bastante similar a este. O DMTB esta direta-
mente ligado ao tratamento tight-binding, onde os estados eletronicos cristalinos podem ser descritos em
termos de orbitais atdmicos e o hamiltoniano cristalino pode ser escrito de forma parametrizada. Esse
método tem potencial para ter um custo computacional mais baixo, o que permite que sejam tratados sis-
temas com milhares de atomos. Porém, essa metodologia se limita ao calculo de energia total no estado
fundamental e geometrias de equilibrio [Aratjo, 2006]. Nessa dissertacido apresentamos o calculo de ener-
gia minima para cristais de silicio, via DMTB, que é um dos semicondutores de grande importancia para
o desenvolvimento tecnoldgico, pois € utilizado na fabricacdo de microchips e em diversos equipamentos
eletronicos que utilizamos hoje.

Durante esse periodo do mestrado, foi formado um grupo de estudo com alunos do PPGMMC sob
a supervisdo do professor orientador desse trabalho. Nesse grupo, nos dedicamos ao estudo de varias
vertentes do método DMTB. Em um primeiro momento foi feito um estudo tedrico da metodologia e a
seguir passamos a fazer uma implementacdo computacional do DMTB. Na dissertagido de mestrado de
[Filho, 2017] consta em detalhes a modelagem fisico-matematica do DMTB e também uma apresentagao
da mecanica quantica necessaria para se entender o método. A modelagem apresentada nao é mais a
original, mas sim uma versao desenvolvida por nosso grupo de estudo.

Nessa dissertagdo o foco é apresentar, de uma maneira autocontida e compreensivel, uma implemen-
tacdo computacional para o DMTB e também apresentar as ferramentas matematicas inerentes a imple-
mentacdo apresentada. Sendo assim, a dissertacio esta organizada da seguinte forma:

No primeiro capitulo apresentamos uma colecdo de informacdes necessarias para a compreensao do
método DMTB. Comecamos falando sobre estruturas cristalinas, passando por uma breve descrigao da me-
todologia tight-binding e chegando ao método DMTB. Nesse trabalho ndo usamos exatamente o modelo
DMTB, proposto por [Li et al., 1993]. Fizemos algumas modificacdes no método, tornado-o compativel

com ideias apresentadas em [Millam and Scuseria, 1997]. Nesse capitulo também apresentamos a para-



metrizacéo feita por Kwon [Kwon et al., 1994] para o hamiltoniano tight-binding cristalino do silicio.

No segundo capitulo fazemos uma exposicido do método do Gradiente Conjugado para minimizacao
de funcdes. Comecamos o capitulo com a abordagem classica do Gradiente Conjugado Linear e depois
passamos para a exposicdo do Gradiente Conjugado Nao-Linear, apresentando as técnicas que serdo usa-
das nesse trabalho. Convém observar que grande parte desse capitulo foi desenvolvida independente do
método DMTB, podendo ser usado como referéncia didatica para iniciantes no assunto. Encerramos esse
capitulo adaptando um método de Gradiente Conjugado Nao Linear para o uso no DMTB, incluindo o
processo de vetorizacdo que ira nos permitir aplicar essa metodologia de otimizagdo em uma funcéo ori-
ginalmente com dominio matricial.

No terceiro capitulo tratamos exatamente da implementagdo do método do DMTB. O capitulo comeca
com uma justificativa do porqué decidimos desenvolver nosso simulador em C++ sob o paradigma da
orientacdo a objeto. Posteriormente falamos sobre as bibliotecas externas que utilizamos e detalhamos as
classes que desenvolvemos para criar o programa, incluindo as estratégias utilizadas e pseudo-codigos de
trechos fundamentais.

E por fim, no quarto capitulo apresentamos diversas propostas de trabalhos futuros que vao na di-
recdo de transformar o simulador computacional desenvolvido durante esse estudo de mestrado em um

laboratoério virtual de propriedades eletronicas e estruturais em sistemas cristalinos.



Capitulo 1

Fundamentos Teoricos

Resolver equacdes quanto-mecénicas para se obter propriedades estruturais e eletronicas de um sis-
tema formado por muitos elétrons niao é uma tarefa trivial. Essas equacdes modelam sistemas sob varias
hipoteses simplificadoras (como a aproximagao de Born - Oppenheimer e modelos de particulas indepen-
dentes, por exemplo) e ainda sim, ndo possuem solugdes analiticas. Os calculos quanticos basicamente sdo

feitos de duas maneiras:

« Técnicas ab initio ou de Primeiros Principios: Como o préprio nome diz, os calculos sédo fei-
tos “como no inicio”, levando em consideracido somente os nimeros atdmicos e as suas posi¢oes. A
Teoria do Funcional de Densidade - DFT, é uma dessas técnicas e é bastante precisa, porém tem com-
plexidade computacional alta, podendo chegar a O(NN?), onde N é o nimero de elétrons envolvidos,

como informado por [Ordejon, 1998].

+ Técnicas semi-empiricas: Sao técnicas baseadas em aproximacoes feitas em técnicas ab initio,
que envolvem dados experimentais e “intui¢do quimica” como diz [Bowler, 1997]. Os problemas
quanto-mecanicos tem sua dificuldade bastante reduzida nesse método. Nas técnicas semi-empiricas
a precisao dos resultados também é reduzida, porém em troca, ganhamos eficiéncia computacional.
A técnica do tight-binding - TB é um exemplo. Outro exemplo é o DMTB, cujo custo computacional
é bem mais baixo que na técnica DFT, podendo até mesmo ter complexidade reduzida a O(N),
onde N é o nimero de elétrons envolvidos, como por exemplo nas estratégias apresentadas por

[Ordejon, 1998].

O livro [Dorsett et al., 2000] apresenta um tratado bastante detalhado sobre os métodos de primeiros



principios e [Freed, 1995] apresenta a constru¢ido de um elo entre as metodologias de primeiros principios
e as semi-empiricas.

Devido ao custo computacional, quando se trabalha com sistemas de muitos elétrons, os métodos semi-
empiricos sdo os mais indicados. [Li et al., 1993] e [Daw, 1993], desenvolveram metodologias semelhantes
para tratar desses problemas. O método proposto por [Li et al., 1993] se chama método da matriz den-
sidade tight-binding - DMTB. Este método esta diretamente ligado ao tratamento tight-binding, onde os
estados eletronicos cristalinos podem ser descritos em termos de orbitais atdmicos e o hamiltoniano cris-
talino pode ser escrito de forma parametrizada. Como vantagem, esse método apresenta possibilidade de
implementacdo com um custo computacional mais baixo, quando comparado ao método tight-binding.

O objetivo dessa dissertacao nao é desenvolver o DMTB, e sim apresentar um algoritmo computacional
para a implementacao desta metodologia. Especificamente, nesse trabalho usamos o método DMTB para
o calculo da energia minima de cristais de silicio. Nesse capitulo apresentaremos brevemente os conceitos
teodricos relacionados ao DMTB necessarios para permitir a compreensao do algoritmo apresentado no
capitulo 3. Para um exposi¢do mais detalhada sobre o DMTB, na verséo especifica que trabalhamos aqui

e a teoria quantica que o cerca, veja [Filho, 2017].

1.1 Estrutura Cristalina

Um cristal ideal é construido pela repeticao regular de blocos elementares idénticos formados um ou
mais atomos. A definicdo precisa de estrutura cristalina é muito importante, pois permite seu tratamento
tedrico e computacional.

A geometria de um cristal é dada pela Redes de Bravais. Segundo [Aguiar Junior, 2006], o cristalografo
francés Bravais, em 1848, determinou matematicamente, que 4tomos poderiam ser arranjadas no espago
através de no maximo 14 arranjos, esses arranjos ficaram conhecidos como os 14 s6lidos de Bravais. Todos
os materiais cristalinos conhecidos até hoje pertencem a um destes 14 arranjos tridimensionais. Os 14
solidos de Bravais estdo ilustrados na figura 1.2.

Uma propriedade importante das redes de Bravais é translacdo. A rede pode ser representada por um
vetor de translacao

!
T = U1a1 + U202 + Usas,



onde aq, as e ag sdo os chamados vetores primitivos da rede e uy, uy e us so inteiros que identificam quantas
vezes os vetores a1, as e az foram repetidos. Uma célula primitiva é definida pelos vetores primitivos da

rede, representando os pontos da rede.

Figura 1.1: Vetores Primitivos em um Cristal
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Figura 1.2: As redes de Bravais - Imagem retirada de [Aguiar Junior, 2006]



Chamamos de base o conjunto de posicoes, obtidas através dos vetores primitivos da rede, onde estdo
localizados um ou mais dtomos.

Assim, a estrutura cristalina é uma configuragao geométrica dada pela Rede de Bravais, com a incluséo
dos atomos da base. Na figura 1.5 temos um exemplo de uma estrutura cristalina plana triangular com

vetores primitivos a; e as com base formada pelas posi¢oes A e A’

Figura 1.3: Estrutura cristalina plana triangular com vetores primitivos a; e as com base formada pelas
posicdes Ae A'.

Em [Filho, 2017] se encontra uma descrigao breve, porém mais completa e focada em nossos interesses,
sobre estruturas cristalinas. Maiores detalhes sobre esse assunto podem ser vistos nos livros classicos
[Kittel, 1971] ou [Ashcroft and Mermin, 1976a].

E comum considerarmos os vetores primitivos com norma 1. Posteriormente multiplica-se cada um
desses vetores por fatores para se ter o tamanho real do mesmo. Em uma rede ctibica somente é necessario
um fator, chamado de pardametro de rede.

No algoritmo computacional que implementamos, os célculos foram realizados baseados em uma si-
mulacgao de estrutura cristalina por super-células, onde sistemas formados por um nimero muito grande
de atomos sdo descritos através de repeticdes no espaco de estruturas menores (as super-células), com

apenas N atomos.



1.2 O método Tight-Binding

Nesta secdo vamos apresentar brevemente o método Tight-Binding, sem nos aprofundarmos na Me-
canica Quantica que o cerca. Maiores detalhes podem se ser vistos em [Ashcroft and Mermin, 1976b] e
[Filho, 2017].

Em mecanica quantica os estados de um sistema sdo determinados por uma funcao, chamada de funcéo
de onda. Funcdes de onda sdo solucdes para a equagao de Schrédinger. Para uma nanoparticula de massa

constante m, sujeita a uma energia potencial U (¢, x, y, z), a equagdo de Schrédinger é

9 N
iha—f(t,x,y, z) = Hy(t,z,y,2), (1.1)
com
~ h2
H = _%A + U(t T, Y, Z)?

onde ¢ representa a unidade imaginaria, A representa o operador Laplaciano e i é uma constante co-
nhecida como constante de Dirac, cujo valor é 1,054 x 1072"ergs. O operador H é chamado de operador
Hamiltoniano.

Quando a energia potencial independe do tempo, podemos usar a técnica de separacio de variaveis
para resolucéo. Supondo que ¢ (¢, x,y, z) = T(t)¢(x,y, z), se conclui que existe uma constante ¢ € R tal

que R

L T'() _ He(z,y, 2)

Zh — —=
@)  e(zy2)

Logo o problema se resume a encontrar as autofunc¢des do operador Hamiltoniano através da chamada

equacao de Schrédinger independente do tempo, dada por

He(z,y,2) = ep(z,y, 2).

Para cada estado quantico de um sistema podemos medir varias de suas propriedades, entre elas a ener-
gia. Chamamos essas propriedades fisicas mensuraveis de observaveis. Para cada observavel existe um
unico operador quantico correspondente. Os valores permitidos para um observavel sdo obtidos através de
um problema de autovalor para o operador quantico associado. Quando se trata do problema estacionario,

o operador quantico associado a energia mecéanica de uma unica nanoparticula de massa m é o operador



Hamiltoniano. Sendo assim, os autovalores € na Equacdo de Schrédinger independente do tempo, sdo os
valores permitidos para a energia.

Considerando que todas as intera¢des eletronicas entre os diversos componentes do sistema estudado
podem ser agrupadas em um dnico potencial eletrénico que possui a periodicidade T da rede cristalina,
U(r) =U(r+ f), as autofuncdes devem satisfazer o Teorema de Bloch. O teorema esta presente em diver-
sos livros, como por exemplo em [Ashcroft and Mermin, 1976b]. Um demonstracdo do mesmo, bastante

clara e autocontida pode ser vista em [Filho, 2017]. Abaixo segue o enunciado do teorema.

Teorema 1.1. (Teorema de Bloch) Considere a equagio Schrodinger independente do tempo e U um
potencial que possui a mesma periodicidade da rede cristalina. Existe & € R® de modo que a aplicacio ¢

é uma autofungéo se, e somente se,

—

or((2,y,2) + T) = e* Topp(a,y, 2). (1.2)

O vetor k = (K1, ko, k3) é um vetor cujo o significado fisico depende do conceito de redes reciprocas e
teoria de bandas, assuntos ndo abordados nessa dissertagao. As fungdes que satisfazem a equacdo 1.2 sdo

chamadas de funcoes de Bloch.

Note que apenas falamos do operador Hamiltoniano de um tinica nanoparticula. Quando falamos em
solidos cristalinos, como € 0 nosso caso, o operador Hamiltoniano se altera porque a energia do sistema se
altera. Vamos considerar inicialmente a situacdo de um atomo com n elétrons. Para escrever o operador

Hamiltoniano é preciso considerar:
« Ky - representa o operador energia cinética do nucleo;
« K, - repesenta a soma dos operadores energia cinética de cada elétron;
« U,y - representa a soma dos potenciais coulombianos atrativos de cada par elétron-nucleo;
« U.. - representa a soma dos potenciais coulombianos repulsivos de cada par elétron-elétron.

Assim, passamos a ter

ﬁ:KN+K€+UeN+U€6'



Se incluirmos varios atomos, a Unica diferenga no operador Hamiltoniano apresentado acima, é que
iremos precisar incluir termos referentes aos nuicleos agora presentes no sistema. Logo, Ky ira representar
o operador energia cinética dos nucleos, U, precisara contabilizar a interacdo de todos os pares elétron-
nucleo e sera preciso adicionar uma energia Uy y que ira representar a soma dos potenciais coulombianos
repulsivos de cada par nicleo-nucleo.

Vamos supor que o operador hamiltoniano para um tnico a&tomo tem espectro limitado por n auto-
valores, possuindo entdo n auto-funcdes, que chamaremos de orbitais, e que a estrutura cristalina possui
N atomos localizados em 17,15, - -, T.

Para cada orbital j, definimos o j-ésimo orbital de Bloch como sendo a seguinte combinacéo linear de

orbitais atdmicos v
N 1 o
@](k7f):_zelk T7¢](f_ T)7 j:]_’...7n_
\/N r=1

No método tight-binding, se propde que as auto-fun¢des W, do operador de Hamiltoniano sejam dadas

por

onde os coeficientes C;;» da combinacéo linear precisam ser determinados. A acuracia desse proposta esta

intimamente ligada com o ntimero n de orbitais usados usados nessa representacao.

—

O j-ésimo auto-valor £;(k) do operador hamiltoniano nessa proposta pode entdo ser determinado por

_(wlA)
B0 Ty

onde a notacéo < fH| g> significa

<f|ff|g> = /// fr(@,y, 2)Hg(x, y, z)dudydz,
o

com f* representando o conjugado da funcio complexa f e (f|f) significa

15 = | [ #0250, 2)dodyiz
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Temos entao que
(A
<‘If~|‘lf->

Z <<I> |H|®, >

Jj'=1

ZC*, i (@515

]J/ 1

>

Ji'=1

7
z : *
Ji'=1

onde as matrizes [, e S;; sao chamadas de matrizes integrais de transferéncia e overlap respectivamente.

Para se encontrar a energia no estado fundamental de um cristal é preciso encontrar C;;; que minimi-

. E;(k
zam E;(k). Para cada j fixado, fazendo —=— 0L, (k)
oC};

= 0 se obtém a equacao matricial
[H — E;(k)S]C; =0,

onde C} é o vetor coluna definido por C; = [C}; Cjo - - Cj] 7.
Admitindo que esse sistema matricial homogéneo ndo tenha somente a solucao Unica, é necessario que

amatriz [H — E (k)S] ndo seja inversivel, o que é equivalente a exigir que
det|H — B;(k)S] =0, j=1,2,---,n

Esta dltima equacéo é chamada de equacao secular. Se a base de orbitais de Bloch formar um conjunto
ortonormal, a matriz de overlap S sera a matriz identidade e entdo a equacéo secular se torna o polindmio
caracteristico da matriz H, dado por

detH — EI] = 0,

onde H agora é chamada de matriz do hamiltoniano cristalino e £' ¢ a energia minima.
Uma vez conhecendo a matriz do hamiltoniano do sistema, o método tight-binding se resume ao calculo
da equacao secular apenas por resolucao de sistemas de equacdes lineares. Note que embora a estratégia

seja simples, possui alto custo computacional dependendo do tamanho da matriz /7. Nessa metodologia
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se faz uso de representacdes indiretas para o hamiltoniano, chamadas parametrizacoes semi-empiricas do
hamiltoniano cristalino. Especificamente, nesse trabalho onde fazemos um estudo de caso para o silicio,

usamos a parametrizagio proposta por Kwon [Kwon et al., 1994].

1.2.1 O Hamiltoniano de Kwon para Cristais de Silicio

O silicio é o segundo elemento mais abundante da crosta terrestre, superado apenas pelo oxigénio.
Segundo [Ciéncias, 1999], o silicio é um elemento extremamente importante na industria eletronica, ja
que quando dopado com elementos como boro, fésforo e arsénio, forma materiais semicondutores, fun-
damentais na construcdo de chips de computadores e varios outros componentes de circuitos eletronicos.
Além disso, o silicio tem grande aplicagdo na industria metaltrgica sendo usado na producéo de ligas de
acos, latdes e bronzes. O silicio também é utilizado na fabricacdo de tijolos e de diferentes concretos, na
fabricacdo de vidros especiais, dentre outros.

A célula primitiva do Silicio é formada por uma estrutura cubica face centrada (figura 1.4). A base é
formada por dois atomos, um na origem do cubo e outro a 1/4 da diagonal do cubo. Seu parametro de rede

éa=>5,43.

Figura 1.4: Célula Cubica de Face Centrada

O ssilicio pertence ao grupo 14 da Classificagdo Periddica dos Elementos e possui 15%25%2p53s23p* como
configuraciio eletrénica, possuindo camada de valéncia composta por 3s%3p2.

Como visto na se¢do anterior, precisamos de uma parametrizagdo do hamiltoniano cristalino para

12



Figura 1.5: Célula Primitiva do Silicio

utilizar a metodologia tight-binding. Os elementos da matriz hamiltoniana sdo dados por

N
& 1 ik * [ =\ T -
(Ualti0,) =5 S0 [ 3, Hon(@ - Te)dadyd
R=1

Os pioneiros na parametrizacio da matriz hamiltoniana foram Slater e Koster , que em
[Slater and Koster, 1954] propuseram trocar as integrais nos elementos da matriz de transferéncia, por
parametros independentes de k£ que reproduzem corretamente os valores de energia. Nessa proposta a
matriz hamiltoniana possuira 4 indices, m e n para indicar os orbitais atdmicos e i e j fazendo referéncia
aos atomos onde estdo localizados os orbitais m e n. Podemos denotar seus elementos entdo por H,,i ,,;.

Nessa secdo apresentaremos a parametrizagio proposta por Kwon [Kwon et al., 1994] para o Silicio.
Como o propdsito dessa dissertacio é a implementacido computacional do método DMTB (e para isso sera
necessario a matriz do Hamiltoniano - veja secdo 1.3), faremos uma abordagem baseada em [Nakano, 2015]
para explicitar os elementos da matriz do hamiltoniano cristalino para o silicio.

Vamos representar a estrutura eletronica dos atomos de silicio como combinacdes lineares de 4 orbitais
atdmicos por atomo, um orbital 3s e trés orbitais 3p: 3p,, 3p, e 3p., centrados em cada dtomo. Para
encontrar a matriz do hamiltoniano, precisamos encontrar os elementos de matriz que dependem desses
orbitais atdmicos em diferentes distancias interatdmicas, conforme as defini¢des de orbital de Bloch e de
matriz de transferéncia. A matriz hamiltoniana é uma matriz N M x N M, onde N é o nimero de &tomos
na base do cristal e M é o numero de orbitais. Essa matriz pode ser vista como uma matriz de matrizes
4 x 4, onde para cada entrada ¢j temos entradas correspondentes as iteragdes entre os orbitais do atomo

i e do atomo j. Por exemplo, se estivermos somente com 2 atomos de silicio, a estrutura basica da matriz
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do hamiltoniano sera como na figura 1.6.

Figura 1.6: Estrutura basica da matriz do Hamiltoniano com 2 atomos

Cada bloco da matriz é formado por elementos referentes a interacdo dos orbitais na seguinte forma:

(sli)s)  (sllpe)  (slttlpy)  (slHp.) |

pe|H|s pelH|ps e Hpy | H|p.
py|[:[|3 pyll:”pz pyll:”py pyll:”pz
p:|H|s .| H|p. p:|H|p, p:| H|p-

Sendo assim, se um sistema possui N atomos de silicio entdo a matriz do Hamiltoniano sera uma
matriz 4N x 4N. Passaremos a explicitar cada entrada desse matriz, para isso serdo necessarios os pa-
rametros de Kwon, listados nas tabelas 1.1 e 1.2. No modelo da parametriza¢do proposto por Kwon em
[Kwon et al., 1994] as integrais de transferéncia sdo parametrizadas decompondo o orbital p em compo-
nentes normais p,, e paralelas p; ao eixo de ligacdo dos atomos. Assim, para construir os elementos de

matriz do hamiltoniano, precisamos descrever p,, p, e p, em relacdo p,, e pg.

ro(A) [ n| E,(eV) | E, (eV)
2,360352 | 2 -5,25 1,2

Tabela 1.1: ParAmetros de Kwon

Segundo [Paxton and Sutton, 1989], os orbitais s, p,, p, e p. sdo ortogonais, sendo assim, os blocos
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que formam a diagonal da matriz do hamiltoniano (i = j) sdo blocos de matrizes diagonais. As entradas
da diagonal principal sdo <s|f[|s>, <p$ |I:[|pl> <pq|ﬁ|pq> e <pz |ﬁ|pz> Esses dados foram tabelados por
Kwon [Kwon et al., 1994], valendo E o primeiro e F), os demais (veja a tabela 1.1). Dessa forma, os blocos

para ¢ = j sao

E, 0 0 0
0 E, 0 0
0 0 E, 0 (1.3)
0 0 0 E,

Para deduzir as formulas para os blocos fora da diagonal principal (i # j) precisamos calcular as
integrais de transferéncia correspondentes. Segundo [Nakano, 2015], consideramos somente quatro inte-

grais de transferéncia que correspondem as possiveis ligacdes quimicas entre atomos de silicio descritas

COGETIED X 8

(Ppo)

na figura 1.7.

Figura 1.7: Ligacdes entre atomos de silicio - Figura retirada de [Nakano, 2015]

A ssoc | spo | ppo | ppm

ha(ro)(Ev) | 2,038 | 1,745 | 2,75 | -1,075
) 9,5 8,5 7,5 7,5
ma(4) 34 | 355 | 37 | 37

Tabela 1.2: ParAmetros Eletronicos de Kwon

A primeira entrada dessa matriz ¢ dada por <81 |ﬁ |32>. Segundo [Kwon et al., 1994], essa integral pode
ser expressa de acordo com a equagao 1.4. Os pardmetros necessarios para estimar essa integral estdo na

segunda coluna da tabela 1.2.
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s @bl G Q) e

com 7 sendo a norma do vetor d.
Em seguida, vamos calcular as integrais entre orbitais s e orbitais p. Para isso, vamos usar a notacéo
Do, onde a pode ser z, y ou z e p,, é a componente normal de p,, em relacdo ao eixo de ligacio entre os

atomos d e py é a componente paralela de p, com relagdo ao mesmo eixo. (veja figura 1.8).

Figura 1.8: Ligagoes entre Orbital S com Orbital P

Dessa forma é possivel escrever

—

Pa = (52 : ﬁ)pn + (d; : d)pd7

onde - representa o produto escalar entre os vetores.

Assim,

<31|[:I|p2a> =
(s1 (2 - d}paa)
(- (T) 31|H|P2d>



Sendo a distancia entre os orbitais dada pelo vetor unitario d= (dy,d,,d,), entdo:
(s11H[p2 ) = ((1,0,0) - Dhapo = dalpe.

<51|[:I|p2y> = <<O7 17 0) : Cf)hspa = dyhspaa
<31|1£I|p2z> = <<O>O> 1) ) Cijhspa = dzhspa-

Os parametros necessarios para estimar integral <51|H | p2a> estdo na terceira coluna da tabela 1.2, e

sua expressdo é dada na equacdo 1.4. Temos também que
<p1z|H|52> = _dxhspm

<P1y|H|52> = _dyhspcn
<p1z|ﬁ|82> = _dzhsprr-

J& que a Unica diferenca no calculo dessas integrais é a orientag¢do do vetor d. Novamente os parametros
necessarios para estimar essa integral estdo na segunda coluna da tabela 1.2.

Por fim, vamos calcular as integrais entre orbitais p. Observe a figura 1.9.

Figura 1.9: Ligacdes entre Orbitais P
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Temos que,

<p1a|[:[|p2a> ==

<
— (@ @)@ - 7) (pual Hlpn ) + (@ - d) (- 7) (pral Hlpen )
+ (@ A - ) (pral Hlpaa) + (5 - d) (@ - ) (pralHlpa)
= (aq-7)(az-n) <p1n|1£[|p2n> + () - d) (s - d) <p1d|1ff|p2d>
= ( Vi ﬁ)( Y ﬁ)hppﬂ + (071 -3(072 ’ J)hppa
Note que
(@) () = (a7 - )31 )

Usando essa expressdo na equacdo 1.5 ficamos com

(ProlHlpaa) = (@ -7)(@ - W) + (6 - d) (s - Dy
= (i — (di - d)d) - (a — (@ - d)d) gy + (ds - d) (i

&)
SN—
=

ppo

Assim,

-

(prolHlpoc) = ((1,0,0) = ((1,0,0) - ) - ((1,0,0) = ((1,0.0) - )y

(

(170’ 0) ' @((170’ 0) ’ Cijhppa

(1 —d2, —d.d,, —d.d,) - (1 — d2, —dudy, —dud.) ) Pppr + d2hppo
(

1—d2)? +d, d,” + d.*d.*) hypr + d2hppy

N T T T

1= d)hypm + d3 e
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<p1y|ﬁ|p2y>

<plz|[:[|p22>

(prollp2y )

<p1:c|H|p2z>

- =

(0,1,0) — ((0,1,0) - d)d) - ((0,1,0) — ((0,1,0) - d)d) hypr
(0,1,0) - d)((0,1,0) - d)lrypo

(
(
(—dyde, 1 = d2, —dyd.) - (=dydy, 1 — &), =dyd.)) hppr + dohippo
(d,*d.* + (1 — &) + dy>d.? ) hppr + Ao ppo

(

1— dQ) por + d2hppo

- =

(0,0,1) — ((0,0,1) - d)d) - ((0,0,1) — ((0,0,1) - d)d) s
(0,0,1) - d)((0,0,1) - d)hype

(
(
((=d.dy, —d.dy, 1 — d?) - (—d.dy, —dody, 1 — d*)hypr + d2Pppe
(d.%d,” + d.”d,” + (1 — d2)*) hppr + d2hppo

(

1- d2) ppm + thppo‘

((1,0,0) = ((1,0,0) - d)d) - ((0,1,0) = ((0,1,0) - d)d)hrppn
((1,0,0) - d)((0,1,0) - d)rppo

(1 - al2 —dyd,, —d.d,) - (—d,d;, 1 — df/, —dyd,))hppr + dpdyhype
(—(1 d2)d d, — (1 — di)dzdy + dfcdyc@)hpmr + dydyhppo

—dydyhppr + dydyhppe.

-

((1,0,0) = ((1,0,0) - d)d) - ((0,0,1) = ((0,0,1) - d)d)hppn
«1om d)((0,0,1) - d)hype

(1 = d2, —dydy, —dyd,) - (—d.dy, —dody, 1 — d2))ppr + dudhppo
(—(1— dz)d dy + dodid, — (1 = d2)dod) hypr + dod e
—d.dyhypr + dudPppe.
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De modo analogo se obtém as demais entradas da matriz hamiltoniana. Explicitamente, a matriz ha-

miltoniana H, esta dada abaixo.

hssa dxhspa dyhspa dzhspa
_dxhszw d:%hppa + (1 - di)hppﬂ dxdy(hppa - hpprr) d:ch(hppU - hppw) ) (1'5)
_dyhsw dydr<hppff - hppﬂ') dzhppa + (1 - di)hppﬂ dde(hppcr - hppfr)

_dzhszua dzdw(hppa - hppﬂ) dzdy(hppa - h’PPﬂ') dzhppo + (1 - dz)hppw
Uma informacio importante sobre a parametrizagio Kwon é que o hamiltoniano é transferivel, ou
seja, independe da estrutura cristalina que estamos usando. Os parametros de Kwon ja incorporam as
informacdes da espécie quimica e as variagdes que ocorrem se desejarmos variar o parametro de rede do
Silicio aparecem explicitamente, visto que as entradas das matriz dependem diretamente da distancia entre

0s atomos.

1.3 O método DMTB

O método tight-binding que falamos brevemente na se¢ao 1.2, fornece bons resultados acerca das pro-
priedades eletronicas e estruturais de sistemas cristalino quando se compara com resultados experimen-
tais. Infelizmente, esse método exige um grande custo computacional o que o deixa inviavel para o estudo
de sistemas com um grande numero de 4tomos. Esses sistemas precisam ser tratados com uma meto-
dologia com um menor custo computacional, mas que ainda leve em conta uma descricdo quantica das
propriedades dos elétrons.

O método da matriz densidade DMTB foi desenvolvido por [Li et al., 1993] em 1992 est4 diretamente
ligado ao tratamento tight binding. No mesmo ano, usando técnicas diferentes, [Daw, 1993] obteve um
método bastante similar a este. Em 1996 [Millam and Scuseria, 1997], fez um pequena modificacdo nessa
metodologia para cristais de carbono.

Nessa secdo fazemos uma breve descricdo do método, nos preocupando com importantes detalhes
quando observados no ponto de vista computacional. Para maiores detalhes do método veja [Filho, 2017].

Para o método DMTB precisamos do operador densidade (ou matriz densidade). Nessa dissertacdo nao
trataremos profundamente desse operador, usaremos somente suas propriedades para desenvolvimento do
método. Para detalhes sobre o operador densidade veja [Amaral et al., 2011]. Para uma abordagem da me-
todologia Tight-Binding sobre o ponto de vista do operador densidade recomendamos

[Paxton and Sutton, 1989].
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Sendo p a matriz densidade, podemos escrever o ntimero de elétrons como - N, e a energia eletronica

total (parte atrativa da energia total do sistema) - E como

N = tr(p) (1.6)
e
E =tr(pH). (1.7)

Nessa metodologia geralmente a energia total do sistema com N, elétrons é dada por
Etotal(p) = E(p) + Erep + NEO: (18)

onde F,., corresponde ao potencial repulsivo, N é o nimero de 4&tomos do sistema e £, é uma constante
de energia por atomo.
De acordo com [Kwon et al., 1994], a formulacdo parametrizada para I, para supercélulas formadas

por atomos de silicio é dada por
Erep = Z f (Z ¢(ng)> 5
@ J
com

f(x) = 01£C + 02132 + 03.’133 + C4$4

ro)m r\" o\

= (= —(+) +(+ .

o= () (| (5) < (@) ])

Onde r é a norma do vetor d, vetor que corresponde a distancia orbitais e 1y = 2, 360253 conforme

listado na tabela 1.1.

As demais constantes necessarias para o calculo de £, estdo nas tabelas 1.3 e 1.4.

C’ (eV) s (eV) Cs (eV) C, (eV)
2,1604385 | —0, 1384393 | 5, 8398423 x 102 | —8, 0263577 x 107

Tabela 1.3: Parametros de Kwon em f

Na equacao 1.8, note que a Unica parcela da energia total que depende de p é E£. Logo, para minimizar a

energia total é preciso minimizar a equagéo 1.7 com a restri¢ao de manter o numero de particulas dado pela
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EO (eV)

m

Me

re (A)

8,7393204

6,8755

13,017

3,66995

Tabela 1.4: ParAmetros de Kwon usados em ¢(r)

equacéo 1.6 fixo. Com isso, usando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange [Lima, 2008], o objetivo é

minimizar o potencial

Q(p) = tr(pH) + p(tr(p) — Ne),

onde y é a constante lagrangiana que forca que a quantidade de elétrons seja fixa.

Sabemos que a matriz densidade é local no espaco real, ou seja,

pij =0

quando

R“ — 00,

(1.9)

onde R;; é distancia entre os orbitais i e j. Para o calculo da energia do sistema, a principio seria necessario

percorrer todos os elementos da matriz densidade, porém isso gastaria um alto tempo de processamento,

embora nao ofereca ganhos fisicos. Uma boa alternativa é usar a seguinte aproximagao:

pij =0

quando

onde R, é um raio de corte previamente definido.

Rij > R,

Além disso, a matriz densidade é uma matriz idempotente, ou seja

p-=p.

Isso implica que o autovalores de p podem ser somente 0 ou 1. E preciso entdo impor, mesmo que

indiretamente, a restricdo da idempotencia. Essa imposi¢do vem na forma de uma purificagdo proposta

por MacWeeney [McWeeny, 1960]

7 =30" 20"

Note que dessa forma, se A for um autovalor para p, entdo 3\ — 2)\® serd um autovalor para p e

conforme podemos ver na figura 1.3, quando temos autovalores originais entre —0.5 e 1.5 a purificacdo

os leva para valores entre 0 e 1.

A partir desse momento consideramos a matriz p como a matriz densidade propriamente dita (com

significado fisico) e p como uma matriz densidade tentativa.
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Figura 1.10: Grafico da funcao de purificacdo de MacWeeney
Com essa purificacdo, o potencial segundo [Millam and Scuseria, 1997] passara a ser escrito como

Qp) = tr(pH) + p(tr(p) — Ne). (1.10)

E esse funcional que é minimizado no método DMTB. No capitulo 2 apresentamos detalhadamente
o método do gradiente conjugado néo-linear que foi o método escolhido para fazer a implementacéo do

método.
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Capitulo 2

O Método do Gradiente Conjugado

Os métodos de gradientes conjugados estdo bastante presentes em artigos de Fisica da Matéria Conden-
sada.Podemos citar, entre outros, [Nightingale et al., 1993], [Ordejon et al., 1995], [Ordejon et al., 1996],
[I. Morrison and Payne, 1997], [Pfrommer et al., 1999], [Jiang and Yang, 2004] e [VandeVondele et al., 2012].
Nesse capitulo apresentaremos os Métodos do Gradiente Conjugado Linear e do Gradiente Conjugado
Nio Linear . Ao longo deste capitulo, usaremos resultados da Algebra Linear e do Calculo Vetorial. Como
referéncias para tais resultados recomendamos [Lang, 1966], [Lima, 2008], [Hoffman and Kunze, 1971] e
[Spivak, 1965].

Conforme visto no fim do capitulo 1, o método DMTB recai no problema de minimizar o funcional
Q : Myxn — R, onde M,,, representa o espago vetorial das matrizes n x n. Esse fato faz com que
existam diversas maneiras de se concluir a aplicacdo do método DMTB, visto que o método dependera
intimamente da estratégia de otimizacéo escolhida. No decorrer desse capitulo vamos mostrar como usar
o método dos gradientes conjugados nao linear para esse fim.

Consideremos o problema de minimizacao irrestrita

min f(z),

onde f : R” — R é de classe C'*°.

Na década de 50, Hestenes e Stiefel, desenvolveram o Método dos Gradientes Conjugados (CG), que é
um método iterativo para resolucdo de sistemas lineares de muitas equacdes. Posteriormente, na década
de 60, Fletcher e Reeves [Fletcher and Reeves, 1964] adaptaram o CG para ser utilizado em problemas

de otimizacéo, introduzindo assim o primeiro Método do Gradiente Conjugado Néo Linear (NLCG). Ao
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longo dos anos, varias variantes desse método foram criadas e hoje em dia sdo largamente utilizadas. Uma
das mais comuns é a que foi a desenvolvida por Polak e Ribiere em 1969 [Polak and Ribiere, 1969]. Na
proxima secdo discutiremos brevemente o método do Gradiente Conjugado Linear e posteriormente, com
mais profundidade, o conjunto de técnicas que chamamos de método do Gradiente Conjugado Nao Linear,

ja que este é o método que usaremos nessa dissertacao.

2.1 O Gradiente Conjugado Linear

Um sistema linear com n equagdes e n incognitas pode ser escrito de forma matricial como Ax = b,
onde A € M, «, e z,b € R", sendo esses vetores tomados como vetores coluna. Se a matriz A dos
coeficientes do sistema for inversivel, a unica solugdo do sistema é dada por x = A~'b. Porém, o célculo
de A~! ¢ uma tarefa de alto custo computacional.

Quando os sistemas lineares que precisam ser resolvidos sdo de grandes proporcdes (da ordem de
milhares ou até milhoes), precisa-se de métodos alternativos, com complexidade mais baixa. Com esse
objetivo, surge a brilhante estratégia de resolver o sistema linear Ax = b através de um problema de

otimizacdo. Vamos definir a func¢ao

x - Ax
f(x) = 5 —b-xz+ec. (2.1)
O préximo passo é calcular o gradiente dessa funcéo, para isso precisamos calcular sua derivada com
relacdo a cada variavel. Ou seja, sendo = = (21, 2, - - , z,,), vamos calcular 5‘_f paral=1,2,---  n.
Zy

Vamos comegar os calculos desenvolvendo o produto = - Ax.

n n
x-Ar = E T E ApkTr;
p=1 k=1
n n
= E E apkq;pxk

p=1 k=1
n

n n
= E E ApkTpTi + g QX1 T
k=1

p#l k=1

n n n
2
= E E ApkTpTy + E QLT + ATy

p#l k=1 k#1
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Sua derivada parcial com respeito a variavel z; é calculada a seguir.

J(z - Ax) . -
~ = Z TpQp + Z Tk + apx;
L1 p#l k=1

n n
= g xpapl+§ Qi Tk,
p:l k=1

n

= § TpQpp + ATy
r=1
n

= Z(arl -+ al,.)x,..

r=1
A derivada parcial do fator b - x em relagido a x; é obviamente b, assim concluimos que

A+ AT

5 x — b.

Vi(z)
Adicionando a hipdtese da matriz A ser simétrica, ficamos com
Vf(x)=Ax —b.

Sendo assim, se encontrarmos um valor z* que anula V f, encontramos a solugio do sistema linear. Os
métodos de otimizacdo para resolver sistemas lineares consistem entdo em buscar um minimo ou maximo
xo para a fun¢io f(z), pois sendo assim V f () = 0 e portanto Axy = b. Porém, para que se garanta que
o método de otimizacdo convirja é preciso que se saiba se, de fato, a funcido em questao possui um maximo
ou minimo. Essa garantia é obtida quando se impde que a matriz A seja negativa definida ! (veja figura
2.2) ou positiva definida ? respectivamente (veja figura 2.1). Nao h4 perda de generalidade em supor que
A é positiva definida, pois se a matriz A por negativa definida, basta definir uma matriz C' como C = —A
e resolver o sistema linear C'y = b. Assim, como a matriz C' sera positiva definida é possivel resolver o
problema por otimizacéo e solucdo do sistema original Ax = b serd x = —y. Com isso, vamos considerar
como hipdtese para o método dos gradientes conjugados que A é simétrica e positiva definida.

Para garantir a existéncia de um minimo para esse problema, é preciso analisar a matriz Hessiana - H.

'Dizemos que uma matriz A, n X n, é uma matriz negativa definida quando para todo vetor nio nulo v € R" vale que
v-Av < 0.

Dizemos que uma matriz A, n X n, é uma matriz positiva definida quando para todo vetor niio nulo v € R" vale que
v-Av > 0.
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Figura 2.1: Grafico de uma funciio f(x) com A uma matriz positiva definida: f(z,y) = 522 +5y? — 0.5z —
0.5y.

2 2

Figura 2.2: Grafico de uma fun¢do f(z) com A uma matriz negativa definida: f(x,y) = —ba* — by* —

0.5 — 0.5y.

2

—. Logo, como
85[71'8.%‘]' &

Sabemos que H;; =

oF _ z": aik; — b;

3xi 1
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temos que

0% f o
8%-81:]- Y
Assim temos que
H(z)=A

Dessa forma, sabemos que um ponto critico x para f sempre sera um ponto de minimo, ja que A é positiva
definida. O resultado que garante esse fato pode ser visto no Teorema 5, na pagina 157 de [Lima, 2008].
Uma maneira simples de tentar se resolver esse problema é buscar uma sequéncia de pontos (xy)ren tais
que f(zg4+1) < f(zg). Para a construgio dessa sequéncia considera-se uma dire¢do de busca dj, um passo
oy, e forma-se o iterando

Tl = T + Ozkdk. (2.2)

A partir desse momento devemos analisar cuidadosamente como deve ser feita a escolha para oy, e di,

de modo a se obter f(zgi1) < f(xp).

Definicdo 2.1. Dizemos que dj é direcao de descida da funcdo f : R™ — R a partir do ponto xi, se
existe d > 0 tal que

flxp + ady) < f(xg), sempre que a € (0,0).

Como a derivada direcional é a taxa de variacdo de uma fun¢éo sobre uma diregao, podemos reformular

o conceito de direcdo de descida:

Teorema 2.2. Seja f : R" — R uma funcéo cuja derivada direcional no ponto xj na diregao dj, exista.

Entdo dj, é uma direcdo de descida para f, a partir de x, se, e somente se, %(mk) < 0.

Demonstrag¢ao. Como a derivada direcional de f no ponto xj, na direcdo de dj, existe, podemos escrever

S (e + tdy) — flar)
m :
ad. t—0 t t—0+ t
Dai, %(xk) < 0 se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que f(zy, +tdy) < f(x)) sempre que ¢t € (0,6), que

€ justamente a definicdo de direcao de descida. Il

Usando o fato de que, sendo f diferenciavel,

af

ad, (v) = V f(a) - di,
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temos a seguinte caracterizagio para as direcdes de descida de fungdes diferenciaveis:

Teorema 2.3. Seja f : R” — R uma funcio diferenciavel. Entao d; é uma direcido de descida para f, a

partir de xy, se, e somente se, V f () - di < 0.
Uma consequéncia imediata do teorema 2.3 é que —V f(xy) é uma dire¢do de descida, j4 que
V(@) - (=Vf(zx) = =V f ()] < 0.

No Método do Gradiente (ou declive maximo - steepest descent) é utilizado dj, = —V f(x) como
direcdo de descida. Agora é preciso definir o passo a;.Temos que oy, deve ser minimo da funcdop : R — R

dada por p(a) = f(x) + ady). Derivando ¢ temos,
¢'(a) = (Vf(zr + ady)) - dy. (233)
Como V f(z) = Az — b, vemos que

Vi(xr+ady) = A(zy+ady) —b
= Ax, — b+ aAd,
= Vf(zg) + add. (2.4)

Usando a equagio 2.4 na expressio 2.3 e fazendo ¢'(«) = 0 obtemos
(Vf(zk) + addy) - di = 0,

de onde segue que o o, candidato ao minimo é

Vf(xk) - dy,
_ 2.
dy. - Ady, (25)
dy, - dy,
= 2.6
dy, - Ady, (2.6)

Resta verificar que de fato, este ay; minimiza . Para isso precisamos calcular a derivada segunda de

Pl(@) = ((VF(ze +ady)) - di)
= ((A(wy + ady) = b) - dy)’
= ((z4 +ady) - Ady — b~ dy)’
= dy- Ady > 0,
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ja que A é positiva definida. Assim temos «y, de fato é minimo de .
O préoximo método é conhecido como Método das Direcdes Conjugadas. Vamos entio definir dire-

¢des conjugadas.

Definicao 2.4. Dizemos que um conjunto de vetores {dy, dy,- -+ ,d,_1} de R" é A-ortogonal ou que os

vetores sdo conjugados se

paratodo?,j =0,--- ,n—1comi # j.
Note que se usarmos nessa definicdo a matriz identidade I recaimos no conceito de ortogonalidade.
Na iterago 2.2 vamos usar uma base {dy, dy, -+ ,d,,_1 } de direcdes A-ortogonais de R". A construgdo

do passo «y, é feita do mesmo modo que no Método do Gradiente, onde obtemos

V(@) - di
= 2.7
o dy. - Ady, @7)
Teorema 2.5. Se {dy,dy,- - ,d,_1} é um conjunto de dire¢des A-ortogonais e oy, é como na equacio 2.7,
entdo parak = 0,1,--- ,n — 1 temos que V f(x,1) é ortogonal a dy.
Demonstragao. Calculando o produto escalar de V f(z4,1) por dy obtemos
Vf(@re1) - di = V(e + apdy) - di = ¢' (o) = 0,
0 que prova o teorema. 0

Teorema 2.6. Um método de dire¢des conjugadas converge para a solugdo z* em no maximo n iteragdes.

Demonstragao. A demonstracdo desse teorema pode ser vista em [Nocedal and Wright, 2006] - teorema

5.1. U

Note que no método das direcdes conjugadas partimos de uma base de dire¢des conjugadas, sem es-
pecificar quais sdo esses vetores. O Método do Gradiente Conjugado Linear é um caso particular do
método das direcdes conjugadas, onde usamos um conjunto de direcdes conjugadas obtidas através do
gradiente.

Fixemos entio zy € R" e fazemos

do = =V f(x0) e dpi1 ==V f(Tri1) + Brds. (2.8)
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A escolha de f3;, deve ser feita de modo que {dy,d;, -+ ,d,—1} seja A-conjugado. Como visto em
[Borges, 1985], isso é equivalente a escolher /3, de modo que duas dire¢des consecutivas sejam A-conjugadas.

Para isso,

0 = di- Adpys
= dp - A(=V f(Trs1) + Brdr)
= —dy - AV f(xp11) + dyp - ABgdy.

De onde segue que
_dy AV f(@g41)

Be= T (2.9)

Algoritmo 1: Gradiente Conjugado Linear

Entrada: f,V f, x, tol { campo escalar, gradiente do campo, estimativa inicial e tolerancia para o
critério de parada}

Saida: vetor ¥ que minimiza o campo escalar

inicio

1

2 T = Xy,

3 d() = —Vf(fb()),

4 d:= dQ;

5 enquanto ||V f(x)|| > tol faca
_ V()

° O T Ad

7 x =1z + ad;

\ B:d-AVf(:v)_
' d-Ad ~

9 d:= -V f(x)+ pd;

10 fim

11 fim

12 retorna x

2.2 O Gradiente Conjugado Nao Linear

O método do Gradiente Conjugado descrito na se¢ao anterior é um método desenvolvido para resolver
sistemas lineares Az = b, recaindo na minimiza¢do de func¢des quadraticas. Com a inspiragao na técnica
para minimizacdo no Gradiente Conjugado é possivel criar uma colecdo de métodos, que chamamos de

Gradiente Conjugado Néo Linear (NLCG), para a minimizacao irrestrita de funcdes gerais.
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Mais precisamente, considerando o problema de minimizar um campo escalar f(z) irrestritamente,

vamos definir iterativamente uma sequéncia de pontos z; dada por:
Thi1 = Tr + Qpdy, (2.10)

onde

do = —Vf(l’o) e dk+1 = —Vf(l’k_H) + ﬁkdk

(2.11)

Os passos oy, sdo obtido através de uma busca unidirecional. Esta metodologia iterativa é chamada de
Gradiente Conjugado Néo Linear se, ao tomarmos f como sendo a funcido quadratica definida em 2.1,
recaimos no Gradiente Conjugado Linear, com 3}, dado pela féormula 2.9.

Existem varias formulas conhecidas para ). Essas formulas, em geral, ndo sdo equivalentes. As mais
populares, e as que iremos tratar nesse trabalho, sdo as formulas de Fletcher-Reeves e Polak-Ribiere. Ao
contrario do método do Gradiente Conjugado Linear, que possui propriedades de convergéncia bem co-
nhecidas, os métodos néo lineares podem possuir comportamento bizarro, inclusive, muitas vezes, os
algoritmos nao produzem sequéncias convergindo para o minimo. Algumas vezes o NLCG na formulagao
Fletcher-Reeves é tio eficiente quanto na formulagido Polak-Ribiére mas, na grande maioria das vezes, é
mais lento segundo [Gilbert and Nocedal, 1992]. Porém, a convergéncia global do método usando buscas
unidimensionais exatas, foi garantida em [Zoutendijk, 1970]. [Al-Baali, 1985] também provou a conver-
géncia global desse método com buscas unidimensionais inexatas, porém sob certas condi¢cdes que serdo

vistas na secdo 2.2.2. Por convergéncia global queremos dizer que
k—o0

Na pratica, NLCG com a formulacdo Polak-Ribiere é mais utilizado que NLCG com Fletcher-Reeves, no
entanto [Powell, 1984] mostrou que esse método pode entrar em loop infinito caso utilizado com bus-
cas unidimensionais exatas. Existem varias modificacdes no método de Polak-Ribiere que garantem sua

convergéncia global. [Zhang et al., 2012] ilustra algumas delas.
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2.2.1 Busca Unidirecional Exata

O termo busca unidirecional exata ndo possui um significado unico na literatura. Um significado é que
busca unidirecional exata é feita de forma direta, se encontrando o minimo da funcio p(«) = f(zr+ady).
Um outro significado, mais fraco, é que na busca unidirecional exata encontra-se um « tal que ¢'(«) = 0.
Que, pela regra da cadeia, temos ¢'(a) = V f(xy + ady) - d, = 0. Portanto, neste significado, a busca
unidirecional exata determina um passo « tal que V f (1) é perpendicular ao vetor d;. Em qualquer um

desses dois significados, estabelecemos a seguinte proposigéo:
Proposicao 2.7. O NLCG com busca direcional exata sempre gera direcdes de descida.

Demonstragdo. Admitamos que em cada iteragéo é possivel obter o passo ov com uma busca exata. Fixemos

uma iteragdo k. Entdo, temos que

diy1 = =V f(@141) + Brdy.

Tomando o produto escalar por V f () obtemos que

V(@) - diesr = = ||V (@) + BV f (hg1) - di.
Como V f(zp41) - di, = 0, segue que
Vf(@ps1) - disr = = ||V fzie)|]? <0,

portanto, di é direcdo de descida pra f em 2y 1. O

Particularmente, neste trabalho, ao usar essa estratégia para o funcional obtido no método DMTB para
o silicio, recaimos em achar o minimo de uma funcéo polinomial de grau 3. Entéo, obter os pontos criticos,
caso existam, no nosso caso é uma tarefa trivial e gera uma formula fechada para ser usada em todas as
iteracdes.

No entanto, os pontos criticos podem nao existir ou o teste da derivada segunda para a caracterizacao
do minimo pode ser inconclusivo. Na se¢do 2.3 apresentaremos explicitamente o valor obtido para oy, na
busca linear exata. Em geral, mesmo quando é possivel se determinar o minimo da funcdo sobre a semi
reta a partir de 7, na direcao de descida d, por requerer um processo de minimizac¢do unidimensional em

cada iteragdo, a busca exata pode ser bastante ineficiente em problemas de larga escala. Por esse motivo, na
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pratica, a maioria das implementa¢des computacionais de buscas lineares abrem méo da precisdo, usando
as chamadas buscas lineares inexatas.

[Millam and Scuseria, 1997] em seu trabalho com Carbono, usou somente busca linear exata (V f (z11)-
di, = 0). Ao longo de nossos experimentos numéricos com Silicio, observamos que nem sempre é possivel
usar busca exata, pois o0 nosso funcional em questio restrito as semiretas nem sempre possui pontos cri-
ticos. Sendo assim, nesse trabalho, optamos por utilizar uma abordagem mista. Ou seja, ora usando busca
liner exata quando possivel e inexata nos demais casos.

Conforme comentamos anteriormente, para encontrarmos os pontos criticos de ¢ nesse trabalho, pre-
cisamos resolver aa® + ba + ¢ = 0, o que ¢é trivial do ponto de vista algébrico: basta usar a formula
resolvente para equacdes polinomiais de grau 2. Porém, caso nessa equacio tenhamos b* muito maior do
que 4ac, teremos um grave problema ao usar a formula resolvente, ja que b — 4ac ~ b?. Por consequéncia,
terlamos que uma das raizes seria nula, o que nao é verdade. Esse fendmeno numérico é conhecido como
cancelamento subtrativo, e existem algumas propostas na literatura para contornar esse problema.

Aqui usaremos a seguinte estratégia:

—b—Vb? — 4dac

c
o = e ap=—— casob>0
2a aoy
ou
—b+ Vb? — dac c
o = e a3 =— casob<0.
2a ao;
—2b c
Observe que sendo b2 —4ac ~ b? temos que v/b? — 4ac ~ |b|. Assim, temos que a; ~ g €=
a ao;

mostrando que evitamos o fendmeno do cancelamento subtrativo.

2.2.2 Busca Unidirecional Inexata - As condicoes fortes de Wolfe

Existem muitas metodologias para buscas inexatas. Quando o calculo de V f nio é complicado, as
chamadas “regras de Wolfe” sdo consideradas as mais eficientes estratégias de busca unidirecional. Apre-
sentaremos a seguir as condi¢des fortes de Wolfe, que sdo aplicadas para determinar o valor do passo oy
e essenciais em muitos teoremas de convergéncia global do NLCG.

A primeira Condi¢ao de Wolfe, também chamada de Regra de Armijo consiste em uma busca unidire-

cional inexata para determinar o comprimento do passo «;, de modo que se consiga obter um decréscimo
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suficiente na funcdo f a partir de z; na direcdo dj. Mais precisamente, vamos considerar um ponto

z;, € R™, uma direcao de descida d, e ¢; € (0,1). A Regra de Armijo consiste em encontrar o, tal que

f(%k + Ckkdk) S f(xk) -+ ClOéka(l’k) : dk, (2.12)

Geometricamente, a Regra de Armijo diz que somente sdo aceitaveis os valores de o aqueles cujo
f(xr + ardy) fiquem abaixo da reta l(ay) = f(x) + c10xV f(xy) - di. Para referéncia, observe que
V f(xk) - di é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de p(ay) = f(xp + apdy) em o = 0.
Como dy, é direcdo de descida e ¢; € (0, 1), temos que V f(xg) - di, < 1V f(x) - dg. A figura 2.3 ilustra

essa situacao.

Figura 2.3: Valores aceitaveis para o, na Condicdo de Armijo

O teorema a seguir garante que existem intervalos de comprimentos de passos o que satisfazem a

Regra Armijo.

Teorema 2.8. Considere uma fungao diferenciavel f : R" — R, um ponto x;, € R", uma direcdo de

descida d, € R" e ¢; € (0,1). Entéo existe § > 0 tal que
f(SL’k + tdk) < f(l’k) + CltVf<$k) : dk,
para todo ¢ € (0, 06).
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Demonstragao. Como dj, é uma direcio de descida temos que V f(xy) - dx < 0. No caso Vf(xy)-dy =00
resultado segue diretamente da definicdo de dire¢do de descida. Suponhamos que V f(zy,) - dj. < 0. Temos

que
i L
Vi(zy) - dp = o, (zx) = lim "

E como ¢; € (0,1), vemos que

Logo existe § > 0 tal que, no intervalo (0, §) seja valido que

f(xk + tdk) — f(xk)

S 01Vf($k) : dk

t
Portanto
[y +tdy) < fog) + etV f(ag) - di,
sempre que t € (0,0), como desejdvamos provar. O

Vemos entdo que podemos escolher o como sendo qualquer nimero do intervalo (0, ). Entéo, po-
demos comegar com um ¢ inicial qualquer e formarmos a sequéncia 6", onde 6 é um parametro fixo
tomado no intervalo (0, 1). Desta forma, a sequéncia converge para zero, garantindo que, em algum mo-
mento, estaremos no intervalo (0, §), independente do valor desconhecido de 6. O que faremos é tomar o

primeiro momento onde isso ocorre. Veja o algoritmo 2, que é conhecido com algoritmo de backtracking.

Algoritmo 2: Regra de Armijo

Entrada: f,Vf, x,d, c1,0,a{campo escalar, gradiente do campo, estimativa, dire¢do de descida,
pardmetro de Armijo - ¢; € (0, 1), fator de decaimento - 6 € (0, 1), valor inicial do passo}

Saida: o passo ajustado pela Regra de Armijo
inicio

enquanto f(z + ad) > f(x) + c,aVf(z) - d faca

| a = 0a;

fim
fim
retorna a

A G e WN

Como dissemos, no algoritmo o que estamos fazendo é diminuir oy, até que possamos chegar nas
condi¢do de teorema 2.8, entdo poderiamos tomar qualquer fator multiplicativo entre 0 e 1, como, por

exemplo, § = 0, 8.
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Somente a condi¢io de decrescimento dada pela Condicdo de Armijo, em geral, ndo é suficiente para a
convergéncia do NLCG. E mesmo na presenca da convergéncia global, pode-se gerar valores de passo oy,
extremamente pequenos, o que compromete a eficiéncia do algoritmo. Além disso, para garantir a eficacia
do método, é preciso ter, de fato, direcoes de descida dj.

Lembremos que

Vf(@re1) - dir = =V @) [P+ BV f(2rs1) - de
Portanto, dependendo dos valores de f3y, , é possivel que V f (1) dg1 > 0. Sendo assim é necessario

impor mais um condi¢do, dessa vez envolvendo V f(xy41) - dx+1. A condi¢do que apresentaremos a seguir

é chamada de Condicao de Curvatura.
IV f(wr + ardy) - di| < —coV f () - di, (2.13)

com(0 < ¢ <y < % sendo ¢; a constante da Condi¢ao de Armijo, equacdo 2.12.

Podemos reescrever 2.13 como:
Vf($k + Oékdk) . dk S —CQVf(ZZ'k) . dk (2.14)

Vf(xr + ondy) - di > coV f () - dy, (2.15)

As duas desigualdades limitam os valores de o aceitaveis através da comparagao da inclinacdo das
retas tangentes ao grafico de p(ay) = V f(zx + axdy), com um multiplo do coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de p(ay.) em ay. = 0. No grafico 2.4 estdo destacados em vermelho os valores para ay,
que satisfazem a condicdo de curvatura.

A Condi¢ao de Armijo, equacdo 2.12, em conjunto com a Condic¢ao de Curvatura, equacéo 2.13, formam

as chamadas Condigdes Fortes de Wolfe.
f(SEk + Oékdk) < f(xk) —+ ClOéka(l’k) - dy

|Vf(l‘k + Oékdk) . dk| > —Cgi(xk) - dy

com( < ¢ <y < %
Na figura 2.5 unimos a representacdo geométrica da Condigao de Armijo com a Condicdo de Curvatura.
Observe que a inclusdo da Condicdo de Armijo tende a descartar valores de «aj que estdo proximos de

méaximos locais.
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Algoritmo 3: Condicdes Fortes de Wolfe

Entrada: f,V f, x, dy, c1, co, 0, Qpae {campo escalar, gradiente do campo, estimativa, direcdo de
descida, parAmetro de Armijo - ¢; € (0, 3), pardmetro de Wolfe - ¢5 € (¢, 3), valor inicial
do passo, valor maximo pra o passo}

Saida: o passo ajustado pelas condi¢des fortes de Wolfe

inicio

1
2 Qg = 0;
3 Escolha o € (0, oz );
4 enquanto Ndao encontrar o faga
5 Calcule f(x), + a;dy);
6 se f(xr + audi) > f(xr) + a1V f (zr) - di, ou [| f (zx + cidy)| > | f (2r + cii_1di)] et > 1]
entao
7 | Obtenha « através da rotina zoom(o;_1, ;);
8 senao
9 Calcule Vf(ﬂ?k + Oéldk> . dk;
10 se |V f(zg + audg) - di| < —coVf(xy) - di entao
11 | Faca o = ay;
12 senao
13 se Vf(xy + a;dy) - di, > 0 entao
14 | Obtenha « através da rotina zoom(o;, a;;_1);
15 senao
Q; + Xmax
16 Fa(;a Qi1 = T,
17 1=i+1;
18 fim
19 fim
20 fim
21 fim

22 fim
23 retorna «
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Algoritmo 4: Zoom

Entrada: f,Vf, x, dy, c1, co, oy, o, {campo escalar, gradiente do campo, estimativa, direcao de
descida, pardmetro de Armijo - ¢; € (0, %), parametro de Wolfe - ¢5 € (¢y, %), valores que

limitam o}
Saida: o passo desejado
1 inicio
o+ o,
2 Faca a; = 5 ;
3 enquanto Nao encontrar o faca
4 Calcule f(z) + a;dy);
5 se f(xy + a;dy) > f(zg) + o,V f(xy) - dy ou f(xg + oydi) > f(x + aidy) entao
6 Oy = Q5
7 senao
8 Calcule V f(xy + o;dy) - d;
9 se |V f(zg + a;dy) - di| < —coV f(zg) - dy entao
10 Faca o = a5
11 senao
12 se Vf(x, + a;dy) - di(ow, — oy) > 0 entao
13 ,, = Qj;
14 Qp = Qy;
15 senao
16 fim
17 fim
18 fim
19 fim
20 retorna «
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Figura 2.4: Valores de o, que satisfazem a Condi¢do de Curvatura

Figura 2.5: Valores de o, que satisfazem as Condi¢oes Fortes de Wolfe

O lema 3.1 de [Nocedal and Wright, 2006] garante a existéncia de um passo v, satisfazendo as condi-
coes fortes de Wolfe. No algoritmo 3 apresentamos uma possivel implementacdo para as mesmas. A rotina

zoom presente no algoritmo 3 est4 detalhada no algoritmo 4. Esse algoritmo é construido de maneira a for-
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mar uma sequéncia monoétona «;. Entao dois casos podem acontecer, ou o algoritmo segue até encontrar
um « aceitavel ou entra na rotina zoom se encontrar um intervalo onde o « possa ser detectado. No zoom,
caso «; ndo satisfaca a Condi¢do de Armijo, ou tenha o decaimento desejado, ou ainda a funcéo passe a
ser crescente a partir desse comprimento de passo, o intervalo que contém « é reduzido continuamente,

até que um « aceitavel seja encontrado. O teorema a seguir garante a convergéncia do algoritmo 3.
Teorema 2.9. Se 0 < ¢; < < % entdo o algoritmo 3 encontra o apés um numero finito de iteracdes.

Demonstracao. A demonstracio desse resultado pode ser encontrada em

[Al-Baali and Fletcher, 1986]. O

Como falamos anteriormente, existe uma colecio de métodos que chamamos de Gradiente Conjugado
Nzo Linear. As variagdes estdo na busca do passo o, e também na escrita de ;. Discutimos anteriormente
as estratégias que usamos nesse trabalho para encontrar «;,. Uma formula para 3, foi desenvolvida para o
caso do Gradiente Conjugado Linear. Agora vamos reescrever essa formula de duas maneiras, encontrando
a modificacdo de Fletcher-Reevers e a modificagdo de Polak-Ribiere, que sdo as versdes que usamos nesse

trabalho.

2.2.3 Modificacao de Fletcher Reevers

A grande modificacdo proposta por Fletcher and Reevers, foi reescrever 3 de modo que este dependa

somente da funcdo f e nao da matriz A.

Teorema 2.10. Seja [3;, como na equacio 2.9. Entéo

_ V(@) - Vf(l'kﬂ).

= 2.16
P Vf(xy) Vf() ( )
Demonstragdo. Vamos comecar observando que da equacgéo 2.4 temos que

Qg
Além disso, vemos que 3; como definido em 2.9 pode ser escrito como

_ di - AV f(zr1)  (Vf(@hrp) - (Adk:))T'

B dy, - Adj, dy - Adj,
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Usando 2.17 nessa dltima equacéo, obtemos

<Vf(xk+1) . (Vf(xk +agdy) — Vf(xk)>>T

O

d (Vf(a:k + apdy,) — Vf(xk)) :

(677

B =

de onde segue que

B, — (Vf(@rs1) - (VF(@ri1) — VF(zp)T
dp - (Vf(@ry1) — Vf(2r)) '

Usando o teorema 2.5, ficamos com

8, = V(@) Vi(oep) = V(zea) - V()
’ —dy -V f(zx) '

De acordo com [Borges, 1985], no caso do método do Gradiente Conjugado Linear, temos que V f (254 1)-

Vf(z;) =0paraj =0,1,--- k. Usando esse resultado, temos em particular que V f(z441) -V f(zx) = 0.
Assim, para concluir a demonstragdo do teorema, basta provarmos que —dy, - V f(x) = V f(zx) - V f(xg).

Note que, usando a definicdo de dj, ficamos com

—dy, - Vf(xr) = —(=V f(or) + Berdr—1) - Vf(xr) = Vf(2p) - V(xr) = Brordi—1 - V f(T1).

Como dj_1 e V f(x) séo ortogonais pelo teorema 2.5, concluimos que

—dy, - V f(zy) = V f(z) - Vf(zg).

Assim,
By = V(@) - VF(r)
‘ Vf(xy) V()

como desejavamos. |

A partir de agora, o () escrito como no teorema 2.10 sera denotado por B,f R,

Em [Zoutendijk, 1970] foi provado que a modificacdo de Fletcher-Reevers converge com buscas exatas.
Para garantir a convergéncia global do NLCG com Fletcher-Reevers, usando busca inexata, foi preciso
incluir as condicdes fortes de Wolfe. Com elas é possivel provar que vale a condicdo de decrescimento

suficiente, dada na equacao 2.18.
Vf(zy) - dp < =V f(z)l?, ¢>0 (2.18)

Devido a este fato, [Al-Baali, 1985] garantiu a convergéncia global do método. A seguir vemos o teorema

que garante a convergéncia. Uma demonstracio desse teorema pode ser encontrada em [Gilbert and Nocedal, 1992
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Teorema 2.11. Suponha que £ = {z|f(z) < f(x1)} é limitado e que em alguma vizinhanca N de £ a
funcdo f é continuamente derivavel e seu gradiente é uma fung¢ao de Lipschitz continua [ o que significa

que existe uma constante L > 0 de modo que
IVf(x) = V@) < [lz =2,

para todo x,Z € N]. Considere a iteracio dada pelas equacdes 2.10 - 2.11, de modo que |f;| < Bf e

onde o passo «y, satisfaz as condicoes fortes de Wolfe com 0 < ¢; < ¢y < % Entao

lim ||V f ()] = 0.

k—+o00

No algoritmo 5 temos a implementagdo do Método de Fletcher Reevers.

Algoritmo 5: Gradiente Conjugado Nao-Linear - Método de Fletcher Reevers

Entrada: f, V[, x, tol, it,,., { campo escalar, gradiente do campo, estimativa inicial, tolerdncia
para o critério de parada e numero maximo de iteragdes}

Saida: vetor z que minimiza o campo escalar

inicio

1
2 it =0,
3 T = xg;
4 do == —V f(x0);
5 d:=dp;
6 G = dy;
7 enquanto ||G|| > tol ou it < it,,,, faca
8 GO = Vf<$0),
9 Encontre «
10 x =1z + ad,
11 G =V f(x);
12 bR = —G G ;
Go - Go
13 d:= -V f(z)+ pred;
14 Ty ‘= T,
15 =t + 1;
16 fim
17 fim

18 retorna x
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2.2.4 Modificacao de Polak - Ribiere

Existem vérias variantes para o método de Fletcher-Reevers fazendo somente modificacdes em ;. Um

das mais importantes é amodificacio feita por Polak-Ribiere, que propde uma outra escrita para [y:

Teorema 2.12. Seja (3, como na equagao 2.9. Entao

~ Vf(@rs) - (VF(@rg1) — V(@)
Bk = SICABED : (2.19)

Demonstragdo. A prova desse teorema € idéntica a demonstraciao apresentada em 2.10, se diferenciando

apenas por nesse caso nio usar o ortogonalidade entre V f(z411) e V f(xy). O

O (3 com a escrita como no teorema 2.12 passara a ser denotado por (3} .

Quando a funcdo que se deseja minimizar é ndo quadratica, porém fortemente convexa (veja
[Ribeiro and Karas, 2011]), e se usa uma busca exata para se determinar «, os métodos de Fletcher-Reevers
e Polak-Ribiere sao idénticos. Porém, se usarmos busca inexata em fun¢des nao lineares mais gerais, pode-
se observar mudangas significativas entre os dois métodos. Segundo [Nocedal and Wright, 2006], o mé-
todo Polak-Ribiere costuma ser mais robusto que o método de Fletcher-Reevers. Porém, no método de
Polak-Ribiere as condicdes fortes de Wolfe nao garantem que dj é uma dire¢do de descida. Na verdade,
existe muito a ser discutido sobre a convergéncia global do NLCG com Polak-Ribiere. Em [Zhang et al., 2012]
podemos encontrar alguns resultados que garantem a convergéncia sob certas condicoes.

Uma proposta bastante presente na literatura, desenvolvida em [Powell, 1986], é a de modificar S,

fazendo
B =maz{B.",0}.

Como

Vi) di, = —||Vfp)l|® + B, V(xy) - dyr,

e 3, >0,se Vf(xy)-dy_1 > 0 podemos nio gerar dire¢des de descida. Dessa forma, é preciso impor a
condi¢ao de decrescimento suficiente na busca linear - equagao 2.18, com 0 < ¢ < 1 em todas as iteracdes.
A implementacdo apresentada para as condicdes fortes de Wolfe no algoritmo 3 incorpora as estratégias

propostas em [Moré and Thuente, 1994] para se garantir decrescimento suficiente durante a busca linear
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inexata. O teorema 2.11 garante a convergéncia global do NLCG com essa proposta de ;. Note que se
estivermos com buscas exatas, temos V f(xy) - di_; = 0, fazendo com que 2.18 seja satisfeita para ¢ = 1,

entdo também podemos garantir a convergéncia do método.

Algoritmo 6: Gradiente Conjugado Nao-Linear - Método de Polak-Ribiere

Entrada: f, V f, xq, tol, it,,,, { campo escalar, gradiente do campo, estimativa inicial, tolerancia
para o critério de parada e nimero maximo de iteracdes}
Saida: vetor x que minimiza o campo escalar

1 inicio
2 it =0,
3 T = Xo;
4 do = —V f(x0);
5 d:=dy;
6 G = dy;
7 enquanto ||G|| > tol ouit < it,,,, faca
8 GO = Vf<l'0),
9 Encontre ¢ ; /* Com busca unidimencional exata ou inexata
conforme visto no algoritmo 3 */
10 x =1z + ad;
11 G =V f(x);
12 bPRZ—G.(G_GO)§
Gy - Gy
13 se b’ < () entio
14 | b .= 0;
15 senao
16 | b= b
17 fim
18 d:=—G + bd,;
19 To = T
20 it =t +1;
21 fim
22 fim

23 retorna x

2.3 O método DMTB com o Gradiente Conjugado Nao-Linear

No fim do capitulo 1 chegamos a equagéo 1.10 que devera ser minimizada a fim de se encontrar a energia

do sistema. Optamos por usar o NLCG para fazer essa minimizacdo por este método ter potencial para ser
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um método de ordem de complexidade n, quando estivermos com sistemas de n atomos. Neste trabalho, o
objetivo foi criar um laboratério virtual para o estudo do DMTB. Sendo assim, nos preocupamos em fazer
inicialmente uma abordagem compreensivel, e que possa ser facilmente ampliada para outros elementos
que néo o Silicio, onde estamos fazendo nosso estudo de caso. A diminuicao da ordem de complexidade
do algoritmo sera tratada em trabalhos futuros. Nessa se¢do mostramos como aplicar o NLGC no DMTB.

Inicialmente note que a funcio de desejamos minimizar é uma fun¢do matricial
Q(p) = tr(pH) + p(tr(p) — Nel).

Para poder usar o método dos gradientes conjugados é preciso olhar para essa funcdo de forma vetorial.

Para isso podemos identificar uma matrizn x n

a1x aiz - Aip
A — Q21 Q22 -+ QA2p
An1 Ap2  * - Apn
2
como o vetor em R™,
a1
Q12
A1n
21
Q22
Va = |[GQon
ap1
Ap2
_ann_
Por exemplo, a matriz
1 3 -2 3
A=1-1 0 4 -1
1 1 -3 2
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passa a ser escrita como o vetor

VA 4

Assim nosso problema é minimizar

QO:RY R

pr—r tr(pH) + p(tr(p) — Ne).

Claramente, V€(p) também ser4 uma funcfio definida em R"*. Porém, para evitar elevar os custos
computacionais, vamos fazer o calculo de V{(p) ainda de forma matricial.

Admitindo a vetorizac¢do definida nas linhas acima, temos que:
VQ(p) =3(pH + Hp)' —2(p*H + pHp+ Hp*)" + ul. (2.20)

Para demonstracgao desse fato é necessaria a deducao de regras para derivacao de funcdes com dominio
matricial, o que foge o objetivo dessa dissertacdo. No entanto, a demonstracdo detalhada dessa expressao
pode ser encontrada em [Filho, 2017].

A partir dai é possivel usar tanto a modificagao de Fletcher-Reevers (algoritmo 5) quanto a modificacéo
de Polak-Ribiere (algoritmo 6) para minimizar a funcao.

Nesse trabalho usamos uma abordagem mista para a determinacdo do passo a. Comecamos com a

estratégia da busca linear exata para sua determina¢do. Vamos entao a determinagao dos pontos criticos de
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Q(p+ad),lembrando que estamos pensando em €2 como fungio de p. Antes vamos desenvolver Q(p+ad).
Qlp+ad) = tr(3(p* + pad + adp + o?d*) — 2(p* + padp + adp?® + *d*p + p*ad
+  patd® + adpad + o*d*)H) + p(tr(p + ad) — N,)
= 3tr(p*H) + 3atr(pdH) + 3atr(dpH) + 3c’tr(d*H) — 2tr(p*H)
— 2atr(pdpH) — 2atr(dp*H) — 2a*tr(d*pH) — 2atr(p*dH)
— 2a%tr(pd®*H) — 2a”tr(dpdH) — 20°tr(d®H) + ptr(p) + autr(d) — puN,.
Organizando os fatores podemos escrever

Q(p + ad) = A +Ba + Ca® + Do,

onde
A =3tr(p?H) — 2tr(p*H) + p(tr(p) — Ne),
B = 3tr((pd + dp)H) — 2tr((dp?* + pdp + p*d)H) + ptr(d),
C = 3tr(d*H) — 2tr((pd® + dpd + d*p)H),
D = —2tr(d°H).
Logo,

Q' (p+ ad) = B + 2Ca + 3D’

Para achar os pontos criticos vamos usar a estratégia vista na secdo 2.2.1 para evitar o cancelamento

subtrativo. Entao teremos

—C—-+/C?>-3DB

o] = D e (g = 3Da; casoC >0
ou
—C ++/C? — 3DB B
o] = e (y = caso C < 0.
3D 3D

Um ponto interessante de observar é que uma funcdo polinomial ctiibica possui no maximo um ponto
de minimo. Digamos que f possua x; e x2 como pontos minimos, com z; < w2 Entdo, existem intervalos

em torno x; e x2 onde a derivada de f antes era negativa e passa a ser positiva.
flla,21) <0 e f'(z1,0) >0
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fle,z3) <0 e f'(xg,d) >0

Pelo teorema do valor intermediario, entre b e c obrigatoriamente f’ precisa passar por zero novamente,
o que é absurdo pois estariamos encontrando uma terceira raiz para um polindmio de grau 2. Para nos
essa informacao é bastante util pois uma vez que concluimos que, por exemplo, z; é minimo, nao é mais
preciso gastar tempo computacional para testar x,.
Por fim, para verificar qual dos pontos criticos é ponto minimo, se existir, é preciso analisar a derivada
segunda de €2 que é dada por
Q"(p+ ad) = 2C + 6Da.

O uso da busca linear exata é uma boa estratégia, porém pode ser possivel que a fun¢io nao tenha
pontos criticos, ou que esses nao sejam minimos. Nesse caso precisamos continuar pela busca linear
inexata.

Algumas consideracdes devem ser feitas sobre o algoritimo:

1. A matriz teste de densidade py deve ser tal que seu trago seja o numero correto de elétrons.

2. A purificagdo de MacWenney é proposta pra que matriz densidade obtida tenha, ou fique préoxima de
ter, a condicao de idempoténcia. A matriz p obtida a cada iteracdo do método ndo necessariamente

tem essa caracteristica, entdo a purificamos novamente.

3. A constante Lagrangiana p é atualizada a cada iteracdo de modo que o gradiente de ) tenha traco
nulo. Isso garante que em cada atualizacdo de p que se preserve o nimero n de elétrons. Para
determinar ;2 vamos usar a equacio 2.20, a linearidade do traco de matrizes e o fato de que o traco

de um produto de matrizes nao depende da ordem que o produto é realizado.

tr(3 (pH + Hp)" — 2(p2H —pHp — Hp*)" + ul) =
ste((pH + Hp)") = 2tr((0*H — pHp — Hp*)") + ptr(I) =
3tr(pH + Hp) — 2tr(p*H — pHp — Hp?) + ptr(I) =
3tr(pH) + 3tr(Hp) — 2tr(p*H) — 2tr(pHp) — 2tr(Hp?) + un =
-6 tr(p?H) + 6tr(pH) + pn = 0.
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De onde segue que x4 é dado por

. 6tr(p*H) — 6tr(pH)
n

. (2.21)

4. A expressao obtida acima para a constante lagrangiana y é fundamental para ajustar p de modo que
seu traco seja o nimero de elétrons. Esse ajuste sera feito a cada passo da iteragao, sendo assim

teremos sempre que

p(tr(p) = Ne) = 0.
Logo, em nossos algoritmos por escrever diretamente

Qp) = 3tr(p*H) — 2tr(p°H).

50



Capitulo 3

Implementacio Computacional do Método
DMTB

Nesse capitulo apresentamos uma implementacdo computacional para o Método DMTB, exposto no
capitulo 1. Antes de falarmos dos algoritmos computacionais faremos uma breve descri¢cio dos motivos

que nos levaram a escolher a linguagem C++ para fazer essa implementacéo.

3.1 Computacio Cientifica em C++

Tradicionalmente o Fortran é a linguagem preferida em Computacao Cientifica. No entanto os modelos
matematicos que tem sido desenvolvidos nas Ciéncias Aplicadas estdo cada vez mais complexos, fazendo
com que seja necessario o uso de diversos packages para que a simulacdo computacional seja possivel. A
complexidade dos modelos matematicos, o que induz a necessidade do desenvolvimento ser realizado em
equipes de pesquisadores, tem motivado programadores a optarem pelo paradigma da orientacéo a objetos
(geralmente usando C++), ao invés da classica programacio estruturada, para produzir tais packages ou
mesmo para fazer toda a implementacao.

Em Fisica, especificamente em Fisica da Matéria Condensada, observa-se que a linguagem preferida até
hoje é o Fortran, embora o C++, com o paradigma da orientagio a objeto, esteja em ascensdo. Por exem-
plo, em University of Maryland existe o curso Physics 165: Introduction to Programming for the Physical
Sciences desde 2011 onde ¢ lecionado programacao orientada a objeto em C++ (homepage da disciplina:
https://umdphysics.umd.edu/academics/courses/973-physics-165-introduction-to-program

ming-for-the-physical-sciences.html). O curso Advanced Computational Physics - Special Topics in Con-
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densed Matter Physics em Rutgers University tem o objetivo de ampliar o conhecimento dos alunos
em C++ em técnicas e aplicagdes especificas de Fisica da Matéria Condensada (homepage da disciplina:
http://www.physics.rutgers.edu/ haule/681/). Citamos também o artigo “Object-oriented programming
for science” [Chung, 2008] e “Physics0.01 : Object-Oriented Programming for Exact Diagonalization” em
[Chung, 2003]. Os livros [Troyer, 2010], [Yang, 2001], [Yevick, 2005] e [Bueno, 2003] também ilustram
bem a a ascensdo do C++ entre cientistas.

Nosso objeto nessa se¢do nao é argumentar que o Fortran supera o C++ nem vice-versa. O objetivo aqui
¢ apontar pontos positivos e negativos de ambos e esclarecer porqué escolhemos fazer a implementacéo
usando C++ e ndo o Fortran.

Muitos pesquisadores descartam o uso do C++ por acreditarem que o Fortran ou outras linguagens sao
mais rapidas sempre. Segundo [Pitt-Francis and Whiteley, 2012], isso nem sempre acontece. A escolha
pelo Fortran também costuma acontecer por ela ser uma linguagem mais simples que o C++ e principal-
mente, por ja existir um nimero enorme de programas inteiros e packages desenvolvidos nessa linguagem
que possuem alto desempenho. Esse fato desencoraja pesquisadores a usarem novas linguagens de pro-
gramacao.

O C++ possui uma riqueza de bibliotecas bem desenvolvidas e testadas por décadas. Entédo fazendo
uso desses recursos em seus proprios codigos estamos nos apoiando em décadas de experiéncia e aper-
feicoamento. Além disso, para o C++ existe uma gama enorme de open-source e também de ferramentas
comerciais, assim é possivel reunir recursos para que o C++ fique cada vez mais adequado ao problema
que desejamos resolver.

Por ultimo, o que torna o uso do C++ bastante atraente é o paradigma da Orientacido a Objeto. Pro-
gramando sob esse paradigma o programa é extremamente mais facil de se elaborado, compreendido,
estendido e modificado. Para programas curtos, a programacao estruturada desempenha um bom papel,
porém para programas mais elaborados, com milhares ou milhdes de linhas, desenvolvido por diversos
pesquisadores a escolha da linguagem C++ Orientada a Objeto é a mais adequada. Como este é exatamente

o caso do codigo desenvolvido nesse trabalho, o C++ foi a nossa escolha.
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3.2 Bibliotecas e Classes
3.2.1 Bibliotecas Externas

« Boost

Devido a grande quantidade de implementag¢des envolvendo Algebra Linear, optamos por fazer uso
da Biblioteca uBLAS da Boost EEEE . A Boost é uma coleg¢ao de bibliotecas de auto nivel que estendem
a funcionalidade da linguagem de programagao C++. Varias bibliotecas presentes na Boost ja foram
aceitas no TR1(Tecnical Report 1) liberados pelo comite ANSI C++. A Boost conta com um grande

numero de desenvolvedores em todo o mundo, sendo que muitos destes fazem parte do comite ANSI

C++.

Dentre as bibliotecas presentes na Boost estd a uBLAS, uma biblioteca de Algebra linear com suporte
BLAS para matrizes. A uBLAS cobre as operacdes basicas de algebra linear com vetores e matrizes,
como adi¢do e subtracdo de vetores e matrizes, produtos de matrizes , produto de matrizes por um
escalar, transposi¢do de matrizes, entre outros. Todos esses recursos foram utilizados em nossa

implementacao.
Para maiores detalhes sobre as bibliotecas da Boost recomendamos seu site oficial, www.boost.org.

3.2.2 Classes Construidas

A classe CCristal.h

A classe CCristal.h reune atributos referentes ao cristal, que sdo: os vetores primitivos, parametro de
rede, nimero de &tomos na supercélula e um vetor das coordenadas desses atomos.
Nessa classe, temos um método que faz a leitura externa de estruturas cristalinas chamado LeSuper-

Celula(). Aqui estamos admitindo um padréo para entrada de dados cristalinos, que é a forma:

Figura 3.1: Formato da entrada de dados cristalinos
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Sendo o primeiro valor o parametro de rede, as trés linhas seguintes representam os vetores primitivos
da rede cristalina, na quarta linha temos o numero de atomos na supercélula e em seguida, os vetores com

as coordenadas desses atomos.

A classe CHamiltoniano.h

Repare que o método DMTB apresentado na secio 1.3 é um método que pode ser usado sempre que
se conhece a matriz do hamiltoniano para a estrutura cristalina. Como a proposta dessa implementagao
é que ela seja um laboratorio virtual para o estudo de propriedades eletronicas e estruturais em cristais,
preparamos essa classe de modo que ela possa facilmente ser atualizada com diversas parametrizacdes do
Hamiltoniano. Nesse trabalho, como o foco foi o calculo da energia minima no Silicio, a classe CHamilto-
niano possui como atributos os parametros de Kwon, apresentados nas tabelas 1.1 e 1.2 e um elemento da
classe CCristal, sobre o qual iremos calcular a matriz do hamiltoniano.

O principal método da classe se chama Kwon() e é o método que, de fato, constrdi a matriz do hamil-
toniano do Kwon, apresentado na sec¢do 1.2.1. A matriz hamiltoniano de Kwon é uma matriz 4N x 4N
onde N é nuimero de atomos de silicio que tem o sistema. Essa matriz pode ser pensada como uma matriz
de N x N, com cada entrada (i, j) sendo uma matriz 4 x 4, que representa a interacdo entre os orbitais
(Veja 1.2.1). Os blocos 4 x 4 sao aqueles apresentados em 1.3 e 1.5.

Outro fator importante que entra nesse trecho é o raio de corte para o hamiltoniano. Essa estratégia é
um recurso para se tentar diminuir o custo computacional do programa. Nesse trabalho estamos usando
um raio de corte fixo: 0.78*(parametro de rede). O algoritmo 8 contém o trecho do cédigo referente ao

raio de corte.

A classe CDmtb.h

A classe CDmtb é a principal classe do nosso programa. Dentre seus atributos, temos a matriz den-
sidade eletrdnica p, o raio de corte para a matriz densidade e um objeto da classe CHamiltoniano que
sera responsavel pela passagem da matriz do hamiltoniano cristalino. A classe CDmtb também possui um
atributo matricial, para receber o hamiltoniano caso este venha diretamente de uma arquivo de entrada.
E nesse método que implementamos o que foi exposto no secio 2.3.

Devemos lembrar que a estratégia que usamos para construir a matriz do hamiltoniano a torna uma

54



Algoritmo 7: Estratégia para Implementacdo de Kwon();

Entrada: niimero de 4tomos do sistema, parametros de Kwon
Saida: matriz hkwon do hamiltoniano

1 inicio

2 para cada i < n faca

3 para cada j < n faca

4 se i=j entao

5 hkwon < matriz nula n x n;
6 hkwon(i, j)(0,0) < Eb,
7

8

9

J

hkwonéi,j)(l, 1) +

hkwon(i, 5)(2,2) < Ep,

hkwon(i, j)(3,3) < E;
10 senao
11 | Inserir a matriz 4 x 4 definida pela formula 1.5
12 fim
13 fim
14 fim
15 fim

16 retorna hkwon

Algoritmo 8: Raio de Corte para o Hamiltoniano

Entrada: D, A {a distincia entre o i-ésimo e j-ésimo dtomo, pardmetro de rede}
Saida: matriz hkwon do hamiltoniano ja ajustada com o raio de corte

1 inicio

2 Seja D

3 Seja A o parametro de rede;

4 para cada i < n faca

5 para cada j < n faca

6 se D < 0,78 x A entao

7 | Inserir a matriz 4 x 4 definida pela formula 1.5
8 senao

9 | hkwon(i, j) < matriz nula 4 x 4;

10 fim
11 fim

12 fim

13 fim

14 retorna hkwon
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matriz com entradas matriciais e isso impossibilita a utilizacdo de opera¢des matriciais comuns entre a
matriz do hamiltoniano e a matriz densidade, que é uma matriz com entradas numéricas. Criamos entio
um método chamado SetH() que converte a matriz do hamiltoniano, antes n X n cuja as entradas eram
matrizes 4 X 4, em uma matriz 4n X 4n com entradas numéricas. Em termos computacionais, estamos
com a matriz do hamiltoniano indexada por 4 indices, e precisamos converté-la pra uma matriz usual,
indexada por apenas 2 indices. Com isto, essa ultima tera sua ordem quadruplicada. Vejamos um exemplo

numeérico:

Figura 3.2: Matriz 2 x 2 com entradas da forma de matrizes 4 x 4 que pode ser vista como uma matriz de
ordem 8

Para ilustrar a estratégia utilizada, observe essa matriz genérica 2 x 2, onde cada entrada é uma matriz
4 x 4. Para cada 7, j o bloco é indicado por A”, com 7, j = 0, 1. Uma vez estando no bloco A" ¢ preciso de
mais dois indices para indicar a posicio dos elementos em cada bloco, podemos escrever entdo AY(k,[)
comi,j=0,1ecomk,[=0,1,2,3.

Desejamos transforma-14 em uma matriz classica A = (@, ), comm,n =0,1,-,7.

[a(0,0) a(0,1) a(0,2) a(0,3) a(0,4) a(0,5) a(0,6) a(0,7)
a(1,0) a(1,1) a(1,2) a(1,3) a(l,4) a(1,5) a(1,6) a(1,7)
a(2,0) a(2,1) a(2,2) a(2,3) a(2,4) a(2,5) a(2,6) a(2,7)
a(3,0) a(3,1) a(3,2) a(3,3) a(3,4) a(3,5) a(3,6) a(3,7)
a(4,0) a(4,1) a(4,2) a(4,3) a(4,4) a(4,5) a(4,6) a(4,7)
a(5,0) a(5,1) a(5,2) a(5,3) a(5,4) a(5,5) a(5,6) a(5,7)
a(6,0) a(6,1) a(6,2) a(6,3) a(6,4) a(6,5) a(6,6) a(6,7)
1a(7,0) a(7,1) a(7,2) a(7,3) a(7,4) a(7,5) a(7,6) a(7,7)

Agora vamos relacionar os indices, para isso precisamos analisar como delimitar os blocos nessa tltima
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Figura 3.3: Matriz 2 x 2 com entradas da forma de matrizes 4 x 4 escrita de forma genérica, ilustrando a
necessidade de 4 indices.

matriz. Repare que quando estamos com 0 < m < 3 e (0 < n < 3, construimos o bloco A”. Quando
estamos com 0 < m < 3 e4 < n < 7, construimos o bloco A°! e assim sucessivamente a cada variacio

de 4 nimeros nos indices m e n. Dai podemos retirar a seguinte relacdo com os indices:
m=4i+k

n=4j+1.

Assim fazendo a divisdo inteira de m e n por 4 vamos obter respectivamente ¢ e j. O par com o resultado
da divisao sera correspondente ao bloco que o elemento pertence. E por fim, encontrando o resto da divisao
inteira de m e n por 4 obtemos k e [. O par com os restos da divisdo indica a posicdo do elemento dentro
do bloco. Por exemplo, para saber qual elemento colocar na posigéo (6, 5), iremos procurar no bloco (1, 1)
e posicdo (2,1). Assim, a(6,5) = A (2,1). No algoritmo 8 temos essa implementacgdo. Nesse algoritmo
div representa a divisdo inteira e mod o resto da divisdo inteira.

Feita essa transformacao na matriz do hamiltoniano, o préximo passo é aplicar o método gradiente con-
jugado ndo linear apresentado no capitulo 2. Nesse simulador implementamos a modificaciao de Fletcher-
Reeves (algoritmo 5) e também a modificacdo de Polak-Ribiere (algoritmo 6). E importante lembrar que
para isso foi preciso fazer uma vetorizacio da fungio €2(p). No capitulo 2, se¢do 2.3 explicamos como foi
escolhida a vetorizacdo e também a estratégia usada para se ganhar tempo computacional nos calculo do
NLGC. Para o calculo dos produtos escalares que aparecem na determinacgio de b, para a atualizagao da

direcdo de descida dj, vamos usar a proposi¢ao 4.1 de [Filho, 2017]. A proposicao diz que se v4 e v forem
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Algoritmo 9: Matriz de blocos n X n em Matriz 4n X 4n

Entrada: hkwon {matriz do hamiltoniano}

Saida: matriz h do hamiltoniano ja como matriz 4n X 4n

1 inicio

2 para cada i < 4n faca

3 para cada j < 4n faca

4 | h(i,j) < hkown(i div 4, j div 4)(i mod 4, j mod 4);
5 fim

6 fim

7 fim
s retorna h

vetorizacdes respectivamente das matrizes A e B, entdo teremos que
_ T
va-vg =tr(A° B).

Esta proposigao é bastante tutil pois reduz o custo computacional ao ja fazer os calculos com as matrizes,
sem ter que vetoriza-las primeiro.

Feitas essas consideracdes, o esquema de aplica¢do do método dos gradientes conjugados, ja incluindo
as particularidades citadas nas sec¢ao 2.3, fica conforme o algoritmo 10.

O método responsavel por esse processo em nosso simulador ¢ DMTB().

Para finalizar, temos os algoritmos 12 e 13 que calculam respetivamente a energia eletrénica minima

e a energia minima total.

A relacao entre as classes

A figura 3.4 mostra a relacio entre as classes construidas. A classe CDMTB tem como atributo um
objeto da classe CHamiltoniano, e esse por sua vez, possui como atributo um objeto da classe CCristal.

Embora nesse trabalho tenhamos implementado apenas o calculo da energia minima para o silicio, o
programa foi construido de forma a facilmente poder ser estendido para outros elementos (basta acres-
centar na classe CCristal) e para outras parametriza¢des de hamiltoniano (basta incorpora-las na classe
CHamiltoniano). A classe DMTB ¢é geral e nao especifica para o silicio com o hamiltoniano de Kwon. As
informagdes sobre o elemento e sobre o hamiltoniano sdo advindas do atributo que a classe CHamiltoniano

possui.
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Algoritmo 10: Método DMTB com Gradiente Conjugado Nao-Linear

O e N A w

10
11
12
13
14

15

16

17
18

19

20

21

22
23
24

Entrada: 2, V2, py, tol, it { campo escalar, gradiente do campo, estimativa inicial, tolerancia
para o critério de parada e nimero maximo de iteragdes}
Saida: vetor x que minimiza o campo escalar
inicio
it=20
P = po;
do:=—=VQ(py); /* Os gradientes sao calculados pela equacao 2.20
"/
d:= do;
G :=dy;
enquanto ||G|| > tol ou it < it,,,.faca
Go == VQ(po);
Encontrea; /* Com busca unidirecional exata ou inexata. Veja
algoritmo 11 */
p=p+ad;
Purifique p
p=3p*—2p3; /* Purificacado de McWenney */
G = VQ(p);
Calculeb
rr r(GTG)
tT(GOTGQ) ’
BPR tr(GT(G — Gy))
tT(GoTG())
d = —G + bd,;
Atualize |1

tr(p*H) — 6tr(pH
#::Grg) ) 6r0}); /* Seguindo a equacdo 2.21 */

/* Para o Método de Fletcher Reevers */

: /* Para o Método de Polak-Ribiere */

n
Po = pP;
it=it+1;

fim
fim
retorna p

59



Algoritmo 11: Algoritmo para determinar o passo a

Entrada: 2, V), A, B, C, D, ¢y, ¢o, ¢ { campo escalar, gradiente do campo, A, B, C, D séo
coeficientes de (2 quando vista como funcio polinomial de grau 3 em a, parametros das
condig¢oes fortes de Wolfe}

Saida: passo a

1 inicio
2 wolfe:=0;
3 se C > (0 entao

~ —C—4/C2-3DB
4 3.1 — 3—D’
5 A9 = 3D_Bal7
6 senao

_ —C+4/C?-3DB
7 ar = 3D ;
8 Ay — ﬁ,
9 fim
10 fim

11 retorna p

Algoritmo 12: Calculo da Energia Eletronica Minima

Entrada: H, p { hamiltoniano e matriz densidade que realiza o minimo}
Saida: £ -Energia minima do sistema

1 inicio

2 | E:=tr(pH);
3 fim

4 retorna F;

Algoritmo 13: Calculo da Energia Total Minima

Entrada: £, E,.,, N, E,, { Energia eletronica minima, Energia repulsiva, nimero de atomos e
constante de energia}
Saida: E,,, -Energia total do sistema

1 inicio

2 | Etotar := E + Erep + NEO»
3 fim

4 retorna F, ;. ;
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Figura 3.4: Diagrama de Classes do Simulador

O simulador

No simulador o usuario entra com o arquivo que possui a estrutura cristalina, os calculos sao realizados
internamente, e por fim o usuario informa o nome que deseja salvar o arquivo contendo o hamiltoniano

cristalino, a matriz p que minimiza a energia e o valor da energia.
Consideracoes Finais

Trabalhos de implementagdo como este, costumam ser tarefas arduas, pois em um primeiro momento
¢ necessario desvendar toda a teoria que cerca o problema e depois criar estratégias para um bom funci-
onamento do algoritmo. Além disso, quando o volume de dados é enorme,como nos casos que aparecem
na Fisica da Matéria Condensada, é fundamental criar algoritmos com complexidade mais baixa possivel.
E importante observar que os mesmos autores de [Li et al., 1993] desenvolveram um simulador,bastante
eficiente e que vem sendo utilizado e aperfeigcoado por anos. Em nenhum momento nossa intensao foi

construir nesse curto periodo de tempo um simulador do mesmo nivel que este, mas sim criar nosso pro-
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Algoritmo 14: Programa Principal

1 CCristal diamante ; /* Cria um objeto da classe CCristal chamado
diamante */

2 diamante.LeSuperCelular ; /* Faz leitura do arquivo externo com os dados
do cristal */

3 CHamiltonian kwon(diamante) ; /* Cria um objeto da classe CHamiltoniano
chamado kwon tendo diamante da CCristal como atributo */

4 kwon.Kwon() ; /* Aplica ao objeto kwon o método que constroi o
hamiltoniano */

5 CDmtb dmtb(kwon) ; /* Cria um objeto da classe CDmtb chamado dmtb
tendo kwon da classe CHamiltoniano como atributo */

6 dmtb.SetH() ; /* Converte a matriz do hamiltoniano para uma matriz
dn x 4dn */

7 dmtb.DMTB(0.0001,128) ; /* Executa o método DMTB com tolerancia de

0,0001 e 128 iteracdes maximas. */
8 Salva as informacdes obtidas em um arquivo externo;

prio simulador para que tenhamos expertise e no futuro possamos atingir nosso projeto final que é criar
um laboratdrio virtual para o estudo de propriedades eletronicas e estruturais em cristais.

Para validar o simulador que desenvolvemos nesse trabalho, decidimos verificar o comportamento da
energia obtida quando variamos o parametro de rede do Silicio. O parametro de rede do Silicio, medido
de forma experimental na temperatura ambiente de 300k,é de 5.43 A. Espera-se entdo, que nosso simula-
dor possa encontrar que o menor valor para a energia no estado fundamental ocorra neste valor para o
parametro de rede.

Portanto, de inicio foi necessario executar nosso simulador supondo o Silicio com diversos parametros
de rede. Isso nao foi um problema, pois estamos usando a parametrizacdo de Kwon para o Hamiltoni-
ano e esta parametrizacdo é transferivel,ou seja, independe da estrutura cristalina que estamos usando.
Os parametros de Kwon ja incorporam as informacdes da espécie quimica e as varia¢des que ocorrem
quando variamos o parametro de rede aparecem explicitamente,visto que entradas das matriz dependem
diretamente da distancia entre os atomos.

Para fazer esse teste usamos 10 valores para a energia obtidos pelo DMTB, com parametro de rede
variando de 5.2A até 5.65A com variacdo de 0.05A. Os valores obtidos estao tabelados em 3.1 e 3.2.

Em seguida, fizemos um ajuste polinomial para esses pontos. Usamos minimos quadrados e ajustamos
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Parametro de Rede (A) 5.2 5.25 5.3 5.35 5.4
Energia (eV) -4.462575 | -4.499944 | -4.528473 | -4.548335 | -4.559587
Tabela 3.1: Parametro de Rede x Energia
Parametro de Rede (A) 5.45 5.5 5.55 5.6 5.65
Energia (eV) -4.562314 | -4.556653 | -4.542799 | -4.521004 | -4.491575

Tabela 3.2: Parametro de Rede x Energia

os pontos através da parabola de equagao

y = 1.67732% — 18.2607x + 45.1371.

Figura 3.5: Parametro de Rede x Energia

O minimo desta parabola ocorre em z = 5.4433 Angstrons. Quando comparamos com o parametro de

rede experimental, 5.43 A, obtemos um erro relativo de apenas 0,2%, mostrando que nossos calculos estdo

coerentes com os presentes na literatura.

A base para esse trabalho foi o artigo [Li et al., 1993]. Nele, a proposta era que a complexidade compu-
tacional do método fosse de ordem N, onde N é o nimero de atomos do sistema. Na verdade, esse método

possui um grande potencial para ser implementado dessa forma, porém ainda nao aperfeicoamos nosso

simulador para este objetivo.

Umas das chaves para reduzir a complexidade do algoritmo é o raio de corte da matriz densidade.
Vamos admitir entdo que se tenha uma implementacao para o NLCG com complexidade N. Levando em

consideragdo o processo de vetorizagdo que estamos usando, a versdo adaptada para o DMTB fica com

complexidade N2
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No entanto, sabe-se que

lim Pij = 0,

R;j—o00
onde R;; ¢ a distancia entre os orbitais i e j.

Diante deste fato, o grupo de Vanderbilt propos a introducao de um raio de corte . > 0 de modo que
se R;; > R, entdo p;; = 0. Com isso, nosso processo de vetorizacdo queantes produzia uma vetor com
M?N? posicdes produz um vetor com N LM? coordenadas, onde M é o nimero de orbitais por 4tomo
e L é o nameros de atomos presente numa esfera de raio R. centrada em qualquer atomo. Tendo este
vetor como entrada, o algoritmo NLCG faria uso de N LM 2 passos, apresentando, portanto, complexidade

O(N).
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