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Resumo

ALVES, Charlan Dellon da Silva. Método de ponto proximal para computo de
filtro de média riemanniano em DTI-RM. 2014. 49p. Dissertacao (Mestrado em
Modelagem Matematica e Computacional). Instituto de ciéncias exatas, Departamento
de Matematica, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2014.

Este trabalho tem como objetivo principal aplicar o método de ponto proximal com
decomposicao de Schur ao computo da média riemanniana, como filtro de imagem em
difusdo tensorial de imagem por ressonancia magnética (DTI-RM). Em DTI-RM, a
imagem é subdividida em unidades volumétricas denominadas voxels. Analiticamente,
cada voxel é a representacao tridimensional de informacoes matematicas referentes
a uma matriz simétrica definida positiva, de ordem 3. Geometricamente, o voxel
assume a forma de um elipséide, cujos os eixos sdo dados pelos autovetores da matriz
correspondente a ele, e os respectivos comprimentos dos eixos, pelos autovalores
associados. Uma das principais etapas do processamento de imagens em DTI-RM
é a filtragem. Nessa etapa, técnicas de suavizacio e limpeza de ruidos oriundos do
aparelho utilizado para aquisicdo sao comumente empregadas. Primeiramente, em
nosso trabalho, os tensores sdo gerados a partir de uma sequéncia de imagens reais
captadas por um aparelho de ressonéncia magnética, posteriormente, a funcio de
plotagem de dados tensoriais do Matlab é empregada para visualizar a imagem do
campo tensorial. Na etapa seguinte, implementamos o filtro de média riemanniana
em Matlab que foi aplicado em cada imagem gerada anteriormente com o intuito de
suaviza-las. Para realizar esta tarefa é necessario a resolucdo de um problema de
otimizacao para cada voxel percorrido, definido através de informacGes acerca de
seus tensores vizinhos. Em geral, ruidos sao caracterizados por voxels cujas matrizes
de representacao contém autovalores negativos e suas representagoes geométricas sao
dadas por elipséides cuja orientagdo contraria a da difusdo anisotrépica para regiao
observada. Para filtrar ruidos, geralmente substitui-se o voxel deficiente por uma
média calculada a partir de seus vizinhos mais proximos. Nessa pesquisa propomos a
metodologia de ponto proximal em variedades de Hadamard como ferramenta para
determinagao da média riemanniana. Do ponto de vista teérico, tal metodologia
representa o que se tem de mais sofisticado em otimizacdo padecendo apenas de
analise de desempenho quando aplicado a situagoes reais.

Palavras-chaves: filtro de média riemanniana, difusdo tensorial de imagens, método
de ponto proximal.



Abstract

ALVES, Charlan Dellon da Silva. Proximal point method for computation
of average filter in Riemannian DT-MRI. 2014. 49p. Dissertation (Master in
Mathematical and Computational Modelling). Instituto de ciéncias exatas, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2014.

This paper aims to apply the proximal point method with Schur decomposition to the
computation of the Riemannian average as image filter in diffusion tensor magnetic
resonance imaging (DT-MRI). In DT-MRI, the image is subdivided into volumetric
units called voxels. Analytically, each voxel is the three-dimensional representation
of mathematical information relating to a symmetric positive definite matrix of order
3. Geometrically, the voxel takes the form of an ellipsoid whose axes are given by
the eigenvectors of the matrix corresponding to it, and the repective lengths of the
axes, the eigenvalues. One of the main stages of the processing images in DT-MRI
is filtering. At this stage, smoothing techniques and cleaning noises coming from
the apparatus used for acquisition are commonly employed. First, in our study, the
tensors are generated from a given sequence of real images captured by an resonance
magnetic machine, subsequently, a function plotting tensor data from Matlab is
used to display the image of the tensor field. In the next step, we implemented the
filter of Riemannian average in Matlab that was applied in each image generated
previously with the objective of soften it. To accomplish this task is necessary solving
an optimization problem for each voxel traversed, defined by information about their
neighbors tensor. In geral, noise are characterized by voxels whose representations
matrices contain negatives eigenvalues e their geometric representations are given by
ellipsoids whose orientation is contrary to the observed anisotropic diffusion region.
To filter out noise, usually is replaced defective voxel by an average calculated from
its nearest neighbors. In this research we propose a methodology of proximal point
in Hadamard manifold as a tool for determining the Riemannian average. From the
theoretical point of view, this methodology is which has of most sophisticated in
optimization suffering only performance analysis when applied to real situations.

Key-words: Riemannian average filter , diffusion tensor images , method of proximal
point.
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1 Introducao

Com os avangos tecnolégicos na medicina, foram desenvolvidas novas técnicas
nao invasivas e eficazes para detectar tumores ou anomalias em seres vivos. Uma dessas
técnicas é a ressonancia magnética (RM). Utilizando RM é possivel, por exemplo, explorar
a estrutura anatomica do cérebro em seres humanos. Um dos caminhos mais comumente
empregados para geracao e representacao de imagens em ressonancia magnética é a difusao

tensorial de imagens.

Com o desenvolvimento de novas modalidades de imagem, novos algoritmos tém
sido propostos para manipula-las, com o intuito de se adequar a crescente complexidade
no processamento de imagens. Além disso, trabalhos recentes tem demonstrado o interesse
da comunidade cientifica no processamento de dados de imagem que nao estao definidos
em espacos euclideano, mas sim, em variedades curvas (ZHANG; HANCOCK, 2006),
(ZHANG; EDWIN, 2009) e (PENNEC et al., 2005).

Exemplos que nos interessam aqui incluem apenas dados tensoriais, em difusao
tensorial de imagens por ressonancia magnética (DTI-RM), como explicitados por (PENNEC
et al., 2005), (WESTIN et al., 2002) e (ZHANG; EDWIN, 2009), que apresentam-se como
ferramenta de imagem médica para a exploragao nao-invasiva da estrutura anatomica da
matéria branca cerebral in vivo. Devido a alta dimensionalidade dos dados e as restri¢oes
impostas pelo espago curvo, técnicas tradicionais de processamento de imagem tornam-se
inaplicaveis.

DTI-RM é uma técnica relativamente recente de geragao de imagens que trabalha
com a mensuracao das tendéncias do movimento aleatério das moléculas de dgua em
um dado meio. Normalmente estas moléculas se movem desordenadamente em altas

velocidades, em todas as direcoes, colidindo umas com as outras. Tais colisdoes dao origem

ao movimento de difusao.

Ademais, DTI-RM tem se mostrado uma técnica promissora no estudo clinico
de patologias do cerebro, como esclerose multipla, Alzaimer, AVC e evolucao tumoral,
auxiliando no planejamento neuro-cirtrgico dessas doengas (SYMMS et al., 2004), (ASSAF
et al., 2003) e (ERIKSSON et al., 2001).

Uma das principais etapas do processamento de imagens em DTI-RM ¢ a filtragem.
Nessa etapa, técnicas de suavizacao e limpeza de ruidos, oriundos do aparelho utilizado
para aquisicao, sao comumente empregadas. Em geral, ruidos sao caracterizados por
voxels cujas matrizes de representacao contém autovalores negativos e suas representagoes
geométricas sao dadas por elipsdides cuja orientacao contraria a da diffusao anisotrépica

para regiao observada.
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Neste trabalho, estamos particularmente interessados na aplicacao da média
riemanniana (centro de massa) de matrizes simétricas definidas positivas na filtragem de
imagens em DTI-RM. Para isso usamos técnicas de geometria riemanniana e elementos do
espaco tensorial, uma vez que nossos dados de entrada sao tensores, neste caso, matrizes
simétricas definidas positivas. Para a determinagdao da média riemanniana empregamos o
método de ponto proximal proposto por (GREGORIO; OLIVEIRA, 2009).

Do ponto de vista tedrico, a metodologia de ponto proximal representa o estado da
arte em relacao a métodos de otimizagao, padecendo apenas de andlise de desempenho
quando aplicado a situacoes reais. Em nosso caso, o método encontra-se bem fundamentado
teoricamente, com convergéncia ja assegurada na literatura cientifica. No presente trabalho,
apenas empregamos uma pequena alteracao na forma de se computar um dos iterados do
método. Para filtragem, o método é empregado recursivamente até que todos os voxels
deficientes (tensor com autovalores negativos) sejam excluidos da imagem original e a

mesma seja suavizada.

No segundo e terceiro capitulos deste trabalho apresentamos um resumo dos
elementos matemaéticos envolvendo conceitos de geometria riemanniana e do cone das
matrizes simétricas positivas definidas para entendimento do método de ponto proximal. No
quarto capitulo, descrevemos, sucintamente, o método de ponto proximal com decomposi¢ao
Schur.

O quinto capitulo descreve o processo de formagao de imagem por DTI-RM e como

procedemos para gerar os tensores a partir de dados reais de imagem.

No sexto capitulo, relaxamos o filtro gaussiano introduzido por (ZHANG; EDWIN,
2009), obtendo uma versao mais simplificada, denominada filtro de média riemanniana.

Nessa etapa, definimos o procedimento adotado para a aplicacao do filtro em uma imagem.
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?2 Variedades riemanniana: um resumo dos

conceitos basicos

Para uma melhor compreensao do nosso trabalho, introduziremos alguns conceitos
bésicos e resultados acerca de Geometria Riemanniana dando énfase as variedades de
Hadamard. Nao entraremos em detalhes como exemplos e demonstragoes, para nao fugirmos
do foco principal do trabalho. Sugerimos a consulta de outras referéncias, como (CARMO,
1992) e (SAKALI, 1996), para maiores detalhes.

2.1 Variedades Diferenciaveis

2.1.1 Espaco Tangente

Seja M uma variedade diferenciavel e conexa. O espaco tangente a M em p é

denotado por T,M e TM = | T,M representa seu fibrado tangente. Um campo de
peEM

vetores X em M de classe C*, para algum inteiro s > 0, é uma aplicacdo X : M — T'M,
dada por p — X, € T,M, de classe C®. Denotamos o espago dos campos de vetores em M
de Classe C*® por U*(M).

2.2 Geometria Riemanniana

2.2.1 Meétrica Riemanniana

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Definimos por métrica riemanniana
a correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (, ), diferencidvel
1 .
em T,M. | ®|,=((e,e),)2 éanorma correspondente a (,),. Chamamos o par (M, (,),)

de variedade Riemanniana.

Definicao 2.2.1. Sejam M uma variedade riemanniana e f : M — R uma funcdo de

classe C*. O gradiente de f, denotado por grad f, é o tinico campo em W°(M) que satisfaz

(grad f(p),v), = df, - v (2.1)

para todo p € M, v € T,M onde df, - v € a derivada direcional de f, na diregio v.

Conhecida a métrica riemanniana, podemos determinar o comprimento de uma

curva suave ¢ ligando dois pontos quaisquer p;, ps € M. Considere ¢ : [a,b] — M
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satisfazendo c(a) = p; e ¢(b) = pa. O comprimento riemanniano de ¢ é definido por

2e) = [ 1€l (22

e a distancia riemanniana entre p; e py define-se como

d(p1p2) = inf{L(c) : c € Cpp,} (2.3)

onde C),,, € o conjunto de todas as curvas suaves conectando p; a ps.

Definigao 2.2.2. Uma curva diferencidvel ¢ € dita normal se ||c'(t)||cqw) € constante, para
todo t € (a,b).

Segue que o comprimento de uma curva normal é dada por || (t)]|.(t)(b — a).

2.2.2 Geodésica e Aplicacdo exponencial

Seja M uma variedade riemanniana. Uma curva suave v : I — M é denominada

geodésica se
Dy'(t)
dt

para todot € I, onde Djjilt(t) ¢ a derivada covariante do campo «'(t) (a saber,

=0, (2.4)

Dy'(t)
dt

a projecao ortogonal de v"(t) sob T, M, para cada t € I). Decorre imediatamente que se

representa

v é uma geodésica, ||/ (t)|]* = (7/(t),7/(t)) = constante.

Definicao 2.2.3. Seja M uma variedade riemanniana completa. Para cada p € M, a

aplicagao exponencial em p, representada por exp,, € definida por

exp, : T,M — M (2.5)
v = expyv = Y,(1) (2.6)
exp, tv = 7,(t) (2.7)

onde 7y, é a geodésica em M, tal que v,(0) = p, v.(0) = v.

Definicao 2.2.4. Uma variedade riemanniana M é geodesicamente completa se para todo
p € M, a aplicagio exp, estd definida para todo v € T,M, ou seja, se as geodésicas y(t)

que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

Teorema 2.2.1 (Teorema Holf-Rinow). Seja M uma variedade riemanniana. As sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:

i) Para cada ponto p € M, exp, estd definida em todo T,M, isto é, M €é uma variedade

riemanniana completa.
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it) (M,d) é completo como espago métrico, onde d é distincia riemanniana.

i11) Os subconjuntos limitados e fechados de M sao compactos. Além disso, cada uma

das afirmacoes acima implica que

iv) Para quaisquer dois pontos py e py € M existe um segmento geodésico v ligando py & pa

com L(y) = d(p1,p2). A geodésica v com esta propriedade é chamada minimizante.

Teorema 2.2.2 (Hadamard). Seja M uma variedade riemanniana completa com curvatura
seccional nao-positiva. Entao M € difeomdrfica a R™, comn = dimM. Isto é, exp, : T,M —

M € um difeomorfismo, para todo p € M.

Demonstragio. Ver Lema 3.2 de (CARMO, 1992), p. 149, ou Teorema 4.1 de (SAKALI,
1996), p. 221. 0

2.2.3 Convexidade em Variedade de Hadamard

Veremos que essas propriedades sao similares as obtidas em andlise convexa,

em espacos euclideanos. Para mais informacoes acerca de andlise convexa em espacos
euclidianos, veja (HIRIART-URRUTY; LEMARECHAL, 1993), (IZMAILOV; SOLODOV,
2005) e em variedades Riemannianas (SAKAI, 1996).

Dizemos que um conjunto €2 C M é convexo se qualquer segmento geodésico

minimizante em M, com extremidades em 2 estd totalmente contido em (2.

Definigao 2.2.5. Seja Q2 um subconjunto convexo de uma variedade riemanniana M.

f:Q —= R é dita convexa se, para qualquer segmento geodésico minimizante v : [a,b] — €,

fy(e-a+(1=a)-b) <(1—-a)-f(y(a)+a-flyb),

para todo o € [0,1]. Se a desigualdade anterior for estrita, para todo o € (0,1), f ¢

denominada estritamente conveza.

Teorema 2.2.3. Sejam Q0 C M convezo e f: 0 = R conveza. Dadop € Q euw € T,M, u

¢ dito subgradiente de f em p se
f(a) = f(p) + (u, exp, q)y, (2.8)

para todo g € €, onde exp, Lq é o vetor tangente a geodésica que conecta p a ¢, em
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3 O cone das matrizes simétricas definidas

positivas

Neste capitulo propomos um estudo sucinto acerca das matrizes simétricas positivas
definidas. Para maiores esclarecimentos, sugerimos a consulta de HORN e JOHNSON
(1985).

3.1 Conceitos de Analise matricial

Segundo GREGORIO (2008), o produto interno 27y em R™, onde x e y sdo vetores
dados, pode ser facilmente estendido ao espaco das matrizes retangulares levando em
consideragao a aplicagao vec : M, x,, — R™™, definida por vec(A) = (ayy1, - -, an1, @12, -,
Un2,* " 5 Q1ny*** 5 Gpn) T, que transforma matrizes em vetores. Dadas matrizes A, B € My,

o produto interno entre A e B, denotado por A e B, pode ser escrito como

Ao B =vec(B) vec(A) =D ayby; = tr(BT A), (3.1)
i=1j=1
com norma resutante dada por
(Ao A)z = tr(ATA)2 = ||Al|F, (3.2)

onde ||A||r é a norma de Frobenius de A.

Teorema 3.1.1 (Teorema espectral para matrizes simétricas). Uma matriz A é simétrica
se, e somente se, existe uma matriz Q, n x n, tal que QTQ = QQT =1 e QTAQ = A,
onde A é real e diagonal. A = QT AQ ¢ a decomposicao de Schur em autovalores da matriz

A.

Defini¢ao 3.1.1. Uma matriz quadrada A de ordem n é semidefinida positiva se x7 Az > 0,

para todo x € R™ e definida positiva se xT Ax > 0, para todo x # 0.

3.2 A barreira logaritmica

Segundo GREGORIO e OLIVEIRA (2009), o sucesso dos algoritmos primais-duais
em programacao semidefinida depende da escolha adequada de uma barreira para o
interior do cone das matrizes simétricas semidefinidas positivas, denominado conjunto das

matrizes simétricas definidas positivas e denotado por S . Existem diferentes propostas
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de barreiras para o conjunto das matrizes simétricas definidas positivas (veja por exemplo
a funcao trago em (MOSHEYE; ZIBULEVSK, 2000)).

Ainda relata GREGORIO (2008) que a escolha da barreira padriao —In det(X),
apresentada por ROTHAUS (1960), talvez represente a escolha mais natural possivel
de barreira em S, . O conjunto S7, pode ser caracterizado como {X € S™ : \;(X) >
0,i = 1,...,n}, onde S™ denota o conjunto de matrizes simétricas. Topologicamente,
S™ = Tx S, para qualquer ponto X € S, . Note que, se X € S, para x € R" igual a
um autovetor de X, 27 Xx = X\ > 0, onde X é o autovalor de X associado ao autovetor
x, supondo x normalizado. Por outro lado, a reciproca também ¢é valida, ou seja, se os
autovalores de uma matriz simétrica X sao todos positivos entao X é uma matriz simétrica
definida positiva. Esse resultado constitui o que denomina-se por teorema espectral para
matrizes simétricas definidas positivas. Veja (HORN; JOHNSON, 1985) para demonstracao

e maiores detalhes. Para este conjunto, pode-se aplicar a barreira logaritmica

F(X)=— zn: InXi(X). (3.3)

Podemos verificar que esta fungao é estritamente convexa e F(X) — oo quando

pelo menos um autovalor de X tende a zero.

3.3 Distancia no cone das matrizes simétricas definidas positivas

Nessa secdo, apresentamos a expressao da distancia riemanniana em S , e outros
resultados pertinentes. Nao nos atemos as demonstracoes. A sintese da expressao da
distancia em S7 | pode ser encontrado em (NESTEROV; TODD, 2002).

Segundo ROTHAUS (1960), S%, munido da métrica definida por F”, é uma
variedade riemanniana de curvatura seccional ndao-positiva ou variedade de Hadamard. O
teorema de Hadamard garante entao que as curvas que minimizam distancias entre dois

pontos quaisquer em S, denominadas geodésicas, sao obtidas de maneira tinica.

De acordo com o Lema 1.4 em ROTHAUS (1960), a hessiana de 3.3, em um ponto
P € 8", é a transformacdo linear F” : S" — S", que satisfaz F"(P)H = P"'HP™'. &
facil ver que se H € S, H # 0, entao

(F'(PYH,H)p = (P""HP'H)p = Tr(P"'"HP 'H) = Tr([P*IH]Q) = ||P7 H|]% > 0,

o que mostra que F”(P) é definida positiva em S™ e, portanto, F' é estritamente convexa
como afirmado anteriormente. Segue que, para cada P € S%,, F"(P) define um produto

interno em S™.



Capitulo 3. O cone das matrizes simétricas definidas positivas 19

O produto interno e a norma correspondente sdo dados por

(A, B)p =Tr(PAP™'B), [|Allp = (A, A} = /Tr{(P-1A2},  (34)

para qualquer P € ST, e A, B € TpST, = S". Para calcular a distancia entre duas

matrizes P, e P, podemos lancar mao da distancia euclideana do espago M"™*", isto é

dF(PbPZ):HPl_PQHF (35)

No entanto, torna-se mais apropriado ao objetivo proposto utilizar a distancia

riemanniana induzida por 3.4, que é intrinseca a ST .

Teorema 3.3.1. Seja Considere a variedade riemanniana (ST, (,)p), com (,)x como
definido em 3.4. Dados X, Y € S, denote por )\i(X_%YX%) 0 1-ésimo autovalor de
X-2YX2. Entdo a disténcia riemanniana entre X e Y, denotada simplesmente por
d(X,Y), € dada por

1
2

d(X,Y) = [Enj WAZ-(X%YX—%)} : (3.6)

e o segmento geodésico v conectando X a'Y, por

A(t) = X7 (XY X 3) X, (3.7)
Demonstragio. Ver NESTEROV e TODD (2002). O

Decorre imediatamente de 3.7 que se A, A € ST, sdo diagonais, entao o segmento
geodésico ligando A e A contém apenas matrizes diagonais. Em outras palavras, o conjunto
das matrizes diagonais definidas positivas, denotado por 27, é um subconjunto convexo

de S7..

Em MOAKHER (2005), podemos encontrar a expressao da geodésica ¢, em S7_,
que satisfaz ((0) = X, ¢'(0) = V. Analiticamente ela é dada por

C(t)= Xz2eX VX 2 xa teR. (3.8)

Segundo ROTHAUS (1960), a distancia riemanniana 3.6 é invariante sob inversao,

isto é

d(P~,Q7") = d(P.Q), (3.9)
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e é invariante sob transformacoes congruentes, ou seja,

d(P,Q) = d(STPS,STQS), VS € Gl(n). (3.10)
onde GI(n) é o conjunto das matrizes quadradas nao-singulares de orden n.

Definicao 3.3.1. Seja f : ST, — R wma funcao de classe C*. O gradiente natural

de f, definido por grad f : ST, — S", € a aplicacio que satisfaz (grad f(P),S)p =
(Vf(P),S)r,¥S € S™ onde Vf(P) é o gradiente euclidiano de f, calculado em P.

Como {(grad f(P),S)p = (P 'grad f(P)P~',S)r, seque imediatamente que
grad f(P)= PV f(P)P. (3.11)

3.4 Espaco de tensores S |

3.4.1 Exponencial e Logaritmo

Temos agora como foco principal o espago S, como espago de tensores, (veja
(PENNEC et al., 2005) para maiores esclarecimentos). Nosso objetivo é evidenciar algumas

propriedades intrinsecas a S |, bem com a estrutura riemanniana ali definida. A exponencial

de qualquer matriz pode ser definida usando a série exp(A) = bl Ak—f, onde A é uma matriz
definida positiva. Como A é definida positiva, podemos simpli?icar esta representagao da
seguinte forma: seja QAQT a decomposiciao de Schur de A ( veja (FALEIROS, 2013) para
maiores detalhes), onde Q € Gl(n) é uma matriz ortogonal, ou seja, QTQ = QQT =T e
A = DIAG()\;), a matriz diagonal contendo os autovalores de A em sua diagonal. Com isso,
podemos escrever qualquer poténcia de A sob a forma A* = QA*QT onde A* = DIAG()\F).

Com essa fatoracido, podemos mapear a exponencial A através da série.

+o0o Ak +oo 1

exp(A) = o= > HQA’“QT. (3.12)
k=0 " k=0 F°

A série acima converge, qualquer que seja a escolha de A € S™. Seja A um tensor simétrico
definido positivo. Como A pode ser representado por uma matriz simétrica definida positiva,

com base na decomposicao de Schur, tem-se A = QAQT. Segue dai que, a funcao

In(A) = Q In(AN)Q", onde In(A) = DIAG(In(\;)) (3.13)

estd bem definida. A expressdo para a funcao logaritmica de tensores simétricos definidos
positivos descrita anteriormente pode ser obtida a partir de uma série de poténcias, assim

como feito com a fung¢ao exponecial em (PENNEC et al., 2005).
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Podemos perceber que a fungao logaritmica é a inversa da exponencial. Assim, a
matriz exponencial realiza o0 mapeamento um-a-um entre o espaco de matrizes simétricas

e o espago de tensores.

3.4.2 Raiz Quadrada

Seja A € S, um tensor simétrico definido positivo. Denomina-se por raiz quadrada

de A, o tensor B € S, que satisfaz BB = A. Nesse caso B ¢é representado por Az,

Lema 3.4.1. Seja A = QA2QT a diagonalizacio de A, entio, Az = QAQT ¢é a raiz

quadrada de A e € obtida de maneira inica.

1 1
Demonstracao. Considere duas matrizes A7 e Aj raizes quadradas positivas de A. Entao,
12 12
A} = Ae A2 = A. Assim, diagonalizando, temos as matrizes diagonais A? = A2. Dessa
1

1
forma, A? = A3. O

Seguindo este raciocinio temos a seguinte propriedade:
1 1
A2 =exp <2(ln A)) . (3.14)

3.5 Tipos de Médias

Ha quase 2500 anos atrés, os Gregos antigos definiram uma lista de 10 (atualmente
11) distintas "médias"(MOAKHER, 1981) e (SPIESSER, 1993). Todas elas sao construidas
usando proporgoes geométricas. Algumas sao bem conhecidas: média aritmética, média

geométrica e a média harmonica.

Essas médias, originalmente, foram criadas para 2 niimeros positivos e depois foram
naturalmente generalizadas para um conjunto finito de nimeros positivos. Neste caso,
para um conjunto de m ndmeros positivos, xi,- - , Z,,, a média aritmética é o niimero
T = % >, x;. Essa média possui uma propriedade variacional, ou seja, ela pode ser obtida

Ccomo segue

m

I = arg mingsg Z do(zi, 7)? (3.15)

=1

onde do(z,y) = |r — y| é a distdncia euclidiana usual em R.

A média geométrica de zq,...,x,,, dada por T = ¥/x1.75...7,,, também possui

uma formulagao variacional. Ela pode ser definida como

m

T = arg mingsg Z dp (23, )%, (3.16)
i=1
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onde dy(x,y) = |log © — log y| é a distancia hiperbdlica entre z e y.

A média harmonica de um conjunto de m niimeros positivos, é simplesmente dada

pela inversa da média aritmética, isto é,

m

> ()" (3.17)

_ 1
xr= —
mi3

Segundo MOAKHER (2002), se M é uma variedade riemanniana com métrica d(-, -),
entao, fazendo analogia as formulagoes apresentadas em 3.15 e 3.16,a média riemanniana

entre m pontos x1,--- ,x,, € M é definida por

m

T =arg mingey Zd(:ci, )2, (3.18)

=1

Ainda segundo MOAKHER (2002) , esta definigdo nao garante solugao tnica. Como
observado, para um conjunto de dados, ao qual é, ao mesmo tempo, um subconjunto de
um cone convexo, diferentes no¢oes de médias podem ser introduzidas, com respeito a

diferentes métricas.

3.5.1 Médias em métricas de matrizes simétricas positivas definidas

Usando a equagao 3.4 juntamente com a funcao distancia, podemos introduzir duas

diferentes nogoes de média em S7 .

Definicao 3.5.1. A média no caso euclidiano, isto €, associada a métrica 3.5, de m

matrizes simétricas definidas positivas X*,--- | X™ ¢ definida como
fie = arg minxesn > || X' = X||%. (3.19)
i=1

Definicao 3.5.2. A média no caso riemanniano, isto €, associada a métrica riemanniana

3.6, de m matrizes simétricas definidas positivas X*,--- , X™ ¢é definida como

fir = arg minxesn, Y d*(X', X). (3.20)

i=1
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4 Ponto proximal com decomposicao de
Schur

Uma versao do método de ponto proximal para variedades de Hadamard é apresentada
por (FERREIRA; OLIVEIRA, 2002). Em GREGORIO e OLIVEIRA (2009), estd fundamentado
o algoritmo de ponto proximal com decomposi¢gao Schur para matrizes simétricas semidefinidas
positivas. Este algoritmo esta voltado para problemas convexos e irrestritos em S com

respeito a métrica dada pela hessiana de 3.3.

Esta metodologia consiste em subdividir o espago de busca S, em dois espacos,
um contendo matrizes diagonais definidas positivas e outro, o grupo ortogonal, ambos

visto sob a 6tica riemanniana.

Segundo GREGORIO e OLIVEIRA (2009), o algoritmo de ponto proximal com
decomposicao Schur possui estrutura semelhante a dos métodos preditores-corretores, onde,
primeiramente fixa-se uma matriz ortogonal e determina-se a solucao do subproblema
definido no conjunto das matrizes diagonais definidas positivas e em seguida, fixa-se esta

solugao obtida e da-se uma passo corretor no grupo ortogonal.

A viabilidade do método é assegurada pelo teorema de Schur para matrizes
simétricas positivas definidas e o teorema espectral para matrizes simétricas definidas
positivas (HORN; JOHNSON, 1985).

Esses teoremas garantem que toda matriz simétrica A pode ser decomposta sob a

forma QAQT, com @ ortogonal, A diagonal com os elementos da diagonal positivos.

4.1 Método de ponto proximal aplicado a média riemanniana em
n
++

O problema de média riemanniana em S%_ segundo MOAKHER (2005), consiste

em
minimizar 3> d*(X1Y),
. (4.1)
sujeito a Y est,,
onde X’ € S, i =1...,m, sdo dados de entrada do problema, com a distancia d em

S% . definida em 3.6.

Seja f a funcao objetivo do problema da média riemanniana de matrizes simétricas
definidas positivas. Dado X° € S%,, (%> 0, segundo GREGORIO e OLIVEIRA (2009),
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a iteragao principal do algoritmo de ponto proximal para determinar a solu¢ao do problema

da média riemanniana em S pode ser reescrito como

1
XM = arg min{ f(V) + 58P (XNY) | Y €81} k=01.... (42

Em MOAKHER (2005), esta definido que o gradiente euclidiano de fx(Y) =
$d*(X,Y) é dado por Vfx(Y) = In(X'Y)Y 1. Segue entdo, da relacdo 3.11, que
grad fx(YV)=YIn(X Y)YV =Yin(X~Y).

Teorema 4.1.1. A sequéncia {X*}ren gerada por 4.2 estd bem definida e é caracterizada

por
Sl (XTIXR) = gt (XXM (4.3)
i=1

Demonstragio. Ver Teorema 3.3 em FERREIRA e OLIVEIRA (2002). O

Teorema 4.1.2. Seja {X*}ren a sequéncia gerada por 4.2. Se {5*}ren € tal que ioj (ﬁ%) =
k=0
400, entdo lim X* = X*, onde X* = argmin{f(X) | X € S7_}.

k—o0

Demonstragio. Ver Teorema 6.1 em FERREIRA e OLIVEIRA (2002). O

4.2 Algoritmo de ponto proximal com decomposicao Schur

Segundo GREGORIO e OLIVEIRA (2009), uma das vantagens desse método ¢ a
presenca de uma versdo inexata, onde o iterado X**! é obtido de maneira aproximada.
Admita que k é a iteracio corrente do algoritmo de ponto proximal. Dados A} € an Qk e
O,, 3° € >0, (onde O, corresponde ao conjunto das matrizes ortogonais), pela versao

inexata do algoritmo de ponto proximal com decomposicao Schur, inicie

Yg = (XNEQEMQE (XM e j=0.
Se || Zgjl ln(Xi_lY}k) + Bkln(inli/;'k)HF = 0 entao, pelo Teorema 4.3 temos que

m

< L —1

Vi = X*! | Para versdo inexata essa condi¢do é relaxada para || > In(X"Y}) +
i=1

BrIn(X k_lY;-k)H r < €*. Caso contrario, calcula-se /_X;‘-’ 1 como solucao do problema

. i T 1 1 1 T 1 n
min{f(X*2Q¥AQY X*%) + §ﬁ’f For(XP2QEAQY X)) | A ey, ). (4.4)
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Para atualizar Q¥, determina-se Q]—i-l €0,e AJJrl € Q7 tal que

_1 1 T 1 _1
Ay = QI (X QAL QX ) Xk, (45)

Pelo Lema 5, GREGORIO e OLIVEIRA (2009) garante que AY , e A?J,—l sa0

1
similares. Segue ainda que Y}, = XH 1 JHQ;“LX’“ X’“QQ;“A;“HQ?TXW YE,.
Isso mostra que a forma de atualizacao de Qj, como proposto, nao altera o valor da
funcao objetivo regularizada. A proposta de atualizacao de Qf que substitui a etapa 4.5,

corresponde admitir como Qf 41, uma solucao local do problema

1
mm{f(XkQQAJHQTX“) + ﬁkfx (X]”QAJHQTX]”) | Q €0, } (4.6)
Lema 4.2.1. Eziste solugao Q§+1 para o problema 4.6.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema de Weierstrass. O

Este algoritmo descreve os passos utilizados para a realizagao do calculo da média
riemanniana;:
Dados € >0, 8°>0, ®>0e X%€ 53 ;
k + 0;
Enquanto || Y7, Ln(X* ' XF)||p > €

Escolha Af € 03, QF € Os;
Y e (XF)2QEABQE (XH)%;
70
Enquanto || Zl ln(Xi_lek) + ﬁkln(Xk_Iij)HF > b
Calcule A? 1 COmo;
. 1 T 1 1 T 1 n
mm{f(Xk?Q?AQé? Xkzy 4 %ﬁkka(XkQQg?AQg? Xk AeqQn, ).
Calcule Q? 1 COMO;

min{f( Xk%QAkHQTXk%) ;ﬁkka(Xk%QAé?HQTX’“%) 1Qe0, ).

Yh ¢ (XF)2Qh, Ak, QL (X935,
J i+ 1L
Fim,;

Xk+1<—ij;

5k+1 — Tlﬁk (71 c (O, 1));
o ek (1 € (0,1));

k<+—k+1;

Fim.
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5 Formacao de Imagem por DTI-RM

5.1 Principio da formacao de imagem por DTI-RM

5.1.1 Aspectos da difusdo e sua representacao

DTI-RM é uma modalidade recente de ressonancia magnética (RM) usada para
descrever a relativa mobilidade das moléculas de dgua. Em DTI-RM, um tensor descreve
a difusao local da molécula de agua onde este é calculado permitindo a qualificacao da

microestrutura do tecido vivo.

Difusao é um termo utilizado para descrever o movimento randdémico das moléculas
de agua no tecido de acordo com a teoria do movimento browniano. Este movimento é

capturado em cada voxel de uma imagem, quando aplicado gradientes de campo magnético.

Existem duas formas de difusao: isotropica e anisotropica. A primeira acontece
quando as moléculas tem igual probabilidade de se movimentar em todas as diregoes.
Para isso, precisa-se apenas de um coeficiente de difusao, D, para sua descricao. Ja na
segunda, existente nos tecidos biolégicos, a mobilidade da molécula de dgua ¢é alterada

pela formacao celular.

No cérebro, por exemplo, encontramos acentuada diferenca de difusao entre as
substancia branca e cinzenta, onde, na primeira a difusao ocorre preferencialmente ao
longo dos eixos mais alongados das estruturas celulares (MORI; ZHANG, 2006).

Com a ressonancia magnética (RM), podemos obter por meio da aplicagao de
gradientes de campo magnético, a difusao, durante a aplicagao da sequéncia de eco spin.
Para maiores esclarecimentos veja (MAZZOLA, 2009) e (MCROBBIE et al., 2007).

A intensidade do sinal de RM em cada voxel da imagem é obtida através da
aplicacao de uma série de campos magnéticos e pulsos de radiofrequéncia (MORI, 2007).
A medida que os parametros de aquisicao sao alterados, o sinal das imagens podem
refletir diversas caracteristicas dos tecidos, o que traz informagoes uteis, para diagnostico
de doengas especificas (MORI; BARKER, 1999). A figura 1 mostra duas imagens de
ressonancia magnética extraidas de (MITTIMANN, 2009).
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Figura 1 — Volume de imagens de ressonancia magnética.

E através da ressonancia magnética que é possivel medir a intensidade da difusdo
da agua. Para fazé-lo, dois gradientes sao aplicados aos campos magnéticos, separados por
um intervalo de tempo. Ambos os gradientes tém a mesma intensidade e dire¢ao, porém
sentidos opostos. Os gradientes fazem com que o campo magnético seja aplicado de forma
diferenciada, o que confere excitagoes diferentes aos protons conforme sua localizacao ao
longo dos gradientes. O segundo gradiente anula a excitagdo produzida pelo primeiro, pois
tem sentido oposto, porém essa anulagdo nao acontece com os protons que se difundiram
ao longo da direcao do gradiente. O sinal contido nas imagens obtidas dessa forma contém

justamente informacao a respeito dos protons que se moveram ao longo do gradiente.

A Figura 2 extraida de (IMAGING, 2013), mostra uma sequéncia de imagens
obtidas com diferentes gradientes aplicados ao campo magnético. Todas as imagens sao do

mesmo exame ¢ da mesma fatia.

Figura 2 — Fatia obtida usando a ferramenta Matlab.
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Através da equagao de Stejeskal-Tanner (STEJSKAL; TANNER, 1965) é possivel

relacionar o sinal S obtido com os gradientes ativos ao coeficiente de difusdao D do meio:

S
In(=)=—-bD (5.1)

So
onde S; é a intensidade do sinal sem a aplicagao dos gradientes e b é uma constante
calculada a partir dos parametros de aquisicao das imagens. Segundo (BASSER et al.,

1994) o valor de b pode ser definido por:

)
b= 2g%5* (A — 3) (5.2)
onde v é a razao giromagnética, g a intensidade do gradiente, d a largura do gradiente e

A o intervalo entre gradientes. O sinal Sy é obtido com b = 0.

Para descrever este movimento de dgua nas estruturas celulares, torna-se necessario
a utilizagdo de um tensor. Este tensor é uma matriz 3 x 3, simétrica, definida positiva,
gerada pela aplicacao de trés gradientes ortogonais e independentes entre si, z,y e z em 6

dire¢oes diferentes:

Dzz Dmy D:rz
D=| D, D, D, (5.3)
Dzm Dzy Dzz

Além da representacao matricial do tensor, pode-se representa-lo na forma de
elipsdide, como mostra a figura 3. Nesta representacgao, se a difusao for anisotrépica, entao,
o elipsdide sera alongado e a medida que se aproxima do isotropico, a conformacao vai se
tornando circular (MORI; ZHANG, 2006).

A matriz do tensor é constituida por nove elementos, por ela ser simétrica existem

trés elementos iguais (D,y = Dy, Dy, = D., e D, = D,,) (BEAULIEU, 2005).

YT

A partir deste tensor de difusdo é possivel obter os autovetores (vy, vy € v3) €
autovalores (A, Ay e A3) para cada um dos eixos dos elipsdides, (MORI; ZHANG, 2006).

A aquisicao do tensor de difusao é feito através de uma imagem sem gradientes,
b =0, e um conjunto de imagens com gradientes especificos em varias dire¢oes que podem
variar de 6, 25, 32 e 61 diregdes. A intensidade de sinal em cada pixel (voxel) das imagens

com gradiente e sem gradiente sao representados por S e Sy, respectivamente.

Em meio isotropico o coeficiente representado pela equagao 5.1 é suficiente para

caracterizar a difusao, mas, quando se trata de meios anisotropicos o tensor de difusao é
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Figura 3 — Representacao do elipsdide e seus autovalores e autovetores, (PEREIRA, 2008).

utilizado. Desta forma, a equagao (5.1) sofre uma adaptagao (BASSER; PAJEVIC, 2003).

S
In <> =—bg"g-D (5.4)
So
onde temos D como o tensor de difusao, a operagao "-", refere-se ao produto por escalar e

g € um vetor unitario na mesma direcao do gradiente aplicado.

Neste momento nos deparamos com o fato de que a resolucao desta equagao sé é
possivel com pelo menos sete imagens conhecidas, para se determinar D. Uma com gradiente
de campo magnético nulo e seis com gradiente aplicados em dire¢oes nao-colineares. Desta

forma, obtemos um sistema de equagoes

In <SZ> = —bglg;-D (5.5)
So

onde as variaveis a serem determinadas, sdo os seis elementos que compoe o tensor D,

visto que é simétrico.

5.1.2 Calculo do tensor

Para determinar o tensor D, precisamos resolver o sistema 5.5. Para isso, expresaremo-lo
sob uma forma mais coveniente para organizacao das ideias e compreensao por parte do

leitor. A estrutura resultante para o sistema é

AX = B, (5.6)
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onde A é uma matriz dos coeficientes do sistema, o vetor X sdo as variaveis e o vetor B
as constantes (WESTIN et al., 2002) e (STEJSKAL; TANNER, 1965).

Admitindo que o nimero minimo de imagem seja sete, o vetor B, pode ser definido

cOomo

)
)
)

7
) (5.7)
)
)

que corresponde ao lado esquerdo sistema 5.

ot

Para obter a matriz A, do lado direito do sistema 5.5, levamos em consideragao
que D pode ser escrito como na equacao 5.3. Contudo, calculamos para cada gradiente
gi, o lado direito da equacao 5.5 que corresponde a uma das seis imagens adquiridas na

difusao. Veja

iz Gix gz:vgzy GizGiz sz D:ry Dacz
_bnggl D =-b 9izGiy  YiyGiy GiyGiz Dyx Dyy Dyz (58>
resolvendo a operacao de matrizes do lado direito, temos a seguinte expansao
= —b(gfzdm + Q?ydyy + g?zdzz + 292 Giyay + 29i2Gizdez + 29iyGizdy:)- (5.9)

Extraindo da expansao acima os coeficientes das varidveis dg,, dyy, d.., dgy, dg. € dys,

podemos montar a matriz A da seguinte forma

9. 9y 9T 20191y 2010912 201491
A=-=b|: 0 : : : (5.10)

Jor 9oy Jo- 296a96y 296206: 206yY6:

O sistema finalmente pode ser resolvido, através do método de elininacao de GAUSS,
decomposi¢cao LU ou algum método iterativo. Para mais detalhes sobres estes métodos,

ver (BOLDRINI et al., 1980) e (PULINO, 2013).

5.1.3 Indices invariantes

O tensor de difusao D contém varias informacoes e, muitas aplicagoes requerem

uma simples no¢ao de quantidade de anisotropia. No entanto, para medi¢oes quantitativas
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no material branco cerebral, um tinico nimero é mais 1til para comparar diferentes grupos
ou para monitorar mudanc¢as no mesmo. Este nimero é chamado de indice de difusao

anisotropia (IDA), e varios foram sugeridos.

Os IDA’s mais utilizados variam de 0 (isotrépico) a 1 (anisotrépico), e eles podem

ser calculados a partir dos autovalores associados aos tensores de difusao.

A partir dos tensores de difusdo podemos calcular uma série desses indices, que
ajudam a caracteriza-los, especialmente no que se refere a sua forma e tamanho. Esses
escalares sao invariantes, ou seja, tém o mesmo valor independente da orientacao do
tensor. A utilidade dos indices estda em fornecer informagoes relevantes sobre cada ponto
da imagem, como a organizagao e conformagao dos tensores, veja (BASSER; PAJEVIC,
2003). Nesta segao, denotamos os autovetores do tensor de difusdo por e; e os autovalores

associados a eles por \;, comi=1,...,3.

Aqui descreveremos alguns desses indices, os mesmos podem ser encontrados em

(BASSER; PAJEVIC, 2003). Sao eles:

I =M + X2+ X3 (5.11)
]2 = )\1)\2 + /\3)\1 + )\2)\3, € (512)
]3 == )\1)\2)\3. (513)

A invariancia desses indices decorre diretamente do fato de que nao se baseiam nos
elementos do tensor, mas nos autovalores, que sdo em si invariantes. O indice I; é um
escalar bem conhecido pela designacao de trago do tensor. Através dele, podemos definir
outro indice muito importante, a difusidade média que é a média entre os autovalores

associados ao tensor de difusdo. Esta, sera definida como

Podemos definir também, a magnitude do tensor, que corresponde a sua norma,

com respeito ao seu espectro. Neste caso, tem-se

Is = YA + A3+ M

Com base nos indices apresentados, podemos definir o indice invariante de anisotropia

fraccional (AF') de um tensor como

AP — \/3[()\1 —Ip) + (A2 — L4) + (A3 — 14)]

5.14
oL (5.14)



Capitulo 5. Formagdo de Imagem por DTI-RM 32

O indice AF assume valores no dominio [0, 1]. Um meio totalmente isotrépico tem
como resultado AF = 0, e um meio em que uma das diregdes de difusdo é muito maior que
as demais, isto é, Ay >> Ay & A3, resulta em um valor de AF' préximo de 1. Baseando-se
na relagao entre os autovalores do tensor de difusao, em (WESTIN et al., 2002) a difusdo

foi dividida em trés casos
e Caso linear, em que \; >> Ay & A3: a difusdo acontece principalmente na dire¢ao
do autovetor eq;

e Caso planar, em que A\; &= Ay >> A3: a difusdo restringe-se ao plano definido pelos

autovetores e; € es;

e Caso esférico, em que \; &~ Ay & \3: a difusao ¢é isotropica.

Para mais detalhes sobre outros indices invariantes, ver (BASSER; PAJEVIC, 2003).
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6 Filtro de Meédia Riemanniana de dados

tensoriais

Difusao tensorial de imagem por ressonancia magnética(DTI-RM) é uma modalidade
que descreve a difusao da molécula de agua no tecido, o que pode ajudar a conhecer a
estrutura interna do mesmo. O tensor resultante é uma quantificacdo macroscépica de um
fendmeno que ocorre em nivel molecular, e como visto na se¢ao anterior, é representado
por uma matriz simétrica definida positiva (BASSER; PAJEVIC, 2003).

Quando se operam dados reais, grande quantidade deles ndo cumprem a definicao
positiva, devido a fatores externos que alteram as propriedades do meio, incluindo técnicas

de captagao desses dados e ferramentas para o processamento dos mesmos.

Por outro lado, existem ferramentas para o processamento de imagens, como a média
riemanniana, que garantem a propriedade citada. Portanto, quanto a esse aspecto, podemos
desenhar um filtro de imagem que preserva a condi¢ao de positividade, (MOAKHER,
2005).

A importancia de manter a definicao positiva para os dados captados esta ligada a
representacao elipsoidal proposta para tensores, bem como a preservacao do sentido da

difusao anisotropica para regiao observada.

Além de garantir a definicao positiva, podemos definir um filtro a partir da média
que corrige ruido impulsivo e preserva o contorno das regides presentes em uma imagem
em DTI-RM (ZHANG; EDWIN, 2009). Este trabalho, tem por objetivo aplicar o filtro de
média riemanniana de dados tensoriais em imagens captadas por aparelhos de ressonancia

magnética para eliminar distor¢oes provocadas por interferéncias externas.

Para computar o filtro de média riemanniana, empregamos uma variante do
método de ponto proximal introduzido em (GREGORIO; OLIVEIRA, 2009). Faremos uma
comparacao do seu desempenho com o desempenho do método do gradiente proposto em
(ZHANG; EDWIN, 2009; PENNEC et al., 2005; FLETCHER; JOSHI, 2004) e o método
de Richardson, introduzido em (BINI; TANNANZO, 2013).

6.1 Filtro de Média Riemanniana

Os filtros classicos de média e mediana para escala de cinza sao filtros nao-lineares
cuja resposta baseia-se na disposicao dos pixels contidos na regiao de imagem a ser

filtrada. Eles substituem o valor do pixel central pela média ou mediana dos pixels vizinhos
a ele, (FILHO; NETO, 1999), (ASTOLA; HAAVISTO, 1990), (WELK et al., 2007) e
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(TRAHANIAS; VENETSANOPOULOS, 1993). No entanto, nenhum dos trabalhos citados

anteriormente emprega a média riemanniana. Apenas médias euclideanas sao consideradas.

Em ZHANG e EDWIN (2009) e ZHANG e HANCOCK (2006), foi definido um filtro
gaussiano que combina as vantagens do filtro de mediana e do filtro gaussiano anisotropico.
O filtro gaussino cléssico foi proposto por PENNEC et al. (2005) para suavisar os dados

de imagem nao-lineares.

Partindo do principio que nao queremos suavizar ruidos gaussiano, simplificamos o
filtro proposto em (ZHANG; EDWIN, 2009), com o objetivo de resolvermos apenas ruidos

impulsivos e preservar bordas.

Para dados de imagem nao-euclidiano, o filtro de média pode ser generalizado
através da estrutura do espaco, usando as distancias geodésicas em S, . Neste caso,
definimos uma vizinhanca de pixels W = wy, ..., Wm, Iy : R? ou R® — M e determinamos

o seguinte filtro

11
Lnedia = mim’mizar{§ > ﬁd(,u, w;)’}, pe St i=1,...,m (6.1)
i=1

onde d(X,Y) é a distancia Riemanniana entre X e Y em S% .

Segundo ZHANG e EDWIN (2009) e (PENNEC et al., 2005), o filtro riemanniano
em variedade curva em qualquer estagio do processo de difusao, preserva caracteristicas

como a geometria dos dados, isto €, as condi¢oes de simetria e positividade sao garantidas.

Para o calculo da média, podemos utilizar a seguinte equacao numérica através da

utilizagao dos pixels em escala de cinza

W= {19 L) Lagens g1 Ly Lo gy Larngins le-j-n )

Aqui W é um ponteiro indicando 8 tensores wy.

1l .
po=arg mim o> —d(pwi)’, p € Sy
k=1

Um bom ganho que podemos ter com relacao a implementacao, esta ligado a criagao
de uma segunda imagem que acomodara as médias gerada pelos pixels vizinhos contidos
na imagem original, com isso, poderemos fazer comparagoes entre ambas para avaliar o

ganho com relagao ao método.

A filtragem leva em conta a posi¢ao do pixel. Se observada a figura abaixo, podemos
ver que o pixel central wy serd o elemento de referéncia para o cdlculo da média através
da utilizagdo dos vizinhos ao redor dele. Utilizando o processo descrito anteriormente
para gerar a média, definimos um novo pixel filtrado que serd posicionado nas mesmas

coordenas do pixel de referéncia em uma nova imagem.
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Figura 4 — Esquema de filtragem de uma imagem.

Vemos que p é a média ponderada pelos vizinhos de wy. Para cada pixel percorrido,
define-se uma vizinhaga como descrita na figura acima e posteriormente aplica-se o filtro de
média riemanniana sobre eles. O processo computacional é oneroso, pois, para cada célula
resolve-se um problema de otimizagao, além disso, a busca é feita de forma sequencial,

onde percorre-se toda a malha elemento por elemento.
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7 Resultados

Para aplicagao do filtro proposto, geramos imagens do cérebro, através de dados
reais obtido no formato DICOM disponivel em (IMAGING, 2013). Estas imagens foram
obtidas com a aplicagao de gradientes em 61 dire¢des. Para a visualizacao, utilizamos a
fungao ploDTI.m no Matlab para plotar o campo tensorial (BARMPOUTIS, 2013). Como

resultado, obtivemos a figura 5 que serviu como referéncia para aplicagao do filtro.

Para realizagao dos testes, foi utilizada uma maquina Intel Xeon processor E3-1270V2,
8MB cache, 3.50 GHz, sistema operacional LINUX Ubuntu e uma licenca MATLAB 2012a
instalada, do projeto: "Algoritmo de ponto proximal com decomposi¢oes de Schur em
dominios de positividade"/APQ1-FAPERJ/2012-2013, coordenado pelo professor Ronaldo

Gregorio.

Caa e g B

Figura 5 — Imagem representada por Elipséide.

Selecionamos regioes de interesse (RI ou ROI como usado em Inglés) na imagem,
para aplicar o filtro de média riemanniana e comparar as performances dos métodos do

gradiente, de ponto proximal e de Richardson-like, quando empregados para computa-lo.

Iniciamos com uma comparagao entre os métodos citados, onde, os resultados
obtidos referem-se a uma regiao de interesse de dimensoes 15 x 25. Essa RI inicialmente,
foi selecionada de modo que todos métodos descritos concluissem o processo de filtragem.
Utilizamos uma janela contendo 8 tensores vizinhos que foram utilizados para o calculo da

média, os resultados estao dispostos na tabela 1.

Podemos observar que o método do gradiente, assim como, o método de Richardson-Like,
apesar de precisar de mais itera¢oes para calcular a média, faz esse calculo em tempo
de execucao inferior ao do método de ponto proximal. Visto que o critério de parada,

d(Xk X*) < 3.16 x 1079, é 0 mesmo para todos os métodos.
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Média de Iteragoes | Tempo de Filtragem (minutos)
Método de Ponto Proximal 10 40
Método Gradiente 120 8
Richardson-Like 25 6.75

Tabela 1 — Experimentos computacionais com os métodos.

Porém, quando os tensores possuem autovalores relativamente pequenos, os métodos
do gradiente e de Richardson-like abortam suas iteracoes, acusando singularidade da matriz.
Esses métodos, sao implementados usando a decomposicao de Cholesky para fatorar a
variavel do problema e os dados de entrada, que sdo matrizes simétricas definidas positivas,
na forma LLT. O espaco de busca para o problema passa a ser entdo o conjunto de
matrizes triangulares inferiores, cujos elementos da diagonal sao estritamente positivos.
Em geral, decomposicoes de Cholesky tornam-se instaveis quando aplicadas a matrizes
mal-condicionadas. J& o método de ponto proximal, ndo apresenta essa patologia e sua

performance permaneceu estavel em todos os testes realizados.

No entanto, conseguimos encontrar uma regiao onde aplicamos os métodos sem
abortagem das operagoes. Deste modo, obtemos éxito no processo de filtragem e uma
melhor comparacgao entre a performance dos filtros. Porém, estamos cientes da robustez
do método de ponto prosimal, pois, mesmo nao sendo tao rapido, obtivemos resultados
satizfatorio no processo de filtragem, uma vez que este funcionou em qualquer regiao

selecionada da imagem.

A imagem 6 apresenta os resultados da filtragem através dos métodos descritos

anteriormente para a regiao de interesse referida.
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Figura 6 — Filtragem referente aos dados da tabela 1.

A primeira imagem localiza a regiao de interesse, as préximas imagens referem-se a
regiao filtrada utilizando os métodos de ponto proximal, método do gradiente e Richardson-Like

respectivamente.

O filtro de média, emite a média ponderada riemanniana dos vizinhos mais préximos

do nicleo que se deseja filtrar. Para regices de contorno, ele preserva as propriedades
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Figura 7 — Imagem com a regido de interesse definida.
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Figura 8

Podemos verificar que houve uma uniformizacao do campo tensorial sem interferéncia

ficativa no contorno da regiao.

signi

inacao

Uma das caracteristicas principais do filtro de média riemanniana é a elim
de todas as matrizes (tensores) simétricas definidas negativas, ou seja, ele elimina todos os
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tensores que contém autovalores menores que zero. Essa caracteristica de positividade é
muito importante quando se pretende definir um mapa de Anisotropia Fracionada (AF),

uma vez que a construcao do mapa depende da existéncia de apenas tensores positivos na
regiao observada (BASSER; PAJEVIC, 2003).

A figura 9 corresponde a outra imagem do cérebro. Devemos nos perguntar sobre
o por qué da nao aplicagao do filtro na imagem inteira e sim em regioes de interesse. A
questao esta ligada ao tempo de execucao, pois, para cada pixel de imagem, um problema
de otimizagao é resolvido, dessa forma, como temos imagens cuja a dimensao ¢ 102 x 102
e levando em conta que precisamos de no minimo 10 segundos para computar uma média,

seriam gastos em média 28 horas para filtrar toda a imagem.

Esse é um problema para trabalhos futuros. Como sugestao, destacamos o emprego
de técnicas de paralelizacao do cédigo uma vez que este foi escrito de forma sequencial. A

regiao em destaque na figura 9 novamente refere-se a parte interessada para estudo:

Figura 9 — Imagem real do cérebro destacando a regido de interesse para aplicacao do filtro.

Na figura 10 as imagens foram posicionadas em planos 3D para melhor visualizagao
dos tensores. A imagem da esquerda corresponde a regiao selecionada antes da aplicacao
do filtro e a da direita apds a aplicacdo do mesmo. Podemos perceber que os tensores
distribuiram-se de forma homogénea apés a aplicacao do filtro. Se observarmos as regioes
destacadas pelas elipses em azul na imagem a esquerda com a filtrada a direita, podemos

perceber uma distribui¢ao mais suave dos tensores das regioes em destaque.
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figura 12 representam, respectivamente, a RI destacada antes e apoés a aplicagao do filtro

de méd

la riemanniano.
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Figura 12 — Regido de interresse defini
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As figuras 13, 14, 15 e 16 apresentam mais comparagoes entre regioes de interesse
originais e filtradas respectivamente. Aqui temos as imagens completas utilizadas destacando

a regiao de interesse, a regiao de interesse antes e apds a filtragem.

Figura 13 — Resultado da filtragem (a).

Figura 14 — Resultado da filtragem (b).

Figura 15 — Resultado da filtragem (c).
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Figura 16 — Resultado da filtragem (d).

Nas imagens apresentadas nas figuras 17 e 18, podemos perceber tensores com
dimensoes fora do padrao, ou seja, tensores geometricamente fora das caracteriticas da
regiao onde se localizam. Isso ocorreu devido a presenca de ruidos nos processos de
aquisicdo de imagens através do aparelho de ressonancia magnética e transmissao de dados

do aparelho para o servidor. Em paralelo, é apresentada a mesma imagem apdés a filtragem.

Figura 17 — Imagens completa, RI real e filtrada.
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Figura 18 — Redug@o do ntimero de tensores ruidosos apds aplicacao do filtro de média riemanniana.

A figura 19 apresenta uma tltima imagem filtrada por completo. A saber, ela

encontra-se subdividida em, aproximadamente, 11000 pixels (elipsoides).

Figura 19 — Aplicagdo do filtro em uma imagem completa.
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Nesta imagem, temos uma regiao de interesse onde aplicamos o filtro de média

riemnniano duas vezes sobre a regido, e obtivemos o seguinte resultado:

LS
gﬂﬂ .
@
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L ranhAsl

Figura 20 — Dupla aplicagdo do filtro em uma regido de interesse.

Podemos perceber que o filtro ainda suaviza ap6s uma segunda filtram, porém,
observamos que comega a surgir um borramento da imagem, ou seja, a regiao comeca a se
desfazer. Isso ocorre, devido a normalizagdo dos dados presentes na janela acessada pelo

filtro, onde os pesos associados aos tensores comecam a ter o mesmo valor.
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8 Conclusao e Trabalhos futuros

Entendemos a importéncia do processo de filtragem em uma imagem e a definigao
de novas metodologias para definicao de novos filtros. A filtragem é uma etapa de extrema
importancia, principalmente quando se trata de imagens médicas, pois, é através delas
que doencas sao diagosticadas. Dessa forma, a filtragem torna-se indispensavel, de modo a

eliminar elementos indesejaveis da imagem.

Apresentamos os resultados da aplicacao do filtro no capitulo 7 onde fizemos a
comparacao da imagem antes e apés a filtragem e constatamos uma grande reducao dos
ruidos nas imagens filtradas obtendo regioes de imagem suavizadas. conseguimos aplicar

todos os métodos abordados e ter uma comparagao mais plausivel entre eles.

Verificamos que os métodos tanto do gradiente quanto do Richardson-Like foram
mais rapidos com relagao ao método de ponto proximal. Porém, isso s6 foi possivel
uma vez que os tensores presentes na regiao nao eram mal-condicionados, ou seja, para
qualquer regiao mesmo regidoes mal-condicionas o método de ponto proximal possui uma
performance mais estavel que a dos outros dois métodos, em relagao as regioes onde
os pixels sdo representados por matrizes simétricas definidas positivas cujos autovalores

encontram-se muito proximo de zero.

Contudo, obtivemos um resultado muito importante e satizfatério que nao estava
nos objetivos. Este resultado se refere a "robustez'do método, que é um resultado de
extrema importancia que se pode ter com relagdo a um método para computo de filtro, ou

em qualquer outra circunstancia.

Robustez no dicionario refere-se a qualidade de robusto, forca, vigor, fortaleza.
Porém, no meio cientifico esse termo é muito utilizado, principalmente na engenharia,
cuja sua definicdo é: desempenho esperado mesmo com variagoes do ambiente. Ou seja,
independente do problema, sempre teremos resultados esperados através da utilizagao de

um método robusto.

Para pesquisas futuras, propomos uma possivel implementagao do filtro de forma
paralelizada. Com isso, teremos um ganho consideravel em relacdo ao tempo de execugao
do processo de filtragem. A implementacao em uma linguagem livre também é um ponto

importante a ser trabalhado.
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