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RESUMO

GOMES, Alessandro de Araujo. Grafos: Uma Experiéncia no Ensino Médio. 2015. 101 p.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT).
Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica, Universidade Federal Rural do
Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2015.

A Matematica se destaca como base para a maioria das ciéncias e das tecnologias atuais.
Acredita-se que as tecnologias atuais sejam de interesse dos estudantes de Ensino Médio.
Partindo do principio que tdpicos basicos em Teoria dos Grafos exigem poucos pré-requisitos
para serem ensinados, e que esses topicos estdo diretamente ligados as tecnologias atuais
(celulares, redes sociais, GPS, entre outras), uma experiéncia com os Grafos no Ensino Médio
se encaixa perfeitamente no objetivo de uma pesquisa voltada para educacdo matematica. Este
trabalho tem como objetivo principal descrever, através de um estudo de caso, uma
experiéncia de ensino de Topicos em Grafos em turmas de Ensino Médio de uma escola
técnica em Cruzeiro/SP. Foi feita uma revisdo de literatura sobre os aspectos historicos,
conceitos e resultados basicos da Teoria dos Grafos. Em seguida foram ministradas 6 aulas de
50 minutos cada para duas turmas de ensino médio, onde foram introduzidos conceitos e
resultados basicos de Grafos. Dois testes semelhantes foram aplicados, um antes das aulas e
outro depois, para que 0s alunos pudessem experimentar primeiramente técnicas presentes em
seus curriculos normais e depois técnicas de Grafos. Também, ao final, foi aplicado um
questionario para avaliar a motivacado e o interesse dos alunos em Grafos ap6s as aulas.

Palavras-chave: Topicos em Grafos. Contextualizag&o. Interdisciplinaridade. Ensino Médio.



ABSTRACT

GOMES, Alessandro de Araujo. Graphs: An Experience in High School. 2015. 101 p.
Dissertation (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT).
Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica, Universidade Federal Rural do
Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2015.

Mathematics has been highlighted as the basis for most current science and technology. It is
believed that current technologies (mobile, social networking, GPS, among other) are of
interest to students of high school. Assuming that basic topics in Graph Theory require few
prerequisites to be taught and that these topics are directly linked to current technologies, an
experiment with graphs in high school fits perfectly on the goal of a survey focused on
mathematics education. This work aims to describe a Graph teaching experience in high
school classes of a Technical School in Cruzeiro / SP through an investigation study. The
instruments used to collect data were six classes with fifty minutes each one. There were
introduced concepts and basic results from Graphs. Two tests were also applied, one before
and the other after the classes. The students could preliminarily experiment high school
techniques; after the Graph classes, they could use what they learned. In the end of the work,
after the classes, a questionnaire was also applied to diagnose the motivation and the interest
of the students in Graphs.

Keywords: Topics in Graph. Contextualization. Interdisciplinary. High School.
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INTRODUCAO

No atual estdgio de desenvolvimento cientifico e tecnoldgico a Matematica ocupa
lugar de destaque, pois a maioria das ciéncias precisa das bases Matematicas para suas
implementacBes. Se for observado em especial o desenvolvimento da informatica e das
telecomunicacdes, pode-se ver que ele depende fundamentalmente das teorias da Matematica.
Por exemplo, o desenvolvimento de algoritmos para roteamento de sinais de
telecomunicagdes, algoritmos para redes sociais, algoritmos de busca em bancos de dados
(estes cada vez maiores e mais complexos), Pesquisa Operacional com uso de computador, e
muitas aplicacbes envolvendo todo tipo de dispositivo de comunicacdo e com poder
computacional. Acredita-se que todo este rol de novas tecnologias seja de interesse dos
estudantes de Ensino Médio que utilizam seus gadgets (equipamentos que tém um proposito
especifico, sdo uteis no cotidiano. Por exemplo, chamam-se de gadgets dispositivos
eletronicos portateis como tablets, celulares, smartphones, GPS, entre outros).

Neste contexto, uma experiéncia com os Grafos no Ensino Médio se encaixa
perfeitamente, pois além de exigir pouquissimos pré-requisitos dos estudantes das escolas de
Ensino Médio, a sua aplicabilidade nas atuais tecnologias ¢ muito adequada. Modelam-se
problemas ou situagdo acima com o uso dos Grafos aproveitando-se do fato de que a maioria
dos estudantes ja tem familiaridade com as tecnologias de internet e telecomunicacdes em
seus préprios gadgets.

O presente trabalho introduz alguns tépicos sobre Grafos para alunos de nivel médio, e
descreve a experiéncia obtida através de um estudo de caso.

O ensino de Grafos € importante porque serve de base para modelar de maneira muito
simples problemas do cotidiano. Os exercicios exigem abstracéo e raciocinio l6gico; portanto,
tambem atendem a algumas necessidades de desenvolvimento cognitivo dos estudantes.

Podem ser simuladas atraves dos Grafos situacfes-problema que motivem nossos
alunos a estudar, a modelar e a raciocinar em problemas do seu dia-a-dia.

Os objetivos desta pesquisa incluem a realizacdo de atividades de laboratério

utilizando-se de jogos online, coloracdo de mapas, problemas de menor percurso, percurso
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6timo, logica e outros nestas oficinas. Tudo isso voltado ao uso, aplicacdo e ao ensino de
Grafos.

Avancando-se um pouco mais, serdo introduzidos conceitos para auxilio na resolucao
de problemas de analise combinatoria, auxilio na resolucdo de problemas geomeétricos,
resolugéo de problemas de otimizac&o de percursos e rotas, sempre com o intuito de tornar a
Matematica mais interessante e aplicavel. E isto pode até ajudar a desmistificar a disciplina de
Matematica nas escolas, que o senso comum julga dificil e sem aplicacGes praticas.

E possivel que as aulas de Matemética chamem mais a atencdo de nossos alunos.
Apresentar uma férmula pronta, em seguida utiliza-la em alguns exemplos e, por fim, passar
uma lista de exercicios parecidos com os exemplos para que os alunos resolvam esta
ultrapassado. Esta sequéncia tradicional parece equivocada, e tem o efeito consensual de
espantar e alienar boa parte dos aprendizes. Este trabalho tem a intencdo de introduzir Grafos
de uma forma mais dinamica e interessante, fugindo da forma usual e conservadora de muitas
escolas e professores.

Uma pergunta a ser respondida é: como introduzir conceitos de Grafos para estudantes
do Ensino Médio? Uma boa resposta seria contando a histéria de que a Teoria dos Grafos
comecou com um problema de pontes de uma cidade, e é aplicavel as mais variadas areas do
conhecimento; por isso, pode propiciar ao aluno a contextualizacdo na resolucao de problemas
atuais e de relevancia para o seu dia a dia. Estes problemas podem comecar com a simples
aplicacdo de conceitos e ir até a compreensdo e analise de fendmenos cientificos mais
elaborados. A resolucdo de problemas utilizando recursos da Teoria dos Grafos podera ajudar
o0 aluno a desenvolver suas habilidades Matematicas e de raciocinio légico.

A relevancia deste trabalho para a sociedade em geral e para os alunos em particular é:
ajudar a criar condicdes para que os alunos do Ensino Médio saibam interpretar e resolver
problemas de uma maneira mais contextualizada, num ambiente interdisciplinar. Além disso,
os alunos poderdo aprender conceitos da Matematica usando a investigagdo Matematica
(modelagem Matematica simples) que os Grafos propiciam.

Pode-se inferir que o0 uso de experimentos concretos que se utilizam de Grafos, como,
por exemplo, a coloragéo de mapas, algoritmos para descobrir o0 melhor caminho, etc., podem
despertar a curiosidade e o interesse dos alunos na Matematica em geral. Com isso, pode-se
mostrar indiretamente para os estudantes do Ensino Médio a importancia da Matematica para

a construcdo do conhecimento e para solugéo de problemas.
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A pesquisa também pretende contribuir cientificamente para o desenvolvimento do
ensino-aprendizagem da Matematica, mostrando a diversidade de problemas de vérias areas
do conhecimento humano que podem ser analisados do ponto de vista dos Grafos por um
aluno do Ensino Médio. Outra possivel contribuicdo cientifica deve advir do estimulo em
criar novas aplicacdes para os Grafos.

O objetivo geral é descrever uma experiéncia de ensino de Grafos em turmas de
Ensino Médio de uma escola técnica em Cruzeiro/SP.

Os objetivos especificos deste experimento sdo:

Apresentar problemas que levem ao encontro dos Grafos, problemas contextualizados e
interdisciplinares.

Apresentar os rudimentos dos Grafos, conceituando o que sdo Grafos e 0s tipos mais
béasicos de Grafos.

Relacionar Grafos com Jogos mostrando alguns jogos online disponiveis, fazendo com
que os alunos aprendam a jogar e consigam vencer todas as fases dos jogos.

Propor problemas de contagem de Analise Combinatéria que possam ser resolvidos tanto
por contagem quanto por utilizando-se de Grafos.

Usar experimentos concretos para o ensino-aprendizagem dos Grafos, tais como coloragéo
de mapas, jogos, desenhos, maquetes de moléculas ou de estruturas geométricas.

Interpretar e resolver situacdes-problema nas mais diversas areas do conhecimento
humano que podem ser resolvidas com o uso dos Grafos, possibilitando a
interdisciplinaridade tdo buscada nos tempos atuais. Desta forma despertar o interesse dos
alunos pela Matematica em geral.

Despertar a vontade de criar novas aplicacOes para a Teoria dos Grafos, pensando e
analisando as tecnologias atuais.

Sugerir um exemplo de abordagem de tépicos de Grafos na educacao de nivel médio.

O texto esta organizado da seguinte forma: no capitulo 1 ha uma reviséo de literatura com
aspectos historicos, as bases para a introducdo da Teoria dos Grafos e a inser¢do dos Grafos
no Ensino Médio. No capitulo 2 hd uma revisdo de literatura com conceitos e resultados
basicos. Em seguida no capitulo 3 sdo apresentados os materiais e os métodos utilizados para
a experiéncia com Grafos no Ensino Médio. Ainda sdo apresentadas formas de se
contextualizar o assunto procurando sempre a resolucdo de problemas usando a
interdisciplinaridade. No capitulo 4 discutem-se os resultados dos diagndsticos, das aulas e

dos questionarios. Ao final tem-se as conclusdes.
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Para a compreensdo do presente trabalho é suficiente que o leitor esteja familiarizado com
as bases de matematica nos assuntos tratados no Ensino Medio das escolas publicas

brasileiras.
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REVISAO DE LITERATURA

Na revisdo de literatura foram procuradas as bases para a introducdo a Teoria dos
Grafos em autores consagrados. Foram investigadas obras antigas e modernas. Buscaram-se
trabalhos que pudessem corroborar a pesquisa. Comecgou-se pela histéria da Teoria dos
Grafos, em seguida partiu-se para as bases da teoria e por fim nesta revisdo de literatura

estudaram-se trabalhos sobre a insercdo da Teoria dos Grafos no Ensino Médio.

1.1 Como surgiu a Teoria Dos Grafos

De acordo com a Enciclopédia Britanica (Disponivel em:
<http://www.britannica.com/EBchecked/topic/321794/Konigsberg-bridge-problem>. Acesso

em: 07 julho 2014.) a historia documentada do inicio do desenvolvimento dos principios da
Teoria dos Grafos comeca na antiga cidade de Konigsberg. O problema das sete pontes de
Kdnigsberg, cidade da antiga Prussia (atual Kaliningrado) , que foi resolvido por Leonhard
Euler, figura 1, foi possivelmente a primeira abstracdo registrada na forma de um grafo,

documentada em 1736.

Figura 1 — Leonhard Euler - Retirada de www.famousscientis.org
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http://www.britannica.com/EBchecked/topic/321794/Konigsberg-bridge-problem

Havia uma lenda entre os habitantes daquela cidade sobre a possibilidade de se cruzar
as sete pontes, identificadas na figura 2, pelas letras a, b, c, d, e, f, g, passando somente uma
vez em cada ponte, passando obrigatoriamente por todas as pontes e ainda conseguir retornar
ao local de partida, seja ele qual for.

Figura 2— Modelo das pontes de Konigsberg.

Euler, em toda a sua genialidade e simplicidade, teve uma capacidade imensa de
abstracdo e representou as pontes como arestas (linhas) e as 4 areas representadas pelas letras
maiudsculas A,B,C,D delimitadas pelas duas ilhas e pelo continente como Vvértices (pontos),
que eram ligados pelas arestas. Assim, ele conseguiu mostrar que era impossivel cruzar as
sete pontes nas condic¢Bes do problema, e ainda esbogou 0 que parece ser o primeiro grafo da

historia, veja abaixo, representado na figura 3:

C
. g

A D
a f

B

Figura 3 — Primeiro grafo da historia.
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Outro exemplo interessante segundo Malta (2008):

Cerca de um século apds Euler ter resolvido o famoso problema das Pontes de
Kdnigsberg, Sir Willian Hamilton, em 1856, cria um jogo que ndo teve tanto sucesso
quanto a sua representacdo. O jogo intitulado por Hamilton como Icosain Game era
um mundo na forma de um dodecaedro. ( p. 22)

No capitulo 3, item 3.2.3, Aula 2, ha a explicacdo do jogo Icosain Game.

A Teoria dos Grafos possui um carater interdisciplinar e multidisciplinar. Por
exemplo, na quimica pode-se imaginar os atomos como 0s pontos e as ligacdes entre eles
como as arestas, como se define em Teoria dos Grafos. Logo, desta forma, tem-se cada

molécula como um grafo, mesmo que a configuracdo da molécula seja espacial.

Problemas envolvendo percurso (por exemplo, descobrir 0 menor trajeto ou o trajeto
mais econdmico entre dois locais dados), podem ser contextualizados junto com a fisica, a

economia, a logistica.

Diversas areas da Matematica também podem e devem ser exploradas, tais como:
I6gica, contagem, analise combinatéria, Matematica computacional (através de algoritmos

que percorram e descubram os melhores caminhos), geometria, matrizes, entre outras.

Ainda conforme Malta (2008):

A historia de Grafos surge de uma forma bela e contextualizada. S&o os problemas
que impulsionam o seu surgimento e a sua sistematizacdo. A abordagem escolhida
foi a proposta dos problemas histéricos que motivaram matematicos como Euler e
Hamilton a criar o que hoje conhecemos como Teoria de Grafos. Os alunos nédo
precisavam de qualquer conhecimento prévio para compreender os problemas que
pensamos propor. (MALTA, 2008, p. 5)
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E possivel utilizar sim, a historia, mas pode-se também complementar com as questoes
atuais. E preciso que se evolua do contexto historico para um contexto atual, utilizando a
tecnologia disponivel, que se desenvolva e que se coloquem situacfes cotidianas atuais para
que os estudantes se sintam mais motivados a pesquisarem, modelarem e buscarem solucdes
alternativas e simples para problemas que podem ser complexos sem o0 uso dos conceitos de
Grafos.

Fica evidente a interdisciplinaridade com a matéria de Historia no coxtexto do
problema das pontes de Konigsberg.

1.2 Bases para a introducéo dos Topicos em Grafos

O livro texto que foi considerado mais completo sobre as bases para a Teoria dos
Grafos foi o escrito por Bondy e Murty (1976). Livro escrito em inglés sem traducdo para o
portugués, mas de leitura obrigatoria para o pesquisador interessado na TG. Este livro cobre
0s assuntos sobre grafos e subgrafos, arvores, conectividade, caminhos eulerianos e ciclos
hamiltonianos, correspondéncias, coloragdo de mapas, conjuntos independentes, coloragéo de

veértices, grafos planares, grafos direcionados, redes, o espaco ciclico e o espa¢o vinculado.

A obra mais recente de Bondy e Murty(2008), foi utilizada para as bases da TG, mas
trata também de questbes mais profundas da referida teoria, que fogem do escopo deste
trabalho.

As definicdes e os conceitos de grafos, sdo mostrados e muito bem expostas no
excelente trabalho de Jurkiewicz (2009, p. 5-12). Considera-se mais didatico para o0s

estudiosos comecar pela obra de Jurkiewicz.

Jurkiewicz (2009) apresentou em seu trabalho, de forma bem exposta, nocdes,
definigdes e teoremas importantes sobre Teoria de Grafos, bem como aplicacGes em questdes
de olimpiadas de Matemaética. Entretanto, ele propbe de forma incipiente uma motivagéo
prévia para a abordagem do tema em sala de aula, como pedir para os alunos encontrarem
situacOes atuais onde possiveis problemas possam ser modelados usando pontos (vértices) e

linhas (arestas) que interliguem estes pontos, com arestas orientadas ou ndo. Por exemplo,
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Jurkiewicz (2009) prop0s que se pensasse em uma pequena cidade com um pequeno
orcamento, e que o servico de recolhimento de lixo seja feito por um pequeno caminhao;
quer-se evitar o desperdicio, por isso uma boa ideia seria fazer o caminh@o passar somente
uma vez por cada rua e retornar ao ponto de partida. Outro exemplo é sobre as placas de
circuito integrado; como elas sdo construidas de trilhas metélicas por onde passa eletricidade,
elas ndo podem se cruzar na maioria das vezes, e isso obriga os projetistas a desenvolver as
placas de circuitos eletrébnicos em multiplas camadas, o que é equivalente nos grafos na

dificuldade de se tornar certas estruturas em desenhos planos sem cruzamentos.

Pode-se complementar os exemplos de Jurkiewicz imaginando alguns exemplos
atuais. Por exemplo, as redes sociais podem ser modeladas usando-se conceitos de Grafos,
onde uma pessoa pode ser representada como um vértice que se liga através de arestas a até
milhares de outras pessoas. Podem ser citados também autores de novelas ou séries, que usam
a Teoria dos Grafos para representar as ligacdes entre personagens, essas ligacdes podem ser
de cores diferentes mostrando qual a relacdo entre dois personagens. Pode-se falar do GPS (é
um elaborado sistema de satélites e outros dispositivos que tem como funcdo basica prestar
informacdes precisas sobre o posicionamento individual no globo terrestre) e do Google
MAPS, que muitos estudantes usam nos seus gadgets.

Outra ilustracdo muito interessante sobre a ideia de grafo é:

Muitas situacbes do mundo real podem convenientemente serem descritas e
entendidas como um diagrama, consistindo de um conjunto de pontos que junto com
linhas interligam certos pares destes pontos. Por exemplo, os pontos poderiam
representar pessoas, com as linhas ligando pares de amigos; ou 0s pontos podem ser
centros de comunicacdo, com as linhas representando as ligacdes entre estes centros.
(BONDY; MURTY, 1976, p. 1, traducdo nossa).*

N&o se pode deixar de citar os conceitos de grafos eulerianos, trilhas eulerianas, ciclos

hamiltonianos muito bem definidos e explicados em Diestel (2000). Estes conceitos também

! Many real-world situations can conveniently be described by means of a diagram consisting of a set
of points together with lines joining certain pairs of these points. For example, the points could
represent people, with lines joining pairs of friends; or the points might be communications centres,
with lines representing communications links. (BONDY; MURTY, 1976, p. 1).
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foram pensados e introduzidos por Leonard Euler para a resolu¢do do famoso problema das
sete pontes de Konigsberg em 1736.

Existe uma vasta lista de exercicios proposta por Feofiloff (2012), sempre tentando a
modernizacdo, alterando a redacdo para situacdes do dia-a-dia dos adolescentes, para nao

correr o risco de cair em descrédito de estar apresentando questdes antigas e desinteressantes.

Em seu trabalho, Santos e outros (1995, p. 246-248) relacionam Grafos com Analise
Combinatoria, trabalho com exemplos e exercicios muito interessantes para serem usados em

sala de aula.

Outro trabalho que merece ser destacado é o de Netto (1996). Ele aborda uma parte da
Teoria dos Jogos onde se usa grafos, a qual pode ser usada para aplicagcbes em aulas de

Matematica para alunos do Ensino Médio.

1.3 Inserc¢do dos Grafos no Ensino Médio

Ha varios trabalhos que abordam o uso da Teoria dos Grafos nos Ensinos Médio e
Fundamental, pode-se citar, por exemplo, Malta (2008), Santos (1995, 2010), Rangel e Pires
(2010), Jurkiewicz (2002, 2009) e Feofiloff (2012), alguns mais técnicos e outros que se
resumem a uma ou mais aulas com alguma aplicacéo pratica para se chegar aos principios da

teoria em questao.

Interessante o uso de mapas para colorir como foi feito por Rangel e Pires (2010, p. 3).
Vale observar também a utilizacdo de computadores com o Google Earth (aplicativo
pertencente a Google Inc.), a exemplo da aula de Santos (2010), de forma a desenvolver o
raciocinio logico-matematico e para a resolucdo de problemas, contextualizando e

interdisciplinarizando, pois mapas especificamente sdo objetos de estudo da geografia.

N&o se pode deixar de destacar o trabalho de Malta (2008), que discorre também sobre
0 ensino de Grafos no Ensino Médio com um enfoque mais metodologico de resolucdo de
problemas, e ensino da Matematica, diferindo da presente obra que procura contextualizar e

interdisciplinarizar a Matematica como disciplina e utiliza Grafos para motivar e provocar 0s
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alunos para a pesquisa e aprendizado da Matematica, partindo do principio de que para
aprender Grafos precisa-se de pouco conhecimento prévio. Tudo com o objetivo de contribuir

para o ensino da Matematica.

Conhecimento prévio e desempenho no PISA? parecem andar juntos: na Gltima
classificacdo disponivel o Brasil ficou em 58°. lugar em Matematica (dados de 2012) de um
total de 65 paises. Segundo o site do OCDE (Organizagdo para Cooperacio e Desenvolvimento
Econdmico), na area da Matematica, por exemplo, 2 em cada 3 alunos brasileiros de 15 anos ndo
conseguem interpretar situacdes que exigem apenas deducdes diretas da informacao dada, ndo sao
capazes de entender percentuais, fracoes ou graficos. (Disponivel em:

http://www.oecd.org/pisa/keyfindings/pisa-2012-results.htm. Acesso em: 06 jan 2015.). Acredita-se

que seja em funcdo do desinteresse dos alunos pela Matematica, pelas aulas de Matematica e pelo

conteldo do curriculo atual.

0O §2°, Art. 8°, da Resolucdo N° 2, de 30 de janeiro 2012 do Ministério da Educacao,

que define Diretrizes Curriculares Nacionais para 0 Ensino Médio tem a seguinte redag&o:

...organizacdo por é&reas de conhecimento ndo dilui nem exclui componentes
curriculares com especificidades e saberes préprios construidos e sistematizados, mas
implica o fortalecimento das relacbes entre eles e a sua contextualizacdo para
apreensdo e intervencdo na realidade, requerendo planejamento e execucdo

conjugados e cooperativos dos seus professores.

Pode-se inferir que as Diretrizes Curriculares Nacionais, DCN, apontam como
responsabilidade de todos os componentes curriculares o trabalho com a solugdo de

problemas contextualizados e interdisciplinarizados.

Nesta proposta de resolucdo de problemas ndo se pode deixar de citar o trabalho de
Polya (1995), que no inicio do seculo XX desenvolveu ferramentas para auxiliar a resolugdo
de problemas. Muitos autores desenvolveram as bases de Polya no livro “A arte de resolver

problemas: um novo aspecto do método matematico.”.

Registre-se que este trabalho de introducdo de Grafos no Ensino Médio pretende

contribuir para o ensino-aprendizagem da Matematica em nosso pais.

? (Programme for International Student Assessment (Pisa) - Programa Internacional de Avaliacéo de Estudantes
- € uma iniciativa internacional de avaliacdo comparada, aplicada a estudantes na faixa dos 15 anos, idade em
que se pressupde o término da escolaridade basica obrigatéria na maioria dos paises.)
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2 REVISAO DE LITERATURA: CONCEITOS E RESULTADOS

O objetivo deste capitulo é introduzir rudimentos ao leitor pouco familiarizado com os
Grafos. Serdo resumidos alguns conceitos e teoremas que constam nas obras de Bondy e
Murty (1976, 2008), Jurkiewicz (2009), Diestel(2000), Feofiloff(2012).

2.1 Introducao

Os conceitos essenciais sdo 0s conceitos de vértices e arestas. Pode-se dizer
simplesmente que 0s veértices sdo 0s pontos e as arestas sdo segmentos de retas que ligam
estes pontos, orientados ou ndao. Supondo os veértices A e B, ou seja, 0s pontos A e B, ha duas
alternativas: ou A e B estdo ligados por uma ou mais linhas (arestas) ou A e B ndo estdo
ligados. Estas ligagdes podem ter uma dire¢cdo ou ndo. A simplicidade e o poder deste
primeiro conceito chegam a viciar os usuarios da referida Teoria; fala-se até em graphs
diseases, seria algo como a mania dos grafos. Esta simplicidade de abstracdo permite modelar
muitos problemas em diversos contextos, principalmente de conjuntos de objetos e conjunto
de ligacOes entre objetos, em outras palavras qualquer tipo de rede ou malha, redes de
eletricidade, redes de distribuigdo, redes de computador, redes sociais, malhas rodoviérias,
malhas ferroviarias, malhas hidroviarias, vias aéreas, entre outras. Por exemplo, para efeito de
transportes em uma cidade, os cruzamentos das ruas podem ser chamados de vértices e as ruas

de arestas, ja que a cidade apresenta uma malha de ruas, uma rede de ruas.

2.2 O que séo Grafos

Os Grafos sdo estruturas formadas por conjuntos de vértices e arestas. Seja um grafo
G, que tenha um conjunto de vértices V e um conjunto de pares ndo ordenados de V
chamados de arestas A que representam ligacdes entre os vertices; pode-se escrever a

estrutura como G(V,A), onde V € o conjunto de vertices e A é o conjunto de arestas. As
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arestas podem ou nao ter orientacdo, e podem ser permitidos lacos (arestas ligando um vértice
a ele mesmo) ou ndo, e vértices e/ou arestas podem ter um peso (um nimero) associado. Se as
arestas tém uma orientacdo associada (indicada por uma seta) ha um grafo direcionado, ou
digrafo. Um grafo com um anico veértice e sem arestas € conhecido como o grafo trivial. Um
multigrafo é um grafo que apresenta mais de uma aresta entre um mesmo par de Vértices,

chamada aresta maltipla.

Exemplo 2.2.1. Alguns exemplos basicos:

(@) (b) (c) (d)

vl v2 Al v2

v3 v3

(e) eVl

Figura 4 — Alguns exemplos basicos de grafos.

No grafo da figura 4.a ha trés arestas e dois vértices, v; e v,, uma aresta ligando os
vertices vy e vy, e dois lacos, um em v; e outro em v,. As arestas ndo sdo orientadas. No grafo
da figura 4.b ha cinco arestas e dois vértices, sendo trés arestas ligando os vertices v; € Vv
(arestas multiplas), um lago em v; e outro lagco em v,. Este € um caso de multigrafo. J& no
grafo da figura 4.c ha trés vértices vi,v, € vs e trés arestas, e as arestas ndo estdo orientadas.
No grafo da figura 4.d ha trés vértices v, v, e v3 e trés arestas; as trés arestas estdo orientadas,
a aresta que faz a ligacéo entre v, e v, estd no sentido de vy para vy, a aresta que liga v, a vs
estd no sentido de v, para vs, e finalmente a aresta que liga vs a v, esté orientada no sentido de
v3 para v;. Este é um caso de grafo direcionado, ou digrafo. O exemplo da figura 4.e é um

grafo trivial. Ele sé tem um vértice v, e ndo tem arestas.
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Para o proximo exemplo sera preciso o conceito de grafos simples.

Defini¢do 2.2.2. Grafos simples séo grafos que ndo tém lacos, s6 tém uma aresta ligando

quaisquer dois vértices e ndo tém orientacgao.

Figura 5 - Grafo do tipo K.

Um grafo completo K, é um grafo simples com n vértices em que todos os vértices
estdo ligados entre si. Na figura 5 acima ha um exemplo de grafo simples que também é do

tipo Kg. O proximo exemplo deixard mais claro este tltimo conceito.

Exemplo 2.2.3. Desconsiderando os possiveis lacos e arestas multiplas, ou seja, considerando
um grafo simples, o nlmero maximo de arestas para n vértices vi,Va,...,v, € uma combinacao
de n vértices tomados 2 a 2, formando um total de arestas de C(n,2) = n!/(2!(n-2)!). Isto fica

claro quando se imagina que para se ter uma aresta € preciso de dois vértices.

Quando um vértice esta ligado a outro vértice diz-se que eles sdo adjacentes, e cada

aresta que incide num vertice € uma aresta incidente a este vértice.

A figura a seguir ilustra 0 exemplo 2.2.3 para o caso de quatro vértices.
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v2
\Al

v4

Figura 6 — Grafo do tipo K,

A combinacdo de 4 vértices tomadas 2 a 2 nos da , C(4,2) = 41/(21(4-2)!) =

4x3x2x1/(2x1x2x1) = 6. Portanto, temos 6 arestas.

Se for utilizado o exemplo anterior, pode-se trasladar o vértice v, de modo que ele
fique dentro do tridngulo formado pelos vértices vy, v4 € Vs, € ainda assim tem-se as relacdes
entre 0s vértices preservada; tais grafos sdo ditos grafos isomorfos. Existem varias formas de

representar graficamente o mesmo grafo. O exemplo anterior ficaria assim:

v

v3
v4

Figura 7 — Isomorfo do grafo da figura 6.

Nesta nova figura pode-se observar um grafo completo com 4 vértices, 6 arestas,
conexo e planar. Quanto ao grafo ser planar, diz-se que é a capacidade de ter um de seus
grafos isomorfos representado graficamente no plano de modo que as arestas ndo se cruzem.

Mais a frente sera dedicado um subitem deste trabalho a planaridade.

Um percurso é uma sequéncia e;e;...e, de arestas em que o Vvértice final de e é 0

vértice inicial de ejs;. Se as arestas ndo se repetem, o percurso € chamado de trilha. Se os
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veértices ndo se repetem, o percurso é chamado de caminho. Um percurso fechado, também
chamado de circuito, possui o vértice final igual ao inicial. Uma trilha fechada e um caminho

fechado tém definicdo andloga. Um caminho fechado é chamado de ciclo.

Um grafo é conexo se para quaisquer que sejam dois vértices distintos sempre existe

um caminho que os une. Quando tal fato ndo acontece o grafo diz-se desconexo.

(@) (b)

\'Al v2 v v2

‘\V.S v5

V3 v3
v4 v4

Figura 8 — Grafos conexos e desconexos.

Pode-se olhar a figura 8.a como um unico grafo, e entdo ele é desconexo; porém se a

figura 8.a representa dois grafos distintos havera dois grafos conexos. Para o caso da figura
8.b o grafo é conexo.

2.3 Grau de um vértice

O grau de um vértice é igual ao numero de arestas que estdo ligadas a este vértice. Por

exemplo, no grafo P da figura 9 abaixo, o vértice x tem grau 3 e vértice y tem grau 4.

X

Figura 9 — O vértice x tem grau 3, e 0 vértice y tem grau 4.
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Chamando o grau de um vértice de d(v), onde v € o vértice, ha d(x) = 3 e d(y) = 4. Ao
se somarem 0s graus de todos os vértices de um grafo, obtém-se o grau do grafo, para o grafo
P acima obtém-se d(P) = 16. O numero de arestas de P é igual a 8 e h4 um teorema
interessante acerca dos graus do grafo e o nUmero de arestas.

Teorema 2.3.1. Para todo grafo G, com vértices v e numero de arestas m, obtém-se d(G) =
2m.

Isto é: A soma dos graus dos veértices de um grafo é sempre o dobro do nimero de arestas.

Demonstracdo: Ao se contarem o0s graus dos vértices, contam-se as extremidades das arestas
uma vez. Como cada aresta tem duas extremidades, cada aresta foi contada duas vezes.

Corolério 2.3.2. Todo grafo G conexo possui um nimero par de vértices de grau impar.

Demonstracdo: Se houvesse um nimero impar de vértices de grau impar, a soma dos graus
dos vértices seria impar, mas a soma de todos os graus dos vértices € o dobro do numero de
arestas, contradicao.

Lema 2.3.3. (Lema do aperto de méaos) Se os convidados de uma festa apertarem as maos
guando se encontrarem pela primeira vez, 0 nimero de convidados que apertam a mao um
numero impar de vezes é par.

Também em grafos ndo direcionados a soma dos graus de todos os vértices é igual ao
dobro do numero de arestas.

2.4 Alguns tipos de grafos

N&o se pretende com este subcapitulo esgotar todas as classificacGes e tipos de grafos,
serdo vistos apenas 0s mais usuais. Um subgrafo de um grafo G € um grafo cujo conjunto dos
vértices € um subconjunto do conjunto de vértices G, cujo conjunto de arestas € um
subconjunto do conjunto de arestas de G. Por exemplo, veja a figura 10:

Al Al vi

v4 v4 v4

(a) (b) (c)

Figura 10 — Exemplos de subgrafos de (a) em (b) e (c).
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Partindo do grafo em 10.a, observam-se 10.b e 10.c subgrafos de 10.a. Para construir o
grafo 10.b, basta retirar o vértice vs de 10.a e retirar as arestas viVs e V3v4. Da mesma maneira

para obter o segundo grafo 10.c retira-se as arestas viV4 € V1Vs.

Observe a figura 11 abaixo. No caminho hachurado representado como subgrafo do
grafo a seguir parte-se de vi, passando por V,,V3,V4,Vs € chega-se em vg, pode-se escrever que
0 caminho é v1V,V3VaVsVe. Um exemplo de percurso € vivavsvavs. Note que a aresta vivy Se
repete. Um exemplo de circuito é viVaVsVeVaVsVavy, € a aresta vsvs se repete. Uma trilha pode
ser vista em V;V3VsVgV3V7, onde 0 Veértice v se repete. Uma trilha fechada em vivavsvavi onde

se repete o vértice v, se repete. Um ciclo pode ser visto em viVgVavs.

v4
v

v5

v6
V3
v/

Figura 11 — Caminho em um Grafo.

No caso especifico deste grafo que ndo tem peso numérico nas arestas, 0 comprimento
do caminho é o numero de arestas que o caminho usa. O comprimento de caminho
V1V,oV3VaVsVe € de 5 arestas, mas o menor comprimento possivel de v; até vg € atingido por

V1V3Ve que tem somente 2 arestas.

Um grafo chama-se aciclico se ndo contém ciclos ou circuitos. Uma arvore é um grafo

aciclico e conexo, conforme a figura 12 a seguir.
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Figura 12 — Uma arvore.

Para 0 caso de um grafo que tem pesos numéricos nas arestas, 0 comprimento ser
maior ou menor dependeréd destes pesos numéricos e ndo da quantidade de arestas. Veja o

exemplo da figura 13 a seguir:

Figura 13 — Grafo com pesos numéricos nas arestas.

Ha& diversos caminhos para ir do vértice 0 ao vértice 6. Se ndo houvesse pesos nas
arestas haveria varios caminhos de menor comprimento que seriam de trés arestas, mas o
caminho de menor comprimento contando-se 0s pesos é o caminho 0246, que tem
comprimento 22; qualquer outro caminho tem comprimento maior que 22. Este comprimento
pode significar qualquer variavel que se quer, tais como, distancias, custos, forca de ligagéo,

entre outros.

31



Defini¢do 2.4.1. Um grafo G com m arestas e semieuleriano se h4 uma trilha aberta em G de

comprimento m.

Figura 14 — Grafo semieuleriano.

Na figura 14 acima pode-se percorrer todas as arestas exatamente uma vez comecgando
pelos pontos C ou G. Uma possivel trilha é G-H-A-B-C-D-E-F-B-G-F-C. Observe que é

preciso passar pelos vértices B, C, F e G duas vezes. H4 um teorema para este tipo de grafo:

Teorema 2.4.2. Um grafo G conexo € um grafo semieuleriano se e somente se ele tem

exatamente dois vertices de grau impar. Bondy e Murty (1976).

Observe também que o grafo acima ndo permite comecar e terminar no mesmo
vértice percorrendo todas as arestas do grafo exatamente uma Unica vez. Contudo, se o grafo

conexo possui todos os vértices com grau par ele é dito um grafo euleriano:

Definicdo 2.4.3. Um grafo com m arestas é dito euleriano se possui uma trilha fechada de

comprimento m.

Tomando a figura 14 e acrescentando a aresta que liga os vértices C e G obtém-se um
grafo euleriano, porque agora todos os vértices tém grau par e isto permite percorrer uma

trilha que passe uma Unica vez por todas as arestas, comece e termine no mesmo vertice.

Teorema 2.4.4. Um grafo G conexo é um grafo euleriano se e somente se todos 0s seus

vértices possuem grau par. Bondy e Murty (1976).

Veja um grafo euleriano na figura 15, com a trilha fechada G-H-A-B-C-D-E-F-B-G-C-
F-G:
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Figura 15 — Grafo euleriano.

Definicdo 2.4.5. Um grafo G com n vértices é dito hamiltoniano se possui um ciclo com n

vértices.

Por exemplo, o grafo da figura 16 com dez vértices abaixo é hamiltoniano, e esta
destacado o ciclo com 10 vértices. Repare que ndo ha a necessidade de passar por todas as

arestas.

Figura 16 — Grafo hamiltoniano.

Observagdo importante: enquanto determinar se um dado grafo é euleriano ou

semieuleriano é trivial, o0 mesmo problema para grafos hamiltonianos é extremamente arduo.

Um grafo simples G € dito bipartido quando seu conjunto de vértices V(G) pode ser
particionado em dois conjuntos A e B de maneira que V(G) = AUB, onde cada aresta possua

um vértice em A e outro em B. Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido com todas
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as arestas possiveis. Denota-se um grafo bipartido completo G em que A possui a elementos e
B possui b elementos por Kap.

(a) (b) (c)

Figura 17 — Grafo bipartidos.

Veja na figura 19 acima que os trés casos sdo grafos bipartidos, sendo A e B 0s
conjuntos de vértices a direita e a esquerda de cada grafo. Em 19.a A possui 2 elementos, € B
possui 4 elementos. Em 19.b ha A e B com mesmo ndmeros de elementos, igual a 5 cada um.
Repare que, observando um pouco melhor, em 19.b ha uma arvore. Em 19.c ha um grafo

bipartido completo, 0 K3 3.

2.5 O algoritmo de Dijkstra

Para que se encontre de maneira sistematica o caminho de menor peso pode-se usar o

algoritmo de Dijkstra. Para que se explique o algoritmo € Gtil fazer o seguinte raciocinio:

Pode-se dizer que um subcaminho de um caminho mais curto, também é um caminho
mais curto. Para demonstrar, supde-se que o0 menor caminho para ir de um vértice A até uma

vertice D é o caminho de peso P, onde precisa-se passar primeiro por B e depois por C, como

34



na figura 18 a seguir, onde ha os pesos de A até B de B até C e de C até D, representados

respectivamente por Pag, PecePcp.

Figura 18 — Grafo com pesos.

Agora supde-se que existe um caminho de B para C que tem peso menor que 0 peso
Psc, chame este peso de P’gc. como 0 peso total de A até D é Peso (P) = Pag + Psc + Pcp < Peso

(P”) =Pag + P’gc + Pcp segue que Pgc < P’gc. Absurdo, pois foi suposto que P’gc < Pgc.

Descricdo do Algoritmo de Dijkstra. Partindo do principio que um subcaminho de um
caminho mais curto, também é o caminho mais curto, d& para se construir o caminho todo
mais curto partindo-se dos subcaminhos mais curtos. O Algoritmo de Dijkstra (E.W. Dijkstra)
¢ um dos algoritmos que calcula o caminho de peso minimo entre vértices de um grafo.
Escolhido um vértice como raiz da busca, este algoritmo calcula o peso minimo deste vértice
para todos os demais vértices do grafo, considerando entdo o menor caminho de um vértice

para outro. No entanto este algoritmo sé funciona se as arestas tiverem peso positivo ou nulo.

Este algoritmo parte de uma estimativa inicial para o peso minimo e vai
sucessivamente ajustando esta estimativa. Um passo a passo na busca do menor caminho do
vertice ¢ a todos os demais vértices do grafo no exemplo abaixo pode ser utilizado para que se

observem os detalhes do algoritmo.

Considere o grafo da figura 19a a seguir.
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Figura 19a — Grafo exemplo para algoritmo de Dijkstra.

Para encontrar o menor caminho do vértice ¢ a cada um dos demais vértices, sera feito
0 seguinte: as arestas incidentes a ¢ sdo cb e cd. Elas devem ser marcadas em vermelho, e 0s
vértices finais, rotulados em vermelho, com os rétulos respectivamente (2,c) e (1,c),
representando na primeira coordenada o comprimento do caminho total comegando em ¢, e na
segunda coordenada, o vértice antecessor no caminho. A proxima figura 19b representa o que

foi descrito.

(1,0

Figura 19b — Grafo exemplo para algoritmo de Dijkstra.
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Como o mais proximo de c é o vértice d, deve-se continuar o processo a partir de d.
As novas arestas incidentes a d sdo de, dg e dh. Elas devem ser marcadas. Seus vertices finais
sdo e, g e h, e devem ser rotulados por (2,d), (3,d) e (1.5,d), onde 2 =1 + 1 é 0 comprimento
do caminho total de c até e, 3 =1 + 2 € o comprimento do caminho total decatége 1.5=1 +
0.5 é o comprimento do caminho total de ¢ até h. A figura 19c abaixo representa o que foi
descrito.

(1,0

Figura 19c — Grafo exemplo para algoritmo de Dijkstra.

Como agora o vértice final mais préximo de ¢ é o vértice h, deve-se continuar o
processo a partir de h. A nova aresta incidente a h € hg. Ja ha um caminho de c até g, de
comprimento 3. Ao marcarmos a aresta hg, o caminho passa a ser 1.5 + 0.5 = 2, 0 que
melhora o caminho que j& existia. Entdo a aresta dg deve ser desmarcada, e a aresta hg
marcada. O veértice g deve ser rotulado agora por (2,h). A figura 19d abaixo descreve o que
foi escrito.
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(1,0

Figura 19d — Grafo exemplo para algoritmo de Dijkstra.

Como todos os vértices finais estdo a uma distancia 2 de c, tanto faz qual se escolhe
para o proximo passo; pode-se escolher b. As novas arestas incidentes a b sdo bg e ba. A
aresta bg criaria um caminho de comprimento 3, o que ndo melhora o comprimento do
caminho de c até g, que é atualmente 2. Entdo bg ndo é marcada. A aresta ba € marcada, e é

adicionado o rotulo (3,b) ao vértice a. A figura 19e abaixo representa o que foi descrito.

(3,b)

(1,0

Figura 19e — Grafo exemplo para algoritmo de Dijkstra.
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Como o veértice final mais proximo de c agora é o Vértice e, deve-se continuar o
processo a partir de e. As novas arestas incidentes a e sdo ea e ef. A aresta ea produziria um
caminho de c até a de comprimento 4, e ndo melhora o caminho que ja existe, que é igual a 3.
Logo ea ndo é marcada. A aresta ef deve ser marcada e o rotulo de f devera ser (4,e). A figura

19f abaixo mostra o que foi escrito.

(1,0

Figura 19f — Grafo exemplo para algoritmo de Dijkstra.

Repare que o Vvértice final mais proximo agora é 0 a, e a aresta af ndo deve ser
marcada, entdo o procedimento esta concluido. O subgrafo em vermelho representa a arvore

de menores caminhos partindo de c.

2.6 Planaridade

Definigdo 2.6.1. Grafo planar € aquele que admite uma representacé@o no plano sem qualquer
interseccao entre arestas.

Os sdlidos platénicos da figura 20 podem ser representados por grafos planares, como
pode ser observado a seguir:
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Figura 20 — Solidos platdnicos e seus respectivos grafos associados.

Para grafos isomorfos, podem existir representacdes em que as arestas se cruzem e
outras em que ndo se cruzem. Por isso, ndo se pode dizer se um grafo ndo é planar sé porque

numa determinada representacao as arestas estdo cruzadas.

Veja na figura 21 grafos isomorfos a um grafo K,;. Enquanto que, na primeira
representacdo, as arestas se cruzam, na outra tal situacdo nao acontece. Deve-se notar que ha
outras representacdes possiveis para K.

v2
vl v

v4 v4

Figura 21 — Grafos isomorfos.

Conclui-se graficamente que K, é um grafo planar. Geralmente ndo é facil decidir
sobre a planaridade de um grafo. Os teoremas sobre grafos planares ajudam a descobrir se um

grafo ndo é planar, mas ndo nos permitem afirmar se € planar.
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Tomando um grafo simples ndo orientado, as arestas de sua representacdo determinam
divisdes do plano em que o grafo esté representado. As faces do grafo sdo cada uma dessas
regides do plano do grafo. Existe sempre uma regido ilimitada para além do contorno de
qualquer aresta. Esta regido chama-se de face infinita do grafo. Cada face tem um grau, que
chama-se grau da face, que € o numero de arestas que limita uma face. Como cada aresta
delimita exatamente duas faces, € imediato concluir que a soma dos graus das faces € igual ao

dobro do nimero de arestas.

Euler descobriu uma férmula relacionando o nimero de vértices V, o nimero de
arestas A e o0 numero de faces F de um grafo conexo planar: V + F - A =2 . O infortdnio €
que a formula também pode, eventualmente ser valida para algum grafo ndo planar, portanto
ndo permite garantir se um grafo é planar. Entretanto, se a formula ndo funcionar entéo o

grafo ndo € planar.

Teste feito para o caso do grafo K4, que € um grafo planar. Este grafo tem 4 vértices, 6
arestas e 4 faces. Entdo: V+F-A=2,fica4d+4-6=8-6=2.

Teorema 2.6.2. Seja G um grafo conexo e planar com V vértices, A arestas e F faces. Entdo
V + F - A=2. Bondy e Murty (1976, p. 143)

A partir da formula de Euler podem ser deduzidas outras relacfes entre o numero de
veértices e arestas de um grafo planar, que sdo bastante Uteis para descobrir se um grafo néo é

planar.

Teorema 2.6.3. Seja G um grafo conexo e planar com A arestas e F faces. Entdo F _<§A.

Demonstracao: Ja se viu que a soma dos graus das faces é 2A. Mas, por outro lado, cada face

é limitada pelo menos por 3 arestas. Entdo a soma dos graus das faces é, no minimo 3F.

Donde 2A > 3F e, finalmente, F < %A.

Teorema 2.6.4. Seja G um grafo conexo e planar com V vértices e A arestas. Entdo
3V-A>6.
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Demonstracdo. Tem-se, por um lado a férmula de Euler V- A + F = 2 e, por outro lado o
resultado F < %A .Comparando esse resultado com a formula de Euler vem V - A + %A > 2.
Ouseja3V-A=>6.

Com este resultado pode-se concluir que Ks ndo é planar. Com efeito neste grafo é
V=5eA=10,donde3V-A=3x5-10=5<6.

Veja para que valores de n é que K, é planar:

2
3v-A=3n—”(”2 D _ ”;7”26.

Ora esta relacédo verifica-se como igualdade para n = 3 e para n = 4 e néo se verifica
para mais nenhum valor de n inteiro. Portanto todos os grafos completos K, com n > 5 ndo

séo planares.
Veja mais um resultado interessante sobre planaridade:

Teorema 2.6.5. Seja G um grafo conexo simples e planar com V vértices e A arestas. Entao
tem pelo menos um vértice com grau igual ou inferior a 5. Bondy e Murty (1976, p. 144)

Mesmo com todos estes resultados, ndo €, muitas vezes, facil determinar se um grafo é
ou ndo planar. Um dos resultados que mais tem sido utilizado para decidir se um grafo é ou
ndo planar é o teorema de Kuratowski. Para se enunciar o teorema de Kuratowski precisa-se

de mais algumas definicdes.

Definigdo 2.6.6. Diz-se que um grafo sofreu uma modificacdo por vértices de grau 2 se
retirou ou acrescentou um vértice de grau 2 entre dois outros vértices. Isto é se, sendo ¢ um
vértice de grau 2 adjacente a a e a b se retira ¢ unindo a diretamente a b, ou, ao contrario,

se insere um vértice ¢ numa aresta entre a e b.
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b e T —> e

Figura 22 — Modificacdo por vértices de grau 2.

Na figura 22.a, passa-se de trés vértices para dois vértices retirando um vértice de grau
2. Na figura 22.b é feito o contrario, acrescentando uma veértice de grau 2.

Definicdo 2.6.7. Dois grafos sdo homeomorfos se um pode ser obtido do outro por

modificacGes de vertices de grau 2.

Teorema 2.6.8. (Teorema de Kuratowski) Um grafo ndo é planar se e s6 se contém um

subgrafo homeomorfo a Ks ou a K3 3.

Um exemplo interessante de grafo ndo planar é o grafo de Petersen, que é um grafo
ndo-orientado com 10 vértices e 15 arestas, ele contém um subgrafo que é homeomorfo a um

grafo completo K3 3, que é obtido na sequéncia da figura abaixo:

1 4
6 2
3 5

Figura 23 — Mostrando que o Grafo de Petersen ndo é planar.

Este teorema foi apresentado pelo matematico polaco Kuratowski em 1930. A sua
demonstracdo é bastante longa e complexa e encontra-se em Bondy e Murty (1976, p. 151-
156). Tem a virtude de fornecer uma condigdo necessaria e suficiente para a planaridade de

um grafo que néo é dependente da sua representacédo gréafica.
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Identificar se um grafo contém um subgrafo homeomorfo a um Ks ou K33 pode ser
complicado, mas identificar um subgrafo isomorfo a um Ks ou K33 € bem mais simples, e
pode ser utilizado como estratégia para resolucdo de problemas como, por exemplo, o

problema da luz, gas e telefone.

2.7 Coloragao de Grafos

Pode-se colorir vértices, arestas e as areas fechadas compreendidas entre as arestas, as
faces. As cores podem significar restri¢cbes, pesos, ou outras caracteristicas, ou ainda podem

diferenciar e resolver problemas que envolvam incompatibilidade.

A primeira aplicacdo consiste numa forma de colorir os vértices de um grafo de tal
maneira que ndo haja dois vértices adjacentes que utilizem a mesma cor; isso é chamado de

uma coloracédo de vértices. Veja na figura 24.

Figura 24 — Coloragdo de Vvértices.

E claro que o nimero maximo de cores necessarios para colorir os vértices de um
grafo G que possui n Vvértices é igual a n. Obviamente vértices adjacentes ndo possuem a
mesma cor, pois todas as cores sdo distintas. Mas a questdo real é: qual o0 menor nimero de
cores que pode ser utilizado para colorir os vértices de um grafo G de maneira que vértices
adjacentes nao possuam a mesma cor? Este niUmero é o chamado ndmero cromatico, de G, e é

denotado por ¢ (G). No grafo acima, ¢ (G) = 4.
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Num grafo planar, as faces (regides limitadas pelas arestas) podem ser coloridas, e um
problema anédlogo pode ser proposto: qual seria 0 minimo de cores necessario para colorir um
mapa, de maneira que as faces vizinhas ndo possuam a mesma cor? (faces que compartilham
apenas Vvértices ndo sdo vizinhas. Sdo vizinhas faces que compartilham arestas). A resposta
também é 4, e este € um resultado relacionado a coloragdo de vértices. Por isso o enunciado

geralmente é dado da seguinte forma:
Teorema 2.7.1. (Teorema das Quatro Cores) Um grafo planar tem % (G) = 4.

Com somente quatro cores é possivel colorir regides (faces) de um Grafo sem que
faces adjacentes tenham a mesma cor. Veja a coloragdo das faces na proxima figura (o branco
da pagina também deve ser considerado).

Figura 25 — Exemplos de aplicagéo do teorema das quatro cores.
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3 MATERIAL E METODOS

Uma pergunta a ser respondida é: como ensinar topicos em Grafos para alunos do
Ensino Médio? Para respondé-la, procurou-se fazer um estudo de caso, para verificar a
eficdcia ou ineficacia da metodologia de aulas a serem propostas, além da viabilidade de
abordagem do tema no Ensino Médio.

Com o desenrolar dos trabalhos foi criado um teste diagnostico preliminar as aulas
(disponivel no apéndice A), uma sequéncia de seis aulas de 50 minutos de teoria e pratica para
a introducdo de alguns topicos que se consideram essenciais dos Grafos (aulas disponiveis
neste capitulo), um teste final (disponivel no apéndice B), um questionario de avaliacéo final
das aulas praticas e tedricas e 0s respectivos resultados compilados estatisticamente
(apresentados no capitulo seguinte), discutidos sob a luz da TG e do ensino da Matematica

nas escolas brasileiras.

3.1 Consideracdes sobre o Teste Diagnostico Preliminar

Os testes e as aulas ocorreram em novembro de 2014. Inicialmente, foi aplicado um
teste diagndstico preliminar; este teste estd disponivel no Apéndice A desta dissertacdo.
Foram escolhidas duas turmas de Ensino Médio de uma Escola Técnica de Cruzeiro — SP,
uma de 1° ano e outra de 3° ano, num grupo de aproximadamente 80 estudantes. Escolheu-se
uma turma de 1° ano e outra de 3° ano para testar a hipotese da necessidade de pouco
conhecimento prévio. O teste diagnostico preliminar foi composto por questdes retiradas da
OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas), questdes de outras
olimpiadas de Matematica e questdes presentes nos trabalhos de Jurkwevicz (2009), Feofiloff
(2012), Neto (1996) e Diestel (2000). Houve o cuidado de selecionar questdes que
envolvessem grafos, mas que pudessem ser resolvidas com ou sem o conhecimento da TG, e
gue ainda fossem adequadas ao nivel intelectual (que eles pudessem compreendé-las e
fizessem conjecturas sobre elas) dos nossos alunos.

E importante dizer que os alunos de 1°. Ano, objetos do Estudo de Caso, ja conheciam
ferramentas suficientes para a solugdo dos problemas propostos, ferramentas estas presentes

nos curriculos de 5° ao 9° ano do Ensino Fundamental, inclusive rudimentos de Andlise
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Combinatoria. Pode-se citar, por exemplo, que os alunos de 1° ano ja conheciam o principio
fundamental da contagem.

Cabe ainda ressaltar que cada uma das 6 questdes componentes do teste valia
exatamente um ponto e que, durante a correcdo, cada uma delas foi considerada certa ou

errada, ndo sendo pontuada parcialmente.

3.2 Consideracdes sobre a Metodologia das Aulas

A Metodologia contemplou a colocacdo de problemas reais trabalhando com objetos
concretos, tais como: mapas, jogos e situagdes-problema, utilizacdo de recursos
computacionais como o Google Earth (marca registrada da Google Inc.), jogos que exploram
de forma direta ou indireta a TG, ensino da TG, ensino de aspectos da teoria dos jogos ligados
a TG, e desenvolvimento de toda a abstracdo necessaria para aprimoramento intelectual

compativel para o nivel dos alunos, sem esquecer, nivel médio.

A metodologia utilizada foi uma sequéncia composta de seis aulas de cinquenta

minutos, totalizando trezentos minutos.

Pretende-se com esta Metodologia disponibilizar informagdes compiladas como
resultado do trabalho de pesquisa cientifica, disponibilizar modelos de aulas que podem ser

usados livremente por professores de escolas do Ensino Médio de todo o pais.

Os docentes que porventura fizerem uso destas aulas podem e devem melhora-las,
atualizar as aulas pré-formatadas, resultado deste trabalho de pesquisa. O leitor encontrara o
resultado da aplicacdo desta Metodologia de aulas em uma turma de 12 ano e outra de 32 ano
de Ensino Médio de uma escola técnica de Cruzeiro, no capitulo seguinte, capitulo 4 —
Resultados e Discussoes, desta dissertagdo. Resultados obtidos comparando os testes iniciais,
testes finais e questionarios em turmas de séries diferentes. Comparando sua experiéncia
pessoal com o resultado deste Estudo de Caso, que ndo é e nem pretende ser definitivo, o

professor experimentador podera tirar suas proprias conclusdes.

As aulas na Escola Técnica, objeto de estudo, tém duracdo de 50 minutos, tempo que
foi suficiente para organizar os alunos no laboratério de informatica, passar todas as

informacdes para a solucdo do problema nos computadores, fazer a chamada dos alunos, além
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de ter sido suficiente para a conclusdo dos alunos e para explanagdo do professor. E 6bvio que
cada futuro docente tem plena liberdade e direito de adaptar as condi¢6es de sua escola.

3.2.1 Metodologia das Aulas

Procurou-se dividir os assuntos iniciais de TG em 6 aulas de forma que houvesse

atividades ludicas e praticas concomitantes com a introducéo de Grafos.

3.22Aulal

O motivo pela qual se resolveu comecar com uma aula de coloracdo de mapas foi
ludico e remonta as atividades que todos os estudantes faziam na mais tenra infancia. Além de
ser agradavel colorir, é facil perceber, por tentativa e erro, que o nimero minimo de cores

para se colorir um mapa qualquer é 4.

A inspiracdo veio do uso de mapas para colorir como foi feito por Rangel e Pires
(2010, p. 3). Vale observar também a utilizagdo de computadores com o Google Earth
(aplicativo gratuito pertencente a Google Inc.), a exemplo da aula de Santos (2010), de forma
a desenvolver o raciocinio légico-matematico e para a resolu¢cdo de problemas,
contextualizando e interdisciplinarizando, pois mapas especificamente sdo objetos de estudo
da geografia. O objetivo da aula era fazer com que os alunos tentassem responder a seguinte
pergunta: “Qual o namero minimo possivel de cores para colorir o Mapa do Brasil, de modo

que Estados que fagcam divisa tenham cores diferentes?”

Podem ser impressos mapas do Brasil em branco para colorir em sala de aula ou pode
ser utilizado um laboratério de informética; por exemplo, pode-se usar o programa “Paint
Brush” do Sistema Operacional Microsoft Windows, que o contém em todas as suas versoes
disponiveis até este ano de 2015, a ferramenta “preencher com cor”; o icone é um balde
derramando tinta, conforme figura 26a extraida do programa “Paint Brush” abaixo. Ha ainda

0 mapa do Brasil disponivel no site http://www.mapasparacolorir.com.br.
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1§ brasil-estados-capitais - Paint |ZHE‘E|

Arquivo  Editar  Exibir  Imagem Cores  Ajuda

ITFIIIIIIIIIIIII

FECECER T =
BRASIL: ESTADOS E CAPITAIS |

Para obter ajuda, clique em 'Tdpicos da Ajuda’ no menu 'Ajuda’, 470,262

cosien game - Pesgui... T alessandro de Araujo. .

Figura 26a — Mapa do Brasil no programa Paint Brush.

Poderia ficar como no exemplo seguinte:

BRASIL: ESTADOS E CAPITAIS

N
0 250 500 1.000 Km A

www.mapasparacolorir.com.br
L ]

Elaborado a partir de base cartografica do IBGE

Figura 26b — Mapa do Brasil em branco impresso no programa Paint Brush.
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Elbheissie » pais de baow g ihes de D01

Figura 26¢ — Mapa do Brasil colorido impresso no programa Paint Brush.

Os alunos devem concluir por tentativa e erro que 4 cores seriam suficientes para
colorir o mapa sem que estados que facam divisa tenham a mesma cor. Foi comentado que
este € um resultado importante da Teoria dos Grafos (o resultado é simples mas a
demonstracdo ¢ dificil) e uma das ligacdes da Matematica com a Geografia. Foi dito que a
Geografia faz extensas aplicacfes da Matematica: esferas, circunferéncias, distancias (latitude
e longitude), medidas de todos os tipos (temperatura, umidade do ar, pressdo, entre outras,
vém da fisica, mas a base da fisica é a Matematica!). Isto tudo configura como oportunidade

para conectar conteudos das disciplinas, construindo a desejada interdisciplinaridade.

Foi explicado o que é um grafo, com a etimologia da palavra que vem do inglés graph
e significa grafico, mas, para o portugués, traduz-se para grafo; Foi dito que eles servem para
representar, modelar situagdes entre conjuntos de objetos e as relagdes entre estes objetos. Foi
dado o exemplo das redes sociais, onde uma pessoa pode ser representada por um ponto que
se liga a varios outros pontos, outras pessoas, e foi dito como isto pode gerar uma rede ou um

grafo. Foram feitos desenhos com pontos (vértices) e linhas interligando estes pontos
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(arestas). Foi explicado o conceito de grafo planar de uma forma bem simples, como a de um
grafo onde as linhas ndo se cruzam quando desenhado no plano.

Foram discutidas também as possibilidades ou ndo de tornar um grafo planar.
Introduziu-se neste ponto o conceito de planaridade. Para isto, foram dados os exemplos do
globo terrestre planificado no mapa mundi e o de uma molécula de CH4 (gas metano), que
tem a forma tridimensional de um tetraedro, mas que pode ser representada com um desenho
plano, sem que as ligacOes se cruzem. No decorrer da aula, foi dada a explicacdo sobre o que
sd0 0s vertices, as arestas e os graus dos vértices, foram feitos desenhos de grafos no quadro,
foram indicados os vértices e arestas dos mesmos e foi explicado como contar o grau de cada
vértice, como contar as arestas. Em seguida foram propostos exercicios para serem feitos no
caderno, onde os alunos tinham que contar os graus de cada vértice do grafo dado, somar os
graus de todos os vértices e, por fim, contar o nimero de arestas. Acredita-se nesta base
fundamental para a introducdo dos rudimentos de Grafos. Ainda foi dito na aula sobre as
placas de circuito integrado que dependem de trilhas por onde passa eletricidade e, em grande
partes das trilhas, ndo pode haver cruzamentos. Este é um excelente exemplo citado por
Jurkiewicz (2009) para demonstrar a planaridade de grafos; a planaridade foi comentada de
maneira informal, nas aulas seguintes ela voltaria a ser trabalhada com os alunos, com o

problema das ligacdes de agua, luz e gas.

3.2.3Aula2

Objetivo: Retomar os conceitos de vértices e arestas e aprender os grafos eulerianos,

semieulerianos e hamiltonianos.

Retomando a aula anterior, foram colocados no quadro novamente desenhos de grafos
e foi pedido para os alunos contarem o grau de cada veértice e a soma dos graus dos vértices, e
que os alunos contassem também o nimero de arestas do grafo. Fazendo alguns exemplos, foi
perguntado aos alunos qual a relagdo entre a soma de todos os graus dos vértices e 0 nimero
de arestas. Depois de induzir os alunos a descobrirem a relagéo, foi apresentado o teorema: “A
soma dos graus dos Vvértices de um grafo é sempre o dobro do nimero de arestas”. Finalizou-
se esta parte da aula com a pergunta do porqué a soma dos graus dos vértices de um grafo €

sempre o dobro do nimero de arestas. Este momento da aula foi um reforgo para o despertar
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da curiosidade e a provocagdo para a pesquisa. Entende-se que ndo se deve demonstrar o

teorema neste ponto.

Foram conceituados grafos eulerianos, semieulerianos e hamiltonianos, usando-se
desenhos no quadro e propondo percorrer caminhos que passassem por todas as arestas apenas
uma anica vez; prop6s-se aos alunos exercicios para se passar por todos os vértices também

uma unica vez sem, no entanto, ser obrigado a passar por todas as arestas.

Hamilton inventou o jogo chamado Icosien Game em 1859, segundo Lucas (1979, p.
208 - 234); a versao original tinha como objetivo sair de Londres e percorrer todas as cidades
do mundo, passando por cada cidade uma Unica vez. Existe uma versao online deste jogo em
computador e celular que € muito mais completa, por isso foi escolhida para utilizacdo em

sala de aula.

Foi ensinado aos alunos como jogar o jogo Icosien Game utilizando um datashow
ligado a um computador com acesso a internet; os alunos foram desafiados e estimulados a
terminar de jogar todas as vinte fases até o final como tarefa de casa (também é possivel jogar
este jogo num celular smartphone). Este jogo pode ajudar a desenvolver toda a abstracédo e
raciocinio necessarios ao entendimento dos caminhos eulerianos e hamiltonianos, o jogo tem

dez niveis de caminhos eulerianos e dez niveis de caminhos hamiltonianos.

Vaérios sites disponibilizam gratuitamente o jogo para jogar online, seguem alguns

links para este jogo: www.freewebarcade.com/game/icosien/ ,

play.escapegames24.com/2010/06/icosien.ntml , gamesl44.com/game/17183-icosien-game.php e math-

fail.com/2010/08/icosien-game.html

Abaixo uma imagem do Jogo Icosien, mostrando a fase 7 de 20 fases no total.

Figura 27- Jogo Icosien Disponivel em:

<http://www.freewebarcade.com/game/icosien/>. Acesso em: 5 maio 2014.
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N&o existe versdo deste jogo em portugués, portanto foram preparadas a seguir
instrucGes bésicas traduzidas, para auxiliar os alunos. O professor deve lembrar que os alunos
estudam inglés, e ai ha mais uma oportunidade para a interdisciplinaridade. Foi dito aos
alunos que a esmagadora maioria dos sites, jogos e informaces relevantes estdo escritos em
lingua inglesa, dai a importancia de se estudar o inglés, que é a lingua universal. A aula foi
concluida falando um pouco dos dois tipos de Grafos explorados no jogo, eulerianos e

hamiltonianos.

Foi proposta nesta aula como tarefa de casa tentar jogar o jogo lcosien e passar por

todos os niveis.

Como ja dito, foram usados recursos multimidia, a saber um datashow, para projetar
alguns dos niveis e explicar as diferencas entre os caminhos eulerianos e hamiltonianos,

utilizando a linguagem da TG.

A fase 1 até a fase 10 do jogo o caminho € euleriano, entdo vocé tem que passar em
cima de todas as linhas passando uma Unica vez em cada linha e em todos o0s vertices, que sao
as tachinhas pregadas no tabuleiro, vocé pode passar mais de uma vez em um vértice. Da fase
11 em diante hd caminhos hamiltonianos, entdo é necessario passar por todas as tachinhas,
todos os vértices uma Unica vez, mas nestes niveis é necessario passar por cima de todas as
linhas. Clique sobre o ponto que deseja comecar e mova 0 mouse pelos pontos restantes.
Clique 2 vezes para recomegar se necessario. Clicando com o botdo contrério do mouse, vocé
acessa 0 menu de propriedades, onde é possivel comecar a fase novamente, iniciar da 12 fase,

voltar a fase anterior ou ir para a proxima fase.

Neste momento da aula um aluno sugeriu que se jogasse o0 jogo Parking Zone (“zona
de estacionamento” em tradugédo livre), cujo objetivo é estacionar os veiculos coloridos nas
garagens de suas respectivas cores, fazendo corresponder as cores. A sugestdo foi aceita
porque as garagens sdo vistas como vertices e as ligacOes entre elas como arestas, 0 jogo
provou-se interessante e motivador para os alunos. Ele pode ser encontrado, por exemplo em:
mrjogos.uol.com.br/jogo/parking-zone.jsp

Para concluir esta 22 aula, mesclou-se o jogo com a explanagao da teoria.

Depois de dar exemplos de como uma empresa usa isto no mundo de hoje
(contextualizacdo), foi usado e complementado o exemplo de Jurkiewicz (2009, p.1-2), sobre
um caminhdo de lixo que precisa percorrer varias ruas e voltar ao ponto de partida, sem
evidentemente repetir as ruas (exemplo de circuito euleriano). Este exemplo ensina como
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fazer a coleta de lixo de forma econdmica, ja que o caminhdo vai passar somente uma vez em
cada rua, passando obrigatoriamente por todas as ruas, ele vai coletar o lixo gerado por todas
as residéncias e estabelecimentos comerciais gastando a menor quantia possivel de
combustivel e de tempo. O problema foi discutido de forma contextualizada com os alunos e
foi proveitoso, porque foi possivel induzir os discentes a chegar a estas conclusdes. Foram
feitas indagagdes do tipo: Um caminhéo de lixo deve passar por todas as ruas? Se ele passar
por uma rua varias vezes ndo vai gastar mais combustivel? Se o caminh&o de lixo é obrigado a
passar por todas as ruas, qual a melhor maneira de gastar menos dinheiro e voltar ao ponto de
partida, no caso o estacionamento? Mostrou-se a economia de combustivel, a economia do
ponto de vista ambiental, das horas de trabalho e os beneficios para todos. Ainda foram
discutidos os melhores horarios para evitar o transito e atrapalhar menos os outros veiculos,

sem esquecer-se de dar oportunidade de renda aos catadores e recicladores do lixo seletivo.

3.24 Aula 3

Os estudantes foram apresentados ao classico problema das trés casas ligadas a agua,
luz e gas. O problema foi colocado no quadro e foi feito o esbogo do desenho. Foi pedido para
gue os alunos copiassem nos cadernos, explicou-se que as linhas ndo podiam se cruzar e que
as ligacdes deveriam ser feitas diretamente das centrais de agua, luz e gas para as casas, ou
seja, ndo poderiam ser feitas extensdes, e que ainda ndo poderiam passar por baixo ou por
cima, o desenho tinha que ser plano. Foi pedido aos alunos que tentassem resolver antes de
dizer que era impossivel e explicar as razdes; aos alunos foi dado um tempo de 20 minutos
para que chegassem as respostas. Depois explicou-se que era impossivel, pois configura um
grafo ndo planar do tipo K3 3. Foi dado o exemplo de que uma empresa de placas de circuito
integrado, precisa muitas vezes fazer as placas com mais de uma camada porque as ligagdes

elétricas e eletrdnicas entre 0s componentes ndo podem se cruzar.

Durante esta aula foram introduzidos rapidamente alguns conceitos e tipos de grafos,
lagos, grafos simples, isomorfismo. Foram feitos desenhos de exemplos de Grafos num

quadro branco, utilizou-se canetas coloridas e foram pedidas opinides aos alunos.

Nesta aula, o docente pode propor o desafio no quadro ou levar os alunos em um
laboratdrio de informatica e pedir para os alunos tentarem resolver esse problema online que

esta disponivel e é gratuito em varios sites. Segue exemplo na figura abaixo:
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Figura 28 — Problema de ligar as 3 casas a 4gua, a luz e ao gas. Disponivel em:

<http://jogos360.uol.com.br/supuzzle.html>. Acesso em: 6 maio 2014.

Foi apresentado nesta aula o problema das Pontes de Konigsberg, e foi pedido para os
alunos tentarem montar o0 modelo matematico correspondente em grupos de 3 a 5 estudantes,

Ou seja, quem seriam as arestas e 0s Vvértices? Este problema retoma o assunto de grafos

eulerianos que foi tratado na aula 2.

Figura 29 — Modelo das pontes de Konigsberg - Retirada de www.inf.ufsc.br
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O professor perguntou o porqué da impossibilidade de resolucao destes problemas, em

seguida referendou a TG, que prova a impossibilidade.

Para motivar e despertar ainda mais a curiosidade foi sugerido como exercicio a
modelagem deste cruzamento de seis avenidas transformado em passarela elevada para
pedestres na Cidade de Shangai, China. A passarela elevada é acessada por meio de cinco
escadas rolantes que interligam as cinco areas onde circulam pedestres. Este é um exemplo de

um problema muito atual e inovador.

Figura 30 — Passarela elevada em Shangai — China. Disponivel em: < https://encrypted-
tbn3.gstatic.com/images?g=tbn: ANd9GcTeEdFfHBdgM6pcRd8f21jrdHH_oFbKMLIImM7YwYNY LgwlJroVWcK
w >. Acesso em: 6 junho 2014.

Identificando as cinco areas por onde circulam pedestres como vértices, as cinco escadas
que levam até a passarela elevada seriam as arestas. Como todas as arestas estdo interligadas pela
passarela elevada circular, uma possivel modelagem seria um grafo Ks da figura 31.
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Figura 31 — Grafo K.

A tarefa proposta para casa foi listar cinco situacGes do cotidiano em que os Grafos
surgem naturalmente, este exercicio foi retirado de Bondy e Murthy (1976, p.4).

Uma solucdo da tarefa para casa €é: 1) redes de energia elétrica. 2) rede de telefonia fixa. 3)
rede de telefonia celular. 4) Entrega de correspondéncia e encomendas pelos correios. 5) Uma
rede social.

3.25Aula4

Objetivo: Compreensdo do Algoritmo de Dijkstra, que é o que o Google Maps ou um
GPS faz para encontrar o menor caminho. Foi utilizada a ideia de que um subcaminho de um
menor caminho, também é um menor caminho.

Nesta aula foi pedido para os alunos mostrarem o caminho de sua casa até a escola,
utilizando o Google Maps (aplicativo da Google Inc.), disponivel em
http://www.google.com.br.

Por exemplo:
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Figura 32 — Exemplo de caminho no Google Maps.

Foram marcados ainda varios pontos publicos do centro da cidade de Cruzeiro — SP
com letras diferentes e feita a associacdo destes pontos com vértices. Entdo, mostrou-se as
ligagOes entre estes vértices. E possivel também associar o problema do carteiro, marcando o
prédio dos correios e tragando uma rota onde o carteiro passe somente uma vez em cada ponto

marcado anteriormente para entregar as correspondéncias.

Por exemplo:
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Figura 33 — Outro exemplo de caminho no Google Maps.

Para reforcar os conceitos basicos de vértice, aresta, ligacdo entre vértices

contextualizou-se novamente. Foi apresentada a ligagdo com a quimica, mostrando que as
moléculas podem ser vistas como Grafos, conforme figura 34, onde os &tomos sdo 0s vértices

e as ligacOes entre eles as arestas.
H ‘-"'-.._ K
‘\“‘_‘H

H

c

H

Figura 34 — Molécula desenhada em forma planar.
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Apresentou-se o algoritmo de Dijkstra utilizando o material explicado no capitulo 2,
secdo 2.5.

3.26 Aulas5eb6

Foram aulas basicamente de resolucdo de exercicios. Nas Ultimas duas aulas foi dada
mais énfase na modelagem Matemaética e na resolucéo e solucdo de problemas. Entre a quinta
e sexta aulas deixaram-se os dois Ultimos problemas como tarefa. Foram resolvidos os

seguintes problemas, comecando com este da OBMEP:

Problema 1:

Sugestio: Mostre que a sitiacio | 77 | Amigos que vocé pode Contar!

do item (a) é possivel e a do item ) - . i

(b} ndo. Considere um grupo de 15 pessoas. E possivel que cada uma delas
conheca exatamente:
(a) 4 pessoas do grupo?
(b} 3 pessoas do grupo?
{Admita que se A conhece B entdo B conhece A.)

Figura 77.1
Solucio:

{a) E possivel. Representamos as 15 pessoas por pontos, conforme
o diagrama ao lado. Um arco entre dois pontos significa que as
duas pessoas representadas se conhecem. Como cada ponto esta
lipado a dois pontos a esquerda e a dois pontos a direita, saem
quatro arcos de cada ponto, o que significa que é possivel gue
cada pessoa conheca exatamente 4 pessoas do grupo.

b

—

Nio € possivel! Vamos representar as pessoas por pontos. Liga-
mos dois pontos se as pessoas representadas se conhecem. Quan-
tos arcos vamos precisar tragar para representar todas as amiza-
des? Cada ponto é extremidade de 3 arcos, resultando num total
de 15 = 3 =45 arcos gque saem de todos os pontos. Porém, nesta
contagem, cada arco foi contado duas vezes, nas duas extremida-
des. Portanto, o nimero de segmentos deve ser 45/2, o gue é um
absurdo, pois este nimero ndo é inteiro.

Figura 35 — Problema da OBMEP. Imagem disponivel em:

<http://www.obmep.org.br/banco_questoes.do>. Acesso em: 25 maio 2014.
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Problema 2: (BRIA, 1998), Num congresso cogita-se oferecer 7 minicursos a serem
confirmados ou ndo em funcéo das seguintes condi¢des impostas: (i) A cada dia deve haver
sessOes de todos os minicursos cada um em horario fixo; (ii) O horario de cada minicurso sera
8:00/9:30, 9:30/11:00, 11:00/12:30,14:30/16:00 ou 16:00/17:30; (iii) Sendo 1, 2, 3, 4,5,6 e 7
0s minicursos, ndo podem ter mesmo horario: 1 com 3,4,6e7;2com 3,5e 7; 3com 1, 2, 5,
6e7,4coml,56e7;,5com2,3,4e7;6coml 3e4;7coml,2 3, 4e5. Pode-se dar 0s
7 minicursos, isto é, ha horarios para eles sob as condi¢cdes impostas? Se SIM, dé o nimero

minimo de horarios (exemplifique-0s) a se usarem.

Solugéo: Usar a modelagem com as arestas representando a restricdo de ndo poder ter curso
no mesmo horério, ai basta achar o nUmero minimo de cores que serd entdo o nimero minimo

de horarios, segue a solucédo por coloracao de vértices:

4

Figura 36 — Solucédo do problema 2 por coloracao de vértices.

Problema 3: - (ALDOUS, WILSON, 2000), Dispondo suas pedras como de costume, pode-se
“fechar” (nd3o sobrem pedras) o jogo de domindé de modo que o ultimo numero da ultima

pedra “encoste-se” no primeiro numero da primeira pedra.

Solugdo: como cada vertice de um grafo pode ser um nimero de 0 a 6 tem-se um grafo
completo K7, onde todos os graus sdo pares inclusive contando os lagos de cada veértice, que
sdo as pedras 00, 11, 22, 33, 44, 55, 66, logo existe um circuito euleriano e dé para “fechar” o
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jogo de dominé de modo que o Gltimo nimero da ultima pedra “encoste-se” no primeiro

namero da primeira pedra.

Figura 37 — Solucédo por Grafo K; com lagos.

Problema 4: - (BRIA, 2001): Mostra a ligacdo dos Grafos com a lingua portuguesa. Do
grande poeta brasileiro Carlos Drummond de Andrade sdo os versos “Jodo amava Teresa, que
amava Raimundo, que amava Maria, que amava Joaquim, que amava Lili, que ndo amava
ninguém”. Represente graficamente esta situacdo, s6 com bolinhas e linhas, com os nomes de

cada pessoa numa bolinha.

Figura 38 — Solucédo problema 4.

Este problema 4 relaciona a Matematica com a lingua portuguesa. O professor disse
para os alunos na corre¢do deste problema que é muito importante conhecer o idioma, pois se
vocé ndo compreende corretamente a linguagem nao conseguird modelar o problema para

solucioné-lo.
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3.3 Consideragdes Sobre o Teste Final

Para o teste final (disponivel no apéndice B), procurou-se formular e usar questdes que

fossem de mesmo nivel do teste inicial.

Ap0s a sequéncia de 6 aulas de 50 minutos, foi aplicado um teste final para averiguar
se houve evolucdo ou ndo dos estudantes nos Topicos em Teoria de Grafos. E importante
frisar que os 2 testes da presente dissertacdo procuraram sempre contextualizar e
interdisciplinarizar os contetdos relevantes do Ensino Médio das escolas publicas do estado
de Séo Paulo.

Ressalta-se que cada uma das 6 questdes componentes do teste final valia exatamente
um ponto, assim como no teste diagnostico inicial ou preliminar, e que seriam consideradas

certas ou erradas, ndo sendo pontuadas parcialmente.

3.4 Consideracgdes Sobre o Questionario de Pesquisa

Por fim, foi aplicado um questionario sobre a pratica das aulas (disponivel no apéndice
D), sobre ensino da Matematica e sobre a TG. Os resultados foram entdo compilados no
capitulo Resultados e Discussdes e muitas observacbes foram inferidas a respeito da eficacia

ou nédo da Metodologia proposta.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Procurou-se seguir o cronograma do projeto de dissertagdo, mas nem sempre foi
possivel, ja que a escola tem calendario préprio e situacdes inesperadas ocorreram; com isso
adaptacdes precisaram ser feitas. Também € importante observar que as aulas foram
planejadas de um jeito, mas, na pratica, elas evoluiram e tiveram que ser adaptadas no
momento de seus desenvolvimentos. Todavia, acredita-se que 0s objetivos foram plenamente

alcancados.

Um problema inicial era: Como ensinar Tépicos de Grafos no Ensino Médio? Ele foi

mantido e uma sequéncia de aulas realmente surgiu como resultado.
Trabalhou-se com as hipdteses:

1) Como Tépicos de Grafos exigem poucos conhecimentos prévios pode estimular

alunos com deficiéncia em linguagem Matematica.

2) Como os problemas que podem ser solucionados utilizando-se Topicos de Grafos
séo problemas do cotidiano, que sdo contextualizaveis, eles podem ser motivadores

aos alunos do Ensino Médio.

Por ser facil construir a interdisciplinaridade com problemas do cotidiano envolvendo
a solucéo através da TG, um resultado adicional esperado é que a TG ajuda no atendimento

das Diretrizes Curriculares Nacionais, DCN.

4.1 Compilacdo dos Resultados

O primeiro resultado foi obtido com a aplicacéo do teste inicial com tempo disponivel
de uma aula. Lembrando que esse teste continha 6 questdes, obteve-se o seguinte resultado
geral: média de 2,11 acertos com tempo médio de resolucéo de 38,19 minutos para o0 1° ano e
2,34 acertos em media, com tempo médio de resolugdo de 46,51 minutos para o 3° ano.

Observando cada prova com seu respectivo tempo de resolucdo ndo houve correlacéo
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significativa entre o tempo de resolugdo da prova e o nimero de acertos por prova (-0,16 para
0 1°ano e 0,10 para o 3° ano), isso em ambas as turmas. Neste primeiro teste, observou-se que
os alunos do 3° ano usaram mais tempo para tentar resolver as questdes. No apéndice E,

apresenta-se uma tabela com a compilacdo dos dados do teste inicial.

Depois de efetivamente concluida a Metodologia de aulas, aplicou-se o teste final,
durante uma aula, nas mesmas duas turmas pesquisadas. O objetivo era verificar se tinha
havido ou néo evolucgdo na aprendizagem sobre o tema abordado. O teste final também contou
com 6 questBes (procurou-se manter o mesmo nivel de dificuldade nos testes) e resultou no
seguinte: média de 4,54 acertos, com tempo de resolucdo médio de 28,79 minutos para o 1°
ano e 5,09 acertos, com tempo de resolucdo médio de 27,43 minutos para o 3° ano.
Observando-se individualmente as provas com seus respectivos tempos de resolucdo ndo
houve correlagéo significativa entre o tempo de resolugdo e o nimero de acertos de cada
prova (0,38 para 0 1° ano e -0,11 para o 3° ano). No apéndice F h4d uma tabela com a

compilacéo dos dados do teste final.

Em ambos os testes de seis questdes cada, procurou-se, na 12 questdo, abordar o tema
da coloracdo de mapas. Na 22 questdo o objetivo era explorar o conceito de caminho
euleriano. Explorou-se em ambos os testes 0 mesmo conceito na 62 questdo, o algoritmo de
Dijkstra. A 3?2 questdo foi diferente nos testes iniciais e finais, explorou-se a planaridade no
teste inicial e caminhos no teste final. As 4?2 e 52 questOes foram trocadas nos testes, mas
exploraram 0s mesmos assuntos, na questdo 4 do teste inicial temos problema de
combinatdria que equivale a questdo 5 do teste final, e por fim a questdo 5 do teste inicial

equivale a 4 do teste final, com ambas tratando de representacdo em forma de grafico mesmo.

Comparando os dois testes constatou-se uma melhora significativa dos resultados e
menor tempo de resolucdo dos testes em ambas as turmas, confirmando a hipdtese de que a
Metodologia especifica para a introducéo a TG teve bons resultados pelos menos nestas duas
turmas e nas condi¢fes do experimento. Cumpre observar que este resultado ndo pode ser
considerado definitivo, pois existem muitas variaveis que podem interferir neste tipo de
experimento, ja que aulas, mesmo preparadas e planejadas, sdo subjetivas e dependem muito
do trabalho do professor, da motivacdo do professor, da motivacdo dos alunos, do fato dos

alunos saberem que era um experimento, entre outras variaveis inerentes a esta condicao.

Houve evolugdo em quase todas as questdes, com excecdo da questdo 5 do teste inicial
que corresponde a questdo 4 do teste final, houve diminuicdo percentual de acertos, em ambas
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as turmas. Provavelmente deve-se ao nivel mais elevado de dificuldade da questdo 4 do teste

final.

A tabela a seguir ilustra estas consideragdes.

Teste inicial Teste final
19 12
Ano Acertos % Ano Acertos %
Q1 10 27,03% Q1 28 71,79%
Q2 16 43,24% Q2 20 51,28%
Q3 10 27,03% Q3 37 94,87%
Q4 0 0,00% Q4 27 69,23%
Q5 37 100,00% Q5 32 82,05%
Q6 5 13,51% Q6 39 100,00%
37 testes 39 testes
Teste inicial Teste final
30 30
Ano Acertos % Ano Acertos %
Q1 13 37,14% Q1 34 97,14%
Q2 22 62,86% Q2 29 82,86%
Q3 8 22,86% Q3 32 91,43%
Q4 3 8,57% Q4 26 74,29%
Q5 33 94,29% Q5 23 65,71%
Q6 2 5,71% Q6 34 97,14%
35 testes 35 testes

Tabela 1 — NUmero de acertos por questfes (Q) e por turma nos testes inicial e final.

Aparentemente ndo houve diferenca significativa de desempenho entre o0 1° ano e 0 3°
ano, apesar do 3° ano ter ido ligeiramente melhor nos dois testes em namero de acertos,
indicando que os dois anos a mais de estudo dos alunos dos 3° ano nd&o melhoraram
significativamente as habilidades de resolucdo de problemas ou habilidades de modelagem
Matematica, habilidades estas praticadas durante todo contetdo programatico de Matematica

que é explorado no Ensino Médio.

O tempo de resolucéo do teste por parte dos discentes foi um pouco diferente no teste
inicial, conforme ja mencionado, e mais proximo no teste final, isto pode significar maior

empenho dos alunos do 3° ano no teste inicial (eles demoraram mais tempo), mas no teste
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final as médias ficaram muito proximas, isto pode indicar também que a diferenca de dois
anos de estudos ndo foi uma grande vantagem para os alunos teoricamente mais experientes

do 3° ano.

Como as turmas tiveram o mesmo contelido era de se esperar uma maior rapidez na
resolucédo do teste diagnostico final por parte dos alunos mais experientes do 3° ano, mas para

surpresa nao foi o que aconteceu.

Claramente a hipétese de se exigir poucos conhecimentos prévios foi confirmada, os
conhecimentos prévios se restringiam a abstrair objetos como pontos (vértices) e as ligaces
entre objetos como linhas (arestas), direcionados ou ndo. Os dois testes, o teste inicial e 0
final, bem como o questionario mostraram que houve um estimulo muito forte nas duas
turmas do experimento. As turmas de 1° ano e 3° ano do Ensino Médio tiveram resultados
muito proximos, o que reforca o argumento da necessidade de se ter poucos conhecimentos
prévios para estudar alguns tépicos de introducdo a TG. Ja que era de se esperar que 0s alunos
de 3° ano fossem melhor devido a maior carga de conhecimentos de Matematica de dois anos

a mais.

Uma boa surpresa foi constatar a motivacdo e a nova vontade dos alunos em estudar
Matematica com um tema diferente e que fugia dos assuntos comuns dos conteddos de
Matematica do Ensino Médio. Alunos que costumavam desprezar as aulas passaram a se

interessar por elas, pelo menos aparentemente.

Os questionarios foram aplicados nos dias 20 e 21 de novembro de 2014, logo apés o
término dos testes diagndsticos finais. Quanto ao questionario de pesquisa, sera feita a

discusséo de cada uma das questdes.
1) Vocé ficou mais interessado em Matematica estudando a Teoria dos Grafos?
()sim ( ) néo

O objetivo desta pergunta foi sondar o aumento ou ndo do interesse geral dos alunos
pela Matematica. Tradicionalmente a disciplina de Matematica é vista como dificil e pouco
estimulante, por isso foi testado se a TG poderia ajudar a desmistificar estas duas ideias do
senso comum dos alunos. O resultado foi muito melhor do que o esperado observando os

gréficos a seguir.
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> Turma do 12 ano

Figura 39 — Gréfico das respostas do 1° ano da questdo 1 do questionario de pesquisa.

N3§/o Turma do 32 ano

Figura 40 — Gréfico das respostas do 3° ano da questéo 1 do questionario de pesquisa.

Pode-se observar que a grande maioria das duas turmas acha que ficou mais

interessada em Matematica estudando a TG.

Com relacdo a questdo numero dois que foi:

2) Qual a area mais interessante para vocé em Teoria dos Grafos?

() Coloracao de Mapas

68



( ) Caminhos de ligacdo entre veértices
( ) Descobrir o menor caminho
( ) Aplicacdo da Teoria dos Grafos em outras areas do conhecimento
( ) Tipos de Grafos
Foi explicado para os alunos que eles poderiam escolher somente uma das alternativas.

O objetivo era identificar o que atraiu mais a atencdo dos alunos para que futuros
professores-pesquisadores de Matematica, que porventura se aventurem nesta area, possam
focar melhor a introducdo a TG, de modo a adequar melhor as aulas nos assuntos mais

interessantes, pelo menos para os alunos em questao.

O resultado mais expressivo para as duas turmas que foi “Caminhos de liga¢des entre
vértices” que estd intimamente ligado aos caminhos e circuitos eulerianos ¢ os caminhos
hamiltonianos. Este assunto foi explorado de forma direta e indireta em quase todas as 6 aulas
da sequéncia e ainda é o cerne do jogo Icosien. E curioso notar que jogos, de forma lidica,
podem introduzir conceitos dos mais simples aos mais sofisticados, e ainda aprofundar o

entendimento e compreensao de conceitos.

J& o segundo resultado para ambas as turmas foi “Descobrir 0 menor caminho”, que ¢
um problema que ndo s6 envolve o menor caminho, muitas vezes é preciso encontrar o
melhor caminho. Como foram dados varios exemplos durante as aulas, isto pode explicar esta
segunda preferéncia. Foi falado sobre o Algoritmo de Dijkstra, mas este assunto nédo foi

aprofundado.

No terceiro item de mais relevancia para as turmas houve divergéncia, a turma de 1°
ano preferiu coloracdo de mapas e a de 3° ano aplicagdo da TG em outras areas, esta
divergéncia pode ser resultado da visdo de mundo mais abrangente da turma mais avancada
em nivel escolar, ou até mesmo a énfase nos assuntos que o professor deu de maneira
diferente para as turmas; esta Ultima é uma variavel dificil de controlar. Os resultados podem

ser conferidos nos gréaficos a seguir.
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12 ano

H Coloracdo de mapas B Caminhos de liga¢des entre vértices
1 Descobrir o menor caminho B Aplicagao TG em outras areas

m Tipos de grafos

Figura 41 — Gréfico das respostas do 1° ano da questdo 2 do questionario de pesquisa.

32ano
B Coloracdo de mapas B Caminhos de liga¢des entre vértices
 Descobrir o menor caminho M Aplicagdo TG em outras areas
m Tipos de grafos
3% 3%

Figura 42 — Grafico das respostas do 3° ano da questao 2 do questionario de pesquisa.

3) Vocé acredita que seu raciocinio logico e abstrato tenha melhorado com o aprendizado
da Teoria dos Grafos?

()sim ( ) nédo

Esta questdo teve que ser explicada para os alunos da turma de 1° ano. Alguns
questionaram o que era raciocinio logico e abstrato. As duas turmas acreditaram na melhora,
quase todos os alunos responderam que sim. Verificar se houve ou ndo melhora, ndo foi a

70



intencdo, mas o0 objetivo desta pergunta era pelo menos captar a sensacdo dos alunos e o
interesse, transmitindo a ideia de que estudar e pesquisar melhoraria a capacidade racional e
abstrata deles.

12 ano

Nao
3%

Figura 43 — Gréfico das respostas do 1° ano da questdo 3 do questionario de pesquisa.

32 ano
Nao
0%

Figura 44 — Grafico das respostas do 3° ano da questdo 3 do questionério de pesquisa.

Examinando a quarta questao:

4) Os jogos de computador tipo Icosien Game e Parking Zone estimulam vocé a estudar

mais a Matematica?
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()sim ( ) nédo

O objetivo desta questdo era fazer a ligacdo entre os jogos e a teoria. O jogo Parking
Zone foi proposto por um dos alunos da turma de 1° ano, ele identificou uso da TG neste jogo,
para encontra-lo basta usar um motor de busca na internet, varios sites disponibilizam o jogo.
O resultado para esta questdo ja era esperado, os adolescentes deste comego de século XXI

adoram jogos computador e celular, ambos os jogos podem ser jogados pelo celular.

Alguns alunos responderam ndo.Inferiu-se que foi porque ndo gostaram do jogo, néo

conseguiram fazer a ligacdo ou mesmo néo gostaram da TG neste ponto.

12 ano

Figura 45 — Gréfico das respostas do 1° ano da questdo 4 do questionario de pesquisa.
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32 ano

Figura 46 — Gréfico das respostas do 3° ano da questdo 4 do questionario de pesquisa.

5) Vocé acha que outras areas da Matematica também deveriam ser estudadas com jogos
e atividades praticas?

()sim () néo

O objetivo desta questdo era saber se o0 uso de recursos multimidia, experiéncias
praticas e jogos de computador deveriam ser usados em outras areas da Matematica, a

resposta esperada era que sim.

12 ano
o

Na

3%

Figura 47 — Grafico das respostas do 1° ano da questdo 5 do questionario de pesquisa.
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Nao

3% 32 .ano

Figura 48 — Gréafico das respostas do 3° ano da questdo 5 do questionario de pesquisa.

Somente um aluno de cada turma respondeu que néo, pode-se inferir que os alunos
preferem atividades préaticas ligadas ao cotidiano e contextualizadas, ainda mais se forem

utilizados jogos como Icosien e Parking Zone.

No que diz respeito a sexta pergunta do questionario, o objetivo era identificar, nas
turmas em questdo, aquilo que mais chamava a atencdo e que, portanto, poderia ser mais
usado em futuras aulas. No momento de preparar as aulas, procurou-se exemplos de
aplicagbes de TG que fossem atuais e que os alunos usassem tais tecnologias. Ainda na

preparacdo das aulas, considerou-se sempre a contextualizacao e a interdisciplinaridade.
Segue a sexta pergunta.
6) Qual aplicacdo vocé achou mais interessante em Teoria dos Grafos?
( ) Redes Sociais
( ) Sistemas de Telefonia Celular
() Planificacdo de moléculas na quimica

( ) Problema de transportes

( ) Uso pelo GPS e Google Maps
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Curioso o fato dos alunos do 1° ano preferirem as aplicagOes de redes sociais.

Olhando para o resultado da turma de 3° ano a preferéncia foi pelo uso da TG em

aparelhos de GPS e Google Maps, mas as preferéncias ficaram um tanto divididas.

As duas turmas tiveram resultados expressivos em sistemas de telefonia celular, era

esperado, pois as gerac6es do inicio do século XXI fazem uso intensivo desta tecnologia.

Deve-se compreender que sistemas de telefonia celular criam Grafos dindmicos.

Uso pelo GPS e
Googlemars TUurma de 12 ano

10%

Problema de
transportes
10%
Planificacdo de
moléculas na
quimica
5%

Figura 49 — Gréfico das respostas do 1° ano da questdo 6 do questionario de pesquisa.
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Turma de 32 ano

Planificagdo de

Problema de moléculas na
transportes quimica
14% 12%

Figura 50 — Gréfico das respostas do 3° ano da questdo 6 do questionario de pesquisa.

Com a sétima pergunta do questionario de pesquisa foi pretendido fazer com que os

alunos pensassem na TG enquanto respondiam o questionario, era um reforco para a sexta

questdo e ao mesmo tempo um estimulo para algum interesse futuro. Era esperado que a

maioria esmagadora dos alunos respondesse sim a esta pergunta. E a hipotese foi confirmada.

7) Paravocé as aplicacdes da Teoria dos Grafos séo interessantes?

()sim

40
35
30
25
20
15
10

12 ano

Sim Nao

Figura 51 — Grafico das respostas do 1° ano da questdo 7 do questionario de pesquisa.
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32 ano
40
35
30
25
20
15
10

Sim Nao

Figura 52 — Gréfico das respostas do 3° ano da questdo 7 do questionario de pesquisa.

Para a oitava questdo foi investigado o efeito da Metodologia de aulas na possibilidade
do aluno pesquisar mais sobre a TG por conta propria. Indiretamente, também era interessante
saber se 0s jogos de computador e de celular bem como as tecnologias atuais despertariam o
interesse para a pesquisa. A pergunta era somente sobre a vontade e ndo necessariamente que
a pesquisa tenha ocorrido de fato. Isto mostraria também o efeito das aulas, geralmente
guando as aulas sdo boas espera-se, pelo menos, vontade de se pesquisar mais sobre o

assunto.

Nesta questdo houve diferenca de resultados, acredita-se que a maior vivéncia dos
alunos do 3° ano tenha contribuido para esta diferenca.

8) Depois de ter apreendido parte da Teoria dos Grafos vocé sentiu vontade de pesquisar
mais a fundo?
()sim ( ) nédo
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12 ano

Figura 53 — Gréafico das respostas do 1° ano da questdo 8 do questionario de pesquisa.

32 ano

Figura 54 — Gréafico das respostas do 3° ano da questdo 8 do questionario de pesquisa.

Na nona pergunta, era interessante saber se efetivamente os alunos pesquisaram
alguma coisa sobre TG na internet, acreditou-se que este resultado poderia contribuir em
muito para os estudos de disciplinas em geral e em particular para o estudo da TG. Se o efeito
da Metodologia tivesse sido bom, a resposta desta pergunta nos daria uma boa pista de como
melhorar as aulas de Matematica. O resultado foi divergente, mas acredita-se mais na turma
de 1° ano em que a maioria respondeu que ndo chegou efetivamente a fazer pesquisa na
internet, 26 disseram ndo e somente 13 disseram sim.
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9) Vocé chegou a pesquisar algo na internet sobre Grafos?
()sim ( ) ndo

12 ano

Figura 55 — Gréafico das respostas do 1° ano da questdo 9 do questionario de pesquisa.

32 ano

Figura 56 — Gréafico das respostas do 3° ano da questdo 9 do questionario de pesquisa.

Quanto a décima pergunta, a preocupacao era com a interdisciplinaridade e também
com a contextualizagdo. Queria-se saber se as tentativas de resolver problemas antigos pelos
nossos antepassados de certa forma ajudavam e até mesmo motivavam nossos alunos de hoje.
Fato relevante é que a maioria dos alunos acha importante a relacdo historica das teorias da

Matematica. No entanto, alguns alunos ndo acharam importante, isto pode ser devido a pouca
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énfase que se d& aos fatos histdricos nas aulas de Matematica. Uma pesquisa especifica sobre
este fato poderia ser feita por algum pesquisador no futuro.

10) Vocé acha interessante conhecer fatos historicos sobre as teorias da Matematica?
() sim () nao

12 ano

Figura 57 — Grafico das respostas do 1° ano da questdo 10 do questionario de pesquisa.

32 ano

Figura 58 — Gréfico das respostas do 3° ano da questdo 10 do questionario de pesquisa.
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Na penultima pergunta, décima primeira, que complementa a anterior, foi investigado
se realmente os fatos histdricos ajudam no estudo da Matemaética em geral. Houve neste caso
duas particularidades relevantes na resposta dos alunos tanto do 1° quanto do 3° anos, 24%
dos alunos do 1° ano disseram que ndo acham os fatos histéricos interessantes, mas somente
17% deles ndo acreditam que os fatos historicos ajudam a estudar Matematica. No 3° ano
somente 11% ndo achavam os fatos historicos interessantes, mas 29% néo acreditam que 0s

fatos historicos ajudem no estudo da Matematica.

11) Os fatos historicos ajudam vocé a estudar Matematica?
()sim ( ) ndo

12 ano

Figura 59 — Grafico das respostas do 1° ano da questdo 11 do questionario de pesquisa.
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32 ano

Figura 60 — Gréfico das respostas do 3° ano da questdo 11 do questionario de pesquisa.

Na ultima pergunta do questionario, décima segunda, a preocupacdo era com a
interdisciplinaridade, indiretamente se queria conhecer as respostas para as perguntas: sera
que os alunos de nivel médio conseguem enxergar 0 conhecimento como um todo? E ainda,

sera que as 6 aulas contribuiram de alguma forma para a interdisciplinaridade?

Somente dois alunos da turma de 1° ano ndo acharam a relacdo da Matematica com as
outras disciplinas importante, talvez por falta de maturidade ou por ndo terem entendido a

pergunta.

12) Para vocé a relacdo da Matematica com outras disciplinas é importante?
()sim ( ) nédo
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Figura 61 — Gréfico das respostas do 1° ano da questdo 12 do questionario de pesquisa.
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32 ano

Figura 62 — Grafico das respostas do 3° ano da questdo 12 do questionario de pesquisa.
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CONCLUSOES

A pergunta inicial era: Como introduzir Topicos de Grafos para estudantes do Ensino
Médio?

Conclui-se pelos resultados apurados que uma possibilidade de ensinar Tdpicos de
Grafos no Ensino Médio pode ser uma sequéncia de aulas com atividades praticas mescladas
com a introducdo a TG, utilizando de recursos tecnol6gicos modernos desta época. Também
ficou implicito que uma quantidade maior de aulas poderia trazer resultados melhores,
principalmente para alguns estudantes que tém uma espécie de trauma nas aulas de
Matematica, claro que ndo se pode afirmar nada sobre os aspectos psicolégicos que causam
estes traumas, s@o apenas impressdes que foram captadas e que fogem do escopo do presente
estudo.

A proposta de uma Metodologia de aulas que possibilitasse a introducdo da Teoria dos
Grafos no Ensino Médio logrou éxito pelo menos para as duas turmas pesquisadas, mas
evidentemente estes resultados ndo podem ser considerados definitivos, pois estatisticamente
seria preciso uma amostra mais significativa que representasse o padrdo das escolas
brasileiras, porém, acredita-se que sirva de base para futuras pesquisas neste sentido.

Foi feita pesquisa bibliografica com profundidade compativel com o nivel da pesquisa
pretendida. Teve-se apoio irrestrito do orientador, que sempre estava disponivel para auxiliar
nas duvidas. Ficou-se com a sensacdo de que o embasamento tedrico poderia ser mais
explorado, mas ha a consciéncia de que ele sempre sera insuficiente. O embasamento tedrico
possibilitou um melhor entendimento da teoria ao nivel que se queria. E, numa segunda etapa,
foi realizada a aplicacdo da Metodologia conseguindo uma experiéncia com a compilacdo dos
resultados. Desta maneira conseguiu-se uma sugestdo de uma metodologia que melhorou o
resultado de um teste e pode ser um dos inicios possiveis para o ensino da Teoria dos Grafos
para alunos da educacdo basica, metodologia esta composta pela sequéncia das seis aulas

resultantes desta experiéncia.

Quanto aos objetivos especificos a maioria deles foi atingida com bom grau de

execucao.
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Apresentar problemas que levassem ao encontro da TG se mostrou efetivo, pois 0s
alunos em geral parecem gostar de serem desafiados e de tentar resolver situagcdes-problema
do dia-a-dia, para entdo serem apresentados a teoria que da o suporte para solucGes mais
simples e mais efetivas.

Neste ponto da pesquisa cabe trazer a tona a reflexdo do ensino tradicional que
costuma expor a teoria e depois apresentar problemas que podem ser resolvidos a luz da teoria
previamente desenvolvida. Julga-se que em alguns casos a abordagem contraria pode ser
muito eficiente. Pode-se fazer neste caso uma analogia com um adolescente que esta
aprendendo a andar de bicicleta: ele pode comegar a ter aulas sobre como andar de bicicleta,
sobre equilibrio, sobre toda a mecénica de funcionamento da bicicleta, sobre a fisiologia do
corpo humano, pode ler diversos livros e estudar todas as ciéncias relacionadas ao andar de
bicicleta, para enfim tentar se equilibrar em cima de uma bicicleta. Mas acredita-se que se ele
tentar se equilibrar primeiro e levar alguns tombos aprendera a andar de bicicleta por si so, se
quiser se tornar um ciclista um pouco melhor pode estudar o basico sobre andar de bicicleta,
se 0 objetivo for se tornar um eximio ciclista, ai sim deve aprender todas as ciéncias
relacionadas a arte de andar de bicicleta, pode-se, neste caso, inferir que a pratica é
fundamental quando acompanhada da teoria e leva a resultados excepcionais.

O objetivo de conceituar Grafos e tipos de Grafos no nivel de introducgéo foi atingido,
0s conceitos foram apresentados e exemplificados em todas as seis aulas apresentadas na
Metodologia.

Provocando e direcionado os problemas a TG foi apresentada de forma ludica e
contextualizada.

Relacionou-se a Teoria dos Grafos com a Teoria dos Jogos quando apresentou-se 0
jogo Icosien e quando um dos alunos sugeriu o0 jogo Parking Zone.

Conseguiu-se de forma incipiente introduzir a ligagdo entre analise combinatoria e
Teoria dos Grafos. Este assunto poderia ter sido mais bem explorado, mas seria necessario
mais aulas. Este era um objetivo especifico que ndo se concretizou plenamente.

Quanto a utilizacdo de experimentos concretos para o ensino-aprendizagem da Teoria
dos Grafos, o éxito foi logrado devido a caracteristica pratica dos jogos e dos desafios
propostos. Percebeu-se neste ponto que os estudantes gostam de ser provocados, instigados a
superar obstaculos. Foi dito a eles que a Matematica muita vezes € a ciéncia dos padrdes e das
possibilidades, mostrou-se a eles que quem tentar encontrar padrfes e esgotar as
possibilidades aumenta e muito as chances de resolver os problemas reais do cotidiano.
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Foi atingido parcialmente o objetivo de induzir os estudantes a interpretar situacoes-
problema nas mais diversas areas do conhecimento humano que poderiam ser resolvidas com
0 uso dos Grafos, possibilitando a interdisciplinaridade tdo buscada nos tempos atuais. Desta
forma despertou-se na grande maioria o interesse pela Matematica em geral, como mostra o
resultado do questionério diagnostico, questdo nimero um.

O objetivo especifico de resolver situacGes-problema foi parcialmente alcancado,
talvez uma maior quantidade de aulas somadas a uma rotina de resolver problemas desse um
resultado melhor, além dos alunos ndo estarem acostumados a pensar exaustivamente acerca
de um problema, o ritmo de aulas dificultou esta prética.

Constatou-se que as aulas ndo foram suficientes para despertar a vontade de criar
novas aplicacdes para a Teoria dos Grafos (isto foi perguntado durante as aulas), pelo menos
ndo foi detectada essa vontade em nenhum discente. Falhou-se neste objetivo especifico.

Estabeleceram-se sugestbes de uma sequéncia de aulas para o ensino de Grafos na
educacao de nivel médio, pelo menos um comeco, quem sabe um norte.

Espera-se que TG a suas aplicacGes for explorado de uma maneira investigativa,
provocativa, pratica, interdisciplinar, contextualizada e que utilize recursos que atraiam a
atencdo dos alunos tem grande chance de sucesso. A TG facilita este tipo de abordagem e de
certa forma inspira os alunos, isto fica claro nas repostas as perguntas do questionario final
que foi aplicado como parte desta pesquisa.

Sugere-se que trabalhos futuros possam ser abordados com o tema de metodologia de

aulas de Grafos para o Ensino Médio.
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APENDICES

Apéndice A - Teste diagnostico preliminar

Escola Técnica

Data: / /2014
Nome do aluno: Turma:
Questdes de Matematica antes das aulas de Teoria dos Grafos:

NUmero de acertos: Tempo de Teste:

1) De quantas cores, no minimo, vocé precisa para colorir o mapa do Brasil sem que
estados que facam divisa tenham a mesma cor?

BRASIL: ESTADOS E CAPITAIS

N
0 250 500 1.000 Km A
[ E |

a( ) 3cores
b()7cores
c ()26 cores
d( )4 cores

e () 5cores
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2) Em quais dos desenhos abaixo é possivel passar o lapis por todos os pontos da figura
sem tirar o lapis do papel e sem passar duas vezes pelo mesmo caminho, passando por
todos os caminhos? (Observagdo: pode passar mais de uma vez pelo mesmo ponto)

(iii) (iv)

a0

a) ()Somenteemi
b) ( ) Somente em ii

c) ()Emi,iieiii
d) ()Emiieiii
e) ()Emieiv

3) Tente ligar a eletricidade, a 4gua e o telefone nas trés casas sem cruzar as ligacdes. E
possivel? ( )sim ( )ndo  ( )talvez

Agua Luz Telefone

4) (OBMEP) Amigos que vocé pode contar!

Considere um grupo de 15 pessoas. E possivel que cada uma delas conheca exatamente:

a) 4 pessoas no grupo?
b) 3 pessoas no grupo?
(admita que se A conhece B entdo B conhece A.)
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5) (BRIA, 2001) Do grande poeta brasileiro Carlos Drummond de Andrade s&o 0s versos

“Jodo amava Teresa, que amava Raimundo, que amava Maria, que amava Joaquim,
que amava Lili, que ndo amava ninguém”. Represente graficamente esta situacao, so

com bolinhas e linhas, com a inicial do nome de cada pessoa numa bolinha.

6) Qual o menor caminho até a escola?

5

Casa do _/— Armazém
Joao 13
6
10 Pracinha 11
K Banca de
Jornal
3 6
. 6
Quitanda
3
\ Cancela — Escola
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Apéndice B - Teste final
Segue o teste final que foi aplicado aos alunos.

Escola Técnica

Data: [ /2014

Nome do aluno: Turma:

Questdes de Matematica depois das aulas de Teoria dos Grafos:

NUmero de acertos: Tempo de Teste:

1) De quantas cores, no minimo, vocé precisa para colorir qualquer mapa de um pais sem
que estados que fagam divisa tenham a mesma cor?
a( ) 3cores

b ()4 cores
c( )5cores
d( )6 cores

e ()7 cores

2) Em quais dos desenhos abaixo é possivel passar o lapis por todos os pontos da figura
sem tirar o lapis do papel e sem passar duas vezes pelo mesmo caminho, mas passando
por todos os caminhos? (Observacao: pode passar mais de uma vez pelo mesmo
ponto)
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(i) (i) (i) (iv)

a) ()Somenteemi
b) () Somente em ii
c) ()Emi,iieiii
d) ()Emiiieiv

e) () Emtodos

3) 0O Caso Count Van

Diamond
O cenario a0 lado € a residéncia do Bar Gimer Quarto da Adega
biliondrio Count Van Diamond, { | {  Principal | Empregada
X —
que acaba de ser assassinado. _ T
- | |
Sherl_ock Gomes (um conheqdo Hala I 1o BT
detetive que nas horas vagas é um Frincipal S o
estudioso da Teoria dos Grafos) Fizrina .
foi chamado para investigar o — H— - L
caso. O mordomo alega ter visto o Stda de | | T oot
jardineiro entrar na sala da piscina Togos
(lugar onde ocorreu 0 assassinato)

e logo em seguida sair daquela

sala pela mesma porta que havia entrado. O jardineiro, contudo, afirma que ele ndo poderia
ser a pessoa vista pelo mordomo, pois ele havia entrado na casa, passado por todas as portas
uma unica vez e, em seguida, deixado a casa. Sherlock Gomes avaliou a planta da residéncia
(conforme figura abaixo) e em poucos minutos declarou solucionado o caso. Quem poderia
ser o suspeito indicado por Sherlock Gomes? Qual o raciocinio utilizado pelo detetive para
apontar o suspeito?
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4) Uma molécula de Gas metano, CH4 possui um atomo de carbono e 4 atomos de
hidrogénio, represente esta molécula como se os atomos fossem os vértices e as
ligagBes entre os &tomo arestas, sabendo que cada atomo de hidrogénio precisa de uma
ligagdo e cada atomo de carbono precisa de quatro ligacGes.

5) (ALDOUS, WILSON, 2000), Dispondo suas pedras como de costume, pode-se
“fechar” (ndao sobrem pedras) o jogo de domin6 de modo que o ultimo nimero da
Ultima pedra “encoste-se” no primeiro numero da primeira pedra? ( ) Sim () Néo

6) Qual o menor caminho do vértice D até o vértice E?
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Apéndice C — Resolucdo dos exercicios dos testes inicial e final

Respostas do teste inicial

1)d

2)C

3) ndo

4) solugdo na pagina 37

5) Jodo—> Teresa—> Raimundo->Maria—>Joaquim->Lili

6) 18

Resposta do teste final
b
2) e

3) o suspeito € o jardineiro, pois ele mentiu ndo da para passar por todas as portas.

H

4) HnnLnnH
|

5) sim

6) DFE
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Apéndice D - Questionario de pesquisa

Escola Técnica

Data:  / /2014

Nome do aluno: Turma:

1) Vocé ficou mais interessado em Matematica estudando a Teoria dos Grafos?
()sim ( ) ndo

2) Qual a area mais interessante para vocé em Teoria dos Grafos?
( ) Coloracédo de Mapas

( ) Caminhos de ligacdo entre vértices
( ) Descobrir o menor caminho
( ) Aplicagdo da Teoria dos Grafos em outras areas do conhecimento

( ) Tipos de Grafos

3) Vocé acredita que seu raciocinio l6gico e abstrato tenha melhorado com o aprendizado
da Teoria dos Grafos?
()sim ( ) nédo

4) Os jogos de computador tipo Icosien Game e Parking Zone estimulam vocé a estudar
mais a Matematica?
()sim ( ) néo

5) Vocé acha que outras areas da Matemaética também deveriam ser estudadas com jogos
e atividades praticas?
()sim ( ) néo

6) Qual aplicacdo vocé achou mais interessante em Teoria dos Grafos?

( ) Redes Sociais

( ) Sistemas de Telefonia Celular
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() Planificacéo de moléculas na quimica
( ) Problema de transportes

( ) Uso pelo GPS e Google Maps

7) Paravocé as aplicagdes da Teoria dos Grafos séo interessantes?
()sim ( ) nédo

8) Depois de ter apreendido parte da Teoria dos Grafos vocé sentiu vontade de pesquisar
mais a fundo?
()sim ( ) ndo

9) Vocé chegou a pesquisar algo na internet sobre Grafos?
()sim ( ) nédo

10) Vocé acha interessante conhecer fatos historicos sobre as teorias da Matematica?
()sim ( ) nédo

11) Os fatos historicos ajudam vocé a estudar Matematica?
()sim ( ) ndo

12) Para vocé a relacdo da Matematica com outras disciplinas é importante?
()sim ( ) néo
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Apéndice E - Tabela do Teste Inicial

12 ano B
Teste com 6 questoes

32 anoB
Teste com 6 questoes

Obs 1: Desvio padrdo de Pearson
Obs 2: Correlagdo entre o niumero de acertos e tempo de prova

n2 de testes Acertos [Tempo n2de testes Acertos [Tempo
1 4 27 1 0 47
2 3 34 2 1 49
3 3 40 3 1 45
4 3 41 4 1 44
5 3 29 5 2 50
6 3 31 6 2 50
7 3 31 7 2 50
8 3 33 8 2 48
9 3 38 9 2 47
10 3 40 10 2 47
11 3 41 11 2 47
12 3 42 12 2 47
13 3 50 13 2 47
14 2 34 14 2 47
15 2 35 15 2 47
16 2 40 16 2 47
17 2 28 17 2 47
18 2 31 18 2 47
19 2 32 19 2 46
20 2 50 20 2 44
21 2 38 21 2 40
22 2 34 22 2 36
23 2 50 23 3 50
24 2 45 24 3 49
25 2 45 25 3 49
26 2 45 26 3 48
27 2 44 27 3 47
28 1 32 28 3 47
29 1 40 29 3 47
30 1 40 30 3 41
31 1 39 31 3 40
32 1 33 32 4 50
33 1 31 33 4 50
34 1 30 34 4 47
35 1 48 35 4 44
36 1 47 Médias= 2,34| 46,51
37 1 45 Desvio padrao = 0,91 3,19
Médias= 2,11 38,19 Correlacao = 0,10
Desvio padrao = 0,84 6,75
Correlagdo = -0,16

99



Apéndice F - Tabela do Teste Final

Teste realizado em 21/11/2014
12 anoB
Teste com 6 questdes

Teste realizado em 20/11/2014
32anoB
Teste com 6 questdes

Obs 1: Desvio padrdo de Pearson
Obs 2: Correlagdo entre o niumero de acertos e tempo de prova

n2 de testes Acertos Tempo n2 de testes Acertos [Tempo
1 2 20 1 5 32
2 5 19 2 3 32
3 4 18 3 4 32
4 5 20 4 5 32
5 4 20 5 6 31
6 4 21 6 5 31
7 2 22 7 6 31
8 6 22 8 5 31
9 3 22 9 5 31
10 5 24 10 6 30
11 4 25 11 4 30
12 4 25 12 5 30
13 5 26 13 5 30
14 4 26 14 6 29
15 4 26 15 6 29
16 3 26 16 4 29
17 5 27 17 3 29
18 3 27 18 6 29
19 5 27 19 6 27
20 5 28 20 6 27
21 4 28 21 6 27
22 6 29 22 5 26
23 6 29 23 4 26
24 5 29 24 5 25
25 5 30 25 6 25
26 5 30 26 5 24
27 6 30 27 5 24
28 2 32 28 6 23
29 4 32 29 6 23
30 5 33 30 5 22
31 6 34 31 4 22
32 5 37 32 5 21
33 3 38 33 5 19
34 6 38 34 5 19
35 4 39 35 5 32
36 6 39 Médias= 5,09| 27,43
37 5 41 Desvio padrdo = 0,85 3,94
38 6 42 Correlagdo = -0,11
39 6 42
Médias= 4,54| 28,79
Desvio padrao = 1,19 6,79
Correlagao = 0,38
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ANEXOS

Anexo A - Exercicios de Olimpiadas de Matematica

Exemplos de questdes que envolvem Teoria dos Grafos que podem a vir ser utilizadas em sala de aula.

1. (Torneio das Cidades 1982) Em certo pais existem mais do que 101 cidades. A capital
deste pais é conectada por linhas aéreas a outras 100 cidades, e cada cidade, exceto
pela capital, é conectada a outras 10 cidades (se A estd conectado a B, B esta
conectado a A). Além disso, todas as linhas aéreas sdo de uma Unica dire¢cdo. Sabe-se
que de qualquer cidade é possivel chegar a qualquer outra usando essas rotas. Prove
que é possivel fechar metade das linhas aéreas conectadas a capital, e preservar a
capacidade de viajar de uma cidade a qualquer outra.

2. (Russia 2000) Em um grafo G cada vértice possui grau pelo menos 3. Prove que nesse

grafo hd um ciclo com o numero de arestas ndo divisivel por 3.

3. (IMO 1964) Em um grafo de 17 vértices todas as arestas sao tracadas e pintadas de

uma de trés cores. Prove que existe um triangulo com as trés arestas da mesma cor.

4. (Proposto IMO 1977) Em uma sala estdo nove homens. Sabe-se que em qualquer
grupo de trés deles existem dois que se conhecem. Prove que pode-se escolher quatro

deles que se conhecem mutuamente.

5. (Russia 2003) Existem N cidades em um pais. Entre quaisquer duas cidades existe
uma estrada ou uma linha de trem. Um turista deseja viajar pelo pais, visitando cada
cidade uma Unica vez, e retornando a cidade inicial. Prove que ele pode escolher uma
cidade, e percurso da viagem de tal forma que ele ndo ira trocar de meio de transporte

ndo mais do que uma vez.
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6. (S&o Petersburgo 2001) Um pais possui 2000 cidades. Mostre que € possivel unir
pares de cidades usando estradas (duas-méaos) tal que paran =1, 2, ..., 1000, existem

exatamente duas cidades com exatamente n estradas.

7. (Russia 1974) Em um grupo de n pessoas sabe-se que se duas possuem mesmo
numero de amigos, entdo elas ndo possuem amigos em comum. Prove que existe uma

pessoa com exatamente um amigo.
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