UFRRJ
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL -
PROFMAT

DISSERTACAO

Equacoes Diofantinas Lineares: uma
proposta para as séries finais do ensino
fundamental

ANDRE FELLIPE FRANCO PEREIRA DE OLIVEIRA

2018



R‘S{L%M H:_.-Rq ¢ Gs ‘
g % &A

R Al

5 AAA
L - PROFMAT

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL -
PROFMAT

Equacoes Diofantinas Lineares: uma
proposta para as séries finais do ensino
fundamental

André Fellipe Franco Pereira de Oliveira

SOB A ORIENTACAO DO PROFESSOR
Claudio Cesar Saccomori Junior

Dissertacao submetida como requisito par-

cial para obtencao do grau de

Mestre,

no curso de Pés-Graduacao em Mestrado
Profissional em Matemaética em Rede Na-
cional - PROFMAT, Area de Concentra-

cao em Matematica.

Seropédica - RJ
Abril 2018



Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro
Biblioteca Central / Se¢céo de Processamento Téchico

Ficha catalografica elaborada
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Oiveira, André Fellipe Franco Pereira de, 1988-

M8e Equacdes Di of anti nas Lineares: una proposta para as
séries finais do ensino fundamental / André Fellipe
Franco Pereira de Oiveira. - 2018.
86 f.: il.

Oientador: C audi o Cesar Sacconori Jr.
Di ssertacdo(Mestrado). -- Universi dade Federal Rural
do Rio de Janeiro, Po6s-G aduacdo em Mestrado
Profi ssional em Mat emati ca em Rede Naci onal, 2018.

1. Equacdes Diofantinas Lineares. 2. Mxi no Divisor
Comum 3. Algoritno de Euclides. 4. Aritnética
Modul ar. 1. Sacconori Jr, d audio Cesar, 1977-,
orient. Il Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro. Pds-G aduacdo em Mestrado Profissional em
Mat emati ca em Rede Nacional 111. Tituloo.




UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RI1O DE JANEIRO

INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL -
PROFMAT

André Fellipe Franco Pereira de Oliveira

Dissertagao submetida como requisito parcial para obtencao do grau de Mestre, no curso
de Pos-Graduacgao em Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROF-
MAT, Area de Concentracao em Matematica.

DISSERTACAO APROVADA EM 25/04/2018.

Claudio Cesar Saccomori Junior Dr. UFRRJ
Orientador

André Luiz Martins Pereira. Dr. UFRRJ

Cleber Haubrichs dos Santos Dr. IFRJ



Para minha esposa,
Kamila.



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a Deus por me proteger e guiar o meu caminho durante
esta jornada.

A minha esposa, Kamila Costa, por ter me apoiado em todos os momentos e ficar ao
meu lado nas horas que eu mais precisava durante o periodo de elaboracao deste trabalho.
Agradeco todo carinho, atencao e tempo doados para que realizasse minha pesquisa. Sem
esse conjunto de atitudes nada disso seria possivel, pois tais agoes foram os componentes
essenciais para a consumacao deste trabalho.

Aos meus pais, Ivo e Olivia, a minha irma, Rafaella, a minha avd, Regina e a todos
os meus familiares que sempre estiveram ao meu lado me concedendo apoio e carinho para
que eu obtivesse éxito em todos os projetos em minha vida.

Ao meu orientador, prof. Dr. Cldudio Cesar Saccomori Junior, por acreditar em
meu potencial e, também, pelo convivio, pelo incentivo, pela compreensao e paciéncia na
orientacao que tornaram possivel a execucao desta dissertacao. Quero manifestar o meu
reconhecimento e admiragao pela sua competéncia profissional.

Aos professores, André Luiz Martins Pereira e Cleber Haubrichs dos Santos, por
participarem de minha banca examinadora.

Aos docentes que me conduziram durante a Pés-Graducao, pelas trocas de conhe-
cimento e experiéncias que foram tao importantes na minha vida académica e pessoal.

Agradeco a CAPES (Coordenagao de Aperfeigopamento de Pessoal de Nivel Supe-
rior) pela concessao da bolsa durante todo o periodo de realizagao deste mestrado.

Aos meus amigos do curso de Pds-Graduagao em Mestrado Profissional em Ma-
tematica em Rede Nacional - PROFMAT, Osni Novaes, Gilmar dos Santos, Anderson
Nishimura, Felipe Quirino, Hamilcar Pereira, Rafael Racca, Rodrigo Macedo, Tiago Loyo
e Valdinei da Silva que permaneceram nesta Pdés-Graduacao e, também aos amigos, An-
gela Carla, Guilherme Nascimento, José Carlos, Marcelo Lima e Ramiro Marins, que
tomaram outros caminhos, mas se fizeram presentes na minha vida pessoal e académica
em inumeras ocasioes de estudo e lazer. Torco pelo sucesso de todos.

Agradeco a todos que, mesmo nao estando citados aqui, tanto colaboraram para a
conclusao desta etapa em minha vida.



Resumo vii

Resumo

OLIVEIRA, A. F. F. P. Equagoes Diofantinas Lineares: uma proposta para
as séries finais do ensino fundamental. Seropédica, 2018. Dissertacao de Mestrado
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT). Instituto de Ci-
éncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro.

O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar uma proposta de
sequéncia didatica sobre Equacoes Diofantinas Lineares para aplicacao nas séries finais
do ensino fundamental da educacao basica. Almeja-se, também, que, apds a aplicagao
de algumas aulas sobre o tema, os alunos adquiram a capacidade de identificar situacoes-
problemas que possam ser modelados e, em seguida, resolvidos por meio dessas equagoes.
Para isso, serao abordados topicos essenciais para a compreensao dos contetdos envolvidos
na elaboracao da sequéncia didatica, tais como: numeros inteiros, divisibilidade, divisao
euclidiana, méximo divisor comum, algoritmo de Euclides e aritmética modular. Desta
forma, tal trabalho se justifica uma vez que, em processos seletivos de concursos militares,
Colégio Naval, Colégio Militar e EPCAr, e em provas da Olimpiada Brasileira de Matema-
tica das Escolas Publicas - OBMEP, aparecem questoes que podem ser solucionadas com
esta ferramenta e, também, pelo tema ser possivel de assimilacao pelos alunos das séries
finais do ensino fundamental, pois os mesmos precisam ter apenas conhecimentos basicos
de matematica. Além disso, pretende-se levar o aluno a perceber que a matematica é
importante para que ele compreenda e saiba solucionar situagoes-problema vivenciadas
em seu cotidiano.

PALAVRAS-CHAVE: Equagoes Diofantinas Lineares. Méximo Divisor Comum. Algoritmo
de Euclides. Aritmética Modular.
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Abstract

OLIVEIRA, A. F. F. P.. Linear Diophantine Equations: a proposal for the
final years of middle school. Seropédica, 2018. Master’s Dissertation (Mestrado Pro-
fissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT). Instituto de Ciéncias Exatas,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro.

The aim of this dissertation is to present a proposal of a didactic sequence for Linear
Diophantine Equations to be applied at the final years of middle school. It is also expected
that after some classes about the subject the students will be able to identify real word
problems that can be modeled and solved through Linear Diophantine Equations. In order
to achieve this objective essential topics for the understanding of the contents involved in
the elaboration of the didactic sequence, such as: integers, divisibility, Euclidean division,
greatest common divisor, Euclid’s algorithm and modular arithmetic will be reviewed.
Thus, this work is justified since in some selective processes of military competitions, Naval
College, Military College and EPCAr, and also in the tests of the Brazilian Mathematics
Olympiad of Public Schools - OBMEP, have some questions that can be solved with
this tool, and due the fact it is a possible topic for assimilation by the students at the
final years of middle schools since they only need basic knowledge of mathematics. In
addition, it is intended to lead the student to realize that mathematics is important so

that he understands and knows how to solve problem situations experienced in his daily
life.

KEYWORDS: Linear Diophantine Equations. Greatest Common Divisor. Euclid’s Algo-
rithm. Modular Arithmetic
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INTRODUCAO

Dentre as orientagoes educacionais contidas nos Parametros Curriculares Nacionais
(PCN’s), destacamos aquelas que fomentam a exploragdo do ensino de matemdtica em
situagoes do dia a dia como ferramenta de desenvolvimento das competéncias e habilidades

do aluno. Uma delas, segundo [4, p.40] é:

A resolugao de problemas, na perspectiva indicada pelos educadores ma-
temadaticos, possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver
a capacidade para gerenciar as informagoes que estao a seu alcance. As-
sim, os alunos terao oportunidade de ampliar seus conhecimentos acerca
de conceitos e procedimentos matematicos bem como de ampliar a visao
que tém dos problemas, da Matemaética, do mundo em geral e desenvol-
ver sua autoconfianca.

Sendo assim, situagoes do cotidiano, por exemplo, “Deseja-se sacar uma quantia de
R$100,00 em um caixa eletronico o qual possui dois tipos de notas disponiveis: R$10,00
e R$20,00. Quantas notas de cada tipo vocé podera receber?”, possibilitam ao aluno, em
geral, elaborar um raciocinio proprio de solucao e, além disso, comparar sua solugao com
as diferentes solugoes dos outros alunos, engrandecendo suas habilidades cognitivas e o
processo ensino-aprendizagem.

Pela algebra, podemos modelar a situacao apresentada acima pela equagao 10x +
20y = 100, onde z representa a quantidade de notas de R$10,00 e y, a de notas de
R$20,00. Tal situacao nos leva a alguns questionamentos: Serd que é possivel resolver
uma equacao deste tipo? Se houver solucao, esta é tinica ou existem varias? As repostas
sobre esses questionamentos se dao no estudo sobre este tipo de equacgoes, as quais sao
denominadas de Equagoes Diofantinas Lineares em homenagem a Diofanto de Alexandria
(aprox. 300d.C.), grande matematico e filésofo grego, considerado por muitos estudiosos
como o “pai da Algebra”, devido a notagao que ele utilizava ser considerada o primeiro

passo da algebra simbdlica [8].



Introducio 2

Através de pesquisa feita na Base Nacional Comum Curricular [3] e observagoes em
livros didaticos aprovados no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) [5], notou-se
que o tema “Equacoes Diofantinas Lineares” nao é abordado em nenhum dos segmentos da
educacao basica. Em particular, tal tema nao é desenvolvido no ensino fundamental como
uma aplicacao do maximo divisor comum de dois niimeros inteiros. Portanto, o presente
trabalho tem como questao norteadora: como introduzir o tema “Equacoes Diofantinas
Lineares com duas incégnitas” nas séries finais do ensino fundamental?

Passaremos agora a descrever sucintamente nosso trabalho. No Capitulo 1 apre-
sentamos resultados prévios que serao essenciais para uma melhor compreensao do leitor
nos capitulos posteriores, tais como: divisibilidade, divisao euclidiana, maximo divisor
comum e aritmética modular.

No Capitulo 2 apresentamos as teorias das equagoes diofantinas lineares de duas
incognitas e dois métodos de resolucao de tais equagoes: método algébrico e método
aritmético modular.

No Capitulo 3 apresentamos as orientacoes da metodologia de pesquisa utilizada
- Engenharia Didatica - e descrevemos, comentamos e analisamos os dados da pesquisa
obtidos a partir da experimentacao da sequéencia didatica em turmas do 9° ano do ensino

fundamental.



CAPITULO 1

NOCOES PRELIMINARES

O presente capitulo tem como objetivo expor alguns resultados importantes de
Aritmética para que o leitor tenha condicées de absorver o contetiddo abordado nos de-
mais capitulos. Note que apresentaremos aqui somente os resultados necessarios para a
compreensao do objetivo principal deste estudo: as Equacoes Diofantinas Lineares. Sendo
assim, o texto nao é auto-contido. Tais conceitos sdo baseados em Hefez [9], Lacerda [10]

¢ Domingues [7].

1.1 Divisibilidade

Sejam a e b dois niimeros inteiros. Diz-se que a divide b, escrevendo a | b, se existir
um numero inteiro ¢ tal que b = a - ¢. Nesse caso, diz-se também que a é divisor de b,
que b é divisivel por a ou ainda que b é multiplo de a. Por exemplo, 4 | 24 e 5 | 45, pois
24=4-6e45=5-0.

Agora, quando nao existe nenhum numero inteiro ¢ tal que b = a - ¢, diz-se que a
ndo divide b. Utilizaremos, nesse caso, a 1 b. Por exemplo, 3 1 20, pois ndo existe nenhum

nimero inteiro c¢ tal que 20 = 3 - c.
Proposicao 1.1 Dados os niumeros inteiros a, b e ¢, temos que
1. 1]a,alaealO.
2. 0| a se, e somente se, a = 0.
3. al|b se, e somente se, |a| | |b].
4. sealbebl|c, entioalc.

Demonstra¢ao: 1. Decorre imediatamente das igualdades a = a-1, a=1-ae 0 = a-0.

2. Suponha que 0 | a. Portanto, existe ¢ inteiro tal que a = 0-¢. Como ¢ -0 = 0, para
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todo inteiro ¢, entdo a = 0. Para a reciproca basta notar que 0 | 0, o que foi provado no
item anterior.

3. Sejam a, b, c € Z. Logo,
a|b:>b:a-c:>|b|=|a|'|C|:>|a| | |b|>

como queriamos demonstrar.
4. Suponha que a | b e b | c. Portanto, existem f e g inteiros tais que b= f-aec=g-b.

Substituindo o valor de b da primeira equagao na segunda, obtemos

c=g-b=yg(f-a)= (g fa,
0 que nos mostra que a | c. ]

Por exemplo, como 3 | 21 e 21 | 189, entao 3 | 189.
Suponha que a | b e que a # 0. Seja ¢ um numero inteiro tal que b = a-c. O

nimero ¢, univocamente determinado, é chamado de quociente de b por a e denotado por

b b
¢ = —. Note que — s6 estd definido quando a # 0 e a | b.
a a

Proposicao 1.2 Dados os nimeros inteiros a, b, ¢ e d, temos que se a | b e ¢ | d, entdo
ac | bd.

Demonstragao: Com efeito, se a | b e ¢ | d, entdao existem f e g inteiros tais que
b= f-aed= g-c. Sendo assim, temos que bd = (f-a)(g-c) = (f-g)(a-c). Logo, ac | bd,

CcOo1mo querl'amos provar. |

Por exemplo, como 4 | 24 e 3 | 21, entdo 12 =3 -4 | 24 - 21 = 504. Em particular,

se a | b, entao ac | be, para todo ¢ inteiro.

Proposicao 1.3 Sejam nimeros inteiros a, b e ¢, tais que a | (b£c¢). Entdo a | b se, e

somente se, a | c.

Demonstragdo: Para tal, suponha que a | (b+ ¢). Portanto, existe f inteiro tal que
b+c=af. Sea|b, entdo existe g inteiro tal que b = ag. Desta forma, b+c = ag+c = af,
donde segue-se que ¢ = (f — g)a. Logo, a | c. Reciprocamente, se a | ¢, entao existe h
inteiro tal que ¢ = ah. Desta forma, b+c = b+ah = af, donde segue-se que b = (f —h)a.

Logo, a | b. De forma andloga ocorre para a | (b — c). n

Proposicao 1.4 Sejam os nimeros inteiros a, b e ¢, tais que a | b e a | c. Entdo, para

todos os numeros inteiros x ey, temos que a | (xb+ yc).
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Demonstragao: Suponha que a | b e a | c¢. Portanto, existem f e g inteiros tais que

b=af e c=ag. Sendo assim,

zb+yc = x(af) +ylag) = (xf + yg)a,
0 que prova o resultado. [ ]

Por exemplo, como 3 | 21 e 3 | 189, entao 3 | (21 -4 + 189 -5).

1.2 Divisao Euclidiana

Teorema 1.5 Dados dois inteiros a e b, com b # 0, entdo existem dois unicos inteiros q
er tats que

a="bqg+r,com0<r<|b.

Demonstragdo: Seja o conjunto S = {x =a—by;y € Z} N (NU{0}).

FEzisténcia: Pela propriedade Arquimediana, existe n inteiro tal que n(—b) > —a. Por-
tanto, a — nb > 0, o que nos mostra que S é nao vazio. Note que o conjunto S é limitado
inferiormente por 0. Sendo assim, pelo Principio da Boa Ordenacao, temos que S possui
um menor elemento r. Suponhamos que r = a — bg. Vamos demonstrar que r < |b|.
Suponha, por absurdo, que r > |b|. Desta forma, existe s € NU {0} tal que r = |b| + s.
Portanto, 0 < s < r. Mas isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois
s=a—(qgx1)be S. Logo,a =bg+r, com0 <r < |b|, o que prova a existéncia de g e r.
Unicidade: Tomemos r,75 € S, com r; # ry. Sem perda de generalidade, considere
r9 > 11. Note que a diferenca r, — r; € um multiplo de b e, assim, essa diferenca é no
minimo igual a |b|. Portanto, se r; = a — bqy e 13 = a — bgy, com r; < 19 < |b|, entdo
tem-se que ro — r; > |b|, implica que o > ry + |[b| > [b|. Mas isso contradiz o fato de
ro < |b|. Logo, r1 = ry. Desta forma, segue-se que a — bg; = a — bga, 0 que implica que

q1 = Q2. u

Os numeros inteiros ¢ e r, referenciados no teorema acima, sao chamados de quo-
ciente e resto, respectivamente, da divisao de a por b. Por exemplo, o quociente e o resto
da divisao de 23 por 4 sao ¢ = 5 e r = 3 e 0 quociente e o resto da divisao de —23 por 4

sao g =—6er=1.

1.3 Maximo Divisor Comum

Diz-se que um numero inteiro d é um divisor comum de a e b inteiros, se d divide a
e b ao mesmo tempo. Por exemplo, os nimeros +1,+2,+4 e + 8 sao os divisores comuns

de 16 e 40.
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Diz-se que um numero inteiro d > 0 é um mdzximo divisor comum (mdc) de a e b,

se satisfaz as condicgoes:
l.d|aed]b;
2. seclaec]|b, entdao c <d.

Note que o mdc entre dois inteiros a e b sempre existe, pois o conjunto de divi-
sores positivos de a e b é nao-vazio, uma vez que 1 divide tanto a quanto b e limitado
superiormente, pois mdc(a, b) < min{|al, |b|} e é unico, pois, caso contrario, existiriam os
inteiros d e f tais que mdc(a,b) = d e mdc(a,b) = f. Pela definigao, como f | a, f|be
mdec(a,b) = d, entdo f < d. Da mesma forma, como d | a, d | b e mde(a,b) = f, entado
d < f. Logo, d = f. Por exemplo, o mdec(16,40) é 8.

Lema 1.6 Sejam a e b inteiros, com b # 0, e r o resto da divisao euclidiana de a por b.
Entao, mdc(a,b) = mdc(b,r).

Demonstracao: Para tal, como r é o resto da divisao euclidiana de a por b, entao
tem-se que a = bg + r e, consequentemente, r = a — bg. Seja ¢ um numero inteiro tal que
¢|aec|b. Sendo assim, pela proposigao 1.4, tem-se que ¢ | r. Portanto, ¢ é um divisor
comum de b e r. Reciprocamente, como a = bg + r, segue-se que todo divisor comum de b
e r também é divisor de a. Portanto, o conjunto dos divisores comuns de a e de b é igual

ao conjunto dos divisores comuns de b e de r. Logo, mdc(a,b) = mdc(b, ). |

Teorema 1.7 (Algoritmo de Euclides) Sejam a e b inteiros, com a > b > 0. Se o
algoritmo da divisao euclidiana for aplicado sucessivamente, seque, do Lema 1.6, que o

altimo resto nao nulo r,, satisfaz mdc(a,b) = r,, com n € N.

Demonstracao: Usando sucessivamente o algoritmo da divisao, obtem-se a sequéncia
de igualdades,
a=bg+r, 0<r <b

b:T1QQ+T2, OST2<T1
ri=req3+13, 0<1r3<ry

ro =1r3qs+11, 0<1rg<r3

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0 <rp <Tp_1

Tn—1 = Tnln+1 + Tnt1, Ty = 0.
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[lustrando essas divisoes sucessivas, tem-se a seguinte tabela:

q1 |42 |43 | 44 | .- qn | 9n+1
al|lblri|ro|rs| .| Thal|Thot| Tn
ML | T | T3 | Ty vee n T‘n+ 1

Sendo assim, como 7y,79,73,...,7h_1, T, SA0 inteiros positivos tais que b > ry > ry >
ry > ... > r,_1 > r, e existem apenas b — 1 inteiros positivos menores que b, entao
necessariamente se chega a uma divisao cujo resto r,+1 = 0, ou seja, r, | r,—1. Logo,

como 7, | r,_1, entdo temos que mdc(r,_1,7,) = r,, 0 que implica que mdc(a,b) =r,. &

Exemplo 1.3.8 Determinemos o mdc de 400 e 255. Para tal, pelo Algoritmo de Euclides,

temos
1 1 113
400 | 255 | 145 | 110 | 35
1451110 35 | 5 | O
Logo, mdc(400,255) = 5. O

Teorema 1.9 (Teorema de Bézout) Dados os inteiros a e b, nao ambos nulos, tem-se
que o mdc(a,b) = d pode ser escrito como uma combinagao linear inteira dos mesmos, ou

seja, existem myg e ng inteiros tais que d = moya + nob.

Demonstragao: Considere o conjunto Cyp, = {am + bn;m,n € Z}. Este conjunto de
inteiros inclui valores positivos e negativos e, além disso, tomando m = 0 e n = 0, vemos
que Cy também contém o zero.

Pelo Principio da Boa Ordenacao, podemos escolher mg e ng tais que ¢ = amg+bng
seja o menor nimero inteiro positivo contido no conjunto C, ;. Agora, mostraremos que
¢|aec|b Provaremos que ¢ | a e o outro segue analogamente. Para tal, vamos supor,
por absurdo, que ¢ a. Sendo assim, como ¢ { a, existem inteiros g e r tais que a = cq+r

com 0 < r < c¢. Portanto,
r=a—cq=a— (amy+ bng)g = a(l — gmyg) + b(—qno)

estd no conjunto C,p, 0 que contradiz a hipétese de ¢ ser o menor elemento positivo
contido em C, ;. Logo, ¢ | a.

Agora, sé resta provar que ¢ = d. De fato, como mdc(a,b) = d, podemos escrever
a=da;, b=db; e

c = amg + bng = daymg + dbyng = d(a;mg + bing).
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Sendo assim, d | ¢. Portanto, como ¢ e d sdo positivos e d | ¢ entdao d < ¢. Note que d < ¢

¢ impossivel pois d = mdc(a, b). Logo, d = ¢ = amg + bny como querfamos demonstrar. m

Para se determinar os inteiros m e n tais que mdc(a,b) = am + bn, existe um
dispositivo pratico, chamado algoritmo estendido de Euclides, que facilita o calculo. Tal
algoritmo que serd apresentado é baseado em Coutinho [6]. Calculando o maximo divisor

comum entre a e b, utilizando as divisoes sucessivas, obtemos
a=bq +rer =axry+ by

b=riqs+ 13 € 19 = axy + bys
r1 = Troq3 + T3 € r3 = ars + bys
o =13qy + T4 €1y = axy + byy
e
Tn—3 = T'n—2Qn—1 +Tp—1 € Tp_1 = aTp_1 + byn—l
Tn—2 = Tpn-14n € Tn = 07

onde Ty, ...,Tp_1 € Y1, ..., Yp_1 SA0 inteiros a determinar. [lustrando essas divisoes sucessi-

vas, tem-se a seguinte tabela:

restos quocientes Y
a * T_1 Y-

b x Zo Yo

1 q1 I Y1

) q2 ) Y2
Tn—2 Gn—2 Tn—2 Yn—2
Tn—1 Gn—1 Tp—1 Yn—1

Suponha que a tabela esteja preenchida até (i — 1)-ésima linha. Comecamos a preencher
a i-ésima linha dividindo r;_y por r;_; para determinar ¢;, de forma que r;,_o = r;_1¢; +
r; e 0 <r;, <r,_y. Portanto,

Ty =Ti—2 —Ti-1G;

. Como, r;_9 = ax;_o + by;_o e r,_1 = ax;_1 + by;_1, obtemos
ri = (axi—g + byi—o) — (azi—1 + byi—1)q = a(Ti—2 — ¢ixi—1) + b(Yi—e — GiYi—1).

Logo, x; = x;_9 — q;xi_1 € ¥y; = Yi_2 — q;yi—1. Note que, para calcular x; e y;, usamos

apenas os valores das linhas 1 — 1 e ¢ — 2, além do quociente ¢;. Temos assim um processo
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recursivo. Para dar inicio ao processo recursivo iremos determinar os valores de = e y das
duas primeiras linhas da tabela. Sendo assim, temos que a = ax_1 +by_1 e b = axy + by,
o que nos sugere escolher x_1 =1, y_1 =0, xg = 0 e yp = 1 e assim podemos dar inicio a
recursao. Tendo utilizado o algoritmo de Euclides e determinado que o mdc corresponde

ao resto r,_1, obtemos mdc(a,b) = ax,_1 + by,_1, ouseja, m =T, 1 € N = Yp_1.

Exemplo 1.3.10 Determine o mdc de 665 e 504 e, em seguida, escreva o mdc como uma
combinagao linear dos mesmos.

Para tal, pelo Algoritmo de Euclides, temos

665 | 504 | 161 | 21 | 14
161121 14|70

Portanto, mdc(665,504) = 7. Sendo assim, pelo Teorema de Bézout, temos que existem

m e n inteiros tais que 665m + 504n = 7. Pelo algoritmo estendido de Euclides, temos

restos quocientes T Y
655 * 1 0
504 * 0 1
161 1 1-1-0=1 0—-1-1=-1
21 3 0-3-1=-3 1-3-(-1)=4
14 7 1-7-(=3)=22 —-1-7-4=-29
7 1 —3-1.22=-25 4—1-(-29) =33
Logo, m = —25 e n = 33 e, consequentemente, 665(—25) + 504(33) = 7. O

Corolario 1.11 Quaisquer que sejam os inteiros a e b, nao ambos nulos, e k natural,
tem-se que mdc(ka, kb) = k - mdc(a,b).

Demonstragdo: Sejam a e b inteiros, ndo ambos nulos, k natural e mdc(a,b) = d.
Sendo assim, como d | a e d | b, entdo dk | ak e dk | bk. Portanto, dk | mdc(ak,bk).
Agora, vamos demonstrar que dk é divisivel por todo divisor comum de ak e bk. De
fato, seja « inteiro tal que « | ak e o | bk. Tome inteiros z,y tais que azx + by = d.
Portanto, kaz + kby = kd. Como « | ak e « | bk, entao « | kd. Logo, mdc(ak, bk) = dk e,

consequentemente, mdc(ak, bk) = dk = k - mdc(a,b), como queriamos demonstrar. [ ]

Dois niimeros inteiros a e b serao ditos primos entre si, ou coprimos, se mde(a,b) =
1.

Proposicao 1.12 Dois niumeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se,

existem numeros inteiros m e n tais que ma +nb = 1.
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Demonstracao: Suponha que a e b sejam ntimeros inteiros primos entre si. Portanto,
mdc(a,b) = 1. Pelo Teorema de Bézout, temos que existem m e n inteiros tais que
ma+nb = mdc(a,b). Logo, ma+nb = 1. Reciprocamente, suponha que existam ntimeros
inteiros m e n tais que ma + nb = 1. Seja mdc(a,b) = d. Pela proposigao 1.4, temos que
d | (ma + nb) e, consequentemente, d | 1. Portanto, d = 1. Logo, a e b sdo primos entre

Si. [

Corolario 1.13 Dados os inteiros a e b ambos nao nulos e d = mdc(a,b), tem-se que
de(22) 21
mde | —,—- | = 1.
d d

Demonstragcao: De fato, se d = mdc(a,b), pelo Teorema de Bézout, existem m e n
inteiros tais que ma + nb = d. Dividindo-se ambos os membros da igualdade anterior por

d, obtemos que

a n 1
m—+n- = 1.
d d
- o.ooa b .
Portanto, pela proposicao 1.12, temos que os inteiros P e P sao primos entre si. Logo,
a b
mdec | =, | = 1. ]
(#3)

Teorema 1.14 (Lema de Gauss) Sejam a,b e ¢ nimeros inteiros. Sea | bc e mdc(a,b) =

1, entdo a | c.

Demonstragao: Se a | be, entao existe f inteiro tal que be = af. Como mdc(a,b) = 1,

pela proposicao 1.12, entao existem m e n inteiros tais que
ma +nb = 1.
Sendo assim, multiplicando por ¢ ambos os lados da igualdade acima, obtemos
cma + cnb = c.
Agora, substituindo bc por af, temos que
c=cma+naf =alem+nf),

0 que mostra que a | ¢, como querfamos provar. [

Corolario 1.15 Dados os inteiros a, b e ¢, com b e ¢ ambos nao nulos e mde(b, c) = d,

c
temos que b | a e c| a se, e somente se, = | a.
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Demonstragao: Com efeito, suponha que b | a e ¢ | a. Entao temos que a = mb = nc

para alguns m e n inteiros. Desta forma, temos que

b ¢
Pelo coroléario 1.13, temos que mdc (c_i’ 3) = 1. Sendo assim, tem-se que p | n, 0 que

c
implica que —c | nc. Logo, i | a. Reciprocamente, como mdc(b, ¢) = d, entdo — = B € Z.

d d

c B : )

Portanto, se ~ | a, entdo B - ¢ | a e, consequentemente, ¢ | a. De maneira anédloga, como
. c bc .

mdc(b, c) = d, entao 7= C € 7Z. Portanto, se ] | a, entdao b- C' | a e, consequentemente,

c _ )
b | a. Logo, se ~ | a, entao temos que b | a e ¢ | a, como querfamos demonstrar. [ |

1.4 Aritmética Modular

Dois numeros inteiros a e b se dizem congruentes modulo d, sendo d um ntmero
natural, quando os restos de sua divisao euclidiana por d sao iguais. Para indicar a

congruéncia médulo d dos inteiros a e b, utiliza-se a seguinte notacao:
a=bmod d.

Por exemplo, 34 = 19 mod 3, pois os restos da divisao de 34 e 19 por 3 sao iguais a 1.
Agora, quando os restos da divisao euclidiana de a e b por d forem diferentes,

diremos que a e b sao incongruentes médulo d. Utilizaremos, nesse caso, a Z b mod d.

Por exemplo, 34 # 19 mod 4, pois os restos da divisao de 34 e 19 por 4 sao iguais a 2 e 3,

respectivamente.

Proposicao 1.16 Sejam a, b e d numeros inteiros, com d > 1. A condi¢ao necessdria
e suficiente para que os numeros a e b sejam congruentes modulo d € que sua diferenca

seja maltipla de d, ou seja, d | b— a.

Demonstracao: Sejam a =dg; +1reb=dg+1r,com0<7r; <de0<ry<d, as

divisoes euclidianas de a e b por d, respectivamente. Desta forma, temos que
b—a=d(qg—q)+ (r2 —r1).

Portanto, a = b mod d se, e somente se, r, = r1, ou seja, ro —r; = 0, 0 que é equivalente

a dizer que d | b — a, j& que |ry — | < d. u

Proposicao 1.17 Seja d um nimero natural. Dados a,b,c € Z, temos que
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1. a =a mod d,
2. sea=0bmod d, entao b = a mod d,

3. sea=bmodd eb=cmod d, entao a = ¢ mod d.

Demonstragao: 1. Note que d | (a —a) = 0. Portanto, a = a mod d.

2. Se a = b mod d, entdo d | (b — a) e, consequentemente, d | (a — b), o que implica que
b= a mod d.

3. Suponha que a = b mod d e b = ¢ mod d. Sendo assim, d | (b —a) e d | (¢ —b).
Portanto, pela proposicao 1.4, d | [(¢c — b) 4+ (b — a)] = ¢ — a. Logo, a = ¢ mod d. n

Proposicao 1.18 Sejam a, b, ¢, d e f niumeros inteiros, com d > 1.
1. sea=bmodd ec= f modd, entao a+c=b+ f mod d,

2. sea=bmoddec= f modd, entio ac =bf mod d.

Demonstra¢cao: Suponha que a = b mod d e ¢ = f mod d. Portanto, temos que
d|b—aed]| f—c

1. Pela proposi¢ao 1.4, temos que d | [(b — a) + (f — ¢)]. Portanto, d | [(b+ f) — (a + ¢)].
Logo, a+c=b+ f mod d.

2. Note que bf —ac= f(b—a)+a(f —c). Comod|b—aed| f—c,entdaod|[bf — ac].
Logo, ac = bf mod d. [

Corolario 1.19 Dados os numeros inteiros a e b e o numero natural n, se a = b mod d,
entao tem-se que a” = b" mod d, ou seja, podemos elevar os dois membros de uma

CONGruéncia ao mesmo expoente.

Demonstracao: Sejam n congruéncias a = b mod d, ou seja,

(o =bmodd,
a=0bmodd,
L a=bmod d.

Pela proposicao 1.18, temos que

axaX---Xa=bxbx---xbmodd = a" ="b" mod d,

. (&
v~ ~\~
n n

como queriamos provar. [
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Proposicao 1.20 Sejam a, b, ¢ e d numeros inteiros, com d > 1. Tem-se que a + ¢ =

b+ c mod d se, e somente se, a =b mod d.

Demonstragao: Suponha que a+c = b+cmod d. Sendo assim, entao d | [(b+c¢) — (a+
¢)], o que implica que d | b — a. Portanto, a = b mod d. Reciprocamente, se a = b mod d,

como ¢ = ¢ mod d, pela proposicao 1.18, tem-se que a + ¢ = b+ ¢ mod d. [

Proposicao 1.21 Sejam a, b, ¢, d e f numeros inteiros, com d > 1 e f = mdc(c,d).

Tem-se que ac = bc mod d se, e somente se, a =b mod —.

f
~ .. c d
Demonstrac¢ao: Pelo corolério 1.13, temos que mdc (?, ?) = 1. Portanto,
d c d d
ac=bcmodd<=d|(b—a)c<= - |(b—a)—- < < | (b—a) <= a=bmod —,
f f f f
como queriamos provar. [ ]

Proposicao 1.22 Sejam a e b numeros inteiros e d,n,d,ds, ..., d; inteiros maiores do

que 1. Temos que

1. sea=bmodd en|d, entao a =b mod n;
2. se a =b mod d, entao mdc(a,d) = mde(b, d);
3. a =bmod d;, para todoi = 1,2, ..., k se, e somente se, a = b mod mmcldy, da, ..., dy].

Demonstragao: 1. Se a = b mod d, entdao d | (b — a). Como n | d, segue-se que
n| (b—a). Logo, a = b mod n.

2. Se a = bmod d, entdo d | (b—a). Sendo assim, b—a = dk, o que implica que b = a+dk,
com k € Z. Portanto, pelo lema 1.6, temos que mdc(a,d) = mde(a + dk,d) = mde(b, d).
3. Se a = b mod d;, para todo i = 1,2,...,k, entdo d; | (b — a), para todo i. Sendo
b — a um multiplo de cada d;, segue-se que mmcldy,ds,....,d] | (b —a). Logo, a =

b mod mmcldy,ds, ..., dg]. A reciproca decorre do item 1. [ |

Proposicao 1.23 (Inverso multiplicativo médulo d) Se o mdc(a,d) = 1, entdo a é

invertivel médulo d, ou seja, existe o inverso a~' tal que a - a”*

O<a<deO<al<d.

= 1 mod d, em que

Demonstragdo: Sejam a e d numeros inteiros positivos tais que mdc(a,d) = 1. Sendo
assim, pelo Teorema de Bézout, existem m e n inteiros tais que am-+dn = 1. Desta forma,

am = 1 —dn e, consequentemente, am = 1+ d(—n). Portanto, temos que am = 1 mod d.

1

Logo, m é o inverso multiplicativo de a médulo d, que indica-se m = a~". [ ]



CAPITULO 2

EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Neste capitulo, que serd dividido em duas secoes, apresentaremos os conceitos que
envolvem as equacoes diofantinas lineares de duas incognitas e utilizaremos as nogoes de
mdc e congruéncias, abordadas no capitulo anterior, para resolver tais equacoes através
de dois métodos: algébrico e aritmético modular. Tais conceitos sao baseados em Hefez
[9], Domingues [7] e Oliveira [11].

2.1 Equacao Diofantina Linear

Uma equacao polinomial da forma a;z1 + asxs + ... + a,x, = ¢, onde os coeficientes
ai,as, ..., a, € Z, recebe o nome de equacao diofantina linear em homenagem a Diofanto
de Alexandria, devido a sua utilizacdo de métodos algébricos em busca das possiveis
solucoes.

Neste trabalho estudaremos as equacoes diofantinas lineares de duas incégnitas x
e y:

ar + by = c,

onde a,b,c € Z e suponhamos a e b nao simultaneamente nulos. Desta forma, se um par
(x0,%0) € Z X 7Z satisfaz a equagao axg + byy = ¢, entao diz-se que (xg,yp) é uma solug¢do
inteira da equacao diofantina. A seguir apresentaremos em quais condicbes a equacao

ax + by = ¢ admite solugoes inteiras.

Proposigao 2.1 Sejam a, b e c inteiros e seja d = mdec(a,b). A equagio ax + by = ¢

admite solugdo em nimeros inteiros se, e somente se, d | c.

Demonstragao: Suponha que existam x e y inteiros tais que ax +by = ¢. Como d | a e
d | b, pela proposigao 1.4, temos que d | (ax + by). Logo, d | c. Reciprocamente, suponha
que d | c. Entdo, existe k € Z tal que ¢ = kd. Pelo Teorema de Bézout, existem z,y € Z
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tais que ax + by = d. Dai, multiplicando-se ambos os lados desta ltima igualdade por k,
obtém-se
a(zk) + b(yk) = dk = axo + byy = ¢,

onde xg = zk e yo = yk. Logo, (xg,yo) é solugao da equagao ax + by = c. [

Sendo assim, se a equacao diofantina ax + by = ¢ admitir solugao, mostraremos, na

proposicao a seguir, como determinar as solugoes = e y a partir de uma solugao particular

Zo, Yo-

Proposicao 2.2 Seja (zg,y0) uma solugao particular da equagio ax + by = ¢, onde

mdc(a,b) = 1. Entao, as solugoes inteiras x,y da equagdo $ao
r=x9+th e y=1yg—ta, comteZ.

Demonstragao: Seja x,y uma solucao de azx + by = ¢. Portanto, como (xg,yo) é uma
solugao particular da equacao ax + by = ¢, temos que ax + by = axy + byy = ¢. Sendo
assim, temos que a(z — xg) = b(yo — y). Como mdec(a,b) = 1, segue-se que b | (z — x¢) €
a | (yo — y). Portanto,

(z—20) _ (Yo —y)

= =t teEZ.
b a ’

Dai, tem-se que z = zo+tb e y = yo — ta, t € Z, o que mostra que as solucoes sao do tipo

exibido. Por outro lado, (x,y), como no enunciado, é solugao, pois
ax + by = a(xg + tb) + b(yo — ta) = axy + byy = ¢,

CcOo1mo queriamos provar. |

2.2 Métodos para resolucao de Equacoes Diofantinas

Nesta secao iremos apresentar dois métodos, algébrico e aritmético modular, para
determinar a solugdo particular (zg,yo) de uma equagao do tipo ar + by = ¢, quando
mde(a,b) = 1.

2.2.1 Método algébrico utilizando o algoritmo de Euclides

Primeiro determina-se o mdc(a, b) através do algoritmo de FEuclides. Em seguida,
usando o dispositivo pratico (algoritmo estendido de Euclides), determina-se m,n € Z
tais que

ma + nb = mdc(a,b) = 1.
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Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por ¢, obtemos
cma + cnb = c.

Logo, xop = cm e yy = cn é uma solucao particular da equacgao axr + by = ¢ e todas as

outras solucoes inteiras sao dadas por

r=x9+they=1yy—ta, comteZ.

Exemplo 2.2.3 Resolvamos a equagao 16z + 9y = 201.
Como mdc(16,9) = 1 e 1 | 201, entdo a equagdo possui solugdo. Sendo assim, vamos

determinar uma solucao particular (zg,yo). Para tal, pelo Algoritmo de Euclides, temos

que
2
16[9]7]2]1.
7
Pelo dispositivo pratico, temos
restos quocientes x Yy
16 * 1 0
9 * 0
7 1 1 -1
2 1 -1 2
1 3 4 =7

Logo, temos que m = 4 e n = —7. Dai, 16 - (4) + 9 (=7) = 1 e, consequentemente,
16 - (804) + 9 - (—1407) = 201. Desta forma, temos que xo = 804 e yy = —1407 é solugao

particular da equacao e, consequentemente, as solucoes sao
r=804+9tey=—1407 — 16t, t € Z,

como queriamos determinar. O

No préximo exemplo, veremos como estender ao caso em que mdc(a, b) # 1.

Exemplo 2.2.4 Resolvamos a equagao 400x + 255y = 1205.
Como mdc(400,255) = 5 e 5 | 1205, entao a equacao possui solugao. Dividindo ambos os

membros da equagao por mde(400,255) = 5, obtemos a equagao equivalente 80x + 51y =
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241. Sendo assim, vamos determinar uma solucao particular (zg, yo) desta tltima equagao.

Para tal, pelo Algoritmo de Euclides, temos que

80|51 2922
291227 |1

Pelo dispositivo pratico, temos

restos quocientes x Yy
80 * 1 0
51 * 0 1
29 1 1 1.
22 1 -1 2
7 1 2 -3
3 -7 11

Logo, temos que m = —7 e n = 11. Dai, 80 - (=7) + 51 - (11) = 1 e, consequentemente,
80 - (—1687) + 51 - (2651) = 241. Desta forma, temos que xy = —1687 e yo = 2651 é

solucao particular da equacao e, consequentemente, as solugoes sao
r = —1687+ 51t e y = 2651 — 80t, t € Z,

como queriamos determinar. O

2.2.2 Método Aritmético Modular

Seja ax + by = ¢ uma equagao diofantina, com mdc(a,b) = 1. Supondo a < b e
a < ¢, pela divisao euclidiana, temos b = a-q+1r e c = a-p+ 2. Sendo assim, pela

aritmética modular, temos
ar =0 mod a

by = ry mod a
c=zmoda
e, consequentemente,

ax + by =ry = z mod a.

Note que 1 = mdc(a,b) = mdc(a,r). Portanto, pela proposi¢ao 1.23, considerando k =
r~1, temos:

ry =z mod a < (kr)y = kz mod a < y = kz mod a.
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c—b(kz)

Logo, yo = kz e xg = ¢ uma solugao particular da equacao ax + by = c e todas

a
as outras solugoes inteiras sao dadas por

r=x9+they=1yy—ta, comteZ.

Exemplo 2.2.5 Resolvamos a equacao 16z + 9y = 201.
Como mde(16,9) = 1 e 1 | 201, entdo a equagao possui solugdo. Sendo assim, vamos

determinar uma solugao particular (z,yo). Para tal, pela aritmética modular, temos que

162 = 7z mod 9
9y = 0 mod 9
201 = 3 mod 9

e, consequentemente,
162 + 9y = 7z = 3 mod 9.

Portanto,
Tt =3 mod9 < 28z =12 mod 9 < = =3 mod 9.
201 —16-3

5 = 17 é solucao particular da equacao

Desta forma, temos que xqg = 3 e yg =

e, consequentemente, as solugoes sao
r=3+9%ey=17—16t, t € Z,

como queriamos determinar. O

No préximo exemplo, veremos como estender ao caso em que mdc(a, b) # 1.

Exemplo 2.2.6 Resolvamos a equacao 400x + 255y = 1205.

Como mdc(255,400) = 5 e 5 | 1205, entao a equagao possui solu¢do. Dividindo ambos os
membros da equagao por mdc(255,400) = 5, obtemos a equagao equivalente 80z + 51y =
241. Sendo assim, vamos determinar uma solucao particular (zg, yo) desta ltima equagao.

Para tal, pela aritmética modular, temos que

80x = 29x mod 51
51y = 0 mod 51
241 = 37 mod 51

e, consequentemente,
80x + 51y = 29x = 37 mod 51.
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Portanto,

292 = 37 mod 51 & 203z = 259 mod 51 & —x =4 mod 51 & x = —4 mod 5H1.

241 — 80 - (—4)
51

Desta forma, temos que xp = —4 e yy = = 11 é solucao particular da

equacao e, consequentemente, as solucoes sao
r=—-44+5ltey=11—-280t, t € Z,

como queriamos determinar. O



CAPITULO 3

SEQUENCIA DIDATICA

Na elaboracao deste trabalho utilizamos como metodologia de pesquisa a Enge-
nharia Didética. Segundo Artigue [2], em uma pesquisa cuja metodologia é a Engenharia

Didatica, podemos identificar quatro diferentes fases:
1. as analises prévias;
2. a elaboragao e andlise a priori de experiéncias didatico-pedagdgicas;
3. experimentacao da sequéncia didatica;
4. andlise a posteriori e validagao.

Na primeira fase, analise prévia, elabora-se uma revisao bibliografica abordando
as condigoOes presentes nos diversos niveis da sequéncia didatica. Sendo assim, nesta fase,
analisa-se como ocorre o ensino atualmente do tema a ser abordado, apresentando as
dificuldades encontradas pelos alunos e seus efeitos. Além disso, analisa-se os aspectos
epistemologicos do tema e o ambiente aonde ocorrera a pesquisa.

Na segunda fase, elaboracao e analise a priori, constréi-se o embasamento da pes-
quisa tendo como referéncia as analises prévias. Nesta fase sao determinadas as variaveis
de comando: locais (referente a organizagdo de uma sessao ou aula) ou globais (referente
a organizacao de vdrias sessoes ou aulas). Segundo Artigue, a andlise a priori comporta
duas partes: uma descritiva e uma preditiva.

Na terceira fase, experimentacao, coloca-se em pratica a sequéncia didatica elabo-
rada. Sendo assim, a experimentacao presume: a apresentacao da sequeéncia didatica; a
descricao dos objetivos, das condicoes e do contexto da realizacao da pesquisa; a aplicagao
da sequéncia didatica; a anotacao das observacoes feitas na experimentacao.

Na quarta fase, andlise a posteriori e validacao, deve-se organizar e analisar os

dados obtidos na experimentacao da sequéncia didatica. Portanto, nesta fase, ocorre o
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tratamento dos dados obtidos e a comparagao com a anélise a priori permitindo, assim,
verificar quais sao as contribui¢oes do objeto de pesquisa e, consequentemente, sua vali-

dacao.

3.1 Analises prévias

A primeira fase da Engenharia Didatica, denominada analises prévias ou analises
preliminares, tem como objetivo apresentar a justificativa para a relevancia das Equagoes
Diofantinas Lineares para o ensino fundamental, levando-se em consideracao a analise do
desempenho do ensino do tema e as colaboragoes que tal implantacao possa fomentar.

Por conseguinte, os PCN’s ponderam a necessidade de complementar os estudos
na Aritmética envolvendo as operacgoes e suas propriedades nos anos finais do ensino

fundamental:

E importante salientar que no quarto ciclo nao se pode configurar o
abandono da Aritmética, como muitas vezes ocorre. Os problemas arit-
méticos praticamente nao sao postos como desafios aos alunos deste
ciclo; em geral, as situacoes trabalhadas pelos professores privilegiam
a aplicacao de conceitos algébricos. Pode-se até afirmar que os proce-
dimentos nao-algébricos (os que nao utilizam equagoes, sistemas etc.)
para resolver problemas sao desestimulados nos tltimos anos do ensino
fundamental, mesmo em situagoes em que a algebra nao é necessaria.
[4, p.83]

Na confecgao das anédlises prévias, Artigue [2] sugere que se inclua a distin¢ao de

trés dimensoes:
1. dimensao epistemologica;
2. dimensao didatica;

3. dimensao cognitiva.

3.1.1 Dimensao epistemologica

Historicamente, as equagoes diofantinas lineares exerceram um lugar de destaque

nos estudos da matematica dos povos egipcio, grego e, em especial, hindu, segundo Eves

8].

Os hindus revelaram notavel habilidade em anélise indeterminada, sendo
talvez os primeiros a descobrir métodos gerais neste ramo da matemé-
tica. Ao contrério de Diofanto, que procurava uma qualquer das solugoes
racionais de uma equacao indeterminada, os hindus empenhavam-se em
encontrar todas as solugbes inteiras possiveis. [8, p.256]
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De acordo com Eves [8], as equagoes diofantinas lineares recebem este nome em
homenagem ao mateméatico Diofanto de Alexandria, devido a sua utilizagdo de métodos
algébricos em busca das possiveis solucoes racionais, apesar de Brahmagupta, matemético
hindu que viveu na fndia, nos primeiros anos do século VII, ter sido o primeiro a encontrar
todas as solugoes inteiras possiveis para a equacao diofantina linear ax + by = ¢ onde a,
b e c sao inteiros.

Portanto, pela propria formulacao epistemoldgica, as Equagoes Diofantinas Line-
ares do tipo ax + by = ¢ admitem nenhuma ou infinitas solugoes inteiras. Além disso,
tal tematica proporciona a utilizacao de multiplos métodos de solucao, a partir da tenta-
tiva e erro, pois, no aspecto aritmético, a condigao necessaria e suficiente para que exista
solugao inteira para esse tipo de equacao é que o maximo divisor comum de a e b deve
dividir ¢ e, no aspecto algébrico, a representacao algébrica desse tipo de equagao permite
desenvolver o pensamento algébrico e a concepcao de uma linguagem generalizante para

todas as solugoes.

Desse modo, o ensino de Algebra precisa continuar garantindo que os
alunos trabalhem com problemas, que lhes permitam dar significado a
linguagem e as idéias matemaéticas. Ao se proporem situacoes-problema
bastante diversificadas, o aluno podera reconhecer diferentes funcoes de
Algebra (ao resolver problemas dificeis do ponto de vista aritmético, ao
modelizar, generalizar e demonstrar propriedades e férmulas, estabelecer
relagOes entre grandezas). [4, p.84]

Através de pesquisa feita na Base Nacional Comum Curricular [3], nota-se que o
tema Equagcoes Diofantinas Lineares nao pertence ao curriculo de matematica da educagao
bésica, porém a exploracao de problemas envolvendo esse tema possibilita uma contribui-
¢ao para a formacao matemédtica do aluno do ciclo bésico nos campos da aritmética e

algebra.

3.1.2 Dimensao didatica

Como o tema Equacoes Diofantinas Lineares nao pertence ao curriculo de mate-
matica da educacao basica, quando se propoe a discussao quanto a analise didatica do
objeto matematico, consideramos a abordagem do tema maximo divisor comum presente
nos livros de matematica do ensino fundamental distribuidos para as escolas publicas pelo
Ministério da Educagao e Cultura por meio do Programa Nacional do Livro Didatico [5].
Tal tema foi escolhido, pois, por meio dele, se é possivel determinar a possibilidade ou
nao da existéncia de solucao inteira das equacoes diofantinas lineares.

Um dos livros apresentado é Andrini [1] onde o maximo divisor comum é apresen-
tado de forma superficial com a resolucao de uma situagao-problema usando o conjunto de

divisores. Além disso, é exposto o calculo do mdc pela decomposicao em fatores primos e



Secao 3.1: Analises prévias 23

sao propostos poucos exercicios. Tal conceito é apresentado em duas paginas, sendo uma

de teoria e uma de exercicios.

Agora, em Souza [12], o conceito de maximo divisor comum é abordado de modo
breve através de um problema utilizando o conjunto de divisores. Posteriormente, se
demonstra o calculo do mdc pela decomposicao em fatores primos e pela decomposicao
simultanea. Tal conceito é apresentado em quatro paginas, sendo duas paginas de teoria

e duas de exercicios.

Ocorre que ao consultar algumas obras de ensino de matemadtica - Andrini [1] e
Souza [12] - percebeu-se que o maximo divisor comum é abordado de forma resumida e
curta, sem dar destaque as possiveis aplicacoes do conceito. Além disso, os livros nao
apresentam o cdlculo do mdc através do algoritmo de Euclides ou método das divisoes

sucessivas.

Faz-se necessario também uma analise didatica do tema congruéncias, pois, por
meio dele, é possivel determinar uma solucao particular xg, yy de uma equacao diofantina
linear do tipo ax + by = ¢. Analisando os livros citados acima, notamos que o conceito de
divisao é introduzido a partir de dois casos distintos: um que traz a ideia de repartir uma
quantidade em partes iguais e outro com a ideia de calcular quantas vezes uma quantidade
cabe em outra. Os autores caracterizam a divisao exata como aquela em que o resto é
zero e a divis@o nao exata como aquela em que hd uma “sobra” na operagao de divisao. A
relacao fundamental da divisao, dividendo = divisor - quociente + resto, é mostrada em

ambos os livros analisados.

Além disso, os exercicios sao diversificados e abordam, quase que de modo especi-
fico, as ideias associadas ao quociente de uma divisao. O significado do resto é tratado sem
ser dada uma relevancia maior, que poderia ter sido explicitada, mostrando, por exemplo,

o resto como solucao de um problema ciclico.

3.1.3 Dimensao cognitiva

No Teste a Priori, que acontece na primeira aula das sequéncias didéticas (método
algébrico e método aritmético modular), os alunos tiveram que resolver duas situagoes
problema do cotidiano que versavam sobre o tema Equagoes Diofantinas Lineares. Tal aula
tinha como objetivo averiguar como seria o comportamento e os conhecimentos prévios
dos alunos durante a resolucao dos problemas para constatar as possibilidades didaticas

da implementacao do tema.

Portanto, através da andlise das respostas obtidas no Teste a Priori e de uma
conversa informal com os alunos, foi possivel notar a relevancia de se abordar o tema
Equacoes Diofantinas Lineares, pois, o mesmo, contempla temas que ou nao sao trabalha-

dos (congruéncias) ou sao poucos trabalhados (maximo divisor comum) sem apresentar
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uma aplicabilidade na resolucao de problemas do cotidiano, deixando de desenvolver os

conceitos nas areas da aritmética e algebra.

Além disso, tal implementacao do tema corrobora com o que diz o PCN em relagao

ao ensino aprendizagem de matematica no quarto ciclo (8° ano e 9° ano):

Em geral, a énfase recai no estudo dos contetidos algébricos, abordados
de forma mecanica, distanciando-se ainda mais das situacoes-problema
do cotidiano. E como se, neste ciclo, o aluno tivesse de esquecer quase
tudo o que aprendeu antes, porque esses conhecimentos ja nao lhe servem
mais para resolver as situagoes que ora lhe sdo propostas. No entanto,
essa situagao poderd ser revertida se, para os novos conteidos a serem
estudados, esses alunos conseguirem estabelecer relacées com os conhe-
cimentos construidos anteriormente. Nesse sentido é importante consi-
derar que alguns aspectos associados ao desenvolvimento cognitivo dos
alunos que estao no quarto ciclo em muito favorecem a aprendizagem. [4,
p.80]

Logo, o tema Equagoes Diofantinas Lineares foi aplicado em duas turmas do 9°

ano do ensino fundamental da Escola Estadual Aydano de Almeida, situada na regiao

metropolitana do estado do Rio de Janeiro. Os alunos das mencionadas turmas possuem

idade entre 14 e 16 anos e a aplicagao ocorreu durante as aulas de matematica, onde o

professor André é efetivo da turma neste componente curricular.

3.2 Elaboracao e andlise a priori de experiéncias

didatico-pedagdgicas

A segunda fase da Engenharia Didética, denominada andlise a priori, tem como

objetivo determinar as variaveis de comando: locais e globais, além de escolhas didaticas

importantes para a aplicacao da pesquisa. Sendo assim, norteado pelas andlises prévias,

foram definidas as variaveis globais que possibilitaram a elaboracao das sequéncias dida-

ticas. Tais variaveis, que dizem respeito a organizacao de varias aulas, sao as seguintes:

1. o conjunto dos numeros inteiros e o0 maximo divisor comum;

2. a utilizacao de situagoes problema contextualizadas como recurso didético;

3. introduzir os conceitos teorema de Bezout, congruéncias e equagoes diofantinas li-

neares;

4. possibilitar aos alunos resolverem as situagoes problema utilizando seus préprios

métodos;

5. aprofundar e revisar conceitos matematicos do ensino fundamental,



Secao 3.3: Experimentacao da sequéncia didatica 25

6. conduzir os alunos a notarem a limitacao do método da tentativa e erro;
7. auxiliar os alunos na construcao e desenvolvimento do conhecimento.

Posto isto, com base nas variaveis globais descritas acima, foram feitas algumas
escolhas didéticas: a escola, os individuos e os meios que possibilitassem a elaboracao e
experimentagao da sequéncia diddtica. Assim, delineamos o nimero de aulas, as datas e
o local a serem realizadas. Além disso, direcionamos a elaboracao dos instrumentos de
pesquisa a partir das analises preliminares, das variaveis globais e dos dados referentes as

escolhas anteriores.

3.2.1 Hipoteses

Como citado anteriormente, a andlise a priori comporta uma parte preditiva em
que sao definidas as variaveis locais que estao associadas com as hipdteses que serao
confrontadas com a andlise a posteriori para a validacdo da Engenharia Didatica. Além
disso, as hipoteses estao relacionadas com a anélise feita em relagao ao comportamento dos
alunos, ressaltando-se a importancia de verificar a validacao de cada uma dessas hipdteses
durante a fase de experimentacao da sequéncia didatica com o objetivo de averiguar
a necessidade de alteracoes na elaboragao da aula seguinte. Tais variaveis, que dizem

respeito a organizagao de uma aula, sao as seguintes:

e os alunos perceberao que o método utilizado (método da tentativa e erro) na reso-

lugao dos problemas propostos no teste a priori possui limitagoes;

e os alunos ficarao mais propensos a apreender outros métodos de resolucao de pro-

blemas;
e ocorrera a socializacao de resultados em cada situacao problema;

e introduzir conceitos e algoritmos na busca da resolucao das situagoes problema que
possibilitarao ao aluno notar uma aplicabilidade dos seguintes conceitos: maximo

divisor comum e congruéncias.

3.3 Experimentacao da sequéncia didatica

Duas sequéncias de aulas foram desenvolvidas buscando visar sobre os conceitos
preliminares e sobre as equagoes diofantinas lineares, objeto principal de aprendizagem, e
foram aplicadas para duas turmas (uma sequéncia didética para cada turma) do 9° ano
do ensino fundamental do Colégio Estadual Aydano de Almeida, situado na cidade de

Nil6polis, no estado do Rio de Janeiro.
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Ademais, apresentamos uma proposta cujo objetivo é favorecer o professor de ma-
tematica da Educacao Basica, auxiliando na diversificacao das aulas, mostrando o enlace

que existe entre Algebra e Aritmética.

3.3.1 Sequéncia didatica - método algébrico

A seguir apresentamos a sequéncia didatica do método algébrico que consta de seis
aulas e abordam os seguintes conceitos: maximo divisor comum, teorema de Bezout e
equacoes diofantinas. Tal sequéncia foi aplicada a uma turma de 20 alunos do 9° ano do

ensino fundamental.

AULA 1 - TESTE A PRIORI

Plano de aula

Tema: Teste a priori

Conteudo: Equacoes Diofantinas Lineares

Objetivos: Propiciar ao aluno:

e Estudar aplicagoes das equacgoes diofantinas na resolucao de situagoes problemas

Metodologia: Os alunos terao 50 minutos para resolver cada situacao problema
do teste. Espera-se que eles utilizem o método de tentativa e erro para determinar

as solugoes.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracgao: dois tempos de 50 minutos cada

PROBLEMA DO SAQUE BANCARIO

Uma pessoa resolve sacar uma quantia em espécie. Chegando no caixa eletronico em uma
agéncia bancéria, essa pessoa percebe que s6 havia duas opcoes de notas disponiveis: R$
5,00 e R$ 20,00.

a) se essa pessoa deseja sacar R$ 150,00, qual é o nimero de opgoes que ela dispoe para
fazer o saque?

b) qual é o niimero maximo de notas que ela pode receber ao efetuar o saque de R$ 150,007

¢) e o nimero minimo de notas?

PROBLEMA DO PARQUE DE DIVERSAO
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André, pai de Ana e Carlos, resolve agradar seus filhos levando-os a um parque de diver-

sa0. Chegando ao parque, André dd a cada um dos filhos uma quantia de R$ 100,00. Ana

e Carlos ao chegarem no caixa para comprar os bilhetes percebem que havia duas opgoes:

RS$ 3,00 e R$ 7,00.

a) qual é o nimero de opgoes que Ana e Carlos dispoem para fazer a compra dos bilhetes?
)

b

¢) e o nimero minimo de bilhetes?

qual é o nimero maximo de bilhetes que cada um pode comprar?

AULA 2 - REVISAO DE MDC

Plano de aula

Tema: Maximo Divisor Comum

Contetdo: MDC e Algoritmo de Euclides

Objetivos: Propiciar ao aluno:
e Compreender o conceito de mdc;

e Aplicar o algoritmo de Euclides para resolver problemas que envolvam o conceito de mdc;

Metodologia: Relembraremos o conceito de divisibilidade e o conjunto dos divisores
de um numero. Apds, falaremos do conceito do mdce e do algoritmo de Euclides para

determinacao do mdc de dois ntimeros.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participacao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracao: dois tempos de 50 minutos cada

e Miximo divisor comum

Considere a situacao: a tabela abaixo mostra o nimero de jogos de videogame

encomendados pelas lojas A, B e C a determinada empresa.

Jogos encomendados

Loja | Niimero de jogos
A 96
B 108
C 132

O encarregado de preparar as encomendas recebeu orientacao de colocar o maior
numero possivel de jogos em cada pacote de modo que todos os pacotes tivessem a mesma
quantidade de jogos. Além disso, cada pacote deve ter jogos de apenas um tipo: ou A ou
B ou C.
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Inicialmente, o encarregado determinou os divisores naturais de cada um dos niu-
meros da tabela:

D(96) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96}
D(108) = {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 27, 36, 54, 108}
D(132) = {1, 2, 3, 4, 6, 11, 12, 22, 33, 44, 66, 132}

Note que os nimeros 1, 2, 3, 4, 6 e 12 sao divisores de 96, 108 e 132 a0 mesmo
tempo. Portanto, eles sao divisores comuns de 96, 108 e 132. Como foi determinado
que cada pacote deveria ter o maior niimero possivel de jogos, entao cada pacote deveria
conter 12 jogos. O que o encarregado fez foi encontrar o maior divisor comum de 96,
108 e 132.

Definicao: o maior dos divisores comuns de dois ou mais nimeros chama-se maximo
divisor comum (mdc).

Agora vamos apresentar um processo pratico de cdlculo do maximo divisor comum

de dois ou mais niimeros.
e Algoritmo de Euclides (divisoes sucessivas)

1. Divide-se o numero maior pelo menor. Se a divisao for exata, o mdc sera o
menor deles;

2. Se a divisao nao for exata, divide-se o menor pelo resto e assim sucessivamente,
até encontrar uma divisao exata. O tltimo divisor sera o mdc.

Exemplos: 1. Determine o mdc de 382 e 120.

3 | 5|2 |5 = Quocientes
3821120122110 |2 = Divisores
22 1101210 — Restos

Logo, mdc (382,120) = 2.
2. Determinar o mde de 96 e 60.

11 1]1] 2 = Quocientes
96 |60 |36 |24 | 12 = Divisores
361241121 0 — Restos

Logo, mdc (96,60) = 12.
EXERCICIOS

1. Determine:
a) os divisores de 60;
b) os divisores de 72;

¢) os divisores comuns de 60 e 72;
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d) o maior desses divisores comuns.

2. Utilizando o algoritmo de Euclides, determine:
a) mdc (8,10)

b) mde (40,50)

¢) mdc (32,48)

o
o
—~
~J
ot
—_
[N}
ot
~—

3. Em uma classe, ha 28 meninos e 21 meninas. A professora quer formar grupos sé
de meninos ou s6 de meninas, com a mesma quantidade de alunos e usando a maior quan-
tidade possivel.

a) quantos alunos terd cada grupo?

b) quantos grupos de meninas podem ser formados? E de meninos?

4. Um marceneiro tem duas tiras de madeira, uma com 120cm de comprimento e ou-
tra com 180cm e quer corta-las em pedagos iguais para montar uma estante. Sabendo
que os pedagos devem ser do maior tamanho possivel, qual serd o comprimento de cada

pedago?

Desafio - Uma editora tem em seu estoque 750 exemplares de um livro A, 1200 de
um livro B e 2500 de um livro C. Deseja-se remeté-los a algumas escolas em pacotes, de
modo que cada pacote contenha os trés tipos de livros em quantidades iguais e com o
maior nimero possivel de exemplares de cada tipo. Nessas condicoes, remetidos todos os
pacotes possiveis, o nimero de exemplares que restarao no estoque é:

a) 1500

b) 1600

¢) 1750

d) 2000

e) 2200

AULA 3 - TEOREMA DE BEZOUT

Plano de aula
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Tema: Teorema de Bezout

Contetido: Teorema de Beézout e dispositivo prético (algoritmo de Euclides estendido)

Objetivos: Propiciar ao aluno:
e Compreender o conceito do Teorema de Bezout;
e Aprender o processo do algoritmo de Euclides estendido;

e Relacionar os conceitos de mdc e de Teorema de Bezout;

Metodologia: Iniciaremos a aula enunciando o Teorema de Beézout e, em seguida,
apresentaremos um dispositivo prético (algoritmo de Euclides estendido) para a

determinacao dos coeficientes m e n.

Avaliagao: cada discente serd avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracao: dois tempos de 50 minutos cada

Teorema de Bézout - Dados os inteiros a e b, nao ambos nulos, tem-se que o mdc(a, b) =
d sempre pode ser escrito como uma combinacao linear inteira dos mesmos, ou seja, exis-

tem m e n inteiros tais que d = ma + nb.

e Dispositivo pratico

1. Determine o mdc de a e b utilizando o algoritmo de Euclides.

2. Construa uma tabela na qual a primeira coluna é composta pelos quocientes, excluindo-
se o ultimo e inscritos na ordem inversa, obtidos na determinagao do mdc(a,b) pelo
algoritmo de Euclides e a segunda coluna é a dos coeficientes m e n que é preenchida

da seguinta maneira:
e o coeficiente da primeira linha é 1;

e o coeficiente da segunda linha é o produto do coeficiente da primeira linha pelo

quociente da segunda linha;

e da terceira linha em diante, seguimos essa regra: o coeficiente de uma determi-
nada linha é o produto do quociente dessa linha pelo coeficiente da linha anterior,

adicionado ao coeficiente acima.
e 0 penultimo coeficiente é o |m| e o dltimo coeficiente é o |n|.

3. Se o nimero de quocientes utilizado for impar, entao teremos m positivo e n negativo.
Caso contrario, se o nimero de quocientes utilizado for par, teremos m negativo e n

positivo.
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Exemplo: Determine o mdc(132,204) e, em seguida, escreva o mdc como uma
combinacao linear dos nimeros 132 e 204.

Usando o algoritmo de Euclides temos:

1 11 ]11]5
204 113272160 |12 .
72160 |12] 0

Portanto, mdc(204,132) = 12. Pelo teorema de Bezout, temos que 204m + 132n = 12.

Pelo dispositivo pratico, temos:

q|m,n
!
1] 1
1] 2
1] 3

Logo, como a quantidade de quocientes utilizado ¢ um nimero fmpar, temos que m = 2
e n = —3 e, consequentemente, 204 - (2) + 132 - (—3) = 12.

EXERCICIO

1. Escreva o mdc dos niimeros inteiros abaixo como uma combinacao linear dos mesmos:
a) mdc (8,10)
b) mdc (40,50)

—~

)

j) mdc (70,84)

k) mde (60,72)

1) mdc (21,28)

m) mdc (120,180)
1) mde (750,1200)

AULA 4 - DEFINICAO DE EQUACOES DIOFANTINAS E CONDI-
CAO DE EXISTENCIA DE SOLUCAO

Plano de aula
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Tema: Equacoes Diofantinas Lineares

Contetdo: Equacoes Diofantinas Lineares - definicao e condi¢ao de existéncia de solucao

Objetivos: Propiciar ao aluno:

e Compreender o conceito de equacao diofantina linear de duas incognitas;

e Compreender em quais condi¢oes uma equacgao diofantina linear de duas incognitas
admite solucoes inteiras;

e Mostrar uma das aplicagoes do conceito de mdc;

Metodologia: Iniciaremos a aula demonstrando a defini¢ao formal de uma equacao
diofantina linear de duas incognitas. Posteriormente, apresentaremos a condicao de

existéncia de solugao inteira como uma aplicagao do conceito de mdc.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracgao: dois tempos de 50 minutos cada

e Equacoes diofantinas lineares de duas incognitas

Definicao: uma equacdao diofantina linear de duas incognitas é uma equacao da forma
ar + by = ¢, onde x,y sao as incognitas e a, b, ¢ sao inteiros dados, sendo ab # 0. Por
exemplo, sao equagoes diofantinas lineares de duas incognitas: 2x + 6y = 24,4z + 6y =
13,14z 4+ 22y = 50 e 22 + 3y = 101.

Se dois nimeros inteiros xg, Yo satisfazem a equacao ax+by = ¢, entao denomina-se
que g, Yo € uma solucao inteira da equagao diofantina ax+by = c. Por exemplo, considere
a equagao 2z + 6y = 24. Note que: 2(9) + 6(1) = 24. Portanto, o par de inteiros, 9 e
1, é solucao da equacao 2x + 6y = 24. Agora, considere a equacao 4z + 6y = 13. Note
que 4z + 6y é um numero inteiro par para quaisquer que sejam os valores inteiros de x e
Y, enquanto 13 é um numero inteiro impar. Portanto, a equacao 4x 4+ 6y = 13 nao tem

solucao inteira.
e Condicao de existéncia de solugao

A equacao diofantina linear ax + by = ¢ possui solucao xg, yo se, e somente se, d
divide ¢, onde d = mdc(a,b).

Exemplos:

1. A equagao 2x + 6y = 24 possui solucao inteira, pois mdc(6,2) = 2 e 2 divide 24.

2. A equagao 4x + 6y = 13 nao possui solucdo inteira, pois mdc(6,4) = 2 e 2 nao
divide 13.

3. A equacgao 16x 4+ 9y = 59 possui solucao inteira, pois mde(16,9) = 1 e 1 divide
59.
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EXERCICIO

1. Determine quais equacoes diofantinas lineares de duas incégnitas possuem solucao em
Z. Em caso afirmativo, determine uma solucao.
a) 14z + 22y = 50

b) 2z + 3y = 101

c) 13z 4+ 9y =21

d) 60x + 48y = 234

e) 28z + 80y = 44

f) bx + 15y = 131

g) Tz + 11y = 100

h) 192 4+ 97y = 1997

i) 10x + 20y = 203

j) 13z + 4y = 100

AULA 5 - SOLUCOES GERAIS DE UMA EQUACAO DIOFANTINA

Plano de aula

Tema: Equacoes Diofantinas Lineares

Conteudo: Solucoes gerais de uma equacao diofantina do tipo az + by = ¢

Objetivos: Propiciar ao aluno:
e Resolver eficientemente uma equacao diofantina,

e Mostrar uma das aplicacoes do teorema de Bezout;

Metodologia: Iniciaremos a aula demonstrando como determinar as solugoes de uma
equacao do tipo ax + by = ¢ a partir de uma solucao particular xg, . Posteriormente,
mostraremos como determinar a solucao particular xg,yo através de uma aplicacao

do Teorema de Bezout e do dispositivo pratico.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participacao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracao: dois tempos de 50 minutos cada

e Solugoes da equagao ax + by = ¢

Seja g, o uma solucao particular da equacao diofantina linear ax + by = ¢, onde
mdc(a,b) = 1. Entao todas as outras solugoes desta equagao sdo dadas pelas férmulas:

x=x9+bt e y=1yy— at, onde t é um inteiro arbitrario.
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Exemplo: Determine a solugao geral da equacao diofantina 24x + 43y = 117.

Primeiro, através do algoritmo de Euclides, determina-se o mdc de 43 e 24. Assim, temos

1111314
43124 119|541 .
1915 | 4

Portanto, como mdc(43,24) = 1 e 1 divide 117, entao a equagao 24x + 43y = 117 possui
solucao inteira. Desta forma, pelo teorema de Bezout, temos que 43m + 24n = 1. Dali,

pelo dispositivo pratico, temos:

q|m,n
1
11 1
3| 4
11 5
119
Logo, como a quantidade de quocientes utilizado foi um ntimero par, temos que m = —5 e
n =9, o que acarreta em 43(—5)+24(9) = 1 e, consequentemente, 43(—585) +24(1053) =
117. Portanto, xg = 1053 e yo = —585 é uma solucao particular e, por conseguinte, todas

as demais solucoes sao dadas pelas formulas: x = 1053 + 43t e y = —585 — 24t, onde t é

um numero inteiro arbitrario.
EXERCICIO

1. Determine a solucao geral de cada uma das equacoes diofantinas abaixo:
a) 10z + 18y = 60
b) bz + 3y = 97

c) 13z + 9y = 37

d) 72z + 36y = 288
e) 28z 4 92y = 48
f) 5z + 15y = 130
g) Tx + 11y = 10

h) 19z + 97y = 197
i) 10z + 20y = 1200
j) 13z +4y =179

AULA 6 - TESTE A POSTERIORI

Plano de aula
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Tema: Teste a posteriori

Conteudo: Equacoes Diofantinas Lineares

Objetivos: Propiciar ao aluno:

e Estudar aplicagoes das equacoes diofantinas na resolucao de situagoes problemas

Metodologia: Os alunos terao 50 minutos para resolver cada situacao problema
do teste. Espera-se que eles utilizem o método algébrico apresentado no decorrer

das aulas para determinar as solugoes.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracgao: dois tempos de 50 minutos cada

PROBLEMA DOS REFRIGERANTES

Uma pessoa resolve comprar refrigerantes para o almoco em familia de domingo. Che-
gando ao mercado, essa pessoa percebe que s6 havia duas opcoes de refrigerantes dispo-
niveis: Coca-Cola, cujo preco é R$ 5,00, e Guarand Antarctica R$ 4,00.

a) se essa pessoa deseja gastar R$ 100,00, qual é o niimero de opgoes que ela dispoe para
fazer a compra dos refrigerantes?

b) qual é o nimero maximo de refrigerantes que ela pode comprar gastando R$ 100,007

¢) E o nimero minimo?

PROBLEMA DO ESTACIONAMENTO

Em um estacionamento no centro de uma cidade tinham estacionados apenas carros e
motos. Um garagista notou que existiam 30 rodas.

a) qual é o nimero de opgoes de carros e motos que podem existir no estacionamento?
b) qual é o niimero maximo de carros?

¢) e o nimero minimo?

d) qual é o ntimero de carros e motos, sabendo que a diferenca entre esses dois niimeros

¢ a menor possivel?

Experimentacao da sequéncia didatica

Durante a experimentacao da sequéncia didatica do método algébrico foram apli-
cadas seis aulas de duracao de dois tempos de 50 minutos cada, onde foram recolhidos

dados para uma andlise a posteriori e, consequentemente, sua validacao.

e 1° aula - Teste a Priori
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Nesta aula, as situagoes problema foram resolvidas de forma individual e os re-
gistros foram armazenados para serem comparados aos registros obtidos na tltima aula

(Teste a Posteriori).

Os alunos tiveram dificuldades em encontrar todas as op¢oes desejadas e, sem saber
uma forma mais efetiva de resolver os problemas, recorreram ao método da tentativa e
erro. Além disso, os alunos foram capazes de notar que no cotidiano podem se deparar

com esse tipo de situacao.

PROBLEMA DO SAQUE BANCARIO

Uma pessoa resolve sacar uma quantia em espécie. Chegando no caixa eletronico em uma
agéncia bancéria, essa pessoa percebe que s6 havia duas opcoes de notas disponiveis: R$
5,00 e R$ 20,00.

a) se essa pessoa deseja sacar R$ 150,00, qual é o nimero de op¢oes que ela dispoe para
fazer o saque?

Solugao: Seja x a quantidades de notas de R$5,00 e y a quantidades de notas de R$20,00.
Assim, temos 5z + 20y = 150. Primeiro, através do algoritmo de Euclides, determina-se

o mdc de 5 e 20. Assim, temos

4
5.

Portanto, como mdc(5,20) = 5 e 5 divide 150, entdo a equacao 5z + 20y = 150 possui
solugao inteira. Dividindo ambos os membros da equacao por mde(5,20) = 5, obte-
mos a equagao equivalente x + 4y = 30. Desta forma, pelo teorema de Bezout, temos
que 4m +n = 1. Pelo dispositivo pratico, temos m = 0 e n = 1, o que acarreta em
4.-041-1 =1 e, consequentemente, 4 -0+ 1-30 = 30. Portanto, zg = 30 e yo = 0
¢ uma solugao particular e, por conseguinte, todas as demais solucoes sao dadas pelas
formulas: * =30+ 4t ey = 0 —t = —t, onde t é um ntmero inteiro arbitrario. Como
x e y representam as quantidades de notas de R$5,00 e R$20,00, respectivamente, entao

tem-se x > 0 e y > 0 e, consequentemente, —7 <t < —1.

Resposta: Tendo assim a certeza de nao haver esquecido nenhuma solucao apresentamos

as 8 opgoes de saque dispostos na tabela a seguir:
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Numero de opcoes | Notas de R$ 20,00 | Notas de R$ 5,00

1° 0 30
2° 1 26
3° 2 22
4° 3 18
5° 4 14
6° 5 10
7° 6 6
8° 7

b) qual é o nimero maximo de notas que ela pode receber ao efetuar o saque de R$
150,007
Resposta: 30 notas, sendo 0 notas de R$ 20,00 e 30 notas de R$ 5,00.

¢) e o numero minimo de notas?
Resposta: 9 notas, sendo 7 notas de R$ 20,00 e 2 notas de R$ 5,00.

PROBLEMA DO PARQUE DE DIVERSAO

André, pai de Ana e Carlos, resolve agradar seus filhos levando-os a um parque de diversao.
Chegando ao parque, André d4 a cada um dos filhos uma quantia de R$ 100,00. Ana e
Carlos ao chegarem no caixa para comprar os bilhetes percebem que havia duas opcoes:
R$ 3,00 e R$ 7,00.

a) qual é o nimero de opgoes que Ana e Carlos dispoem para fazer a compra dos bilhetes?
Solucgao: Seja x a quantidade de bilhetes de R$3,00 e y a quantidade de bilhetes de
R$7,00. Assim, temos 3z + 7y = 100. Primeiro, através do algoritmo de Euclides,

determina-se o mdc de 3 e 7. Assim, temos

Portanto, como mdec(3,7) = 1 e 1 divide 100, entao a equagao 3z+7y = 100 possui solugao
inteira. Desta forma, pelo teorema de Bezout, temos que 7m + 3n = 1. Pelo dispositivo

pratico, temos

q| m,n
1
2|1 2

Logo, como a quantidade de quocientes utilizado foi um nimero impar, temos que m = 1 e
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n = —2, 0 que acarreta em 7-1+3-(—2) = 1 e, consequentemente, 7-100+3-(—200) = 100.
Portanto, xyp = —200 e yo = 100 é uma solugao particular e, por conseguinte, todas as
demais solugoes sao dadas pelas féormulas: x = —200 + 7t e y = 100 — 3¢, onde t é um
numero inteiro arbitrario. Como x e y representam as quantidades de bilhetes de R$3,00

e R$7,00, respectivamente, entao tem-se x > 0 e y > 0 e, consequentemente, 29 < ¢t < 33.

Resposta: Tendo assim a certeza de nao haver esquecido nenhuma solugao apresentamos

as b opcoes de compra de bilhetes dispostos na tabela a seguir:

Ntumero de opcoes | Bilhetes de R$ 3,00 | Bilhetes de R$ 7,00
1° 31 1
2° 24 4
3° 17 7
4° 10 10
5° 3 13

b) qual é o nimero maximo de bilhetes que cada um pode comprar?
Resposta: 32 bilhetes, sendo 31 bilhetes de R$ 3,00 e 1 bilhete de R$ 7,00.

¢) e o nimero minimo de bilhetes?
Resposta: 16 bilhetes, sendo 3 bilhetes de R$ 3,00 e 13 bilhetes de R$ 7,00.

Para avaliacao dos resultados obtidos no Teste a Priori adotamos um conceito em
relagdo ao numero de acertos obtido pelo aluno no item a) de cada um dos problemas

propostos, usando o seguinte critério:
1. Problema do Saque Bancario

e Adotamos conceito A aos alunos que determinaram as 8 opgoes de saque;

e Adotamos conceito B aos alunos que determinaram entre 5 e 7 opcoes de saque;

e Adotamos conceito C aos alunos que determinaram entre 1 e 4 opgoes de saque;

e Adotamos conceito D aos alunos que nao conseguiram determinar nenhuma
das opcoes de saque;

2. Problema do Parque de Diversao

e Adotamos conceito A aos alunos que determinaram as 5 opgoes de compra de

bilhetes;

e Adotamos conceito B aos alunos que determinaram 3 ou 4 opcoes de compra
de bilhetes;

e Adotamos conceito C aos alunos que determinaram 1 ou 2 opgoes de compra

de bilhetes;
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e Adotamos conceito D aos alunos que nao conseguiram determinar nenhuma

das opcoes de compra de bilhetes;

Tal critério esta sintetizado na seguinte tabela:

Conceito Numero de acertos

Problema do saque bancario | Problema do parque de diversao

5-7 3-4

D 0 0
A seguir, apresentamos a quantidade de alunos que obtiveram os conceitos A, B,

Q|| >

C e D nos problemas supracitados.

Conceito Numero de alunos
Problema do saque bancario | Problema do parque de diversao
A 2 2
B 3 4
C 15 14
D 0 0
Total 20 20

Como o numero de alunos que alcancaram os conceitos A, B, C e D foram basica-
mente os mesmos para ambos problemas, entao para ilustrar os dados obtidos elaboramos
o grafico a seguir baseados nos conceitos que os alunos obtiveram no problema do saque

bancario.

Teste a Priori

mA

mC

mD
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e 2° aula - Revisao de MDC

Na segunda aula efetuou-se uma revisao sobre o conceito de maximo divisor comum
e sobre um método para a sua determinacao: método das divisoes sucessivas, conhecido
como algoritmo de Euclides. Além disso, foram propostos alguns exercicios onde os alunos
puderam aplicar o algoritmo de Euclides para determinar o mdc e, consequentemente,
encontrar a resposta.

Nesta aula, a maior parte dos alunos comentou que desconheciam o algoritmo
de Euclides para determinacao do mdc de dois numeros inteiros. Contudo, eles nao
tiveram dificuldades para entender o algoritmo e, consequentemente, resolveram de forma

satisfatdria os exercicios.
e 3° aula - Teorema de Bézout

Na terceira aula apresentou-se o teorema de Bezout e um dispositivo pratico(algoritmo
de Euclides estendido) que permite calcular os inteiros que expressam o mdc dos coefi-
cientes a e b como combinac¢ao linear dos mesmos. Além disso, foram propostos alguns
exercicios onde os alunos puderam aplicar os conhecimentos adquiridos.

Nesta aula, os alunos relataram que o dispositivo é de facil uso e se questionavam
de que maneira o uso deste dispositivo poderia levar a encontrar alguma solucao das

situagoes-problema apresentadas no Teste a Priori.
e 4° aula - Definicao de equagoes diofantinas

Na quarta aula apresentou-se a definicao de uma equacao diofantina linear de
duas incégnitas. Ademais, mostrou-se em quais condicoes tais equagoes admitem solucoes
inteiras, correlacionando o mdc dos coeficientes com o termo independente e apresentando,
assim, uma das possiveis aplicacoes do conceito de mdc.

Nesta aula, os alunos tiveram dificuldade para compreender a definicao das equa-
¢oes diofantinas, porém, segundo a exposicao dos exercicios propostos, eles alcancaram
uma melhor compreensao.Além disso, com a elucidacao da condicao de existéncia de so-
lugao das equacoes diofantinas, ficou claro para os alunos a relevancia da aula de revisao

de mdc e do algoritmo de Euclides.
e 5° aula - Solugoes gerais de uma equacao diofantina

Na quinta aula mostrou-se como determinar as solugoes gerais de uma equagao di-
ofantina a partir de uma solucao particular xg, yy. Para tal, foram utilizados o algoritmo
de FEuclides e o dispositivo pratico para explicitacao da solucao particular xg, yy, apre-
sentando, assim, uma das possiveis aplicagbes do teorema de Bezout. Além disso, foram

propostos alguns exercicios onde os alunos puderam aplicar os conhecimentos adquiridos.
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Nesta aula, os alunos narraram que foi bastante util aprender uma nova maneira de
encontrar todas as solugoes de uma equacao diofantina e, desta forma, poderiam resolver

problemas do cotidiano de forma simples e agil.
e 6° aula - Teste a Posteriori

Na ultima aula desta sequéncia didética, os alunos tiveram contato novamente com
a resolucao de situagoes do cotidiano. Nesta aula, as situagoes-problema foram resolvidas
de forma individual e os registros foram armazenados para serem comparados aos registros
obtidos na primeira aula (Teste a Priori).

Como ja era esperado, a maior parte dos alunos nao encontrou maiores dificuldades
para determinar de forma satisfatéria as solugoes dos problemas propostos, pois utilizaram
o método algébrico, apresentado no decorrer das aulas da sequéncia didatica, para resolver
tais situacoes-problema. Além disso, notaram que, em consequéncia das informacgoes
apresentadas nos enunciados, apenas algumas solucoes inteiras atenderiam as situagoes-

problema.

PROBLEMA DOS REFRIGERANTES

Uma pessoa resolve comprar refrigerantes para o almoco em familia de domingo. Che-
gando ao mercado, essa pessoa percebe que s6 havia duas opgoes de refrigerantes dispo-
niveis: marca A, cujo preco é R$4,00, e marca B, cujo preco ¢ R$5,00.

a) se essa pessoa deseja gastar R$ 100,00, qual é o niimero de opgoes que ela dispoe para
fazer a compra dos refrigerantes?

Solugao: Seja x a quantidade de refrigerantes da marca A e y a quantidade de refrigeran-
tes da marca B. Assim, temos 4z + 5y = 100. Primeiro, através do algoritmo de Euclides,

determina-se o mdc de 4 e 5. Assim, temos

Portanto, como mdc(4,5) = 1 e 1 divide 100, entao a equagao 4z +5y = 100 possui solugdo
inteira. Desta forma, pelo teorema de Bezout, temos que 5m + 4n = 1. Pelo dispositivo

pratico, temos

q|m,n
1
11 1

Logo, como a quantidade de quocientes utilizado foi um nimero impar, temos que m = 1 e

n = —1, 0 que acarreta em 5-1+4-(—1) = 1 e, consequentemente, 5-100+4-(—100) = 100.
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Portanto, xg = —100 e yo = 100 é uma solucao particular e, por conseguinte, todas as de-
mais solugoes sao dadas pelas férmulas: x = —100+5¢ e y = 100 —4¢, onde ¢ € um nimero
inteiro arbitrario. Como x e y representam as quantidades de refrigerantes das marcas A

e B, respectivamente, entao tem-se x > 0 e y > 0 e, consequentemente, 20 < ¢ < 25.

Resposta: Tendo assim a certeza de nao haver esquecido nenhuma solugao apresentamos

as 6 opcoes de compra de refrigerantes dispostos na tabela a seguir:

Numero de opgoes | marca A | marca B
1° 25 0
2° 20 4
3° 15 8
4° 10 12
5° 5 16
6° 0 20

b) qual é o niimero maximo de refrigerantes que ela pode comprar gastando R$ 100,007
Resposta: 25 refrigerantes, sendo 25 refrigerantes da marca A e 0 refrigerantes da marca
B.

¢) E o nimero minimo?
Resposta: 20 refrigerantes, sendo 0 refrigerantes da marca A e 20 refrigerantes da marca
B.

PROBLEMA DO ESTACIONAMENTO

Em um estacionamento no centro de uma cidade tinham estacionados apenas carros e
motos. Um garagista notou que existiam 30 rodas.

a) qual é o nimero de opgoes de carros e motos que podem existir no estacionamento?
Solugao: Seja x a quantidade de motos e y a quantidade de carros. Assim, temos
2z + 4y = 30. Primeiro, através do algoritmo de Euclides, determina-se o mdc de 2 e 4.

Assim, temos
2

42
0

Portanto, como mdec(2,4) = 2 e 2 divide 30, entao a equagao 2z + 4y = 30 possui solugao
inteira. Dividindo ambos os membros da equagao por mde(2,4) = 2, obtemos a equagao
equivalente z + 2y = 15. Desta forma, pelo teorema de Bezout, temos que 2m +n = 1.

Pelo dispositivo pratico, temos m = 0 e n = 1, o que acarreta em 2-0+1-1 =1
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e, consequentemente, 2 - 0 + 115 = 15. Portanto, o = 15 e yg = 0 é uma solu-
¢ao particular e, por conseguinte, todas as demais solugoes sao dadas pelas féormulas:
r=15+2tey = 0—1t = —t, onde t é um numero inteiro arbitrario. Como = e y
representam as quantidades de motos e carros, respectivamente, entao tem-se z > 0 e

y > 0 e, consequentemente, —7 <t < 0.

Resposta: Tendo assim a certeza de nao haver esquecido nenhuma solugao apresentamos

as 8 opgoes de carros e motos no estacionamento dispostos na tabela a seguir:

Numero de opgoes | Numero de carros | Nimero de motos
1° 0 15
2° 1 13
3° 2 11
4° 3 9
5° 4 7
6° 5 5
7° 6 3
8° 7 1

b) qual é o niimero maximo de carros?

Resposta: 7 carros.

¢) e 0 nimero minimo?

Resposta: 0 carros.

d) qual é o ntiimero de carros e motos, sabendo que a diferenca entre esses dois ntiimeros
é a menor possivel?
Resposta: 5 carros e 5 motos, pois a diferenca entre esses dois niimeros é zero.

Para avaliacao dos resultados obtidos no Teste a Posteriori adotamos um conceito
em relagdo ao nimero de acertos obtido pelo aluno no item a) de cada um dos problemas

propostos, usando o seguinte critério:

1. Problema dos Refrigerantes

e Adotamos conceito A aos alunos que determinaram as 6 opgoes de compra;
e Adotamos conceito B aos alunos que determinaram 4 ou 5 opcoes de compra;

e Adotamos conceito C aos alunos que determinaram entre 1 e 3 opgoes de com-
pra;
e Adotamos conceito D aos alunos que nao conseguiram determinar nenhuma

das opc¢oes de compra;

2. Problema do Estacionamento
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motos;

€ motos;

€ motos;

das opcoes de carros e motos;

Tal critério esta sintetizado na seguinte tabela:

Adotamos conceito A aos alunos que determinaram as 8 opc¢oes de carros e

Adotamos conceito B aos alunos que determinaram entre 5 e 7 opcoes de carros

Adotamos conceito C aos alunos que determinaram entre 1 e 4 opcoes de carros

Adotamos conceito D aos alunos que nao conseguiram determinar nenhuma

Conceito Numero de acertos
Problema dos refrigerantes | Problema do estacionamento
A 6
B 4-5 5-7
C - -
D 0 0

A seguir, apresentamos a quantidade de alunos que obtiveram os conceitos A, B,

C e D nos problemas supracitados.

Conceito Numero de alunos
Problema dos refrigerantes | Problema do estacionamento
A 5 5
B 7 6
C 8 9
D 0 0
Total 20 20

Como o numero de alunos que alcancaram os conceitos A, B, C e D foram basica-
mente os mesmos para ambos problemas, entao para ilustrar os dados obtidos elaboramos

o grafico a seguir baseados nos conceitos que os alunos obtiveram no problema dos refri-

gerantes.
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Teste a Posteriori

mA

mC

mD

3.3.2 Sequéncia didatica - método aritmético modular

A seguir apresentamos a sequéncia didatica do método aritmético modular que
consta de sete aulas e abordam os seguintes conceitos: maximo divisor comum, congruén-
cia e equacoes diofantinas. Tal sequéncia foi aplicada a uma turma de 30 alunos do 9°

ano do ensino fundamental.

Vale observar que as aulas Teste a Priori, Revisao de mdc, Definicao de Equacoes
Diofantinas e Condigao de Existéncia de Solucao e Teste a Posteriori serao as mesmas
do método algébrico. Por uma questao de completude, repetimos o texto das aulas nesta

secao.

AULA 1 - TESTE A PRIORI

Plano de aula
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Tema: Teste a priori

Conteudo: Equacoes Diofantinas Lineares

Objetivos: Propiciar ao aluno:

e Estudar aplicagoes das equacoes diofantinas na resolucao de situagoes problemas

Metodologia: Os alunos terao 50 minutos para resolver cada situacao problema
do teste. Espera-se que eles utilizem o método de tentativa e erro para determinar

as solugoes.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracgao: dois tempos de 50 minutos cada

PROBLEMA DO SAQUE BANCARIO

Uma pessoa resolve sacar uma quantia em espécie. Chegando no caixa eletronico em uma
agéncia bancéria, essa pessoa percebe que s6 havia duas opcoes de notas disponiveis: R$
5,00 e R$ 20,00.

a) se essa pessoa deseja sacar R$ 150,00, qual é o niimero de opgoes que ela dispoe para
fazer o saque?

b) qual é o niimero maximo de notas que ela pode receber ao efetuar o saque de R$ 150,007

¢) e o nimero minimo de notas?

PROBLEMA DO PARQUE DE DIVERSAO

André, pai de Ana e Carlos, resolve agradar seus filhos levando-os a um parque de diver-
sa0. Chegando ao parque, André d4 a cada um dos filhos uma quantia de R$ 100,00. Ana
e Carlos ao chegarem no caixa para comprar os bilhetes percebem que havia duas opgoes:
R$ 3,00 e R$ 7,00.

a) qual é o nimero de opgoes que Ana e Carlos dispoem para fazer a compra dos bilhetes?
b) qual é o nimero maximo de bilhetes que cada um pode comprar?

¢) e o nimero minimo de bilhetes?

AULA 2 - REVISAO DE MDC

Plano de aula
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Tema: Maximo Divisor Comum

Contetido: MDC e Algoritmo de Euclides

Objetivos: Propiciar ao aluno:
e Compreender o conceito de mdc;

e Aplicar o algoritmo de Euclides para resolver problemas que envolvam o conceito de mdc;

Metodologia: Relembraremos o conceito de divisibilidade e o conjunto dos divisores
de um numero. Apds, falaremos do conceito do mdc e do algoritmo de Euclides para

determinacao do mdc de dois ntimeros.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracao: dois tempos de 50 minutos cada

e Miximo divisor comum

Considere a situagao: a tabela abaixo mostra o nimero de jogos de videogame

encomendados pelas lojas A, B e C a determinada empresa.

Jogos encomendados

Loja | Ntimero de jogos
A 96
B 108
C 132

O encarregado de preparar as encomendas recebeu orientacao de colocar o maior
numero possivel de jogos em cada pacote de modo que todos os pacotes tivessem a mesma
quantidade de jogos. Além disso, cada pacote deve ter jogos de apenas um tipo: ou A ou
B ou C.

Inicialmente, o encarregado determinou os divisores naturais de cada um dos nt-
meros da tabela:

D(96) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96}
D(108) = {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 27, 36, 54, 108}
D(132) = {1, 2, 3, 4, 6, 11, 12, 22, 33, 44, 66, 132}

Note que os nimeros 1, 2, 3, 4, 6 e 12 sao divisores de 96, 108 e 132 ao mesmo
tempo. Portanto, eles sao divisores comuns de 96, 108 e 132.

Como foi determinado que cada pacote deveria ter o maior nimero possivel de
jogos, entao cada pacote deveria conter 12 jogos. O que o encarregado fez foi encontrar o
maior divisor comum de 96, 108 e 132.

Definicao: o maior dos divisores comuns de dois ou mais nimeros chama-se maximo

divisor comum (mdc).
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Agora vamos apresentar um processo pratico de calculo do méximo divisor comum

de dois ou mais nimeros.
e Algoritmo de Euclides (divises sucessivas)

1. Divide-se o ntimero maior pelo menor. Se a divisao for exata, o mdc serd o
menor deles;

2. Se a divisao nao for exata, divide-se o menor pelo resto e assim sucessivamente,
até encontrar uma divisao exata. O 1ltimo divisor serda o mdc.

Exemplos: 1. Determine o mdec de 382 e 120.

3 | 5] 2|5 = Quocientes
382112012210 |2 = Divisores
22 1101210 — Restos

Logo, mdc (382,120) = 2.
2. Determinar o mde de 96 e 60.

1] 1|1]2 = Quocientes
96| 60|36 |24 |12 = Divisores
361241121 0 = Restos

Logo, mdc (96,60) = 12.
EXERCICIOS

1. Determine:

a) os divisores de 60;

b) os divisores de 72;

¢) os divisores comuns de 60 e 72;

d) o maior desses divisores comuns.

2. Utilizando o algoritmo de Euclides, determine:
a) mdc (8,10)
b) mde (40,50)

—~
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i) mde (28,70)

3. Em uma classe, ha 28 meninos e 21 meninas. A professora quer formar grupos so
de meninos ou s6 de meninas, com a mesma quantidade de alunos e usando maior quan-
tidade possivel.

a) quantos alunos tera cada grupo?

b) quantos grupos de meninas podem ser formados? E de meninos?

4. Um marceneiro tem duas tiras de madeira, uma com 120cm de comprimento e ou-
tra com 180cm e quer corta-las em pedagos iguais para montar uma estante. Sabendo
que os pedacos devem ser do maior tamanho possivel, qual sera o comprimento de cada

pedago?

Desafio - Uma editora tem em seu estoque 750 exemplares de um livro A, 1200 de
um livro B e 2500 de um livro C. Deseja-se remeteé-los a algumas escolas em pacotes, de
modo que cada pacote contenha os trés tipos de livros em quantidades iguais e com o
maior nimero possivel de exemplares de cada tipo. Nessas condicoes, remetidos todos os
pacotes possiveis, o niimero de exemplares que restarao no estoque é:

a) 1500

b) 1600

c) 1750

d) 2000

e) 2200

AULA 3 - ARITMETICA MODULAR

Plano de aula

Tema: Aritmética modular

Contetdo: Congruéncia médulo m e suas propriedades

Objetivos: Propiciar ao aluno:

e Compreender o conceito de congruéncia médulo m e suas propriedades;

Metodologia: Iniciaremos a aula definindo o conceito de congruéncia e, em seguida,

apresentaremos as principais propriedades.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracgao: dois tempos de 50 minutos cada
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e Congruéncia

Sejam a e b dois inteiros quaisquer e seja d um natural. Diz-se que a é congruente
a b médulo d se os restos das divisoes de a e b por d sao iguais. Em outros termos, a é
congruente a b modulo d se, e somente se, d divide a diferenca a—b. Notacao: a = b mod d.

Por exemplo, 48 = 23 mod 5, pois os restos da divisao de 48 e 23 por 5 sao iguais a 3.

PROPRIEDADES

1°) Todo ntimero é congruente consigo mesmo em relagdo a qualquer médulo, ou
seja, a = a mod d.

2°) Se a = b mod d, entdao b = a mod d.

3°) Se a=bmod deb=cmodd, entdo a = ¢ mod d.

4°) Podemos somar ou subtrair, membro a membro, duas congruéncias de mesmo
modulo, ou seja, se a =bmod d e c = f mod d, entao a +c = b+ f mod d.

5°) Podemos multiplicar, membro a membro, duas congruéncias de mesmo médulo,
ou seja, se a = b mod d e ¢c = f mod d, entao ac = bf mod d.

6°) Podemos somar ou subtrair o mesmo nimero k aos dois membros de uma
congruéncia, ou seja, se a = b mod d, entao a + k = b+ k mod d.

7°) Podemos multiplicar os dois membros de uma congruéncia por um mesmo
namero k, ou seja, se a = b mod d, entao ak = bk mod d.

8°) Podemos elevar os dois membros de uma congruéncia ao mesmo expoente n
inteiro positivo, ou seja, se a = b mod d, entao a™ = b" mod d.

9°) Se o mdc(a,d) = 1, entao existe o inteiro k tal que ak = 1 mod d, em que

0<a<de0<k<d. O inteiro k é denominado inverso multiplicativo de a médulo d.
EXERCICIOS

1. Uma empresa de entrega de correspondéncias dividiu o municipio de Nilopolis em 100
setores para realizar a entrega das correspondéncias nas residéncias. Para tal, foi feito um
cronograma dos setores a serem atendidos nos respectivos dias da semana, de acordo com

a tabela abaixo:

DOMINGO | 2° FEIRA | 3° FEIRA | 4° FEIRA | 5° FEIRA | 6° FEIRA | SABADO
1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32 33 34
Responda:

a) em qual dia da semana o setor de nimero 87 deve receber suas correspondéncias?

b) em qual dia da semana o setor de niimero 58 deve receber suas correspondéncias?
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¢) em qual dia da semana o setor de nimero 77 deve receber suas correspondéncias?

d) em qual dia da semana o setor de numero 96 deve receber suas correspondéncias?

e) quantos setores sao atendidos pela empresa de entrega de correspondéncias na 4° feira?
E no domingo?

f) é possivel estabelecer uma relagao entre os dias da semana e a distribuigao dos setores?

Qual?

2. (OBMEP) A, B, C, D, E, F, G e H sao os fios de apoio que uma aranha usa para
construir sua teia, conforme mostra a figura. A aranha continua seu trabalho. Sobre qual

fio de apoio estard o niimero 1187
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3. Sabendo que o dia 1 de janeiro de 2017 ocorreu num domingo e que o ano de 2017 nao
é bissexto, ou seja, o més de fevereiro possui 28 dias, determine em qual dia da semana
ocorreu o dia 28 de julho de 20177

4. Verifique se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:
a) 35 = 27 mod 4
b) 72 =32 mod 5
c) 83 =72 mod 5
d) 78 = 33 mod 9
e) 64 = 36 mod 3
f) 97 = 15 mod 2

AULA 4 - ARITMETICA MODULAR E APLICACOES
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Plano de aula

Tema: Aritmética modular

Contetdo: Congruéncia médulo m e suas propriedades

Objetivos: Propiciar ao aluno:

e Aplicar as propriedades para resolver problemas que envolvam o conceito de congruéncia;

Metodologia: Iniciaremos a aula dando exemplos da aplicacao das propriedades na
resolucao de problemas. Posteriormente, os alunos terao que resolver exercicios utilizando

as propriedades.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracao: dois tempos de 50 minutos cada

e Aplicagoes das propriedades de congruéncias

Exemplos:
1. Qual o resto da divisao da expressao 123325 - 97465 + 309352 por 77

Temos que
123325 = 6 mod 7

97465 = 4 mod 7
309352 =1 mod 7

Portanto, pela propriedade (4), temos
123325 — 97465 + 309352 =6 —4+ 1 =3 mod 7.

Logo, a expressao 123325 - 97465 + 309352, ao ser dividida por 7, deixa resto 3.

2. Qual o resto da divisao da expressao 325 - 746 - 952 por 47

Temos que
325 =1 mod 4
746 = 2 mod 4
952 = 0 mod 4

Portanto, pela propriedade (5), temos
325-746-952=1-2-0=0 mod 4.

Logo, a expressao 325 - 746 - 952, ao ser dividida por 4, deixa resto 0.
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3. Determine o resto de 3% na divisdao por 8?

Temos que
3 =3 mod 8
32 =1 mod 8

Portanto, pela propriedade (8), temos
32 =1mod 8 = (3%)? = 1'% mod 8 = 3* =1 mod 8.

Sendo assim,
3% =3.32=3.1=23mod 8.

Logo, a expressao 3%°, ao ser dividida por 8, deixa resto 3.

4. Determine o inverso multiplicativo de 13 nos seguintes médulos: 5 e 7.
Como mdc(13,5) = 1, pela propriedade (9), existe o inteiro k tal que 13k = 1 mod 5.
Note que

13x1=13=3mod 5
13 x2=26=1 mod 5.

Portanto, o inverso de 13(mod 5) é 2.
Agora, como mdc(13,7) = 1, pela propriedade (9), existe o inteiro k tal que 13k = 1 mod 7.

Note que
(

13x1=13=6 mod 7
13x2=26=5mod 7
13x3=39=4mod 7
13x4=52=3mod7
13x5=65=2mod 7
\ 13x6=78=1mod 7.

Portanto, o inverso de 13(mod 7) é 6.

5. Determine todos os inteiros x que satisfazem 3z = 7 mod 11.
Como 3 x4 = 12 = 1 mod 11, entao podemos multiplicar a congruéncia dada por 4.

Sendo assim, temos
3r =7 mod 11 <= 12z = 28 mod 11 <= = = 6 mod 11.

Logo, o inteiro x satisfaz a congruéncia dada se, e somente se, x deixa resto 6 na divisao
por 11, ou seja, x € {..., —27,—16,—5,6,17, 28,39, ...}.

EXERCICIOS
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1. A expressao 51737 + 23678 - 35206, ao ser dividida por 5, deixa que resto?
2. A expressao 51737 x 23678 + 352072, ao ser dividida por 5, deixa que resto?
3. Encontre o resto de 100 x 103 x 104 na divisao por 7.

4. Encontre o resto de 100% x 102 na divisao por 9.

5. Encontre o resto de 37° x 2 na divisao por 3.

6. Encontre o resto de 98 x 101 na divisao por 11.

7. Achar os restos das divisdes de 2°° e 415° por 7.

8. Determine o inverso de 11 nos seguintes médulos: 3, 5, 7 e 9.

Ne)

. Encontre todos os inteiros x que satisfazem:
a) 2x =1 mod 7

b) 2z =3 mod 7

¢) 3z =9 mod 13

d) bx =7 mod 13

10. (OBM - 98) Qual ¢é o digito das unidades do nimero 319987

a) 1
b) 3
c) b
d) 7
e)9

11. (Colégio Naval) O resto da divisao por 11 do resultado da expressio: 1211%° +
9119%% x 343% ¢:

12. (Colégio Militar - 2011) Dois nimeros inteiros positivos sdo tais que a divisao do

primeiro deles por 7 deixa resto 6, enquanto a divisao do segundo, também por 7, deixa
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resto 5. Somando os dois nimeros e dividindo o resultado por 7, o resto sera:

13. (Colégio Naval - 2005) Um ntmero natural N deixa: resto 2 quando dividido por
3; resto 3 quando dividido por 7; e resto 19 quando dividido por 41. Qual é o resto da
divisao do nimero k = (N + 1)(N + 4)(N + 22) por 8617

a) 0

b) 13

c) 19

d) 33

e) 43

AULA 5 - DEFINICAO DE EQUACOES DIOFANTINAS E CONDI-
CAO DE EXISTENCIA DE SOLUCAO

Plano de aula

Tema: Equacoes Diofantinas Lineares

Contetudo: Equacoes Diofantinas Lineares - definicao e condi¢ao de existéncia de solucao

Objetivos: Propiciar ao aluno:

e Compreender o conceito de equagao diofantina linear de duas incognitas;

e Compreender em quais condi¢oes uma equagao diofantina linear de duas incognitas
admite solucoes inteiras;

e Mostrar uma das aplicagoes do conceito de mdc;

Metodologia: Iniciaremos a aula demonstrando a definicao formal de uma equacao
diofantina linear de duas incognitas. Posteriormente, apresentaremos a condicao de

existéncia de solugao inteira como uma aplicagao do conceito de mdc.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participagao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracgao: dois tempos de 50 minutos cada

e Equagoes diofantinas lineares de duas incognitas

Definicao: uma equacao diofantina linear de duas incognitas é uma equagao da forma

ar + by = ¢, onde x,y sao as incognitas e a, b, ¢ sao inteiros dados, sendo ab # 0. Por
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exemplo, sao equacoes diofantinas lineares de duas incognitas: 2x + 6y = 24, 4x + 6y =
13,14z + 22y = 50 e 22 + 3y = 101.

Se dois nuimeros inteiros xg, 1o satisfazem a equacao ax+by = ¢, entao denomina-se
que xg, Yo é uma solucao inteira da equacgao diofantina ax+by = c¢. Por exemplo, considere
a equacao 2r + 6y = 24. Note que: 2(9) 4+ 6(1) = 24. Portanto, o par de inteiros, 9 e
1, é solugao da equagao 2z + 6y = 24. Agora, considere a equagao 4x + 6y = 13. Note
que 4x + 6y ¢ um numero inteiro par para quaisquer que sejam os valores inteiros de x e
y, enquanto 13 é um numero inteiro impar. Portanto, a equacao 4x 4+ 6y = 13 nao tem

solugao inteira.
e Condicao de existéncia de solucao

A equagao diofantina linear ax 4+ by = ¢ possui solugao xg, yo se, e somente se, d
divide ¢, onde d = mdc(a,b).

Exemplos:

1. A equagao 2x + 6y = 24 possui solucao inteira, pois mdc(6,2) = 2 e 2 divide 24.

2. A equagao 4z + 6y = 13 nao possui solugao inteira, pois mdc(6,4) = 2 e 2 nédo
divide 13.

3. A equacao 16z + 9y = 59 possui solucao inteira, pois mdc(16,9) = 1 e 1 divide
59.

EXERCICIO

1. Determine quais equacoes diofantinas lineares de duas incognitas possuem solugao em
Z. Em caso afirmativo, determine uma solucao.
a) 1dx + 22y = 50

b) 2z + 3y = 101

c) 13z 4+ 9y =21

d) 60x + 48y = 234

e) 28z + 80y = 44

f) bax + 15y = 131

g) 7z + 11y = 100

h) 19z + 97y = 1997

i) 10x + 20y = 203

j) 13z + 4y = 100

AULA 6 - SOLUCOES GERAIS DE UMA EQUACAO DIOFANTINA

Plano de aula
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Tema: Equacoes Diofantinas Lineares

Conteudo: Solucoes gerais de uma equacao diofantina do tipo az + by = ¢

Objetivos: Propiciar ao aluno:
e Resolver eficientemente uma equacao diofantina,

e Mostrar uma das aplicagoes das congruéncias;

Metodologia: Iniciaremos a aula demonstrando como determinar as solugoes de uma
equacao do tipo ax 4+ by = ¢ a partir de uma solucao particular xg, y9. Posteriormente,
mostraremos como determinar a solucao particular xg,yo através de uma aplicacao

das propriedades de congruéncia.

Avaliagao: cada discente sera avaliado através da participacao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracao: dois tempos de 50 minutos cada

e Solugoes da equagao ax + by = ¢

Seja xg, o uma solucao particular da equacao diofantina linear ax + by = ¢, onde
mdc(a,b) = 1. Entao todas as outras solugoes desta equagao sdo dadas pelas férmulas:
xr=u1x9+bt e y=1yy— at, onde t é um inteiro arbitrario.

Exemplo: Determine a solugao geral da equacao diofantina 24x + 43y = 117.

Primeiro, através do algoritmo de Euclides, determina-se o mdc de 43 e 24. Assim,

temos

1111314
43124 |19
191514 111]0

Portanto, como mdc(43,24) = 1 e 1 divide 117, entao a equagao 24z + 43y = 117
possui solucao inteira. Sendo assim, vamos determinar uma solucao particular x, yo desta

equacao. Para tal, pela aritmética modular, temos que

24x = 0 mod 24
43y = 19y mod 24
117 = 21 mod 24

e, consequentemente,
24x + 43y = 19y = 21 mod 24.

Portanto,

19y = 21 mod 24 <= 95y = 105 mod 24 <= —y = 9 mod 24 <= y = —9 mod 24.
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117 — 43(-9
Logo, yo = =9 e 2y = # = 21 é uma solugao particular e, por conseguinte,
todas as demais solugoes sao dadas pelas férmulas: x = 21 + 43t e y = —9 — 24¢, onde ¢t

é um numero inteiro arbitrario.
EXERCICIO

1. Determine a solugao geral de cada uma das equacoes diofantinas abaixo:
a) 10x + 18y = 60
b) 5z + 3y = 97

c) 13z + 9y = 37

d) 72z + 36y = 288
e) 28z + 92y = 48
f) 5z + 15y = 130
g) Tx + 11y = 10

h) 192 + 97y = 197
i) 10x + 20y = 1200
j) 13z +4y =79

AULA 7 - TESTE A POSTERIORI

Plano de aula

Tema: Teste a posteriori

Conteudo: Equacoes Diofantinas Lineares

Objetivos: Propiciar ao aluno:

e Estudar aplicagoes das equacoes diofantinas na resolucao de situacoes problemas

Metodologia: Os alunos terao 50 minutos para resolver cada situacao problema
do teste. Espera-se que eles utilizem o método aritmético modular apresentado no decorrer

das aulas para determinar as solugoes.

Avaliagao: cada discente serd avaliado através da participacao na resolugao

dos exercicios.

Recursos didaticos: Quadro branco e pincel.

Duracao: dois tempos de 50 minutos cada

PROBLEMA DOS REFRIGERANTES

Uma pessoa resolve comprar refrigerantes para o almogo em familia de domingo. Che-
gando ao mercado, essa pessoa percebe que s6 havia duas opgoes de refrigerantes dispo-
niveis: Coca-Cola, cujo prego é R$ 5,00, e Guaranad Antarctica R$ 4,00.

a) se essa pessoa deseja gastar R$ 100,00, qual é o niimero de op¢oes que ela dispoe para
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fazer a compra dos refrigerantes?
b) qual é o niimero maximo de refrigerantes que ela pode comprar gastando R$ 100,007

¢) E o nimero minimo?

PROBLEMA DO ESTACIONAMENTO

Em um estacionamento no centro de uma cidade tinham estacionados apenas carros e
motos. Um garagista notou que existiam 30 rodas.

a) qual é o niimero de opgoes de carros e motos que podem existir no estacionamento?
b) qual é o nimero maximo de carros?

¢) e o numero minimo?

d) qual é o ntiimero de carros e motos, sabendo que a diferenca entre esses dois niimeros

é a menor possivel?

Experimentacao da sequéncia didatica

Durante a experimentacao da sequencia didatica do método aritmético modular
foram aplicadas sete aulas de duracao de dois tempos de 50 minutos cada, onde foram

recolhidos dados para uma anélise a posteriori e, consequentemente, sua validacao.

e 1° aula - Teste a Priori

Nesta aula, as situagoes problema foram resolvidas de forma individual e os re-
gistros foram armazenados para serem comparados aos registros obtidos na tltima aula
(Teste a Posteriori).

Os alunos tiveram dificuldades em encontrar todas as opgoes desejadas e, sem saber
uma forma mais efetiva de resolver os problemas, recorreram ao método da tentativa e
erro. Além disso, os alunos foram capazes de notar que no cotidiano podem se deparar

com esse tipo de situacao.

PROBLEMA DO SAQUE BANCARIO

Uma pessoa resolve sacar uma quantia em espécie. Chegando no caixa eletronico em uma
agéncia bancdria, essa pessoa percebe que s6 havia duas opcoes de notas disponiveis: R$
5,00 e R$ 20,00.

a) se essa pessoa deseja sacar R$ 150,00, qual é o nimero de opgoes que ela dispoe para
fazer o saque?

Solugao: Seja x a quantidades de notas de R$5,00 e y a quantidades de notas de R$20,00.
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Assim, temos bx 4+ 20y = 150. Primeiro, através do algoritmo de Euclides, determina-se

o mdc de 5 e 20. Assim, temos

4
5.

Portanto, como mdc(5,20) = 5 e 5 divide 150, entdao a equacao 5 + 20y = 150 possui
solucdo inteira. Dividindo amobos os membros da equagao por mdc(5,20) = 5, obtemos a
equacao equivalente x + 4y = 30. Sendo assim, vamos determinar uma solugao particular

X0, Yo desta equacao. Para tal, pela aritmética modular, temos que

T =1x mod 4
4y = 0 mod 4
30 =2 mod 4

e, consequentemente,
r+4y =x =2 mod 4.

30 —2
Portanto, © = 2 mod 4. Logo, o =2 e yp = — = 7 ¢ uma solucao particular e, por

conseguinte, todas as demais solucoes sao dadas pelas formulas: v =2 +4tey =7 —1t,
onde ¢t é um numero inteiro arbitrario. Como x e y representam as quantidades de notas
de R$5,00 e R$20,00, respectivamente, entao tem-se x > 0 e y > 0 e, consequentemente,
0<t<T.

Resposta: Tendo assim a certeza de nao haver esquecido nenhuma solucao apresentamos

as 8 opcoes de saque dispostos na tabela a seguir:

Numero de opcoes | Notas de R$ 20,00 | Notas de R$ 5,00

1° 0 30
2° 1 26
3° 2 22
4° 3 18
5° 4 14
6° 5 10
7° 6 6
8° 7

b) qual é o nimero maximo de notas que ela pode receber ao efetuar o saque de R$
150,007
Resposta: 30 notas, sendo 0 notas de R$ 20,00 e 30 notas de R$ 5,00.

¢) e o nimero minimo de notas?
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Resposta: 9 notas, sendo 7 notas de R$ 20,00 e 2 notas de R$ 5,00.

PROBLEMA DO PARQUE DE DIVERSAO

André, pai de Ana e Carlos, resolve agradar seus filhos levando-os a um parque de diversao.
Chegando ao parque, André dé a cada um dos filhos uma quantia de R$ 100,00. Ana e
Carlos ao chegarem no caixa para comprar os bilhetes percebem que havia duas opcoes:
R$ 3,00 e R$ 7,00.

a) qual é o numero de opgdes que Ana e Carlos dispdem para fazer a compra dos bilhetes?
Solugao: Seja x a quantidade de bilhetes de R$3,00 e y a quantidade de bilhetes de
R$7,00. Assim, temos 3z + 7Ty = 100. Primeiro, através do algoritmo de Euclides,

determina-se o mdc de 3 e 7. Assim, temos

Portanto, como mdc(3,7) = 1 e 1 divide 100, entao a equagao 3z+ 7y = 100 possui solugao
inteira. Sendo assim, vamos determinar uma solugao particular xg, o9 desta equacao. Para

tal, pela aritmética modular, temos que

3x =0 mod 3
Ty =y mod 3
100 = 1 mod 3

e, consequentemente,
3r+ Ty =y =1mod 3.

100 — 7
Portanto, y = 1 mod 3. Logo, yg =1 e zy =

= 31 é uma solucao particular e, por
conseguinte, todas as demais solugoes sao dadas pelas férmulas: z =314+T7t ey = 1 — 3t,
onde t é um numero inteiro arbitrario. Como x e y representam as quantidades de bilhetes
de R$3,00 e R$7,00, respectivamente, entao tem-se z > 0 e y > 0 e, consequentemente,
—4 <t<0.

Resposta: Tendo assim a certeza de nao haver esquecido nenhuma solucao apresentamos

as b opcoes de compra de bilhetes dispostos na tabela a seguir:
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Ntimero de opgoes | Bilhetes de R$ 3,00 | Bilhetes de R$ 7,00
1° 31 1
2° 24 4
3° 17 7
4° 10 10
o° 3 13

b) qual é o nimero maximo de bilhetes que cada um pode comprar?
Resposta: 32 bilhetes, sendo 31 bilhetes de R$ 3,00 e 1 bilhete de R$ 7,00.

¢) e o numero minimo de bilhetes?
Resposta: 16 bilhetes, sendo 3 bilhetes de R$ 3,00 e 13 bilhetes de R$ 7,00.

Para avaliacao dos resultados obtidos no Teste a Priori adotamos um conceito em
relagdo ao numero de acertos obtido pelo aluno no item a) de cada um dos problemas

propostos, usando o seguinte critério:
1. Problema do Saque Bancario

e Adotamos conceito A aos alunos que determinaram as 8 opgoes de saque;

e Adotamos conceito B aos alunos que determinaram entre 5 e 7 opcoes de saque;

e Adotamos conceito C aos alunos que determinaram entre 1 e 4 opcoes de saque;

e Adotamos conceito D aos alunos que nao conseguiram determinar nenhuma
das opcoes de saque;

2. Problema do Parque de Diversao

e Adotamos conceito A aos alunos que determinaram as 5 opgoes de compra de

bilhetes;

e Adotamos conceito B aos alunos que determinaram 3 ou 4 opgoes de compra
de bilhetes;

e Adotamos conceito C aos alunos que determinaram 1 ou 2 opgoes de compra

de bilhetes;

e Adotamos conceito D aos alunos que nao conseguiram determinar nenhuma

das opcoes de compra de bilhetes;

Tal critério esta sintetizado na seguinte tabela:
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Conceito Numero de acertos
Problema do saque bancario | Problema do parque de diversao
A 5
B 5-17 3-4
C - -
D 0 0

A seguir, apresentamos a quantidade de alunos que obtiveram os conceitos A, B,

C e D nos problemas supracitados.

Conceito Nimero de alunos
Problema do saque bancario | Problema do parque de diversao
A 6 6
B 10 11
C 14 13
D 0 0
Total 30 30

Como o nimero de alunos que alcancaram os conceitos A, B, C e D foram basica-
mente os mesmos para ambos problemas, entao para ilustrar os dados obtidos elaboramos
o grafico a seguir baseados nos conceitos que os alunos obtiveram no problema do saque

bancario.

Teste a priori

mA

mC

mD

e 2° aula - Revisao de MDC

Na segunda aula efetuou-se uma revisao sobre o conceito de maximo divisor comum

e sobre um método para a sua determinacao: método das divisoes sucessivas, conhecido



Secao 3.3: Experimentacao da sequéncia didatica 64

como algoritmo de Euclides. Além disso, foram propostos alguns exercicios onde os alunos
puderam aplicar o algoritmo de Euclides para determinar o mdc e, consequentemente,
encontrar a resposta.

Nesta aula, os alunos relataram que tal revisao foi de grande relevancia para a
continuidade dos estudos, pois eles puderam ter contato com um conceito simples que
lhes fora ensinado nos anos iniciais do segundo segmento do ensino fundamental (6° ano)
e que tinha sido deixado de lado nos anos posteriores. Além disso, um aluno relatou que
estava pensando de que maneira o mdc poderia nos levar a determinar alguma solucao

das situacgoes-problema apresentadas no Teste a Priori.
e 3° aula - Aritmética modular: congruéncia

Na terceira aula apresentou-se a definicao de congruéncia, conceito que eles desco-
nheciam, e algumas propriedades que seriam necessarias para se determinar as solugoes
gerais de uma equagao diofantina linear.

Nesta aula, devido a ser um conceito novo, os alunos contaram ter dificuldades em
compreender a ideia ciclica envolvendo os restos, mas, depois da resolucao dos exercicios,

os alunos conseguiram entender melhor.
e 4° aula - Aritmética modular: aplicagoes das propriedades de congruéncia

Na quarta aula efetuou-se a aplicagao de algumas propriedades de congruéncia atra-
vés da resolugao de alguns exemplos. Posteriormente, foram propostos alguns exercicios
onde os alunos puderam aplicar os conhecimentos adquiridos.

Nesta aula, os alunos comentaram que, devido a resolucao dos exemplos, puderam
compreender o que tinha sido apresentado na aula anterior. Além disso, comentaram nao

ter maiores dificuldades para resolver os exercicios propostos.
e 5° aula - Definicao de equagoes diofantinas

Na quinta aula apresentou-se a definicao de uma equagao diofantina linear de duas
incégnitas. Ademais, mostrou-se em quais condigoes tais equacoes admitem solucoes
inteiras, correlacionando o mdc dos coeficientes com o termo independente e apresentando,
assim, uma das possiveis aplicacoes do conceito de mdc.

Nesta aula, os alunos relataram ter uma certa dificuldade de entender a definicao
de uma equacgao diofantina linear, mas conforme foi apresentado os exercicios eles con-
seguiram entender melhor. Além disso, com a elucidacao da condigao de existéncia de
solucao das equacgoes diofantinas, ficou esclarecido para os alunos a importancia da aula

de revisao de mdc e do algoritmo de Euclides.

e 6° aula - Solucoes gerais de uma equacao diofantina
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Na sexta aula mostrou-se como determinar as solugoes gerais de uma equacao
diofantina a partir de uma solucao particular xg, yo. Para tal, foram aplicadas as proprie-
dades de aritmética modular para explicitagao da solucao particular x, yo, apresentando,
assim, uma das possiveis aplicagoes de congruéncias. Além disso, foram propostos alguns
exercicios onde os alunos puderam aplicar os conhecimentos adquiridos.

Nesta aula, os alunos narraram que, inicialmente, tiveram dificuldades em enten-
der como utilizar as propriedades de congruéncias para determinar a solugao particular
X0, Yo, Mas, com a resolucao dos exercicios, essas dividas foram sanadas. Além disso, co-
mentaram que foi interessante aprender uma nova forma de determinar todas as solugoes
de uma equacao diofantina e, assim, poderiam resolver problemas do cotidiano de forma

simples e agil.
e 7° aula - Teste a Posteriori

Na ultima aula desta sequéncia didética, os alunos tiveram contato novamente com
a resolucao de situagoes do cotidiano. Nesta aula, as situagoes-problema foram resolvidas
de forma individual e os registros foram armazenados para serem comparados aos registros
obtidos na primeira aula (Teste a Priori).

Como ja era esperado, a maior parte dos alunos nao encontrou maiores dificuldades
para determinar de forma satisfatéria as solugoes dos problemas propostos, pois utilizaram
o método aritmético modular, apresentado no decorrer das aulas da sequéncia didatica,
para resolver tais situagoes-problema. Além disso, notaram que, em consequéncia das
informagoes apresentadas nos enunciados, apenas algumas solugoes inteiras atenderiam as

situagoes-problema.

PROBLEMA DOS REFRIGERANTES

Uma pessoa resolve comprar refrigerantes para o almoco em familia de domingo. Che-
gando ao mercado, essa pessoa percebe que s6 havia duas opcoes de refrigerantes dispo-
niveis: marca A, cujo preco é R$4,00, e marca B, cujo preco ¢ R$5,00.

a) se essa pessoa deseja gastar R$ 100,00, qual é o niimero de opgoes que ela dispoe para
fazer a compra dos refrigerantes?

Solugao: Seja x a quantidade de refrigerantes da marca A e y a quantidade de refrigeran-
tes da marca B. Assim, temos 4z + 5y = 100. Primeiro, através do algoritmo de Euclides,

determina-se o mdc de 4 e 5. Assim, temos

Portanto, como mdc(4,5) = 1 e 1 divide 100, entao a equagao 4z +5y = 100 possui solugao
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inteira. Sendo assim, vamos determinar uma solucao particular xg, o desta equacao. Para

tal, pela aritmética modular, temos que

4 = 0 mod 4
5y =y mod 4
100 =0 mod 4

e, consequentemente,
4z + 5y =y =0 mod 4.

100
Portanto, y = 0 mod 4. Logo, yo = 0e xy = o = 25 é uma solucao particular e, por con-
seguinte, todas as demais solucoes sao dadas pelas formulas: x = 25+5t ey = 0—4t = —4t,

onde t é um numero inteiro arbitrario. Como x e y representam as quantidades de refri-
gerantes das marcas A e B, respectivamente, entao tem-se x > 0 e y > 0 e, consequente-
mente, —5 <t < 0.

Resposta: Tendo assim a certeza de nao haver esquecido nenhuma solugao apresentamos

as 6 opcoes de compra de refrigerantes dispostos na tabela a seguir:

Numero de opgoes | marca A | marca B
1° 25 0
2° 20 4
3° 15 8
4° 10 12
5° 5 16
6° 0 20

b) qual é o nimero maximo de refrigerantes que ela pode comprar gastando R$ 100,007

Resposta: 25 refrigerantes, sendo 25 refrigerantes da marca A e 0 refrigerantes da marca

B.

¢) E o niimero minimo?
Resposta: 20 refrigerantes, sendo 0 refrigerantes da marca A e 20 refrigerantes da marca
B.

PROBLEMA DO ESTACIONAMENTO

Em um estacionamento no centro de uma cidade tinham estacionados apenas carros e
motos. Um garagista notou que existiam 30 rodas.
a) qual é o nimero de opgoes de carros e motos que podem existir no estacionamento?

Solugao: Seja x a quantidade de motos e y a quantidade de carros. Assim, temos



Secao 3.3: Experimentacao da sequéncia didatica 67

2z + 4y = 30. Primeiro, através do algoritmo de Euclides, determina-se o mdc de 2 e 4.

Assim, temos
2

42,
0

Portanto, como mdc(2,4) = 2 e 2 divide 30, entao a equagao 2z + 4y = 30 possui solugao
inteira. Dividindo ambos os membros da equagao por mdc(2,4) = 2, obtemos a equagao
equivalente x + 2y = 15. Sendo assim, vamos determinar uma solucao particular zg, yo

desta equacgao. Para tal, pela aritmética modular, temos que

T =x mod 2
2y =0 mod 2
15=1 mod 2

e, consequentemente,
r4+2y=x=1mod 2.

15 -1
Portanto, z = 1 mod 2. Logo, o =1 e yg = —5 = 7 ¢ uma solucao particular e, por

conseguinte, todas as demais solucoes sao dadas pelas formulas: v =1+2tey =7 —t,
onde t é um numero inteiro arbitrario. Como z e y representam as quantidades de motos

e carros, respectivamente, entao tem-se x > 0 e y > 0 e, consequentemente, 0 <t < 7.

Resposta: Tendo assim a certeza de nao haver esquecido nenhuma solugao apresentamos

as 8 opgoes de carros e motos no estacionamento dispostos na tabela a seguir:

Numero de opgoes | Numero de carros | Numero de motos
1° 0 15
2° 1 13
3° 2 11
4° 3 9
5° 4 7
6° 5 5
7° 6 3
8° 7 1

b) qual é o nimero maximo de carros?

Resposta: 7 carros.

¢) e o nimero minimo?

Resposta: 0 carros.
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d) qual é o ntimero de carros e motos, sabendo que a diferenca entre esses dois niimeros
¢ a menor possivel?

Resposta: 5 carros e 5 motos, pois a diferenca entre esses dois niimeros é zero.

Para avaliacao dos resultados obtidos no Teste a Posteriori adotamos um conceito
em relagao ao nimero de acertos obtido pelo aluno no item a) de cada um dos problemas

propostos, usando o seguinte critério:

1. Problema dos Refrigerantes

e Adotamos conceito A aos alunos que determinaram as 6 opgoes de compra;
e Adotamos conceito B aos alunos que determinaram 4 ou 5 opcoes de compra;

e Adotamos conceito C aos alunos que determinaram entre 1 e 3 opgoes de com-

pra;

e Adotamos conceito D aos alunos que nao conseguiram determinar nenhuma

das opcoes de compra;

2. Problema do Estacionamento

motos;

e Adotamos conceito B aos alunos que determinaram entre 5 e 7 opcoes de carros

e motos;

€ motos;

das opcoes de carros e motos;

Tal critério esta sintetizado na seguinte tabela:

Adotamos conceito A aos alunos que determinaram as 8 opcoes de carros e

Adotamos conceito C aos alunos que determinaram entre 1 e 4 opgoes de carros

Adotamos conceito D aos alunos que nao conseguiram determinar nenhuma

Conceito Numero de acertos
Problema dos refrigerantes | Problema do estacionamento
A 6 8
B 4-5 5-7
C - -
D 0 0

A seguir, apresentamos a quantidade de alunos que obtiveram os conceitos A, B,

C e D nos problemas supracitados.
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Conceito Numero de alunos
Problema dos refrigerantes | Problema do estacionamento
A 9 9
B 13 11
C 10
D 0 0
Total 30 30

Como o nimero de alunos que alcancaram os conceitos A, B, C e D foram basica-
mente os mesmos para ambos problemas, entao para ilustrar os dados obtidos elaboramos
o grafico a seguir baseados nos conceitos que os alunos obtiveram no problema dos refri-

gerantes.

Teste a Posteriori

mA

mC

mD

3.4 Analise a posteriori e validacao

A quarta e ultima fase da Engenharia Didatica, denominada andlise a posteriori
e validagao, tem como objetivo examinar os dados adquiridos durante a experimentacao
das sequéncias didatica para, assim, elaborar a andlise a posteriori e, consequentemente,
verificar a validagao interna do objeto de pesquisa, pois esta se constitui na comparagao

entre analise a priori e a andlise a posteriori.

3.4.1 Analise a posteriori

Confrontando os dados obtidos no Teste a Priori com o Teste a Posteriori temos:
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e Método algébrico

1. Dois alunos foram capazes de solucionar os problemas propostos no Teste a Priori,
enquanto que cinco alunos resolveram as situagoes-problema do Teste a Posteriori.

Sendo assim, deu-se um progresso de 150%.

2. Trés alunos foram capazes de acertar mais da metade das solugoes possiveis dos
problemas propostos no Teste a Priori, enquanto que sete alunos acertaram mais da
metade das solucoes possiveis das situagoes-problema do Teste a Posteriori. Desta

maneira, ocorreu um crescimento em torno de 133%.

3. Quinze alunos foram capazes de determinar menos da metade das solugoes dos
problemas propostos no Teste a Priori, enquanto que oito alunos determinaram
menos da metade das solucgoes as situagoes-problema do Teste a Posteriori. Portanto,
verificou-se um decrescimento aproximado de 47%, o que representa uma evolucao
tendo em vista que este alunos passaram a encontrar um ntimero maior de solucoes

possiveis apos a aplicacao da sequéncia didatica.

4. Dos vinte alunos que fizeram o Teste a Priori, cinco conseguiram resolver de forma
satisfatéria os problemas propostos e, apds a experimentacao da sequéncia didatica,
doze alunos foram capazes de resolver de forma satisfatoria as situagoes-problema
do Teste a Posteriori. Isso configura uma evolucao de 140% em relacao a quantidade

inicial de alunos que conseguiram resolver de forma satisfatéria o teste inicial.
e Método aritmético modular

1. Seis alunos foram capazes de solucionar os problemas propostos no Teste a Priori,
enquanto que nove alunos resolveram as situagoes-problema do Teste a Posteriori.

Sendo assim, deu-se um progresso de 50%.

2. Dez alunos foram capazes de acertar mais da metade das solugoes possiveis dos
problemas propostos no Teste a Priori, enquanto que treze alunos acertaram mais
da metade das solugoes possiveis das situacoes-problema do Teste a Posteriori. Desta

maneira, ocorreu um crescimento em torno de 30%.

3. Quatorze alunos foram capazes de determinar menos da metade das solugoes dos
problemas propostos no Teste a Priori, enquanto que oito alunos determinaram
menos da metade das solugoes as situacoes-problema do Teste a Posteriori. Portanto,
verificou-se um decrescimento aproximado de 43%, o que representa uma evolucao
tendo em vista que este alunos passaram a encontrar um ntimero maior de solucoes

possiveis apés a aplicacao da sequéncia didética.
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4. Dos trinta alunos que fizeram o Teste a Priori, dezesseis conseguiram resolver de
forma satisfatoria os problemas propostos e, apds a experimentacao da sequéncia
didatica, vinte e dois alunos foram capazes de resolver de forma satisfatéria as
situagoes-problema do Teste a Posteriori. Isso simboliza uma evolucao de 37,5% em
relacao a quantidade inicial de alunos que conseguiram resolver de forma satisfatéria

o teste inicial.

De maneira geral, dos 50 alunos que participaram desta pesquisa tivemos 21 alu-
nos resolvendo de forma satisfatoria o Teste a Priori e, posteriormente a aplicagao das
sequéncias didatica, 34 alunos solucionaram de forma satisfatoria o Teste a Posteriori.
Isso representa uma evolucao aproximadamente de 62% em relacao a quantidade inicial

de alunos que conseguiram resolver de forma satisfatoria o teste inicial.

Ademais, é pertinente a avaliacdo de alguns registros individuais. As Figuras 3.1
e 3.2 representam o registro do Teste a Priori de um aluno X. Este aluno respondeu
corretamente os itens a, b e ¢ dos problemas do saque bancario e do parque de diversoes
e construiu uma tabela no item a de ambos os problemas para melhor expor os dados.

Para chegar a tais respostas o aluno X utilizou o método da tentativa e erro.
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Figura 3.1: Registro do aluno X para o problema do saque bancario
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Figura 3.2: Registro do aluno X para o problema do parque de diversoes

Agora, apresenta-se um registro (Figuras 3.3 e 3.4) de um aluno Y que conseguiu
acertar o primeiro problema proposto do Teste a Posteriori tendo determinado as solugoes
gerais x = 100 + 4t e y = —100 — 5¢, para t inteiro, do problema dos refrigerantes através
do método algébrico, explicitando os possiveis valores do parametro t: —25 < ¢t < —20.
Ja, no problema do estacionamento, o aluno nao conseguiu determinar todas as opgoes

desejadas, pois nao simplificou a equacao diofantina 4z + 2y = 30 pelo mdc(4,2) = 2.
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Figura 3.3: Registro do aluno Y aplicando o método algébrico
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Figura 3.4: Registro do aluno Y aplicando o método algébrico

Neste outro registro (Figuras 3.5 e 3.6), o aluno Z conseguiu acertar o primeiro
problema proposto do Teste a Posteriori tendo determinado as solucoes gerais x = 20 4 4t
e y = —bt, para t inteiro, do problema dos refrigerantes através do método aritmético

modular, explicitando os possiveis valores de x e y através de uma tabela.

Ja, no problema do estacionamento, o aluno 7 conseguiu determinar todas as
opgoes desejadas, pois lembrou-se de simplificar a equacao diofantina 4z + 2y = 30 pelo
mdc(4,2) = 2, obtendo a equagao equivalente 2z + y = 15. Sendo assim, determinou as

solucoes gerais a partir da solucao particular xg =7 e yo = 1.
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Figura 3.5: Registro de um aluno Z aplicando o método aritmético modular
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Figura 3.6: Registro de um aluno Z aplicando o método aritmético modular

A Figura 3.7 e as Figuras 3.8 e 3.9 representam o registro do Teste a Priori e
o registro do Teste a Posteriori, respectivamente, de um aluno W. Analisando o Teste
a Priori deste aluno tem-se que o mesmo determinou 3 opcoes de saque para o primeiro
problema e 2 opcoes de compra de bilhetes para o segundo problema. Sendo assim, obteve

um conceito C no Teste a Priori.

Agora, analisando o Teste a Posteriori deste aluno tem-se que o mesmo foi capaz de
determinar as solugoes gerais x = 10044t e y = —100—5t, para t inteiro, do problema dos
refrigerantes e © = 30+ 2t e y = —30 — 4¢, para t inteiro, do problema do estacionamento.
Como nao explicitou os possiveis valores do parametro ¢, este aluno obteve um conceito B
no Teste a Posteriori. Contudo, devido a experimentacao da sequéncia didatica, pode-se
observar uma evolucao significativa deste aluno na resolucao de situagoes-problema que

abranjam as equagoes diofantinas linerares.
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Figura 3.7: Registro do Teste a Priori de um aluno W
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Figura 3.8: Registro do Teste a Posteriori de um aluno W - problema dos refrigerantes
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Figura 3.9: Registro do Teste a Posteriori de um aluno W - problema do estacionamento

3.4.2 Validacao

A primeira hipdtese dizia: “os alunos perceberao que o método utilizado (método
da tentativa e erro) na resolugao dos problemas propostos no teste a priori possui limi-
tagoes”. Esta hipdtese foi confirmada durante a experimentagao das sequéncias didatica,
principalmente no teste a priori, onde os alunos tiveram dificuldades em determinar todas

as solugoes possiveis das situagoes-problema propostas.

Entretanto, nao se pode negligenciar o método da tentativa e erro, pois em diversas
ocasioes 0 mesmo torna-se uma ferramenta vantajosa para determinar as solugoes de uma
equacao diofantina linear. Além disso, o método da tentativa e erro proporciona aos

alunos uma revisao sobre as operacoes fundamentais abrangendo os nimeros inteiros.
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Agora, a segunda hipotese dizia: “os alunos ficarao mais propensos a apreender
outros métodos de resolucao de problemas”. Tal hipdtese foi confirmada durante a expe-
rimentagao das sequéncias didatica, especialmente apds serem apresentados os seguintes
resultados: algoritmo de Euclides, teorema de Beézout (dispositivo prético), congruéncias
e as solugoes gerais de uma equacao diofantina.

Ainda que alguns alunos persistissem pelo método da tentativa e erro, com o de-
senvolvimento das atividades propostas nas sequéncias didatica, os alunos descobriram
a capacidade facilitadora da linguagem aritmética e da linguagem algébrica na resolucao
dos problemas propostos.

J4a a terceira hipotese dizia: “ocorrera a socializacao de resultados em cada situacao
problema”. Esta hipotese foi amplamente confirmada no decorrer das atividades propostas
nas sequéncias didaticas, pois, ao final de cada atividade, os alunos expunham a forma
pela qual determinou as solugoes dos exercicios propostos para os colegas de classe.

Isto ofereceu circunstancias para realizar-se a troca de ideias entre todos os alu-
nos. No decurso das argumentacoes, alguns alunos conseguiram supor que existia uma
relacao entre os trés dados numéricos expostos nas situagoes-problema. Além disso, os
alunos notaram que nas atividades propostas as solugoes versam no conjunto dos niimeros
inteiros.

Por fim, a quarta hipétese dizia: “introduzir conceitos e algoritmos na busca da
resolucao das situagoes problema que possibilitarao ao aluno notar uma aplicabilidade dos
seguintes conceitos: maximo divisor comum e congruéncias”.

Tal hipétese foi confirmada, pois, com a aplicagao das atividades, os alunos tiveram
contato com o algoritmo de Euclides - método este que eles desconheciam - puderam veri-
ficar a existéncia de solugoes e aproveitar os resultados obtidos para aplicar no dispositivo
pratico do teorema de Bezout e, assim, expressar o mdc de dois ntimeros inteiros como
combinacao linear dos mesmos. Além disso, foi possivel praticar a linguagem aritmética
dos alunos ao introduzir o conceito de congruéncias e a sua aplicagao na elucidacao das

solucoes gerais das mencionadas equagoes.



CONSIDERACOES FINAIS

Tendo como base tudo que foi apresentado durante este trabalho, concluimos que,
mesmo se lidando de alunos na faixa de 14 anos, as proposicoes apresentadas nos métodos
de resolucao de Equagoes Diofantinas Lineares se revelaram de simples assimilagao, pois
envolvem apenas conhecimentos basicos de matematica, tais como: numeros inteiros,
maximo divisor comum, algoritmo de Fuclides e congruéncia.

Sendo assim, constatamos as possibilidades didatico-pedagogicas da sequéncia pro-
posta sobre o tema supracitado, pois as aplicacoes de situacoes do cotidiano constituiram
um ambiente favoravel para o ensino contextualizado das Equagoes Diofantinas Lineares,
propiciando desenvolver as competéncias essenciais dos alunos nos campos da aritmética
e da algebra.

A juncao de uma estrutura tedrica adequada e a simples possibilidade de contex-
tualizacao do tema seguem a atual linha de ensino de matematica na educacao bésica:
estimular a capacidade de compreensao e raciocinio em detrimento da memorizagao e a
sua aplicabilidade ao cotidiano em vez de profundidade.

Portanto, tendo como base os dados conseguidos através da experimentacgao das
sequéncias didatica, a inser¢ao do tema Equacao Diofantina Linear nas séries finais do
ensino fundamental mostra-se adequado, pois desenvolve o raciocinio logico, possibilita
um processo de ensino-aprendizagem significativo e um maior aperfeicoamento nos campos
da algebra e aritmética.

Ademais, conseguimos estruturar um material capaz de ser empregue em formacao
continuada de docentes e que também pode auxiliar o professor da educacao bésica na

diversificacao das aulas, com atividades propicias ao publico alvo.
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Apéndice A

AUTORIZACAO DA UNIDADE ESCOLAR

Eu, André Fellipe Franco Pereira de Oliveira, responsavel principal pelo projeto de disser-
tacao, o qual pertence ao curso de Mestrado Profissional de Matematica em Rede Nacional
- PROFMAT da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro - UFRRJ, venho pelo pre-
sente, solicitar autorizacao da Escola Estadual Aydano de Almeida para realizacdo da
coleta de dados, no periodo de fevereiro e marco, para o trabalho de pesquisa sob o titulo
“Equacoes Diofantinas Lineares: uma proposta para as séries finais do ensino
fundamental”, com o objetivo de apresentar uma proposta de sequéncia didatica sobre
o tema supracitado.

Contando com a autorizacao desta instituicao, coloco-me a disposicao para qualquer es-
clarecimento.

Local e data: , de de 2018.

Professor Andre Fellipe Franco Pereira de Oliveira
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Apéndice B

AUTORIZACAO DOS RESPONSAVEIS LEGAIS

Eu, abaixo assinado, responsavel legal pelo(a) aluno(a)

do 9° ano do ensino fundamental da Escola Estadual Aydano de Almeida, autorizo que
o referido aluno participe da pesquisa intitulada por “Equacoes Diofantinas Linea-
res: uma proposta para as séries finais do ensino fundamental” realizada pelo
professor André Fellipe Franco Pereira de Oliveira e declaro que foi devidamente exposto
pelo pesquisador os procedimentos envolvidos e os beneficios para os estudantes de tal

implementagao.

Local e data: , de de 2018.

Assinatura do responsavel legal:
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