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RESUMO

Espolador, Mario Henrique D’ Anello. Interpolagdo e regressdo polinomial: uma
proposta para o ensino médio com auxilio do Geogebra. 2021. — 83 paginas.
Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT).
Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica, Universidade Federal

Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2021.

Este trabalho tem como objetivo trazer uma proposta de ensino de interpolacédo e
regressao polinomial para turmas do ensino médio. Dessa forma, toda parte tedrica
tem como referéncia os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e autores como
Biembengut (2014), Ruggiero (2000), entre outros. Com isso, 0 trabalho sera
fundamentado por métodos de interpolacdo como Lagrange e Newton, estudo de
erro, escolha do grau do polindbmio interpolador, fendbmeno de Runge, interpolacéo
inversa e regressao polinomial pelo método de minimos quadrados. Além disso, a
area de educacdo matematica também entrard na fundamentacdo do trabalho
através da histéria, modelo, modelagem e modelagem como método de ensino,
juntamente com o auxilio de softwares educacionais no ensino de matematica, neste
caso, 0 Geogebra. Por fim, serd apresentada uma sequéncia de exemplos que
podem ser trabalhados, discutidos, propostos em projetos de pesquisa e em aulas
interdisciplinares nas turmas do ensino médio, utilizando e comparando conceitos de
interpolagdo e regressao polinomial. Nesse caso, as atividades se resumem em
estudos atuais e problemas do nosso cotidiano como a curva de contaminagao pela
Covid-19, problemas com o aumento da populacao carceraria do Brasil, estimativa
do consumo de combustivel de um automével e projecBes sobre a demografia

brasileira.

Palavras-Chave: Matematica, Interpolagdo e Regressdo Polinomial, Ensino Médio,

Modelagem no Ensino, Geogebra.



ABSTRACT

Espolador, Mario Henrique D ’Anello. Polynomial interpolation and regression:
a proposal for high school with the help of Geogebra. 2021. - 83 pages.
Dissertation (Professional Master in Mathematics in National Network - PROFMAT).
Institute of Exact Sciences, Department of Mathematics, Federal Rural University of
Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2021.

This work aims to bring a proposal for teaching interpolation and polynomial
regression for high school classes. In this way, every theoretical part has as
reference the National Curriculum Parameters (PCN) and authors such as
Biembengut (2014), Ruggiero (2000), among others. With this, the work will be based
on interpolation methods such as Lagrange and Newton, error study, choice of the
degree of the interpolator polynomial, Runge phenomenon, inverse interpolation and
polynomial regression by the least squares method. In addition, the area of
mathematical education will also enter into the foundation of work through history,
model, modeling and modeling as a teaching method, together with the help of
educational software in the teaching of mathematics, in this case, Geogebra. Finally,
a sequence of examples that can be worked on, discussed, proposed in research
projects and in interdisciplinary classes in high school classes will be presented,
using and comparing concepts of interpolation and polynomial regression. In this
case, the activities are summarized in current studies and problems in our daily lives,
such as the contamination curve by Covid-19, problems with the increase in the
prison population in Brazil, an estimate of the fuel consumption of a car and

projections on the Brazilian demography.

Keywords: Mathematics, Polynomial Interpolation and Regression, High School,
Modeling in Teaching, Geogebra.
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1. INTRODUCAO

Analisando livros didaticos e aulas de matematica no ensino béasico, € comum
observar diversos conteddos com pouco significado pratico no cotidiano dos alunos.
Portanto, naturalmente surgem diversos questionamentos sobre a utilidade,
aplicacdo e importancia dos topicos apresentados pelos professores. A falta de
respostas para esses questionamentos, na maioria das vezes, desestimula e reforga

0 senso comum sobre a matematica ser pouco aplicada e de dificil aprendizagem.

Em 1995, numa avaliagcdo que abrangeu alunos de quartas e oitavas séries
do primeiro grau, os percentuais de acerto por série/grau e por processo
cognitivo em Matematica evidenciaram, além de um baixo desempenho
global, que as maiores dificuldades s@o encontradas em questbes
relacionadas a aplicacdo de conceitos e a resolucdo de problemas.
(BRASIL, 1997, p.21)

Aprofundando as analises de livros didaticos, observando os problemas
contextualizados propostos, diversas vezes aparecem exercicios pseudo-
contextualizados ou muito superficiais. O problema da pseudo-contextualizacdo é
justamente apresentar problemas que néo se aplicam no nosso cotidiano, logo nao
contribuem em dar significado ao conteldo estudado. A superficialidade dos
exercicios em relacéo a realidade vivida também causa esse efeito negativo, pois ao
estudar alguns problemas reais verifica-se que ha dependéncia de muitas

informacdes que ndo sdo colocadas em livros didaticos.

Dessa forma, elaborar aulas de matemética significativas para os alunos e
préximas da nossa realidade, apresentando conceitos de modelagem matematica
mais aprofundados, permite que os alunos encontrem resultados que possibilitem
maior poder de critica e reflexdo. Neste caso, os conceitos trabalhados d&o énfase

em metodos de interpolacéo e regressao polinomial.

Como se tratam de conceitos avancados para alunos de ensino meédio, 0 uso
de softwares auxilia no desenvolvimento dos calculos, principalmente em casos que
custam tempo e conceitos aprendidos somente no ensino superior. Além disso, o
foco principal das atividades propostas é fazer analises, criticas e reflexdes sobre os
problemas apresentados utilizando os conceitos estudados. Logo a tecnologia entra

como grande aliada.
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Em diversas areas de conhecimento do nosso cotidiano, nos deparamos com
problemas que necessitam ser resolvidos para que possamos fazer um melhor
planejamento de custos, otimizar gastos, prever acontecimentos que nos
possibilitem fazer as melhores escolhas no presente, para termos os melhores
resultados no futuro. Explorar modelos preditivos é uma ferramenta poderosa na
tomada de decisdes, ou seja, tendo informacdes atuais conseguimos tracar

tendéncias futuras.

Apresentar métodos numéricos de interpolacdo e regressao polinomial nos
possibilita estudar mais profundamente problemas reais que necessitam analisar
dados atuais com o objetivo de encontrar resultados futuros, por exemplo, fazer

extrapolacdes. Nesse caso, é justamente a ideia de construir modelos preditivos.

Podem-se citar diversos exemplos onde o estudo sobre tendéncia de curvas é
importante e necessério. Na area de saude, por exemplo, a curva de contaminacao
de covid-19 é estudada para prever o pico de casos e planejar a flexibilizacdo do
isolamento social; na area social, podemos analisar o nimero de desempregados e
a tendéncia futura, caso ndo seja tomada nenhuma medida para reverter o
problema; na area econdmica, analisar a valorizacdo ou desvalorizacdo das acfes
de uma empresa. Enfim, podemos mostrar varios exemplos, em diversas areas,

sobre como o estudo de curvas é fundamental.

Estudar numa turma de ensino médio os problemas apresentados no
paradgrafo anterior pode ser uma grande oportunidade de andlise, discussdo e
reflexdo, juntamente com os alunos. A justificativa € que todos nds estamos imersos
nesses contextos e a matematica pode nos auxiliar na construcdo de senso critico

em outras areas de conhecimento.

Para Adler (1970 apud BIEMBENGUT; HEIN, 2014, p.10), “o divércio entre o
pensamento e a experiéncia direta priva o primeiro de qualquer conteudo real e
transforma-o numa concha vazia de simbolos sem significado”. Enfim, quando
aprofundamos conceitos matematicos e aproximamos da nossa realidade, podemos
colher diversos beneficios numa aula de matematica e nas nossas vidas, desde

estimulos didaticos, até significado e senso critico.
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Além disso, vale destacar que apesar de toda importdncia de buscar
contextualizacdes e aplicacbes de conceitos mateméaticos em problemas do nosso
cotidiano nas aulas do ensino basico, a matematica por si s6 tem vida propria e
papel fundamental no desenvolvimento de raciocinio I6gico. Portanto, ndo é uma
regra que toda aula tenha contextualizagBes, porém havendo oportunidade de
realizar aulas aplicadas, com determinada frequéncia, de uma forma geral, seré
apresentada para os alunos uma matematica mais palpavel e proxima da nossa
realidade.

Para tanto, é importante que a Matematica desempenhe, equilibrada e
indissociavelmente, seu papel na formacédo de capacidades intelectuais, na
estruturagcdo do pensamento, na agilizacéo do raciocinio dedutivo do aluno,
na sua aplicagéo a problemas, situagBes da vida cotidiana e atividades do

mundo do trabalho e no apoio a constru¢cdo de conhecimentos em outras
areas curriculares. (BRASIL, 1997, p.25)
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. INTERPOLACAO

Em diversos problemas do nosso cotidiano ou experimentos, muitas das
vezes € necessario encontrar valores numéricos que ndo sao conhecidos. Dessa
forma, encontrando uma funcdo que passe pelos pontos sabidos e através do
comportamento da curva, é possivel calcular valores aproximados entre 0s pontos
dados. Além disso, também é possivel extrapolar, ou seja, projetar valores fora do

intervalo dado inicialmente. Para isso, vamos apresentar um pequeno exemplo.

Segue uma tabela que representa o consumo acumulado diario de energia

elétrica de uma familia, em Kwh:

Dia 5° 10° 15° 20° 25°
KWh 30 50 90 120 170

Tabela 1 - Consumo de energia elétrica

Fonte: Autor

Através da tabela, interpolando uma funcéo e analisando o comportamento da
curva, podemos estimar o consumo acumulado, por exemplo, do 21° dia. Além
disso, podemos extrapolar e estimar o consumo acumulado fora do intervalo
conhecido, por exemplo, do 30° dia. Sdo problemas iniciais desse tipo que

conseguimos responder conhecendo interpolacao.

Figura 1 - Curva que representa o consumo de energia acumulado

Fonte: Autor
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Segundo Ruggiero e Lopes (1996, p.212) “Interpolar uma fungéo f(x) consiste
em aproximar essa fungéo por outra funcéo g(x), escolhida entre classe de funcdes
a priori e que satisfaga algumas propriedades. A funcdo g(x) é entdo usada em

substituicdo a funcéo f(x)”.

Como interpolacdo permite aproximar uma curva de uma funcéo, entdo
quando temos funcdes dificeis, ou até mesmo impossiveis de derivar ou integrar,
podemos aproximar uma funcdo polinomial, exponencial, trigonométricas, entre
outras, da funcéo dada. Dessa forma, podemos tornar a diferenciacao e a integracao
mais simples. Porém, neste trabalho vamos dar énfase a interpolacdo e

aproximacao polinomial e seus métodos numericos.

2.2. MATRIZ DE VANDERMONDE E UNICIDADE DE POLINOMIO
INTERPOLADOR

Antes de apresentarmos os métodos de interpolagdes polinomiais, vamos
falar sobre matriz de Vandermonde e demonstrar a existéncia e unicidade de um

polindmio interpolador.

A matriz de Vandermonde € uma matriz quadrada de ordem n = 2, cujo 0S

elementos de suas linhas ou colunas formam uma progressdo geomeétrica.

2 n-1
[1 Xo X{ Xo ]
2 n-—1
1 X1 X X1
V= |1 X2 X% Xg_l |
2 n—1
[1 Xn-1  Xn-1 Xn-1

O determinante da matriz de Vandermonde é dado por:

Det(V) = 1_[ Xk — ;)

1<j<ks=n

A demonstragdo do determinante da matriz de Vandermonde pode ser dada

por indugdo em n. Além disso, se xi # x;, entdo Det(V) # 0.

Ex: Calcule o determinante da matriz A.
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1 2 4
A=l1 3 9]
1 4 16

Observe que a matriz A é de Vandermonde, logo:
Det(A) = (3—-2)(4—-2)(4—-3)=1-2-1=2

Teorema 1: Considere um conjunto de pontos dados C = {xq, X3, ..., Xk, ..., X, } € UMA
funcdo f: C c R - R. Existe um Unico polinbmio P,(x), de grau < n, tal que: P,(xyx) =

f(xx), k=0,1,2,3,...,n desde que xi #Xxj, j # k.

Demonstracdo: seja P,(x) = ap + a;x+ a,x% + -+ ay,x". Tomando P,(xy) = f(xy),

vk=0,1,2,3,...,n ficaremos com o sistema:

(2o +asXg + ayxg + -+ ap_1x§~ 1 + axh = f(x,)
aO + a1X1 + 32X% + -+ an_1X{l_1 + anX{l = f(Xl)
ag+a;xy +ayx2 + - +ap_ x5+ axd = f(x,)

kao +a;X, +ax2 + -+ ap_ x5BT + ax! = f(x,)

Nesse caso, temos um sistema quadrado com n + 1 variaveis (ag,a;,a,, ...ap)

e n+ 1 equagbes. Dessa forma, vamos construir a matriz A dos coeficientes e

analisa-la.
1 xo x§ X0
2 n
1 X1 Xq X1
A = 1 X2 X% Xg
2 n
1 Xn Xn Xn

Como xq, X4, Xy, ..., Xp S80 diferentes, logo Det (A) # 0 e com iSso o sistema é

possivel e determinado, portanto a solugéo existe e € Unica.

2.3. METODOS DE INTERPOLACAO POLINOMIAL
2.3.1. POR SISTEMAS LINEARES

Ex. Vamos encontrar um polindémio que interpole os pontos A=(0,2),B=(-1,4)e C
= (2, 5).

Resolucéao:
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Para facilitar o entendimento, incialmente, vamos marcar os pontos dados no

plano cartesiano.

Figura 2 - Pontos no plano cartesiano
Fonte: Autor
Pelo Teorema 1 e como temos 3 pontos, podemos interpolar um polinémio de

grau 2 aos pontos A, B e C. Dessa forma, vamos tomar um polinbmio genérico
P,(x) = ap + a;x + a,x* . Assim:
Pz(O) = ao + a10 + 3202 = 2

P,(=1) = ap +a;(=1) +a,(-1)* =4
pz(Z) = ao + 312 + 3222 = 5

ao=2(D
ag—a; +a, =4 (1)
ag + 2a; +4a, =5 (Il

Substituindo a, = 2 em (Il) e (Il)

{2—31"‘32:4‘
2+231+4‘32=5

{ —dj + dy, = 2 (H)
2a; +4a, = 3 (IlI)

Multiplicando (1) por 2 e somando (Il) com (l11)

{_Zal + 232 =4 (H)
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6 7 7

= - = —
az az 3
Substituindo a, = g em (1)

—a1+g:2=>g—2:a1:>

Conhecendo agora a;, a, e az, podemos substituir:

5 7
Pz(X) = 4dy + 31X+ aZXZ - Pz(X) =2 —EX+EX2

Portanto,P,(x) = 2 — zx + %xz é o polinémio interpolador dos pontos A, B e C.

Para concluir o entendimento, a seguir vamos plotar a curva encontrada

interpolado os pontos A, B e C.

Figura 3 - Parabola interpolando 3 pontos

Fonte: Autor

O método por sistemas lineares nem sempre é bom. No exemplo
apresentado, conseguimos encontrar o polindémio interpolador de forma simples,
porém nem sempre € assim. Quando resolvemos por esse método, utilizando a
matriz de Vandermonde, existe a possibilidade de ela ser mal condicionada,
apresentando erros de aproximacdo. Outra observacao interessante € que esse
método, apesar de usar conceitos matematicos interessantes, € custoso para fazer

computacionalmente.



22

2.3.2. FORMA DE LAGRANGE
Sejam n+1 pontos distintos escritos da forma

(X0, ¥0), X1, V1), X2,¥2), oo, X, V) - O polinbmio de grau n abaixo é chamado de
interpolador da forma de Lagrange.

P,(%) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2Lo(x) + -+ ypLn(x) = Vil (%)

k=0
Definindo agora:
L (x) = x—=%0) (X —%X1) oo (X = X)X — Xp41) oo (X — Xp) _ n (X—X]-)
k (Xic = %0) (i = X1) wos (X = Xiem1) (e = Xicn) e (i = Xn) - 11 (i = %y)

j#k

1,sek=j ]
0.sek ] Dessa forma:

Observe que para Ly (x;) = {
P, (x0) = yoLo(x0) + y1L1(x0) + y2L2(X0) + - + ynLn (%) = yo
Ph(x1) = yoLo(X1) + y1L1(x1) + y2Lo(xq) + -+ ynLn(x1) = y4

Py(x2) = yoLo(x2) + y1Li1(x2) + yoLo(x2) + - + ynLn(x2) =y,

Pn(Xn) = YOLO(Xn) +y1l4 (Xn) + YZLZ(Xn) + et YHLn(Xn) = ¥n

Com isso, mostramos que P,(x)=yoLo(x)+y;Li(X)+y,L(x)+ -+ y,Lp(x)
interpola os (n + 1) pontos iniciais.

Ex. Vamos encontrar, pelo método de Lagrange, um polindmio de grau 3 que
interpole os pontos A=(1,-1),B=(-1,2),C=(0,3)e D =(2, 0).

Resolucéao:

Marcando os pontos A, B, C e D no plano cartesiano, temos:
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Figura 4 - Pontos no plano cartesiano

Fonte: Autor

Fazendo agora:

P;(x) = yoLo + y1L1 + y2L; + y3L3, Onde:

- (x—x)(X—Xz)(X=X3) _ (x—(-1))(x—0)(x—-2) _ GHD)E0&-2) _ x(x+1)(x-2) _ x(x2-x-2) _
07 (o—x0)(o—x2)(x0-x3) ~ (1-(-D)(1-0)(1-2) ~ (1+D(1(1-2) 2(-1) -2
_ xX*-x?-2x
2
L, = xx)(xmxp)x=%3)  _ _ x=DE=0(x=2) _ x-DEE=2) _ x&-Dx=2)
1 (x1—X0) (X1 —X2) (X1 —X3) (-1-1)(-1-0)(-1-2) (-2)(=1)(-3) 6
x(x2-3x+2) _ x*-3x%42x
L, = (x—xg) (x—x1) (x—X3) _ (x-1)(x—(-1))(x—2) _ x-1)(x+1)(x-2) _ (x*=1)(x=2) _
2 Gex0)(ex)(-x3)  (0-1D(0-(-1(0-2) (-D(1)(-2) 2
Ko2xioxk2
2
L, = (x—x0)(x—x1)(x-%2) _ x-DE-(-1)x-0)  x-DE+Dx) _ (x*-1)(x) _ Bx

T Gamx)(amx)(ex)  2-DE-(-DE-0) T WE®@ 6 6

X

PG = — (- K)o (LX) | g (opont | ()

P3(X) — (x3_x2—2x) . (X3_3x2+2x) 43 (X3—2X2—x+2)

2 3 2

x3—x2-2x+3x3-6x%2-3x+6  x3-3x%+2x
Py x) = -

2 3

23
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4x3-7x2-5x+6  x3-3x%+2x __ 3(4x3-7x%-5x+6)-2(x3-3x%+2x)
P;(x) = 2 - 3 = .

12x3-21x%%2—-15x+18-2x3+6x% —4x
P, (X) =
6

10x3-15%%2—-19x+18
P, (X) = o

5 19
>x?—=x+3

5
Portanto,P3(x) = §x3 -

Esbocando o grafico de P;(x), temos:

Figura 5 - Polinébmio de grau 3 interpolando 4 pontos

Fonte: Autor

Assim como no método por matriz de Vandermonde, a forma de Lagrange

também utiliza conceitos importantes e € custoso pra resolver computacionalmente.

2.3.3. FORMA DE NEWTON

Para encontrar o polinbmio P,(x) , de grau n , que

interpole (xq, Vo), (X1,V1), (X2,¥2), ., Xn,¥n)» OU seja, (n+ 1) pontos distintos, pelo

meétodo de Newton, é necessario escrever esse polinémio da forma:

Py(x) =dp +dy(Xx— %) +da(x — X)X —X1) + -+ dp(x —X0) (X — Xq) ... (X — Xp—1)
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Os coeficientes di, k = 0,1, 2, 3, ..., n sdo diferencas divididas de ordem k entre

os pontos (x;, f(x;)), com j = 0,1, ..., k definidas a seguir.
2.3.4. OPERADOR DIFERENCAS DIVIDIDAS
Seja f(x) uma funcao cujo gréfico passa por

X0, ¥0), %1, ¥1), X2,¥2), .., (X, ¥n) » pONtos distintos. Entdo é definido o operador

diferencas divididas por:

f[Xo] = f(XO) = Yo (Ordem O)

flxal~fl%o] _ f&x0)=f0) _ ¥17Y0 5 jory 1)

flxo, %] =
[ 0’ 1] X1—Xo X1—Xo X1—Xo

f[xg, X1, X5] = f X5 1Mo X (Ordem 2)

X2—Xp

f[x1,X2,%X3]—f[X0,X1,X2]
f[xq, X1, X2, X3] = m— (Ordem 3)

f[x1,X2,-.Xn]—f[X0,X1,-Xn-1]
f[Xo, X1, X2, e, Xp] = “Xn_XO —(Ordem n)

Ex. Vamos encontrar, pelo método de Newton, um polinémio de grau 4 que interpole
os pontosA=(-1,-1),B=(0,2),C=(2,1),D=(4,0) e E=(5, -2).

Resolucao:

Marcando os pontos A, B, C, D e E no plano cartesiano, temos:
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-2 L

-3

Figura 6 - Pontos marcados no plano cartesiano

Fonte: Autor

Para facilitar o entendimento, vamos construir uma tabela e calcular as diferencas
divididas.

X -1 0 2 4 5

f(x) 1 2 1 0 -2

Tabela 2 - Diferencas divididas

Fonte: Autor

f[xo] =f(x0) =f(-1) =-1=4d,

f[xo, %] = f[X:]:f[Xo] _ f(X1):f(Xo) _ (2):(:1) _ 241 3=d,
1—X0 X1—Xp ( 1) 0+1
_ [x2]-[xa] _ f(x2)-f(xq) _1-2 1
flx1,%2] = Xg—X1  Xp—xq  2-0 2
_ [xs]-[xa] _ f(x3)—f(xz) _ 0-1 1
f[XZI X3] - X3—Xj - X3—X3 - ) -
_ [xa]-[x3] _ f(x4)-f(x3) _ -2-0 _
f[X3’X4] T X4—X3  X4—X3  5-4 2
fxgxol—fxoxs] _ —3=3 _ 3
_ IXyxpl-tiXoXel _ "27° _ "2 _ _ 7 _
fxo, X1, %, ] = X2—X0 T 2-(-1) 3 d,



27

1 1
fx2,x3]—f[x1,%2] _5_(_5) 0

flxq, %5, %3] = = =-=0

X3—Xq 4—-0 4

1 3

f _ flxzxq]—flx2x3] _ _2_(_5) _ (E) _
[X2, X3, X4] = = -3 T 3

X4—Xp 5-2 3

7 7

f[x1,x2,x3]—f[x0,X1,X2] 0_(_8) 6 7

f[XO,Xl,Xz,X3] = = =_=_=d3
X3—Xg 4-(-1) 5 30

fl -l 150 1

X9,X3,X4|—1]X1,X2,X -5 )
fX X Xo. X — 2/43,44 1,242,243 — 2 — _2 - —
[ 12 420 A3 4-] X4—X1 5-0 5 10

f[ ] f[ ] 1 7 10 1
X1,X2,X3,X4]|—f[X0,X1,X2,X3 ~10 30 _ _30

flxo,X1,X2,X3,Xy] = = =—=—-——=d
[X0, X1, X2, X3, X4] — 5-(-1) 6 18 4

Sabendo que:

P,(x) =do + dy(x —Xg) + da(x = X) (X — X1) + d3(X — X)) (X = X1 ) (X — X) + ds(x —

Xo) (X — X1) (X — X2) (X — X3)
Substituindo os operadores, temos:

P, (%) = f[xo] + f[x0,x1](x — X¢) + f[X0, X1, X2 ] (X — Xo) (X — X1) + f[X0, X1, X2, X3] (X —

Xo) (X — X1) (X — X2) + X0, X1, X2, X3, X4 ] (X — X0) (X — X1 ) (X — X2) (X — X3)

Entdo:
Py(x) = —1+ 3(x+ 1) — 2 (x + DX+ -X(x+ (X — 2) = 7 X(X + 1) (x — 2)(x — 4)

Plotando o gréfico de P,(x), temos:
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Figura 7 - Polinbmio de grau 4 interpolando 5 pontos

Fonte: Autor

O método de Newton, além de ser bem rico conceitualmente, € menos

custoso computacionalmente em relacdo ao de Lagrange.

2.4. ERRO NA INTERPOLACAO

Quando aproximamos um polinémio interpolador B, (x) de uma fungéo f(x)em
um intervalo [x,,x,] cometemos um erro. Esse erro € escrito da forma E,(x) =
|f(x) — B,(x)| para todo x € [x,, x,,]. Para Ruggiero e Lopes (1996, p.228) “O estudo
do erro € importante para sabermos o quao préximo f(x) esta deB,(x)”. Vejamos um

exemplo:
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Y
fy(xy) = f20¢y) = Py (xy)

fi(Xo) = falxg) = Py (%) '
e |

Xo X, X

Figura 8 — Comparacéao do erro de interpolacdo em relacdo a duas funcdes

Fonte: Ruggiero (2000, p.228)

Nesse caso, temos duas funcdes e um polinbmio interpolador, que nesse
caso € uma reta, tais que fi(xo) = f2(xo) = P1(x0) € fi(x1) = fo(xy) = Py(xy) .
Observe que apesar de o polindmio P;(x) interpolar as funcoes f;(x) e fo(x) em x, e
X1, 0 erro de P,(x) em relacdo a f;(x) € maior que o erro de P;(x) em relacdo a
f>(x) no intervalo [xg, x;]. Ou seja, E (x) = fi(x) — P(x) > E?(x) = f,(x) — P;(x) no

intervalo [xg, x4].

Ex. Conhecendo a tabela a seguir, vamos encontrar a aproxima¢do do erro no

calculo de In(2,8) por interpolacao linear.

x 1 2 3 4

In(x) 0 0,6931 1,0986 1,3863

Tabela 3 - Valores para In(x)

Fonte: Ruggiero e Lopes (2000, p.231)

Resolucéao:
Inicialmente observe que 2,8 € (2,3), com isso tomamos x, = 2 e x; = 3.

Pela forma de Newton, temos:

Pi(x) = f(x0) + (x — x0) f[x0, %1] =
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1,0986—-0,6931
3-2

P;(x) =0,6931 + (x — 2)

P, (x) = 0,6931 + (x — 2) - 0,4055.

Portanto, P;(2,8) =0,6931+ (2,8 —-2)-0,4055 = 0,6931 + 0,8-0,4055 = 0,6931 +
0,3244 = 1,02 = P;(2,8) = 1,02.

Sabendo que In(2,8) = 1,0296 e que E,(x) = |f(x) — B,(x)]|, entdo:

E;(2,8) = |f(2,8) — P;(2,8)| = E;(2,8) =|1,0296 — 1,02| = 0,0096 = 9,6 - 1073.
Logo, E4(2,8) =9,6-1073.

Teorema 2:

Sejamx, < x; < x, < - < Xy, (n+ 1) pontos.

Seja f(x) uma funcdo com derivadas até ordemn + 1 para todo x € [xg, x;,].
Seja B, (x) o polindmio interpolador de f(x) nos pontosxy, X1, X, ..., Xp.

Entdo para qualquer ponto x € [x,, x,] € xo < & < x,,, 0 erro é dado por:

(n+1) n
B0 = 1f @) - Bl =2 o w0
k=0

2.5. LIMITANTE PARA O ERRO

A formula que calcula o erro exato que depende de f™+D (&) é pouco
utilizada, pois em muitas das vezes ndo conseguimos calcular f™*D(x) e o
parametro ¢ ndo é conhecido. Dessa forma, sua importancia € meramente tedrica.

Por isso, o estudo do limitante & mais comum e de muita importancia.

Corolario 1: Seja a hipétese do Teorema 2 e se f™+D(x) for continua em I =

[x0,%1], €nt&o:

Musr T
IEnCOl = 1f () = B < ¢ 1)!11 G = x|

onde M,,,; = max,;|[f ™V (x)|
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Demonstragdo: Como f™*V(x) é continua em [x,x,], entdo M,,, existe e

1
B0O1 = () = Pu)] < s ]—[ G =20
Coroléario 2: No caso particular do corolario 1 com os pontos igualmente espacados,

ou seja,x; —Xg =X, —X; =+ = X, — Xp—1 = h, entao:

n+1
h Mn+1

|E, ()] = |f(x) — B,(x)| < It )

Ex. Seja f(x) = e* + x — 1 tabelada abaixo. Calcule f(0,7) por interpolacao linear e

estudo o erro cometido.

x 0 0,5 1 15 2

f(x) 0 1,1487 2,7183 4,9811 8,3890

Tabela 4 - Valores para f(x)

Fonte: Ruggiero e Lopes (2000, p.234)

Resolucao:

Vamos encontrar o polindmio interpolador pelo método de Newton e como 0,7 €
(0,5,1), vamos tomarx, = 0,5e x; = 1.
Pi(x) = f(x0) + (x — x0) f[x0, 1] =

2,7183-1,1487

Pi(x) = 1,1487 + (x — 0,5) “——=

1,5696

P;(x) =1,1487+ (x — 0 5)

P,(x) = 1,1487 + (x — 0,5) - 3,1392.

Portanto, P;(0,7) =1,1487 + (0,7 —0,5) - 3,1392 = 1,1487 + 0,2 - 3,1392 = 1,1487 +
0,62784 = 1,77654 = P4(0,7) = 1,77654.

Sabendo que f(0,7) = 1,7137, vamos calcular o erro aproximado.

EL(0,7) = |£(0,7) — P,(0,7)| = E,(0,7) = |1,7137 — 1,77654| = |—0.06284| =
0,06284 = 6,284 - 1072 = E;(0,7) = 6,284 - 1072,

Vamos agora conferir o limitante para o erro.
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M
1EL(0,7)] = |£(0,7) — PL(0,7)] < (0,7 = 0,5)(0,7 — 1| 72

fx)=e*+x—-1

flflx)=e*+1

f'(x) =e*

My = méxyeos 1l f" ()| = |f"(D)] = e’ = 2,7183
Continuando

2,7183 2,7183
B (0,7)] < 1(0,2)(=0,3)] =—— = 0,06 =—— = 0,03-2,7183 = 0,081549

Portanto, |E{(0,7)| < 0,081549
Pode-se ver que é verdadeiro, pois |E;(0,7)| = 0,06284.
Em relacdo ao corolario 2, também pode ser conferido da seguinte maneira:

h?M, (0,5)2-2,7183  0,679575

E =
E:07)] < 7 5 -

= 0,08494

Observe que mais uma vez o resultado foi confirmado, pois |E;(0,7)| = 0,06284.

2.6. ESTIMATIVA DO ERRO

Em muitos problemas s6 temos pontos tabelados e ndo conhecemos a funcao
gue gera os pontos. Com isso, nao é possivel calcular o erro exato, pois ndo temos
f(x), e nem a limitacgdo do mesmo porque ndo vai ser possivel calcular o
M,,,.Devido esses problemas, soO € possivel calcular a estimativa do erro, por isso a

importancia desse estudo.

n

B ESED

k=0

|E,(x)| = (max|diferengas divididas de ordemn + 1|)

Ex. Seja f(x) da forma:

X 0,2 0,34 0,4 0,52 0,6 0,72

F(0) 0,16 0,22 0,27 0,29 0,32 0,37
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Tabela 5 - Valores para f(x)

Fonte: Ruggiero e Lopes (2000, p.236)

Vamos encontrar f(0,47), interpolado um polindmio de grau 2, e estimar o erro.

Resolucdo: Como queremos aproximar um polindmio de grau 2 e estimar o erro,
inicialmente construimos a tabela de diferencas divididas até ordem n + 1, nesse
caso, terceira ordem. Utilizando o método de Newton e escolhendox, = 0,4 ,x3 =

0,52, x, = 0,6 como valores de partida, pois 0,47 € (0,4, 0,6), temos:
flxo] = yo = 0,16

flx,] =y, = 0,22

flx,] = y, = 0,27 = dy(ordem 0)

flxs] = y3 = 0,29

flxs] =y, = 0,32

flxs] = ys = 0,37

y1i—y 0,22-0,16 0,06

f[Xo, Xl] = L 2 = = = 0,4‘286
X1—Xp 0,34-0,2 0,14
y2-—y 0,27-0,22 0,05

f[Xl, Xz] — z 1 == - = 0,8333
Xp—Xq 0,4—0,34 0,06

- 0,29-0,27 0,02

f[x,,x5] = B2 = = 2= =0,1667 = d,(ordem 1)
X3—Xy 0,52-0,4 0,12
Va—y 0,32-0,29 0,03

f[X3, X4] == 2 2 = = = 0,375
X4—Xg 0,6—0,52 0,08
Ys5—y 0,37-0,32 0,05

flx,, xs] = B4 = =22 =0,4167
X5—Xg4 0,72—-0,6 0,12

f[xq,%z]—f[Xox;1]  0,8333—-0,4286  0,4047
f[Xg, X1, Xp| = ———22 = = = 2,0235
X2—Xp 0,4-—0,2
f[xo,x3]—f[x1%x,]  0,1667—0,8333  —0,6666
f[x;, %5, %3] = = = = —3,703
X3—X1 0,52—0,34 0,18

x3,X4]—f[X2,X3] _ 0,375-0,1667 _ 0,2083

f
f[x,, X3, %4] = 0,6—0,4 0,2

= 1,0415 = d,(ordem 2)

X4—X2
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X4,Xs5]—f[x3,%4] _ 0,4167-0,375 _ 0,0417

f[
flX3, X4, Xs| = = 0,2085
(X3, X4, X5] X5 —X3 0,72—0,52 0.2 ’
f[x1,X2,x3]—f[X0,X1,X2] —3,7033-2,0235 —5,7268
f[Xo,Xl,Xz,X3] = Lot 12— = = _17,8963
X3—Xg 0,52-0,2 0,32
f[x2,%3,%4]—f[x1,%X2,X3] 1,0415+3,7033 4,7448
f[x1, Xy, X3, X, | = —222—2 28 = = = 18,2492
X4—X1 0,6—0,34 0,26
f[x3,%x4,%5]—f[X2,%3,%4] 0,2085-1,0415 —-0,833
f[x,, X3, X4, Xs] = = = = —2,6031
X5—X3 0,72—0,4 0,32

Sabendo que: P,(x) = dy + (x — x3)d; + (x — x,)(x — x3)d,, entéo:
P,(x) = 0,27 + (x — 0,4)0,1667 + (x — 0,4)(x — 0,52)1,0415

Com isso,

P,(0,47) = 0,27 + (0,47 — 0,4)0,1667 + (0,47 — 0,4)(0,47 — 0,52)1,0415
P,(0,47) = 0,27 + (0,07)0,1667 + (0,07)(—0,05)1,0415

P,(0,47) = 0,27 + 0,011669 — 0,00364525

£(0,47) ~ P,(0,47) = 0,278

Encontrando a estimativa do erro:

|E(0,47)| = (0,47 — 0,4)(0,47 — 0,52)(0,47 — 0,6)||18,2492|
|E(0,47)| = 1(0,07)(—0,05)(—0,13)]|18,2492| = 0,0083
|E(0,47)| = 0,0083

2.7. INTERPOLACAO INVERSA

A interpolagéo inversa consiste em encontrar o valor de X, tal que f(x) = ¥.

Ou seja, conhecendo o valor de y, vamos encontrar o valor de X, numa interpolagéo.

Uma maneira de resolver esse problema € interpolando um polinémio B,(x)
em f(x) e fazendo PB,(x) =y. Basicamente resolvendo a equacdo polinomial.
Observe que dependendo do grau do polindmio interpolador, essa tarefa pode néo

ser tdo simples para fazer sem recursos tecnologicos. Além disso, fica inviavel o
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estudo do erro de interpolagéo, pois sabemos calcular o erro em f(x), mas ndo em

X.

Nesse caso, vamos abordar um método que ndo depende de resolver

equacles polinomiais e é possivel fazer o estudo do erro. Antes disso, temos

algumas condicdes:

f(x)é invertivel no intervalo que y pertence. Portanto, fazemos x = f~1(x) =
9 = B(y).

Uma condig&o para que uma funcdo continua no intervalo [a, b] seja invertivel
€ que seja monGtona crescente ou decrescente nesse intervalo [a, b]

Caso os pontos conhecidos sejam dados em forma de tabela e supondo que
f(x) seja continua, entdo sera assumido que f(x) é mondtona crescente ou

decrescente.

Sendo as condi¢des satisfeitas, entdo resolvemos o problema obtendo um

polindmio B,(y) que interpola g(y) = f~1(x) no intervalo [x,, x,].

Ex. Dada a tabela:

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

ex 1 1,1052 1,2214 1,3499 1,4918 1,6487

Tabela 6 - Valores para e*

Fonte: Ruggiero e Lopes (2000, p.239)

Vamos encontrar o valor de x, tal que e* = 1,3165, usando interpolagéo

quadratica, e estudar o erro.

Resolucéao:

Como vamos fazer uma interpolacéo quadratica e utilizar o método de Newton para

interpolar, vamos construir uma tabela de diferencas divididas até ordem 3, porém

em funcdo de y, ou seja,g(y) = f~1(x). Além disso, vamos tomar como valores de
partida y, = 1,2214, y; = 1,3499 e y, = 1,4918, pois 1,3165 € (1,2214, 1,4918).

glyol =%, =0




glyil=x, =01
gly,] = x, = 0,2 = dy(ordem 0)
:glys]l =x3 =03
gyl =x, =04

:glys] = x5 = 0,5

BLYo, 1] = 55 = Trosat = ooss = 09505

glywyal = ::: - 1,2201’1:2:1052 - 0,2'1162 = 0,8605

8ly2 yal = ;Z:Z - 1,34(39’2:(1):2214 - 0,;)'2185 = 0,7782(ordem 1)

glys,yal = ;Z:;z - 1,4901'::2:2499 - 0,;):19 = 0,7047

8lys yal = ;E:Z - 1,6423’3:2:1918 - 0,;],5169 =0,6373

glyo v, y,] = B BYoN] _ DIUSAPRE — B — —0,4065

] < et e _ s,

gly2 ys yal = g[ys'y;j:iyz’ys] == '002077015 = —0,2718 = dy(ordem 2)

syl - Sosnlond _smason _casen g,

(Yo, V1, Va V] = gly1y2ysl-glyoyuyal _ —0,3367+0,4065 _ 0,0698 _ 0,1994
Y3—Yo 1,3499-1 0,3499

8ly1,y2 ¥ Y.l = g[yz’“’yy“j:iy”yz’”] = _1042,971;8;0130?’5627 x ggzzz ~0,1678

8ly2,¥3, Ya Vsl = g[“‘y“’yyss]:iyz‘“'y“] = _10612576_202227118 = 32‘2‘32 = 0,1081

Sabendo que: P,(y) = do + (y —y2)d; + (v — y2) (¥ — y3)d,, entéo:
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P,(y) = 0,2 + (y — 1,2214)0,7782 — (y — 1,2214)(y — 1,3499)0,2718

Com isso,

P,(1,3165) = 0,2 + (1,3165 — 1,2214)0,7782 — (1,3165 — 1,2214)(1,3165 —
1,3499)0,2718

P,(1,3165) = 0,2 + 0,0951-0,7782 — 0,0951 - (—0,0334)0,2718

P,(1,3165) = 0,2 + 0,074 + 0,00086

P,(1,3165) = 0,2748

Portanto, para x = 0,2748, temos e* = 1,3165

Fazendo o estudo do erro:

O erro exato da interpolacéo pode ser encontrado por: E(y) = |P,(y) — g(y)|.

Nesse caso, vamos encontrar o limitante e a estimativa.
M.

IE:()I < 17— y2) & =) (v — ya)l 5}

E, ()] < |(y — 1,2214)(y — 1,3499)(y — 1,4918)| 2

Mz = max|g"" W,y € [y2, Y4

g =f1(x) =Iny

! _i " =_i " =£
g(y)—yg ) 9 ) "

Além disso, observamos que quanto menor o denominador, maior € o valor da

2

~ ~ o mr —
fracdo. Entdo faremos M; = g'"'(1,2214) = RELIPE

= 1,0976

Com isso:

1,0976
3!

|E,(1,3165)| < |(1,3165 — 1,2214)(1,3165 — 1,3499)(1,3165 — 1,4918)|
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|E,(1,3165)| < |0,0951(—0,0334)(—0,1753)|(0,1829)

|E,(1,3165)| < 0,0001018 = 1,018 - 10~*

Encontrando agora uma estimativa para o erro:

Encontrando a estimativa do erro:

|E(1,3165)| = |(1,3165 — 1,2214)(1,3165 — 01,3499)(1,3165 — 1,4918)|]0,1994|
|E(1,3165)| =~ |0,0951(—0,0334)(—0,1753)||0,1994]

|E(1,3165)| ~ 0,0001110 =1,11-10~*

2.8. CONSIDERACOES SOBRE INTERPOLACAO POLINOMIAL
2.8.1. FENOMENO DE RUNGE

Quando queremos encontrar um polindbmio interpolador que passe por muitos
pontos de um gréfico, costuma-se pensar em utilizar um polinbmio de grau
relativamente alto. Portanto, vamos analisar algumas caracteristicas de polindmios

relacionando com pontos de inflexao.

Um polinbmio de grau n, pode ter no maximo n — 2 pontos de inflexdo. Isso
pode ser observado pela derivada segunda. Basta ver que quando se deriva um
polindmio de grau n, resulta num polindmio de grau n — 1 e derivando mais uma vez,
teremos um polinbmio de grau n — 2. Com isso, podemos observar que guanto maior
o grau do polinbmio, maior € a possibilidade de termos pontos de inflexdo, logo o

polinbmio tera mais oscilagdes.

Dessa forma, quando queremos aproximar uma funcao qualquer, conhecendo
alguns pontos, por um polindmio interpolador, dependendo da fungéo e quantidade
de pontos, podemos ter uma aproximag¢ao ndo muito boa, justamente pela oscilagcédo

dos polinémios de grau alto. Esse problema é chamado de Fendmeno de Runge.

Ex. Vamos interpolar um polinbmio em pontos igualmente espacados no intervalo

1
1+25x2

[—1,1] da fungéo f(x) =
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O grafico azul corresponde da funcdo f e o grafico vermelho do polindmio

interpolador.

Polindmio de grau 2.

Figura 9 - Polinbmio de grau 2 interpolando a funcéo f

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MS211/Aulal7.pdf

Polindmio de grau 4.

Figura 10 - Polinémio de grau 4 interpolando a funcao f

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MS211/Aulal7.pdf



Polindmio de grau 5.

Figura 11 — Polinbmio de grau 5 interpolando a funcéo f

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MS211/Aulal7.pdf

Polindmio de grau 8.

Figura 12 - Polinémio de grau 8 interpolando a funcao f

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MS211/Aulal?.pdf

40
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Polinémio de grau 9.

Figura 13 — Polinbmio de grau 9 interpolando a funcéo f

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MS211/Aulal7.pdf

Polinémio de grau 10.

Figura 14 — Polindmio de grau 10 interpolando a funcéo f

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MS211/Aulal?.pdf

Através dos graficos, é possivel perceber que quando foi interpolado um
polinbmio de grau 10, houve uma divergéncia maior entre os graficos. Devido a
oscilagdo maior, aumentar o grau do polinbmio interpolador ndo garante uma

aproximacéo melhor.
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Este trabalho ndo focara em NoOs de Chebyshev, porém o método possibilita
uma escolha melhor dos nés para que a interpolacdo polinomial apresente menor

erro.

2.8.2. ESCOLHA DO GRAU DO POLINOMIO INTERPOLADOR

Sabendo agora que nem sempre o polinbmio de maior grau possivel que
interpola os pontos dados é o melhor, vamos apresentar uma forma de escolher o

melhor grau do polinémio interpolador.

Através da tabela de diferencas divididas, vamos buscar as diferencas em
cada coluna das ordens que menos variou, ou até mesmo foi constante. Isso ajudara

a escolher o melhor grau do polindmio interpolador.
Ex. Vamos aproximar um polindmio a curva f(x) = vx no intervalo [1, 1.05].

Primeiro vamos construir a tabela de diferencas divididas de algumas ordens.

X Ordem0 Ordem1 Ordem 2

1 1
0.5

1.01 1.005 0
0.5

1.02 1.0 -0.5
0.49

1.03 | 1.0149 0
0.49

1.04 1.0198 0
0.49

1.05 1.0247

Tabela 7 - Diferencas divididas até ordem 2

Fonte: https://www.ime.unicamp.br/~valle/Teaching/MS211/Aulal6.pdf

Observe que na ordem 1, os valores variaram pouco. Portanto, dentro desse
intervalo e com esses pontos escolhidos, um polinbmio de grau 1 oferece uma
aproximacédo boa. Utilizando o Método de Newton, esse polinémio é P(x) =1+
0.5(x — 1), ou melhor P(x) = 0.5x + 0.5.
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2.9. REGRESSAO POLINOMIAL
2.9.1. INTRODUCAO

No capitulo anterior foram apresentados conceitos e métodos de interpolacéo
polinomial, com o objetivo de encontrar polinbmios que passam por pontos
tabelados. Porém, existem casos que interpolar polinbmios ndo €é muito
recomendado, principalmente quando se deseja extrapolar os dados oferecidos, ou
seja, observar o comportamento da curva fora do intervalo dado. Dependendo do
grau do polinémio interpolador, a curva pode apresentar oscilacées que diminuem a

confianca na estimativa dos valores buscados.

Dessa forma, o estudo de regressdo polinomial possibilita ajustar ou
aproximar polinbmios ndo necessariamente passando por todos os pontos dados.
Com isso, é possivel buscar curvas que se comportam de forma mais coerente com
0s pontos tabelados, sem oferecer oscilacbes que prejudiquem a interpretacdo e
projecbes das informacOes apresentadas. Portanto, 0os conceitos de regressao
polinomial oferecem maior confianca nas extrapolacdes em relacdo as interpolacgées,
pela capacidade de ajuste e aproximac¢do mais coerente aos valores informados. Por
fim, ser4 dada, neste capitulo, énfase no método de minimos quadrados, no caso

discreto, para ajustar polindémios.

2.9.2. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Sejam n pontos (x;, f(x1)), (x2, f(x2)), (x3, f (x3)), ..., (xn, f (xn)) € M fungoes

91(x), g2(x), ..., gm (x) escolhidas, de forma que o nimero de pontos n é maior ou

igual ao numero m de fungdes ou coeficientes a,,, que serédo determinados.

O objetivo € encontrar os coeficientes a4, a,, as, ..., a,,, tais que a funcéo

h(x) =ai1g,(x) +a,g,(x) + -+ ang, (x) se aproxime o maximo da funcdo
f(x).

Seja d; = f(x;) —h(x;) o desvio em x; com i=1,2,3,..,n. Com isso, O
método dos minimos quadrados consiste na escolha dos coeficientes de h(x), tal
que a soma dos quadrados dos desvios d? = (f(x;) — h(x;))* seja minima, ou seja,

0 desvio minimo.
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n
i=1 i=1

D a2 =Y (FG) ~hG)? = Y (P — (@920 + @aga(8) + + auga(e)))?
i i=1

Vale destacar que se a soma dos desvios for igual a zero, significa que o
modelo ajustou todos os pontos. Portanto, temos um caso particular de interpolacéo

dentro dos minimos quadrados.

Utilizando calculo diferencial e o conceito de ponto minimo, € possivel
demonstrar o sistema de equag¢des normais que resultam nos coeficientes de h(x).
Porém, este trabalho ndo dara foco na demonstracdo, somente na aplicacdo do

modelo, no caso de ajustes polinomiais, como a seguir.

2.9.3. REGRESSAO LINEAR

Sejam n pontos (xq,y,1), (x2,v,), (x3,¥3), ..., (X, ¥n). Para aproximarmos uma
reta da forma y = a, + a;x aos pontos, basta resolvermos o sistema de equacdes

denominadas de normais abaixo.

n n
nag + (Z xl-> a, = Eyl-

i=1 i=1

t(i xl-) a, + (Zn: xE) a, = Zn: XV;

i=1 i=1 i=1

Ex. Sejam os pontos (—1,3),(0,2),(2,5) e (3,6). Vamos aproximar uma reta da

formay = a, + a,x, pelo método dos minimos quadrados.
Resolucao:
Neste caso:

n = 4, pois temos 4 pontos.

4

in=—1+0+2+3=4

i=1

y;=3+2+5+6=16

-
||M.>
=

4
inz=(—1)2+02+22+32=1+4+9=14
i=1
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4
inyi=(—1)-3+0-2+2-5+3-6=—3+10+18=25

i=1

Portanto, podemos reescrever o0 sistema de equacfes normais como:

{ 4-(10 + 4611 == 16 (I)
4ay + 14a, = 25 (1)

fazendo agora (II) — (I), temos:
10a;, =9 =a, = 130 = 0,9 . Substituindo em (1) temos:
ap+09=4=a,=4-09=3]1.

Dessa forma, a reta que melhor aproxima os 4 pontos apresentados é:

y=09x+3,1

Observe agora este exemplo visto pelo Geogebra.

@ © @ @ @ |&|

>
LY

S b ] Me a2
IS RO N AT NG =R 2

.
N

B=(02)
C=(25)
D = (3, 6)

I11={A.B.C.D}

— {(-1.3), (0, 2), (2, 5), (3, 6)}
f(x) = RegressioPolinomial(l1, 1)
— 09x+31

@

Figura 15 — Reta de regressao aos 4 pontos dados

Fonte: Autor

2.9.4. REGRESSAO POLINOMIAL

Sejam n pontos (xq,y1), (x2,¥2), (x3,¥3), ..., (xn, y) . De forma generalizada,
para aproximarmos um polinémio de grau m, P(x) = ay + a;x + a,x* + - + a,x™
aos n pontos, basta resolvermos o sistema de equacdes denominadas de normais

abaixo.



46

Ex. Sejam os pontos (1,5), (2,4),(3,3),(4,4) e (5,5). Vamos aproximar um polinémio

de grau 2 da forma y = a, + a,x, pelo método dos minimos quadrados.
Resolucao:

Primeiramente vamos montar o sistema de equac¢Bes normais de forma genérica

para polindbmio de grau 2.

Neste caso:

n = 5, pois temos 5 pontos.

5
in=1+2+3+4+5=15

i=1

5
inz=12+22+32+42+52=1+4+9+16+25=55

i=1

y;=54+4+3+4+5=21

-~
I wn
-
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5
D =1°42°+3° 445455 = 148+ 27 + 64+ 125 = 225

i=1

5
inyl-=1-5+2-4+3-3+4-4+5-5=5+8+9+16+25=63
i=1

5
zx;*=14+24+34+44+54=1+16+81+256+625=979

i=1
5

inzyi=12-5+22-4+32-3+42-4+52-5=5+16+27+64+125=237
i=1

Substituindo no sistema, temos:

Sao + 15a1 + 55a2 = 21 (I)
15a0 + 55a1 + 225612 - 63 (II)
55a0 + 225611 + 979a2 == 237 (III)

Fazendo agora, (I111) — 11(I) e (1) — 3(1), temos:

{60a1 +374a, = 6 (IV)
10a, + 60a, = 0 (V)

Fazendo agora, (IV) — 6(V), temos:

14a, = 6 = a, = > = 0,43.

N|w

Substituindo em (V), temos:
10a,+60-2=0=a, = -2 = 2,57

Substituindo em (l), temos:

5a0+15-(—§)+55-5=21:>5a0=21+ﬂ—i‘5:21—£5=21+15=36:>
7 7 7 7 7

36
a0=?=7,2.

Dessa forma, o polindmio de grau 2 que melhor aproxima os 5 pontos dados

P(x) =0,43x*>—2,57x+ 7,2

Observe agora este exemplo visto pelo Geogebra.
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KBS SO ISR
A=(L05) P
B=(214)
C=(33)
D=(44)

E=(55)

@ © 0 0 0 0|~

I1 = {A.B.C.D,E}
— {(1.5), (2. 4), (3. 3). (4 4), (5 5)}

f(x) = RegressdoPolinomial{ll,2)

@

— 043X —25Tx47.2

Figura 16 - Polinbmio de grau 2 aproximando 5 pontos

Fonte: Autor

2.10. MODELAGEM MATEMATICA NO ENSINO
2.10.1. HISTORIA

Biembengut e Hein (2014) dizem que o nome modelagem matematica ndo era
utilizado na antiguidade. Porém, devido a necessidade de expressar e resolver
problemas do cotidiano utilizando linguagem matematica, modelagem é tdo antiga

guanto a propria matematica.

Durante o Renascimento, quando se tinha necessidade de resolver problemas
fisicos, comecou a ser utilizado o nome modelagem matematica. Atualmente,
modelagem é um ramo que utiliza linguagem matematica para que seja possivel
tratar e resolver situagdes problema (BIEMBENGUT; HEIN, 2014).

Biembengut (2009) diz que no final do século XX, o nome modelagem
matematica comecou a aparecer em livros de engenharia e areas afins, com o

objetivo de descrever e formular uma situagao problema.

A partir da década de 1960, surgiu um movimento chamado “utilitarista”, que
comecgou a discutir a aplicagdo de conhecimentos mateméticos na ciéncia e
sociedade (BIEMBENGUT, 2009).
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Esses movimentos educacionais pela modelagem matematica na educacao
influenciaram o Brasil praticamente ao mesmo tempo, com a colaboragéo
dos professores, representantes brasileiros na comunidade internacional de
Educacao Matematica. (BIEMBENGUT, 2009, p.2)

Além disso, o0 surgimento da modelagem matematica no ensino no Brasil
ocorreu no final da década de 1970 e comeco da década de 1980, a partir das ideias
e dos trabalhos de Paulo Freire e Ubiratan D’Ambrosio, que valorizam aspectos
sociais em sala de aula (BORBA E VILARREAL, 2005, apud COSTA, 2016).

Aristides C. Barreto, Ubiratan D’ Ambrosio, Rodney C. Bassanezi, Jo&o
Frederico Mayer, Marineuza Gazzetta, Eduardo Sebastiani, Maria Salett Biembengut
e Nelson Hein, séo referéncias, no Brasil, na area de modelagem matematica no

ensino, como destaca Biembengut (2009).

2.10.2. MODELO MATEMATICO

Muitas vezes encontramos problemas de caracteristicas matematicas no
nosso cotidiano que podem exigir diversos niveis de conhecimento. Por isso, sdo
necessarios conceitos matematicos para tratar e resolver cada situacdo. Portanto,
modelo matematico é todo desenvolvimento matematico utilizado para resolver o

problema proposto.

Bassanezi (1999) define modelo matematico como um conjunto consistente
de equacgdes ou estruturas matematicas, construido para resolver algum fenémeno,
que pode ser fisico, bioldgico, social, psicologico, conceitual ou até mesmo outro

modelo matematico.

Biembengut e Hein (2014, p.12) definem modelo matematico dessa maneira:
“[...] um conjunto de simbolos e relagcbes matematicas que procura traduzir um

fenbmeno em questao ou problema de situacao real [...]".

2.10.3. MODELAGEM MATEMATICA

Podemos dizer que a modelagem matematica € o ato de modelar
matematicamente um problema. Esse ato consiste em encontrar um modelo que

seja suficiente para resolver a situacao proposta.
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Biembengut e Hein (2014) definem modelagem mateméatica como um
processo que envolve a criagdo de um modelo. Partindo dessa ideia, todo o
processo de investigar um problema, analisar, verificar formas de resolvé-lo e chegar
a criacdo de um modelo capaz de nos trazer a solucdo € chamado de modelagem

matematica.

A modelagem se relaciona com a area de matematica aplicada, porém pode
ser dividida em duas partes: a primeira € resolucédo de problemas reais que podem
aparecer com diversos niveis de dificuldade. Além disso, ndo esta relacionada como
método de ensino. A segunda parte € a modelagem matemética como método de
ensino. Dessa forma, sendo possivel motivar, investigar, mostrar a importancia e a

aplicacao de conceitos ensinados em sala de aula.

2.10.4. MODELAGEM MATEMATICA COMO METODO DE ENSINO

Barbosa (2004) define modelagem matematica como um ambiente de
aprendizagem no qual os alunos sédo convidados pelo professor a problematizar e

investigar, por meio da matematica, situacdes com referéncia na realidade.

Devemos destacar que através da modelagem matematica, como método de
ensino, podemos trabalhar com atividades transdisciplinares, pois existem
problemas matematicos que necessitam de conhecimentos prévios em outras areas

como fisica, quimica, biologia, etc para que seja possivel criar um modelo.

E muito comum o professor de matematica ser questionado pelos alunos
sobre a utilidade do contetdo que estd sendo passado, criando paradigmas que a
matematica ndo € aplicavel na maioria dos conceitos estudados. Essas afirmagdes
causam certa rejeicdo e desanimo de alguns alunos pela disciplina, pois acham que
estdo estudando conceitos complexos que néo se aplicam em lugar nenhum. Porém,
apesar de todo questionamento sobre a aplicabilidade da matematica, € importante
destacar que conceitos mais abstratos tém importancia dentro da ciéncia e no
préprio processo de ensino-aprendizagem, devido aos conceitos légicos e

construtivos utilizados.

Dessa forma, quando trabalhamos modelagem matematica no ensino, temos

uma oportunidade de explorar e relacionar conhecimentos matematicos com



51

problemas do nosso cotidiano, tornando o processo de ensino-aprendizagem mais

ladico, criativo, inovador e significativo.

[...] a modelagem matematica no ensino pode ser um caminho para
despertar no aluno o interesse por tdpicos matematicos que ele ainda
desconhece, a0 mesmo tempo que aprende a arte de modelar,
matematicamente. Isso porque é dada ao aluno a oportunidade de estudar
situacdes-problemas por meio de pesquisa, desenvolvendo seu interesse e
agucando seu senso critico. (BIEMBENGUT; HEIN, 2014, p.18)

2.11. GEOGEBRA

O GeoGebra € um software que trabalha com conceitos de algebra e
geometria dentro da mesma interface, por isso o nome GeoGebra € a juncdo das
palavras Geometria + Algebra. O programa €é gratuito e é escrito na linguagem java,
portanto € compativel com varias plataformas. Além disso, é possivel utilizar o
software sem precisar instalar no computador ou smartphone, basta acessar o site

https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_PT.

O inventor do software se chama Markus Hohenwarter. Ele tinha o
objetivo de usar o Geogebra dentro da sala de aula. O projeto teve largada no ano
de 2001 na Universitat de Salzburg e até hoje estd em desenvolvimento na Florida

Atlantic University.

Através do programa, o usuario consegue trabalhar geometricamente
fazendo construcfes, utilizando ponto, reta, circulos, botdo de poligonos, calcular
area de figuras planas, calcular perimetro, entre outras fungdes. Algebricamente é
possivel trabalhar com matrizes, calcular determinantes, operar, encontrar inversa,
etc. Em se tratando de funcdes, € possivel plotar graficos, calcular raizes, derivar,
integrar, encontrar ponto de maximo e minimo, entre outras possibilidades.
Destacando que a partir da versdao 5.0 também é possivel trabalhar em trés

dimensdes.
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[ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

ElLALAEIMClo) <N =] ]

[N
B>
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao

Figura 17 - Pagina inicial do GeoGebra

Fonte: Autor

Um grande destaque para o Geogebra é a possibilidade de fazer conexao
entre a algebra e a geometria, tudo dentro da mesma interface, assuntos que muitas

vezes sao dados na escola de maneira desconectada.

Por exemplo, alguns livros didaticos separam os tépicos de algebra e
geometria, com isso nao é feita nenhuma ligacdo. Pior ainda sédo escolas que
dividem matemética em | e Il, onde uma é destinada apenas para algebra e a outra

apenas para geometria, dificultando mais ainda o relacionamento entre as duas
areas da matemaética.
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Figura 18 - Exemplos de gréficos de funcdes no GeoGebra

Fonte: Autor

3. ATIVIDADES PROPOSTAS

Neste capitulo serdo apresentadas atividades sobre regresséo e interpolacéo

polinomial que podem ser realizadas por professores em turmas do ensino meédio.

O foco dessas atividades é apresentar problemas do nosso cotidiano que
podem ser resolvidos, discutidos e refletidos nas aulas de matematica. Além disso, é
possivel ampliar esse estudo para outras disciplinas com objetivo de desenvolver
aulas multidisciplinares, pesquisas e projetos nas escolas. Com isso, é apresentada
a importancia da mateméatica em problemas de diversos cunhos como sociais,

econdmicos, de saude publica, producdo de uma empresa e entre outros.

E importante destacar que as atividades propostas n&o terdo o objetivo de
explicar os meétodos de interpolacdo e regressdao de polinbmios, pois sé&o
necessarios conhecimentos que, de uma maneira geral, ndo estdo dentro do
planejamento das turmas de ensino médio, como derivadas, por exemplo. Além
disso, ha dificuldade em calcular os resultados manualmente sem auxilios

tecnoldgicos.
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Com isso, para que seja possivel expor 0s conceitos sem precisar de
conhecimento prévio mais detalhado dos métodos de interpolacdo e regressdo de
polindmios sera utilizado o software Geogebra que auxiliard nos célculos e nas
projecdes. Logo, contribuira para discutir de imediato 0os conceitos matematicos sem

necessidade de realizar calculos e esbocos de graficos manualmente.

3.1. CURVA DE CONTAMINACAO PELA COVID-19

No final do ano de 2019 foi descoberto um novo Coronavirus (SARS-CoV-2)
com potencial pandémico sendo transmitido em Wuhan na China causando a
doenca nomeada posteriormente de Covid-19. No ano de 2020 o virus ja tinha
conseguido atingir diversos paises no mundo. Dessa forma, foi declarado pela OMS
pandemia de covid-19.

Até o dia 20 de dezembro de 2020, segundo o Ministério da Saude, ja tinham
sido identificados 7.213.155 casos da doenca com 186.356 O&bitos no Brasil
(BRASIL, 2020). Devido a gravidade da doenca € muito importante acompanhar a
curva de contaminacdo e Obitos. Dessa forma, € possivel planejar medidas de

contencdo do virus.

Neste exemplo, vamos fazer um estudo de projecdo e comparacdo do numero
de casos de contaminacdo pela Covid-19, com o objetivo de tentar verificar o
término da pandemia no Brasil, comparar com situacdo atual, discutir se houve
convergéncia ou divergéncia em relacdo a projecdo e eficiéncia das medidas de
contencgdo do virus. Antes de tudo, € definida como semana epidemiologica a soma
dos casos diarios em uma semana. Estudar os casos por semanas € mais
interessante que diariamente, pois € possivel fazer um estudo com menor erro,
devido aos casos represados, ou seja, casos ndo contabilizados nos finais de
semanas e feriados, por motivos de fechamentos de alguns laboratérios ou até
mesmo problemas sistémicos. Como base, tomaremos para estudo da semana
epidemiologica 20 até a semana 42. Além disso, usaremos o software Geogebra

para plotar os graficos e calcular as interpolacdes e regressdes polinomiais.

Inicialmente, marcamos no plano cartesiano 0s pontos que representam o

namero de casos em cada semana epidemiolégica. No eixo das abscissas temos o
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namero da semana epidemiologica e no eixo das ordenadas o numero de casos

dividido por 10.000.
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Figura 19 - Pontos que representam as semanas epidemiolégicas

Fonte: Autor

Agora vamos criar uma lista de pontos, pois vamos interpolar um polinébmio.
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Figura 20 - Criagéo de lista de pontos no Geogebra

Fonte: Autor
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Figura 21 - Criacdo de lista de pontos no Geogebra parte 2

Fonte: Autor

56

Em seguida, vamos aplicar o comando polindmio e escolher a lista |1 criada.

+ polinomio

Polinémio( <Funcdo> )
Polinédmio( <Lista de Pontos= )

PolinémioDeTaylor{ <Funcdo=, <Centro>, <Ordem= )

Figura 22 - Comando de interpolacéo polinomial

Fonte: Autor

Esse comando apresentara o polindbmio interpolador aos pontos



57

Figura 23 - Polindbmio interpolador

Fonte: Autor

Observe que, devido a quantidade de pontos, o polindbmio interpolador tem
grau 22, apresentando muitas oscilagdes, caindo no Fendmeno de Runge estudado
anteriormente. Dessa forma, qualquer extrapolacédo, ou seja, fazer uma projecao do
namero de casos € muito inconclusivo, utilizando o conceito de interpolagdo. Com
isso, 0 conceito de ajuste polinomial parece ser mais adequado para o objetivo da
atividade.

Portanto, vamos utilizar a mesma lista de pontos para aplicar o comando de
regressdo polinomial. Dessa forma, vamos escolher a lista de pontos criada

anteriormente e o grau do polinbmio desejado que queremos aproximar aos pontos.
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Regressao( <Lista de Pontos=, <Lista de FuncGes= )

Regresséo( <Lista de Pontos=, <Funcgéo= )

RegressaoExponencial( <Lista de Pontos= )
RegressaoExponencialGeral( <Lista de Pontos= )

RegressaolinearX( <Lista de Pontos= )

Regresséaologaritmica( <Lista de Pontos= )

Regressaologistica( <Lista de Pontos> )

RegressaoPolinomial( <Lista de Pontos=>, <Grau de Polinémio> )
RegressaoPolinomial( <Funcao mao livre=, <Grau de Polindmio=) | |
RegressaoPoténcia( <Lista de Pontos= ) is

RegressaoSinusoidal({ <Lista de Pontos= )

+ regres ‘ 20

Figura 24 - Comando de regressao polinomial

Fonte: Autor

Neste exemplo, vamos escolher um polindmio de grau 3, pois como falado
anteriormente neste trabalho, quanto maior o grau do polindémio, ha maior chance de
termos mais oscilacbes. Portanto, um polinbmio de grau 3 apresenta uma
aproximacdo coerente e mais confiavel para extrapolar, a partir dos dados

informados.
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Figura 25 - Polindbmio de grau 3 aproximando os pontos

Fonte: Autor
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O polinémio encontrado que aproxima os pontos informados € dado por:

f(x) = RegressdoPolinomial(ll, 3:;:

— 0x*—0.35x%"+15.45 x — 180.53

Figura 26 - PolinGmio gerado pela regressao

Fonte: Autor

Observe que o 0 como coeficiente lider do polinbmio € uma aproximacgao
dada pelo software, logo estamos trabalhando com um valor proximo de zero, porém

diferente. Portanto, ndo foi aproximado um polindmio do 2° grau e sim de 3° grau.

Vamos agora comparar a projecdo que encontramos com a continuacdo do

grafico das semanas epidemiolégicas fornecido pelo Ministério da Saude até o dia

14 de dezembro de 2020.

Casos novos de COVID-19 por Semana Epidemiolégica de J

Notificagdo
L LA B D LPLAPADLHLHL R A o A

Y Gy A
L S

Casos Novos

o

Semana Epidemiclogica

Figura 27 - Grafico em barras das semanas epidemiologicas dos nimeros de novos
casos de Covid-19

Fonte: https://covid.saude.gov.br/

Observe gue na projecao apresentada foi mostrada uma tendéncia de queda
que realmente se sustentou até a semana 45. Porém, pelo gréfico apresentado pelo
Ministério da Saude, a partir da semana 46 o nimero de casos parou de cair e
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voltou a crescer de forma bem acentuada. Dessa forma, podemos fazer alguns

guestionamentos e tentar entender 0s motivos para essa nova onda de casos.
Podemos apontar algumas causas em diversas esferas:
1 — Cansaco da populacdo com as medidas restritivas.

2 — Falta de conscientizacdo das pessoas em relacdo ao uso de méascara e
aglomeracoes.

3 — Aukxilio financeiro do governo insuficiente para a populacdo se manter em
casa e incentivo do mesmo para néo fazer isolamento social. Além disso, uma falsa

dicotomia entre salvar vidas ou a economia.
4 — Reabertura precoce de comércios e escolas por pressées de empresarios.
5 — Novas cepas do virus
Entre outros motivos.

Portanto, é possivel problematizar e discutir com os alunos, a partir da
comparacao da projecdo com o grafico real, o contdgio da doenca, medidas de
contencdo da transmissédo, responsabilidades de cada cidaddo e governamental,
consequéncias econdémicas e sociais, importancia da ciéncia para o controle da
pandemia, entre outros assuntos. Inclusive é importante trabalhar e discutir com
professores de outras disciplinas, onde cada um contextualiza o problema,
apresentando visbes, a partir do campo de estudo de cada area. Além disso,
também foi possivel observar e comparar os métodos de interpolacdo e regresséo

polinomial, ou seja, qual se enquadrou melhor para o problema proposto.

3.2. POPULACAO CARCERARIA

A populacdo carceraria brasileira vem apresentando aumento de forma
acentuada nos ultimos anos. Para Borges (2020) do ano de 2000 até o primeiro

semestre de 2019 a populagéo carceraria triplicou alcangando 773.151 pessoas.

Dessa forma, através da matematica, € possivel apresentar projecdes da

populacdo carceraria, caso nenhuma medida efetiva, respeitando os direitos
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humanos, seja tomada para reverter o crescimento tdo agudo apresentado nos

ultimos anos.

Portanto, nesta atividade iremos fazer uma projecado da populacdo carceraria
dos préximos anos e sugerir discussdes em relacdo as causas do aumento do
namero de presos, regime de pena, raca e possiveis solugbes para diminuir essa
taxa de crescimento tdo acentuada que é prejudicial para todos ndés como

sociedade.

Esta atividade também pode ter desdobramentos com professores de outras
disciplinas, onde cada um pode utilizar dos conhecimentos especificos para
enriguecer uma aula com esse tema. Portanto, essa aula pode ser trabalhada em

projetos na escola e em aulas interdisciplinares.

Inicialmente vamos apresentar o grafico da evolucédo da populacao carceraria.
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Fonte: Ministério da Justica. A partir de 2003, dados do Infopen

Mota: Miamero de pessoas em milhares

Figura 28 - Grafico em barras da populacéo carceraria

Fonte: https://www.justica.gov.br/news/collective-nitf-content-1562941435.15

Agora vamos criar um grafico de dispersdao, no Geogebra, com as
informacgdes do ano de 2005 até o ano de 2017. No eixo das abcissas temos os dois
altimos algarismos do ano e no eixo das ordenadas o numero da populagcéao

carceréria dividido por 10.000.
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Figura 29 - Pontos que representam a populagéo carceraria brasileira
Fonte: Autor
Como no exemplo anterior, foi criada, no Geogebra, uma lista de pontos e

depois dado o comando de polinbmio, com o objetivo de interpolar os pontos do
grafico de disperséo.
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Figura 30 - Interpolacdo dos pontos
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Fonte: Autor

Neste caso, o polinémio interpolador encontrado foi:

f(x) = Polinémio(l1)

— 0x? 40" — 001 +05x" — 1202 + 202.79 x” — 2462.08 x° + 21663.77 x° — 137052.18 x* + 607714.1 x* — 1792142.28 x° + 3154651 .67 x — 2505709.01

Figura 31 - Polinébmio interpolador gerado

Fonte: Autor

Vale destacar mais uma vez que 0s coeficientes iguais a zero se tratam de
uma aproximacao. Além disso, observe que temos um polinbmio de grau 12, com
algumas oscilacoes, interpolando os pontos. A questdo € que nesse problema
apresentado, o objetivo é fazer uma extrapolacédo, ou seja, fazer uma projecdo da
populacdo carceréaria. Dessa forma, interpolacdo ndo é uma ideia muito adequada
para este tipo de aplicacdo, devido as oscilagcbes do polindbmio que diminuem a
confianca da projecdo. Portanto, partir para o ajuste polinomial € mais adequado

para esse tipo de situacao, oferecendo maior confiabilidade para extrapolar.

Aproveitando a lista de pontos criada para realizar a interpolacdo, agora
vamos utilizar o comando de regressao polinomial, ou seja, buscar um polinémio que

ajusta os pontos.

Figura 32 - Aproximacéo dos pontos por um polindmio de grau 1
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Fonte: Autor

Neste exemplo foi escolhido um polindmio de grau 1, ou seja, foi realizado
uma ajuste linear, pois foi 0 que se apresentou mais coerente na aproximacao dos

pontos.

f(x) = RegressaoPolinomial{ll,1)
— 3.12x+19.65

Figura 33 - Polinbmio gerado

Fonte: Autor

Utilizando agora o préprio software, vamos calcular o f(26):

a = (26)

— 100.8

Figura 34 - Valor de f(26)

Fonte: Autor

Ou seja, o valor encontrado representa que, conforme a projecao, em 2026

teremos uma populacédo carceraria préxima de 1 milhdo de pessoas.
ApOs essa projecéo, podemos problematizar o resultado encontrado:

1 — Quais medidas poderiam ser tomadas para frear o crescimento e nao

atingirmos o valor projetado?
2 — Quais as consequéncias de termos uma populacdo carceréaria elevada?
3 — Quais acbes poderiam ser feitas para evitar a reincidéncia criminal?
Entre outras perguntas norteadoras.

Por fim, € possivel discutir essa tematica a partir de um olhar matematico,

comparando 0s conceitos de interpolacdo e aproximagédo polinomial e verificando
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qual método melhor se adequa, em cada problema proposto, dentro do contexto de
ensino meédio. Além disso, com a contribuicdo interdisciplinar, pode-se buscar
responder aos questionamentos sobre o aumento da populacdo carceraria, causas,

responsabilidades cidadas, éticas, politicas e solucdes para esse problema.

3.3. CONSUMO DE COMBUSTIVEL

Quando um carro é fabricado, é usual a eficiéncia energética ser testada pelo
Inmetro aqui no Brasil. Dessa forma, apds o teste é colado um selo com as
informacBes de consumo do veiculo, detalhando quantos quildbmetros um carro se

desloca com 1 litro de alcool ou gasolina em circuito urbano e rodoviario.

Porém, os valores informados nos testes de eficiéncia energética servem
apenas como uma referéncia, pois no cotidiano as médias de consumo dependem
de diversas variaveis (qualidade do combustivel, congestionamento, forma de dirigir
do motorista, aclives, ...). Portanto, a estimativa de consumo de combustivel ndo se
trata de um simples exercicio de propor¢cdo, onde se duplicar a distancia de

deslocamento, o consumo também duplicara, por exemplo.

Nesta atividade, os valores informados se tratam de exemplos ficticios, porém
coerente com o cotidiano. Além disso, foi considerado apenas gasolina como o

combustivel utilizado nesta amostra e diversas condi¢des de transito.

O eixo das abscissas representa a distancia de deslocamento em
quildmetros, o eixo das ordenadas o consumo de gasolina em litros e cada ponto

uma viagem distinta, ndo o consumo parcial de uma Unica viagem.
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Figura 35 - Grafico do consumo de combustivel por quildmetros rodados

Fonte: Autor

Assim como nos exemplos anteriores, o procedimento para encontrar a
aproximacdo polinomial foi o mesmo. Foi criada uma lista de pontos e dado o

comando de regresséao polinomial. Neste caso, foi escolhido um polinémio de grau 2.

Figura 36 — Grafico do polinbmio de grau 2 que aproxima os pontos
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Fonte: Autor

Dessa forma, o polinémio encontrado foi:

f(x) = RegressdoPolinomial(ll,2)

— 0+ 007Tx+032

Figura 37 - PolinGbmio de grau 2 gerado
Fonte: Autor
Assim como ocorreu no exemplo 1, o Geogebra considerou o coeficiente lider
do polinémio igual a zero, porém nao € igual, apenas uma aproximacao, por ser um

valor proximo de zero. Portanto, continuamos trabalhando com um polinbmio de

grau 2.

Conhecendo agora um polinbmio que aproxima os pontos, podemos fazer
algumas estimativas de consumo conforme a distancia de deslocamento. Por

exemplo:

1- Quantos litros de gasolina é consumida numa viagem de 50km?

Neste caso, basta calcular f(50) e utilizando o proprio Geogebra, encontramos:

a = f(50)

— 3.48

Figura 38 - Valor de f(50)

Fonte: Autor

Portanto, numa viagem de 50 km o consumo estimado seria de

aproximadamente 3,48 litros de gasolina.

2 — Sabendo que o carro consumiu 2,5 litros de gasolina, quantos quildmetros

aproximadamente o veiculo se deslocou?
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E possivel resolver este problema resolvendo a equacéo do 2° grau f(x) = 2,5.
Porém, em casos de polinbmios com maiores graus, a resolugcdo da equacgéo
polinomial ndo seria tao trivial. Dessa forma, vamos resolver esse item utilizando o
conceito visto nos capitulos anteriores de interpolacdo inversa. Com isso, o eixo das
abcissas vai representar o consumo em litro e o eixo das ordenadas a distancia em
quildbmetro. Vale destacar que também poderia ser utilizado o comando direto de
funcao inversa, mas como uma funcdo quadratica, por exemplo, ndo possui inversa
com dominio em todo Real, teriamos que limitar o dominio e o contradominio até
que fosse possivel chegar numa bijecdo no intervalo utilizado. Porém, desviaria do

foco da fundamentacéo, por isso foi optado por trabalhar com interpolagéo inversa.

Portanto, o comando no Geogebra para encontrar o polinbmio inverso € o

mesmo dos itens anteriores, porém foram alteradas as componentes dos pontos.

I = (4, 60)
J= (5 75)

12 = {F.G.H.1.J}

@ © © © © O
T
I

— {(1, 11), (2, 25), (3. 42). (4, 60), (5.

g(x) = RegressioPolinomial(12,2) ; ©

O

— 021x*+1501x—438

a=g(25)
— 34.08

Figura 39 - Aproximagédo dos pontos com as componentes invertidas

Fonte: Autor

Logo, g(2,5) = 34,08. Ou seja, se houve um consumo de 2,5 litros de gasolina

€ gue houve um deslocamento estimado de 34,08 km.
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Este exemplo também pode ser realizado utilizando o conceito de
interpolacdo polinomial. Como o objetivo ndo é extrapolar, ou seja, fazer projecdes
de consumo fora do intervalo de pontos dados, basta limitarem os pontos de estudos
dentro do intervalo de consumo de interesse. Dessa forma, vamos utilizar menos
pontos para realizar a interpolacéo, diminuindo o risco de oscilacdes, que dificultaria
a interpretacdo do problema. Além disso, vamos fazer uma comparagéo dos valores

encontrados, a partir dos dois métodos utilizados.

Portanto, vamos utilizar o mesmo grafico de dispersdo anterior. Como
queremos descobrir, no primeiro exemplo, o consumo aproximado do veiculo, apos
percorrer 50 km, e como 50 esta entre 42 e 60, vamos utilizar os pontos C e D para

interpolar um polinémio de grau 1.

Vamos agora criar no Geogebra uma lista com os pontos C e D e interpolar

um polinémio.

NS ScH=ICEIRNEE

+ © © 0 © 0O

.I\I

Figura 40 - Criacéo da lista de pontos

Fonte: Autor
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A=(11,1) N 0
B=1(25.2)
C=(423)
D = (60, 4)
E=(755)

1n={C,0}

— {(42,3), (60, 4)}
£(x) = Polinamio(11)
. 006x+0.67

Figura 41 - Grafico do polinbmio que interpola os pontos C e D

Fonte: Autor

O polinémio interpolador encontrado dos pontos C e D foi:

f{x) = Polinémio(l1)
— 0.06x+067

Figura 42 - Polinébmio interpolador de grau 1 gerado

Fonte: Autor

Calculando agora f(50), encontramos:

a = f(50)

— 3.44

Figura 43 - Valor de f(50)

Fonte: Autor

Ou seja, numa viagem de 50 km, pelo método de interpolagdo, o consumo
estimado sera de 3,44 litros de gasolina. Observe que ao comparar pelo método de

regressao, que estimou 3,48 litros de gasolina, encontramos resultados bem
préximos dentro do contexto de capacidade em litros.
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O exemplo 2 também poderia ser resolvido com o raciocinio utilizado no caso
da regresséo, ou seja, encontrar uma interpolacéo inversa e depois calcular o valor
de f(2,5). Porém, como serdo utilizados apenas 2 pontos, a interpolacdo sera um
polindmio de grau 1. Dessa forma, basta resolver uma equacédo do primeiro grau,
sem precisar pensar em interpolacdo inversa, ja que queremos saber a

quilometragem aproximada, apés o consumo de 2,5 litros de gasolina.

Agora vamos criar uma lista de pontos. Como 2,5 esta entre 2 e 3, foram

escolhidos os pontos B e C.

A= (11, 1) Y 0
B = (25, 2)
C=(423)

D = (60, 4)

E = (75 5)

+ @ @ © © @

S0

Figura 44 - Criacéo da lista de pontos

Fonte: Autor

Apos a lista de pontos criada, vamos agora interpolar um polindmio que passe

por B e C, utilizando os mesmos comandos dos exemplos anteriores.
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Figura 45 - Grafico do polinémio interpolador dos pontos B e C

Fonte: Autor

Logo, o polindmio interpolador encontrado foi f(x) = 0,06x + 0,53

Vamos agora resolver a equagdo 0,06x + 0,53 = 2,5 para descobrirmos
aproximadamente quantos quildbmetros o carro percorreu apds consumir 2,5 litros de

gasolina.

1,97
0,06x + 0,53 =2,5= 0,06x =2,5-0,53 = 0,06x =197 = x = 006 = 32,8
Ou seja, o carro percorreu aproximadamente 32,8 km com 2,5 litros de

gasolina.

Comparando agora com o método anterior de regresséo, o valor encontrado
pelo primeiro método foi de 34,08 km. Ou seja, apresentado uma diferenca de 1,28

km para a interpolagao.

Este exercicio tem como objetivo mostrar para 0os alunos como € possivel
trabalhar com interpolacao e regressao de polin6mios em problemas de estimativa
de consumo de combustivel. Esse tipo de calculo é bem usual no nosso cotidiano e

pode ser aplicado em diversas empresas de transportes e frotas. Além disso, € um
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exemplo que mostra a importancia do aprofundamento de conceitos, pois em livros
do ensino médio ou fundamental tendem a simplificar esse tipo de problema, ao
ponto de ignorar diversas variaveis que podem influenciar no consumo de um

veiculo, e tratar como se fossem simples exercicios de proporcionalidade.

Por fim, vale destacar que em aplicacdes que nao envolvem extrapolacoes,
como esta apresentada, o conceito de interpolacdo também pode ser utilizado com
certa seguranca. Bastam adequar as escolhas dos pontos que desejamos interpolar,

para que nao ocorram problemas como o fen6meno de Runge, por exemplo.

3.4. POPULACAO BRASILEIRA

O estudo sobre populacdo é de extrema importancia para a producao de um
espaco melhor para todas as pessoas que nele vivem. As informacg6es demograficas
ajudam a compreender a realidade da populacéo e sdo de grande contribuicdo para
o planejamento de politicas publicas. O Brasil € um dos paises mais populosos do

mundo.

Este gréafico representa a populacédo brasileira calculada através do Censo
realizado pelo IBGE.
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Evolugao da populagao 190,755
residente no pais

M MILHOE DE PE

1872 1890 1900 1920 1940 1950 1960 1970 1980 1991 2000 2010

Gl com br

Figura 46 - Gréfico da populacao brasileira

Fonte: http://gl.globo.com/brasil/noticia/2011/04/ibge-atualiza-dados-do-censo-e-
diz-que-brasil-tem-190755799-habitantes.htm|
Através do gréafico apresentado, utilizando o software Geogebra, vamos
construir um gréafico de dispersdo e fazer uma aproximacao polinomial, pois seréo
realizadas extrapolacbes. Observe que o0 eixo das ordenadas representa a
populacao brasileira em milhdes e 0 eixo das abcissas representa 0 ano em que 0
Censo foi realizado, porém 1900 unidades transladadas para esquerda. A translacéo

foi realizada para facilitar a visualizacao dos anos.
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A=(0.174)

B = (20,
C = (40,
D = (50,
E = (60,
F = (70,
G = (80,
H=1(91

I = (100,

J = (110,

30.6)
41.1)
51.9)
70)
93.1)
119)
146.8)
160.3)

100.76)

Figura 47 - Pontos que representam a populacéo brasileira

Fonte: Autor

Assim como realizado nos exemplos anteriores, mais uma vez foi criada uma

lista de pontos e utilizado o comando de regressdo polinomial. Neste caso, foi

utilizado um polinémio de grau 6.
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Figura 48 — Grafico do polinbmio de grau 6 que aproxima 0s pontos

Fonte: Autor

O polindmio que aproximou os pontos do gréafico esta representado a seguir.

Além disso, mais uma vez observe os coeficientes, que devido a aproximacédo, o

Geogebra representou os coeficientes como zero, porém ndo necessariamente é

igual.

f(x) = RegressdoPolinomial(ll.6)

e 0 D40 0 005 413+ 17.30

Figura 49 - Polinbmio de grau 6 gerado

Fonte: Autor

Utilizando o préprio software € possivel fazer algumas projecdes da

populacao brasileira. Neste primeiro exemplo foi calculado f(120).
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a = (120)

— 21161

Figura 50 - Valor de f(120)

Fonte: Autor

Ou seja, a projecao calculada apresenta uma estimativa para a populagao
brasileira de 211,6 milhées no ano de 2020. Utilizando o mesmo comando e
calculando f(130) é estimada uma populacdo aproximadamente de 238,5 milhdes de
brasileiros no ano de 2030.

b = f(130)

Figura 51 - Valor de f(130)

Fonte: Autor

Esse estudo permite o planejamento por parte do governo quanto ao
desenvolvimento do pais, sua economia, producéo e trabalho, além do uso de seus

recursos naturais.

Através desses dados ja é possivel que acdes do governo sejam orientadas
para 0s proximos anos, visando um espaco sustentavel e com servicos que atendam
toda a sua populagdo, nas mais diversas areas como moradia, transportes, saude e

educacéao.

Para fim de comparacdo dos métodos, serdo apresentadas algumas
interpolacdes dos pontos da aplicacdo. Vale destacar que o comando de

interpolacgéo utilizado € o mesmo dos exemplos anteriores.
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Figura 52 - Grafico do polinémio interpolador aos pontos

Fonte: Autor

Na imagem anterior foi realizada a interpolacdo de um polinbmio de grau 9
passando por todos os pontos. E notoria a dificuldade em fazer projecdes, devido

um decrescimento acentuado a partir do ponto J.

Na préxima sera realizada uma interpolacéo excluindo alguns pontos, no caso
A e B, na tentativa de encontrar uma interpolacéo coerente e que dé mais confianca

para realizar as projegoes.

ERAE N NG
RN AN @ 1.2} AN

B = (20, 30.6) )

.
>

Y
-

EX

C = (40, 41.1)
D = (50, 51.9)
E = (60, 70)

F = (70,03.1) : o
G = (80, 119)

H = (91, 146.8)
I = (100, 160.8)

1= (110, 190.76)

@ © o9 0@ 0 0 0 0|~

IL = {C,D,E,F,G,H,IJ}

— {(40, 41.1), (50, 51.9). (60, 70), (70, 93.1), (80, 1 °

f(x) = Polinamio(11) : -0 0 20 40 ] 80 100 120 \ 140

@

— 0 +0x®—0° +001x* —030x° 1582 — 38

Figura 53 - Grafico do polinbmio interpolador excluindo alguns pontos

Fonte: Autor
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Mesmo readequando alguns pontos, a interpolag&o ainda ndo representou um
comportamento mais coerente com a projecdo da populacdo brasileira. Houve um

decrescimento acentuado, mais uma vez a partir do ponto J.

Este exemplo mostra que interpolar pontos, quando € desejado realizar
extrapolacdes e projecdes, nem sempre € o melhor método. Logo € importante o
conhecimento de métodos de regressdo para que seja possivel buscar

aproximacfes mais coerentes e confiaveis.

Por fim, essa atividade pode ser trabalhada em aulas interdisciplinares ou
projetos, onde cada professor pode interpretar os dados conforme as areas de
atuacles. Além disso, € possivel discutir diversas medidas governamentais e suas
efetividades, sabendo que a populacdo brasileira tende a crescer e investimentos
publicos serdo corrigidos apenas pela inflacdo, conforme a Emenda Constitucional
aprovada no ano de 2016.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo central deste trabalho foi trazer uma proposta de atividades sobre
interpolacdo e regressdo polinomial para turmas de ensino médio. Além disso,
comparar e discutir qual método melhor se adequa, conforme cada problema
proposto. Mais ainda, mostrar que os conceitos apresentados podem ser aplicados
em diversas &reas do nosso cotidiano, como problemas de -carater social,

econdbmico, ambiental e de salde publica.

Com isso, € possivel apresentar para alunos que matematica pode ser
trabalhada conjuntamente com diversas areas de conhecimento. Dessa forma,
transcendendo a ideia de que em aulas de matematica sdo apresentados contetdos
sem utilidades e que nao é possivel ter discussdes sobre assuntos que envolvem e

interferem no nosso bem estar social como cidadaos.

No desenvolvimento do trabalho, houve a possibilidade de mostrar que é
possivel trabalhar em turmas de ensino médio conceitos matematicos mais
aprofundados, sem necessariamente apresentar conceitos que usualmente sao
expostos no ensino superior. Porém, foi importante o auxilio do Geogebra para que
os célculos fossem feitos de forma imediata e sem ter conhecimento prévio em

outros conceitos, como dito anteriormente.

Além disso, o trabalho contribuiu para mostrar que os livros didaticos, de
maneira geral, tendem a simplificar e adaptar exemplos e exercicios que diversas
vezes nao representam ou solucionam problemas reais do nosso cotidiano. O
exemplo apresentado do consumo de combustivel de um automoével se encaixa
perfeitamente na ideia que somente com um estudo mais aprofundado, € possivel

fazer estimativas mais proximas da nossa realidade.

7

Por fim, sempre é uma oportunidade impar apresentar a importancia da
matematica em assuntos do nosso cotidiano, mais ainda quando se tratam de
problemas atuais como o estudo da curva de contaminacdo por Covid-19. Dessa
forma, € possivel dar a vez para os alunos participarem e discutirem assuntos de
bastante relevancia para nossa sociedade. Tudo isso é possivel a partir do momento
que é trazido conceitos de interpolacdo e regresséo polinomial do ensino superior e,
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com ajuda de softwares mateméticos educacionais, é apresentado para alunos do

ensino médio.
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