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RESUMO

DE MEDEIROS BRASIL, Amanda Moreira. Modelos de otimiza¢ao combinatéria aplicados
a gestao de demandas operacionais em centros universitarios. 2023. 57f. Dissertacido (Mes-

trado em Modelagem Matematica e Computacional). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2023.

A gestdo operacional em institui¢cdes publicas de ensino e pesquisa, como 0s centros
universitarios, representa um grande desafio para os gestores educacionais, muitas vezes des-
viando o foco das questdes pedagdgicas relacionadas a producio de conhecimento cientifico e
tecnoldgico. O objetivo desta proposta € apresentar modelos de apoio ao gerenciamento da dis-
tribui¢do de disciplinas de diferentes cursos de graduacdo por salas de aula e ao gerenciamento
de carddpios providos por restaurantes em centros universitarios, bem como conduzir simula-
cdes computacionais com cendrios de médio/grande porte que aproximam o cotidiano dessas
institui¢des. Para abordar esses problemas, sdo considerados modelos cldssicos de otimizagao
linear inteira bindria e linear inteira mista. As solugdes para esses modelos sdo sintetizadas
usando métodos de enumeracao implicita e planos de corte disponiveis na biblioteca cPlex para
Python.

Palavras-chave: Modelagem matematica, otimizagdo linear inteira mista, problema de aloca-
cdo de salas de aula, problema da dieta.



ABSTRACT

DE MEDEIROS BRASIL, Amanda Moreira. Combinatorial optimization models applied
to the manegement of operational demands in university centers. 2023. 57p. Disser-

tation (Master in Mathematical and Computational Modeling). Instituto de Ciéncias Exatas,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2023.

Operational management in public teaching and research institutions, such as university
centers, represents a major challenge for educational managers, often diverting the focus from
pedagogical issues related to the production of scientific and technological knowledge. The
objective of this proposal is to present models to support the management of the distribution
of subjects from different undergraduate courses across classrooms and the management of
menus provided by restaurants in university centers, as well as to conduct computer simulations
with medium/large scenarios that approximate the daily life of these institutions. To address
these problems, classical binary integer linear and mixed integer linear optimization models are
considered. Solutions to these models are synthesized using implicit enumeration methods and
cutting planes available in the PuLP library for Python.

Keywords: Mathematical modeling, mixed integer linear optimization, classroom assignment
problem, diet problem.
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Introducao

1.1 Aspectos gerais e abrangéncia da pesquisa

Os problemas de otimizagao linear inteira bindria e linear inteira mista ganharam no-
toriedade na década de 1940, quando varios pesquisadores propuseram modelos para diversas
aplicagdes. Um dos exemplos mais significativos foi o problema da dieta durante a Segunda
Guerra Mundial, Conforme destacado em (Dantzing, 2002) [3]. Segundo (Wolsey, 1998) [4],
(Arenales et al, 2015) [5] e (Goldbarg and Luna, 2005)[2], existem modelos cldssicos para
ambas as formulagdes, como os problemas da mochila, corte, atribuicdo, cobertura, agrupa-
mento, empacotamento € caixeiro-viajante. Além disso, tais formulacdes descrevem aplicacoes
modernas, como os problemas de programagdo de hordrios de trens, alocacdo de tripulagoes
aéreas, planejamento de producdo, em particular, planejamento de produgdo de eletricidade,
telecomunicagoes, rotas e escalas de veiculos para transporte de pessoas e programacdo de
chegadas e partidas de viagens aéreas.

Com o desenvolvimento do algoritmo Simplex, fundamentado nos avancos iniciais do
matematico russo Leonard Kantorovich e estabelecido por Dantzig, e com os progressos tec-
nolégicos impulsionados pela introdu¢@o de computadores para realizar os cdlculos inerentes
ao algoritmo, os modelos de programacao linear passaram a ser resolvidos de forma eficiente
e em tempo factivel, como apontado por [5]. Isso representou um avanco significativo ndo
apenas para a resolucao do modelo da dieta, que simplificadamente figura como um modelo
de programacao linear, mas também permitiu o refinamento de técnicas duais sofisticadas para
estabelecer limites para os valores 6timos de modelos de programacao linear inteira. De fato, os
métodos duais baseados em relaxacdes lineares e lagrangianas do modelo original de programa-
cdo inteira tornaram-se as principais técnicas utilizadas para determinar solucdes aproximadas
para problemas dessa natureza, como mencionado por [4] e [5].

Neste trabalho, sdo apresentadas formulagdes de otimizagdo linear inteira O0-1 e linear
inteira mista para resolver duas demandas operacionais em centros universitarios. Baseando-se
em duas formulacdes genéricas, os modelos abordam os desafios de fornecimento de refeicdao
ao discentes e alocacdo de disciplinas em salas de aula, estendendo o modelo apresentado em
(Ferreira et al, 2021)[6], através da introducdo de varidveis que representam porcdes inteiras
para determinados itens alimenticios e refinando o modelo apresentado em (Rangel et al, 2023)
[7]. As modelagens propostas simplificam linearmente ambas as demandas, a alocacdo semanal
de disciplinas em salas de aula e o fornecimento semanal de refei¢cdes aos alunos.

Embora o problema da dieta seja comumente apresentado como um modelo linear puro
em sua formulacdo mais propagada, a realidade é que ele engloba caracteristicas inteiras. Isso
se deve ao fato de que diversos alimentos s6 podem ser fornecidos em por¢des completas. Al-



guns exemplos sdo frutas tropicais, como banana, maca, laranja, entre outras, bem como cortes
de carne suina ou bovina, peixe e frango, que sdo oferecidos em por¢des inteiras como fonte
de nutrientes. Por outro lado, para alocacdo de salas de aula, sdo consideradas restricdes que
incorporam percentagens de disciplinas por departamentos que podem ser atribuidas a turnos
diferentes dos originalmente requeridos. Essas perspectivas destacam a contribui¢cao do pre-
sente trabalho em relacdo as modelagens apresentadas em [7] e [6]. Além disso, realizamos
simulagdes computacionais para ambos os modelos de otimizagdo sintetizados. Neste estudo,
as simulagdes foram realizadas em cendrios similares aos encontrados no campus Nova Iguacu
da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro para facilitar a analise dos resultados obtidos.

1.2 O modelo da dieta

O modelo de dieta, também conhecido como problema da mistura, € um exemplo clés-
sico de Problema de otimizagdo linear que foi inicialmente concebido por George Joseph Stigler
na década de 1930. Ele surgiu com o objetivo primordial de criar uma combinagdo de alimen-
tos, especialmente ragdes, para os soldados em zonas de combate, visando minimizar os custos
de producdo e o volume de carga que precisavam carregar durante um combate. A principal
aplicacdo do modelo de Stigler ocorreu durante a Segunda Guerra Mundial (1941-1945). Além
da reducdo dos custos econdmicos das racdes dos soldados e da minimizacdo do volume que
transportavam, havia também uma preocupacao essencial com a nutri¢do basica, conforme visto
em (Buttriss er al, 2014) [8], [3] e (Dooren, 2018) [9].

Conforme orientacdes dos 6rgdos de sauide, era crucial garantir uma alimentacdo que
fornecesse energia, proteinas, minerais e vitaminas em quantidade suficiente para manter os
soldados bem nutridos e ativos durante todas as batalhas. Isso visava capacitar os soldados a
lidar com os desafios militares da melhor maneira possivel, além de estabelecer estratégias e
taticas de guerra eficazes. Inicialmente, a solu¢do para o problema da dieta ndo foi prontamente
alcancada, levando muitos matematicos e académicos a se dedicarem a essa questdo, dada a
perspectiva inovadora que tal solucdo representaria para os conflitos armados a partir deste
ponto.

Em 1947, apods a guerra, George Danzig propds o método Simplex [3], um algoritmo
que resolve ndo apenas o problema de Stigler, mas também problemas de Otimiza¢do Linear
de uma maneira geral. Depois disso, vérios aprimoramentos foram incorporados ao algoritmo
considerando a teoria de dualidade, gerando variantes eficientes do método, como os algorit-
mos Simplex dual e primal-dual (Bazaraa et al, 2010) [10], (Luenberger and Ye, 2016) [11],
(Vanderbei, 2013)[12].

Diversos pesquisadores utilizaram o modelo da dieta para estruturar o planejamento de
refeicoes oferecidas a estudantes, desde o ensino fundamental e médio até instituicdes univer-
sitdrias. Esse método visa prever as porcdes de alimentos a serem disponibilizadas em cada
refei¢do, proporcionando aos alunos nutrientes ao longo dos dias e minimizando os custos, con-
forme destacado por (Baki et al) [13]. No entanto, a obtencdo manual dessas solugdes por meio
do método Simplex torna-se invidvel a medida que o nimero de varidveis envolvidas no pro-
blema aumenta, resultando em um crescimento exponencial do nimero de equagdes. Assim, a
sintese de solug¢des para problemas de otimizacdo linear tornou-se vidvel apenas com avangos
tecnoldgicos, especialmente o desenvolvimento de computadores mais rapidos e softwares mais
sofisticados. Na verdade, em 1947, a equipe de Dantzig levou vdrias semanas para resolver o
Problema da Dieta, apesar de contar com vérios colaboradores equipados com calculadoras que
os auxiliaram nos célculos. Existem algumas aplicacdes do modelo da dieta no cotidiano de
empresas, uma delas exposta em [12], se apresenta de acordo com o seguinte contexto.



Considere uma empresa farmacéutica que produza em forma de comprimido cada um
dos nutrientes considerados importantes pelo nutricionista. A empresa farmacéutica tenta con-
vencer o nutricionista a comprar comprimidos e, assim, fornecer os nutrientes diretamente, em
vez da compra de vérios alimentos. O problema da farmacéutica consiste em determinar pre-
cos unitdrios positivos A1, As,...,A,, para os m nutrientes, de modo a maximizar a receita e, a0
mesmo tempo, ser competitivo com alimentos reais. Mas, para ser competitivo com alimentos,
o custo de uma unidade do comprimido produzido sinteticamente a partir de nutrientes puros,
fornecidos pela farmacéutica, ndo deve ser maior que o preco de mercado dos alimentos que
fornecem o mesmo nutriente.

Neste estudo, o modelo de dieta foi adaptado para otimizar a gestdo de restaurantes
universitarios. O objetivo € minimizar os custos financeiros associados a compra de insumos,
reduzindo ao mesmo tempo o desperdicio, a0 mesmo tempo em que se garante uma oferta didria
de refeicdes balanceadas. Essas refeicoes devem atender as necessidades nutricionais semanais
dos estudantes.

Ao buscar a minimizagdo do desperdicio, € essencial considerar os diferentes periodos
de oferta das refeicdes (manha, tarde ou noite). Isso permite estimar o nimero de estudantes a
serem atendidos em cada turno, baseando-se na alocacdo das disciplinas por salas de aula para
esses periodos e, consequentemente, na quantidade de estudantes presentes.

O problema da dieta, com aplicacdo a cendrios reais, ja foi alvo de diversos estudos em
trabalhos presentes na literatura cientifica. As abordagens apresentadas em [13] e [9] exem-
plificam essa afirmagdo. No estudo conduzido por [13], a pesquisa foi realizada com base nas
observacdes de 100 alunos de um centro universitario que ajudaram a compreender os padrdes
alimentares de cada estudante, especificamente no café da manha, almoco e jantar. Para abordar
o problema da dieta, a pesquisa focou em seis nutrientes. Sao eles: proteina, gordura, carboidra-
tos, cdlcio, fosforo e vitamina C. Contudo, a concep¢do de uma dieta que satisfaca a ingestao
ideal de todos os nutrientes em uma unica refei¢cdo ndo se adapta facilmente a realidade. Na
verdade, desenvolver um tinico modelo de programacdo linear que atenda as necessidades nutri-
cionais individuais de cada aluno, uma vez que as preferéncias e demandas nutricionais variam
consideravelmente de pessoa para pessoa nao ¢ uma representacdo fidedigna da realidade.

Abordagens préticas baseadas no modelo da dieta geralmente consideram grupos de pes-
soas com caracteristicas semelhantes, como faixa etaria e massa corporal dentre outras. Essas
abordagens incluem limites didrios de nutrientes e calorias, adaptando-se melhor as necessida-
des coletivas de um grupo especifico.

1.3 O problema de alocacao de sala de aula

O problema de alocacdo de salas de aula é um desafio frequentemente enfrentado pelas
institui¢des de ensino (Schaerf, 199) [14]. Este problema pode agravar-se ainda mais quando
sdo estabelecidas algumas restricdes, como a capacidade das salas, a utilizacdo de salas com
equipamentos especificos, por exemplo, laboratérios, dentre outros aspectos. Na maioria dos
casos, este problema é resolvido manualmente pelas equipas de administragdo da instituigdo.
Por ser um problema NP-dificil, uma solucao vidvel pode exigir muito tempo e esfor¢o por
parte dos responsaveis (Elloumi et al) [15] para ser computada. Além disso, corre-se ainda o
risco de gerar insatisfacdo de alunos e professores e perturbacdes no cotidiano das instituicdes
caso uma soluc¢do vidvel, porém ndo 6tima, seja operacionalizada.

Na literatura encontram-se varios modelos relacionados com a alocagdo de disciplinas
em sala de aula de cursos universitdrios. Por exemplo, (Bucco al, 2017) [16] aplicou tal formu-
lagdo a vdrios cendrios. Além disso, detacam se ainda os modelos apresentados para a Virginia
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Tech (EUA) (Sarin et al, 2010) [17], o sistema universitdrio espanhol, especificamente, a Uni-
versidade de Valéncia (Alvarez-Valdes et al, 2002) [18], a Universidade de Purdue (Rudova et
al,2011) [19], a Universita degli studi di Udine (Burke et al, 2009) [20], o sistema de educagao
Grego (Daskalaki et al, 2004 ) [21] e para a Universidade de Sydney (Beyrouthy et al, 2009)
[22].

O problema da atribui¢ao de salas de aula possui estrutura similar ao modelo de atri-
buicdo de tarefas, pois envolve a delegacdo de tarefas a agentes. Se considerdssemos que 0s
sujeitos assumem o papel de tarefas e as salas de aula, o papel de agentes, o problema de alo-
cacdo de salas de aula se configuraria como um caso particular do problema de atribuicao de
tarefas. Porém a quantidade de disciplinas deveria ser igual a quantidade de salas de aula, o que
geralmente nao € verdade. Na prética, o nimero de disciplinas € muito superior ao nimero de
horérios disponiveis para atribuicdo, o que aumenta a sua complexidade. E necessario utilizar
um critério de decisdo para escolher a disciplina que serd atribuida em primeiro lugar, caso duas
disciplinas estejam listadas para serem atribuidas a mesma sala de aula.

O modelo de alocacdo de salas de aula também € utilizado na constru¢do de hordrios
para a marcagdo de servicos de veiculos, alocacdo de tripulacdes em voos, entre outras aplica-
coes. Uma carateristica do problema de alocacao de salas de aula é que ele também depende das
particularidades da instituicdo analisada, uma vez que os centros universitarios geralmente dis-
poem de instalagdes diferentes de acordo com a disponibilidade de seus recursos, necessidades
e exigéncias.

O problema de alocacdo de salas consiste na alocacdo de disciplinas, com hordrios ja es-
tabelecidos, a salas de aulas, considerando a capacidade da sala e as necessidades dos docentes
e discentes. Esse processo, geralmente, € resolvido pelas instituicdes de ensino manualmente o
que além de levar vérios dias para ser concluido, muitas vezes ndo garante a alocacao eficiente
dos espacos. Essa situacdo também € enfrentada pelo Instituto Multidisciplinar da UFRRJ que
conta com cerca de 11 cursos de graduacdo funcionando nos trés turnos (manha/tarde/noite),
além dos cursos de pés-graduagdo, com cada disciplina tendo sua necessidade, seja pela estru-
tura da sala, solicitacdo do docente quanto ao hordrio da disciplina, ou entdo a quantidade de
discentes inscritos na disciplina.

1.4 Estrutura do trabalho

A estrutura deste trabalho destaca, no Capitulo 2, tépicos relacionados ao modelo primal
de otimizacdo linear, bem como detalhes sobre o algoritmo Simplex em sua forma primal. Os
conceitos e resultados destacados guardam relacao estrita com os objetivos da pesquisa e viabi-
lizam a compreensao de algoritmos de enumeracdo implicita e planos de corte em otimizagao
inteira. A descricdo completa do algoritmo Simplex primal pode ser encontrada em [11] e [12].
No Capitulo 3, sdo destacados conceitos tedricos sobre o modelo dual de Programagao Linear,
além de detalhes sobre o algoritmo Simplex em suas formas dual e primal-dual. No Capitulo 4,
a Programacao Linear Inteira 0-1 e a Mista é abordada de maneira introdutdria, onde sdo apre-
sentadas defini¢des e exemplos, bem como uma breve introdu¢@o aos princiapais métodos de
enumeracao implicita e planos de corte, tendo em vista que os pacotes computacionais utiliza-
dos para sintetizar solu¢des para os modelos apresentados se baseiam em tais metodologias. No
capitulo 5, apresentamos os modelos de gestdo operacional de restaurantes universitarios, que
destaca a formulagdo de cardapios a serem servidos aos discentes, e de gestdo de espago fisico,
mais especificamente, de salas de aula. Além disso, descrevemos os cendrios para ambos os
modelos no campus Nova Iguacu da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro. O Capitulo
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5 também oferece uma andlise das solu¢gdes obtidas, propiciando uma visdo detalhada sobre as
estratégias de otimizacdo empregadas, os critérios de desempenho considerados e as conclusdes
derivadas das simula¢des. Ao examinar os desdobramentos e implicacdes préticas desses mo-
delos, pretendemos oferecer uma compreensao abrangente de suas aplicagdes e relevancia em
contextos de alocagdo de recursos e planejamento eficiente.



O modelo primal de programacao linear

2.1 O modelo primal

Esta se¢do aborda elementos da teoria de otimizacdo linear. As notacdes, definicdes e
resultados foram adaptados de [10], [11] e [12]. Aspectos relacionados a degenerescéncia de
solucdes bdsicas ndo sdo tratados neste trabalho. Dessa forma, recomendamos [12] para estudos
mais aprofundados acerca do tema.

Nos problemas abordados na literatura, existem varidveis cujos valores devem ser esco-
lhidos de forma a otimizar (maximizar ou minimizar) o o objetivo do problema. Estas varidveis
sao denominadas varidveis de decisdo e geralmente sdo denotadas por:

Xj, j=12,..,n

Na programacdo linear, o objetivo é sempre maximizar ou minimizar alguma funcao linear que
depende dessas varidveis de decisdo, a saber, um objetivo representado matematicamente por:

Z=C1X1+CoXo+ -+ CpXp

Esta funcdo é denominada fun¢do objetivo. Muitas vezes parece que os problemas do
mundo real sdo mais naturalmente formulados como problemas cujo objetivo € a minimizagao.
Porém, na pratica, alguns problemas também se apresenta sob a forma de maximizac¢do. Quando
ha a necessidade de conversao de problemas de maximizacdo para minimizac¢ao basta multipli-
car a fun¢do objetivo por -1. Note que maximizar z equivale a minimizar —z, multiplicando
o valor 6timo do problema de minimizagdo por -1 para obter o valor 6timo correspondente ao
problema original, de maximizagao.

Além da funcdo objetivo, os problemas também possuem restri¢des, algumas simples e
outras mais complexas. Contudo a exigéncia candnica € que, de uma maneira geral, as varidveis
sejam nao negativas. Além disso, as restricdes ndo candnicas podem figurar sob a forma de
igualdades ou desigualdades lineares.

Suponha que um problema de programacao linear contenha um total de m restri¢des nao
candnicas. Em geral, elas podem se apresentar sob uma das formas sintetizadas a seguir:

IA

ap X1+ aipxp+--+ AinXn bi,1<i<m.

=

O processo para converter uma restricao de desigualdade, suponhamos a /-ésima, para
algum 1 </ < m, da forma <, em igualdade € simples.

apx1+apx;+---+ apx, < by,



Basta entdo adicionar uma varidvel ndao negativa, w, denominada varidvel de folga, como ¢
mostrado a seguir:
anxy+apxa+---+agxp+w=>b;, w=0

Por outro lado, se a [-ésima for da forma >,
apxi+apx;+---+ ap,x, = by,

e desejamos transforma-la em igualdade, o qué temos a fazer € subtrair a varidvel nao negativa
w, isto €,
anxy1+apxy+---+apx,—w=>b;, w=0.

Por fim, se a [-ésima restri¢ao for dada por uma igualdade, isto &,
anxi+apXz+ -+ aipxn = by,
entdo ela pode ser convertida em duas desigualdades:

ap X1+ aipxp+--+ aipxn < b;,
aj1x1+ ajppXxo+ -+ ajpxp 2 b;.

Agora, suponha que todas as restricdes nao canOnicas se apresentam sob a forma de
igualdade e, por algum motivo, uma das varidveis de decisdo, digamos xj, para algum 1 < k < n,
possa assumir valores também negativos. Afim de que o problema possua varidveis de decisao
ndo negativas apenas, podemos proceder de dua maneiras:

(i) identificar uma restricdo onde o coeficiente de x; € ndo nulo e cujas as demais variaveis
de decisdo envolvidas sejam todas ndo negativas. A seguir, escrever X como fungdo
das demais varidveis e substituir, nas demais restri¢des do problema, xj pela expressao
linear obtida. Sob tal escolha, o niimero de varidveis do problema original fica reduzido
a n—1 pois x; ndo ird figurar de maneira explicita no problema e seu valor pode ser
resgatado usando os valores 6timos das varidveis de decisdo ndo negativas associadas a
ela na expressao linear sintetizada para xj.

(i) escrever x; como a diferenca entre duas outras varidveis ndo negativas Uy € U, isto é, xi =
Uy — Vg, com ug, vy = 0. Assim, novamente, a varidvel xj deixa de figurar explicitamente
no problema, passando a figurar em seu lugar a diferenca uy — vy. Este procedimento
aumenta o nimero de varidveis do problema em uma unidade, isto €, o problema passa a
ser definido em R, Por fim, o valor de x; é calculado a partir dos valores de uy e vj
associados a alguma solucdo 6tima para o problema, apds tal transformacao. Note que xj
assume valore negativo se Uy < v € nao negativo caso contrario.

Assim, em algum sentido, em se tratando de problemas reais, ndo ha um padrdo sobre
como as restricdes se apresentam, além da exigéncia de que sejam lineares, € claro. Porém,
adotada uma forma de respresentacdo assumida como padrio, ela devera ser utilizada ao longo
de toda formulagdo afim de evitar ambiguidades.

Para definir de maneira mais clara o que é um problema de programacao linear (PPL),
introduzimos sua formulagdo padrao, segundo [11], que consiste em:

n
minimizar z=)_ ¢;jX; 2.1
j=1
sujeito a:



Z;?:laijxj:bi,izl,...,m, 2.2)

xj=0,j=12,...,n, 2.3)

onde cj, a;; € b; sao nimeros reais dados e x; representa, para i = 1,2,...,m; j=1,2,...,n, as
variaveis de decisao. A funcao linear a ser maximizada em (2.1) € denominada fung¢ao objetivo.
As restricoes de nao negatividade (2.3) sao conhecidas como triviais. A mesma formulagcdo
pode ser expressa no formato matricial como:

(PPL): minimizar z = cl'x 2.4)
sujeito a:
Ax=Db (2.5)
x=0, (2.6)
ondec’=(¢1 e cn )xT=(x1 x2 ... x5 ),bT=(b1 b ... by ), A=[@az...anl,

onde e a; € R™ denota a j-ésima coluna de A. A desigualdade 2.6 indica que cada componente
do vetor x € nao negativa.

Em geral, diante dos exemplos expostos, a modelagem de um PPL € construida da se-
guinte forma:

identificacdo das varidveis de decisdo;

geracao da funcao objetivo;
* geracdo das restricdes nao candnicas.

* acréscimo das restricdes candnicas.

2.2 Solugoes basicas viaveis

Considere o modelo primal de programacdo linear definido pelas relacdes (2.1)-(2.3).
Discutiremos aqui uma maneira muito pritica de se obter pontos para o subconjunto de R"
determinado por (2.2) e (2.3). Para tanto, assumiremos inicialmente que:

J0 m < n. Na prética, isso significa que o sistema linear Ax = b possui mais variaveis do
qué equacdes.

J6 posto(A) = m. Todas as restricdes sao relevantes para o problema pois as linhas de A,
que determinam os lados esquerdos das equagdes sao linearmente independentes.

Como consequéncias das hipéteses A e A, segue que:
C; A possui m colunas linearmente independentes.

C, A admite uma submatriz ndo-singular de ordem m.



De certo modo, se tivéssemos m = n entdo o posto(A) < n. Assim, para posto(A) =n
existiriam m — n linhas de A que poderiam ser escritas como combinacdo linear das outras n
linhas restantes. Na pratica, isso indicaria que m — n restricdes de igualdade ja seriam natu-
ralmente atendidas se as n restri¢des restantes o fossem (caso o conjuto vidvel seja ndo-vazio).
Dessa forma, m — n restri¢des de igualdade poderiam ser removidas do PPL. Dando continui-
dade a esta mesma linha de raciocinio (se o conjunto vidvel for ndo-vazio), teriamos um total de
n restricoes de igualdade restantes, apds a exclusdo das m— n restricdes redundantes. Caso as n
restri¢des de igualdade restantes fossem todas relevantes, isto €, as n linhas restantes de A fos-
sem linearmente independentes, entdo o sistema passaria a ser quadrado de orden 7 e teria uma
unica solucdo, o qué resumiria a determinacdo de solucdo para o PPL a simples determinagdo
da dnica solugdo do sistema Ax = b. Isso justifica a ado¢do das hipéteses A e A».

Agora, note que

n s
INBYGYEY an ain
Ax = . =X : 4+t X
. . n

n
Zj:l AmjXj aml Amn
Dessa forma, se a;, a,- -+, a, sdo as colunas de A, entdo a restricao vetorial Ax = b implica que
X1a1+xX2ap ++--+x,a, = b, 2.7)

1. e., para que o problema definido por (2.1)-(2.3) seja vidvel é necessario que b pertenca ao
espaco gerado pelas colunas de A.

Como as hipoteses A e A» sdo assumidas, podemos extrair, das n colunas de A,
um conjunto de m colunas linearmente independentes, formando assim uma base para R™.
Admita que o conjunto {j;,---, jm} <{1,...,n} contém os indices de um conjunto de m colunas
linearmente independentes de A. Denote por B € R”*"" a matriz formada por essas colunas e
por N € R"*"~™ a matriz formada pelas colunas restantes de A. Entao, existe um tunico vetor
xp € R™, tal que

leaj1+---+xjmajm:b, (2.8)

onde aj,,...,a;j, sao as colunas de A que formam B. Dessa forma, as n — m colunas restantes
de A, que formam N, ndo figuram em (2.8), ou ainda, as coordenadas associadas a elas em (2.8)
sdo todas nulas. Fazendo xy € R~ identicamente igual ao vetor nulo, segue que

XB
x= ,
XN
com xy =0€R"” ™, & uma solugdo para sistema Ax = b pois

X
Ax=[B N ]( xf] ):BxB+NxN:BxB+N0:BxB

:leaj1+-~-+xjmajm = b.

=[5

€ uma solucdo para o sistema linear Ax = b. Solugdes para o sistema Ax = b sob tal formato
sdo denominadas solugdes bésicas, com respeito a uma base B pré-fixada. Segue que, para cada
base escolhida, existe uma tnica solucao bdsica associda a mesma.

Portanto,



Diante do exposto anteriormente e das definicdes ja apresentadas, surge um questio-
namento: e se ndo for possivel identificar uma solucdo bdsica simplesmente olhando para as
restricoes ndo canonicas do problema de programacado linear? Como proceder neste caso?

Segundo (Maculam e Fampa, 2004) [23], quando n3o temos uma solugdo bésica vid-
vel para o problema de programacgdo linear, podemos acrescentar varidveis artificial g; =0 a
esquerda de cada restricdo 2?21 aijxj = b;, i =1,2,...,m. De fato, suponha que b; 20, i =
1,2,...,m. Considere o conjunto de restri¢des:

Z}l:l a,-jxj+gi :bi,i: 1,2,....m (29)
x;j=0,j=12,...,n (2.10)
gi=20,i=12,...,m (2.11)

Tomando como funcao objetivo a soma das varidveis artificiais adicionadas ao problema, temos:

m
(P): minimizar )_ g;
i=1
sujeito a
Z;.lzlaijxj+gi :bi,i: 1,2,....m
xj20,j=12,....,n
gi=0,i=12,....m

E f4cil verificar que as varidveis x; =0,j=1,2,...,n e g; = b; = 0 estdo associadas a
uma solugdo bésica de (2.9), (2.10) e (2.11).

Seja v(P) o valor 6timo da fun¢do objetivo do problema de otimizacao linear artificial
(P). Se v(P) > 0, temos que o conjunto de restricoes do problema é vazio, e se v(P) =0 a
solu¢do Otima obtida para (P) terd g; =0, i = 1,2,...,me x; = X; 20, para j = 1,2,...,n,
satisfazendo Y."'_, a;jXj =b;, i=1,2,...,m.

Se a base final da solucdo 6tima de (P) ndo contiver nenhuma coluna associada as varid-
veis artificiais g;, i = 1,2,..., m, esta serd também uma base primal vidvel do problema original.
Caso a solucdo bésica 6tima encontrada para o (P) seja degenerada, sendo uma solucdo dege-
nerada (em geral, solugdes representadas por mais de uma base), ha pelo menos uma coluna
associada a g; na base 6tima e g; =0.

2.3 O Teorema Fundamental da Programacao Linear

Nesta secdo é destacado o Teorema Fundamental da Programacdo Linear, assim como
sua demonstragdo. Esta versao diz respeito ao formato padrao, isto €, o objetivo baseado em
minimizacao e as restri¢cdes nao triviais escritas sob a forma de igualdade. O Teorema e sua
demonstracao foram extraidos de [11].

Teorema Fundamental da Programacio Linear
Considere o PPL em seu formato vetorial padrdo, onde ¢ € R", A€ R"*", com m < n,
posto(A) = me beR™. As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras:

(i) se o PLé viavel, isto é, V ={xeR": Ax = b; x = 0} # @ entdo existe uma solucio basica
viavel;
10



(ii) se existe uma solucdo (vidvel) 6tima para o PL entdo existe uma solugdo bésica (vidvel)
otima.

* Demonstracao

(). Seja x € V uma solugdo vidvel para o (PL). Denote por aj, j =1,--+,n, a j-ésima coluna de
A. Entdo,
xX1a1+- -+ x,a;,=Db.

Assuma que p < n componentes de x s@o nao-nulas e que os indices dessas componentes sao
J1,7*» jp- Dessa forma,

leaj1+~-+xjpajp:b. (2.12)
A partir deste ponto, a demonstracdo pode ser dividida em dois casos:
(i.1) Admita que aj,---,aj, sdo linearmente independentes. Neste caso, b € unicamente deter-
minado pela combinagdo linear

Xjy@jy + -+ Xj,aj, = b.

Como o nimero maximo de colunas linearmente independentes de A é m, pela hipétese A5,
segue que p < m. Portanto, temos dois subcasos do caso (i.1). Sao eles:

(i.1.1) se p = m entdo construa a nova solugdo bdsica X fazendo X;, = xj, 1<l<me X, =
0, m+1 <1< n (solucdo bésica vidvel ndo-degenerada).

(i.1.2) se p < m entdo construa a nova solugio bésica X € R"” € R"” fazendo X;, = xj, 1<l<p
e Xj; =0, p+1=1<n (solucdo bésica vidvel degenerada, pois a varidvel bésica X;, =
0,Vp+1l=<l<m).

(i.2) Admita agora que ajy,---,Aj, sdo linearmente dependentes. Entdo, existem escalares
Vj; €R,1 =1 < p, ndo todos simultineamente nulos, tais que

ylejl +yj2Aj2 +'“+y]'pA]'p =0.

Multiplicando ambos os membros da dltima igualdade por —6, para algum 6 € R, e adicionando
aigualdade (2.12), segue que:

(xj, —6yj1)Ajl + (xj, —5yj2)Aj2 +-oo 4 (x]'p —6yjp)Ajp =b. (2.13)

A partir deste ponto, devemos nos perguntar acerca do limite para incrementar o para-
metro &, a partir de 0, de maneira que as coordenadas xj, -6y, I =1,---, p, possam compor
uma solucdo bésica vidvel, pois para 6 =0, x ja o é. Para tanto, consideraremos os seguintes
casos:

(¥j, =0) nesse caso, =6yj, =0 e xj, —6yj, = 0 para qualquer escolha de § = 0, pois xj, =0,V1 <
l<p.

(y7, >0) nesse caso, —0y;, <0e, para que x;, —0y; =0, devemos ter § < M

Vi Vi p q Ji Yi Vi,

De ambos os casos listados anteriormente, conclui-se que a escolha

i
6 =min{—:y;, > 0}, (2.14)
Vii
garante que xj,—6yj, =20,V1 << p. Em particular, se 1 < g < p € o indice parao qual y;, >0e

X; ~ ~ . .
0= y]—," entdo xj, —6yj, =0. Tendo a observagdo destacada, consideraremos agora os seguintes
J

casos:
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(i.2.1)

(i.2.2)

se p > m entdo incrementamos ¢ até o limite estabelecido em (2.14) e retiramos a coluna
aj,, visto que a variavel x;, = 0. Dessa forma, passamos a um conjunto formado por p—1
colunas satisfazendo a igualdade (2.13). O procedimento pode ser repetido até que se
tenha apenas m varidveis ndo-nulas em (2.13). Caso as m varidveis ndo-nulas restantes
estejam associadas a m colunas linearmente independentes de A entdo a nova solucao
basica X € R" serd construida fazendo ¥ Jie = Xjy, — ) Vi » onde j;,V1 <k < m, agora, sdo
os indices referentes as m colunas restantes linearmente independentes de A em (2.13),
e J"cjlk =0,Ym+1 < k < n (solugdo bdasica vidvel ndo-degenerada). Caso contririo, o
procedimento adotado, a partir deste ponto, € 0 mesmo descrito no préximo caso.

se p = m entdo devemos também incrementar § até o limite estabelecido em (2.14) e
retirar a coluna Aj,, visto que a variavel x;, = 0, restando agora um conjunto com m—1
variaveis nao-nulas em (2.13). Nesse momento, devemos verificar se as m — 1 colunas
restantes sdo linearmente independentes. Em caso afirmativo, dar-se-4 o procedimento
por encerrado e a nova solugao bésica vidvel X € R" serd X;, =x; =0y, ,V1sks=m-1
eXj, =0,Vms k < n (solucdo basica vidvel degenerada, com apenas uma varidvel basica
nula). Caso contririo, o procedimento deve ser repetido até que se tenha um conjunto
com r < m varidveis ndo-nulas associadas a r colunas linearmente independentes. Assim
sendo, a nova solucdo bdsica vidvel X € R" serd Xjy, = Xjy, — 5yjlk,V1 <k<re Xj, =
0,Vr+1 < k < n (solugdo bésica vidvel degenerada, com m — r varidveis bdsicas nulas).

(ii) Suponha que x* € R" é uma solucdo (viavel) 6tima para o PPL. Novamente, admita que x*
possui p coordenadas ndo nulas tais que

x;flajl+---+x;fpajp:b. (2.15)

Como x* € vidvel para o PPL, podemos construir uma solucao bdsica vidvel X*, a partir de x*,
usando os passos descritos em (i). Portanto, podemos considerar também dois casos:

(ii.1)

(i1.2)

{aj, :1 <1< p} € um conjunto linearmente independente. Nesse caso, assim como em
ambos os subcasos (i.1.1) e (i.1.2) de (i.1), a solugdo bésica vidvel obtida coincide com a
propria solugdo vidvel apresentada. Assim sendo, ¥* = x*. Logo, ¥* também sera 6tima,
além de basica viavel, pois ¢ #* = cT x*.

{Aj,:1=1< p}é LD. Nesse caso, assim como em (i.2), a solucdo bésica vidvel obtida x*
¢ da forma ¥* = x* —dy. Devemos mostrar entdo que X* é também 6tima. Em primeiro
lugar, note que existe 4 suficientemente pequeno em médulo ) para o qual x* =58y é vidvel,
mdependente de seu sinal, i.e. 1ndependente se 5 <0 ou b =0. De fato, basta definir

01 = mln{x 1yj1>0te by = max{ : yj1 <0} e fazer |6] = min{61,162}. Dessa forma,
X =x" —5yev1avele

clzar=cTx* -8y =cTx*-écly.
Por outro lado, perceba que ¢ Ty =0, pois se assim ndo fosse, para ¢’y # 0 poderlamos
escolher 6 com |8] < |8] e sinal adequado (positivo ou negativo), tal que X* = x* -8y é
também viavel e _

cIx* =clx* =8¢y <cx*,
0 qué contradiria a otimalidade de x*. Portanto, cTz* = cTx*, ou seja, X* € solucdo

basica vidvel 6tima, o que completa a demonstragdo do teorema.
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2.4 A geometria de um PPL

Nesta secdo sdo abordados conceitos acerca da geometria de um PPL. E introduzido
o conceito de convexidade para conjuntos, o conceito de ponto extremo ou vértice da regido
vidvel e, por fim, ¢ demonstrada a equivaléncia existente entre os conceitos de solucio bésica
e ponto extremo. Os conceitos e o resultado de equivaléncia entre solucdes bdsicas e pontos
extremos, assim como sua demonstracdo foram extraidos e adaptados de [11].

Um conjunto nio-vazio C € R" & dito convexo se para quaisquer x!, x? € C, o segmento
de reta conectando x! 4 x? estd inteiramente contido em C. Note que a equacdo vetorial da reta
que contém os pontos x! e x* é da forma

Ox = Ox! + t(0x2 — OxY), (2.16)

onde Ox, Ox! e Ox2 representam os vetores com extremidades em x, x! e x?, respectivamente,
e origem em 0 € R”. O parAmetro ¢ € R associa niimeros reais a pontos da reta contendo x' e x%.
A saber, t = 0 corresponde ao ponto x! e £ =1, ao ponto x?>. Como as componentes dos vetores
Ox,Ox! e Ox2 correspondem as coordenadas dos pontos x,x! e x2, por abuso de notacdo, a
equacdo (2.16) pode ser reescrita como

x(D=x'+txP-xH=1-0Dx'+1x% teR.

Os pontos associados aos valores de £ <0 e t > 1 correspondem a pontos da reta que
se encontram a esquerda de x! e a direita de x?, respectivamente. Os pontos do segmento
determinado por x' e x? correspondem aos valores de ¢ € [0,1].

Um ponto x € C c R" & dito extremo se ndo existem pontos x', x? € C, tal que x pode ser
escrito como

1-x' + 127, (2.17)

para qualquer 0 < £ < 1.

A expressio (2.17) é denominada combinacdo convexa entre x' e x*>. Em outras pala-
vras, x € um ponto extremo de C se ele ndo pode ser escrito como uma combinagdo convexa de
outros dois pontos de C.

Note que os pontos extremos de uma regido vidavel, geometricamente, sao as interse¢oes
entre as restricdes ndo candnicas, bem como a interse¢ao das mesmas com 0s semi-eixos positi-
vos, isto €, sdo exatamente os vértices da regido delimitada pelas restricdes. Vale ressaltar que o
conjunto formado pelos vértices da regido vidvel para um PPL é um conjunto de cardinalidade
finita.

1

Teorema (Solucoes Basicas x Pontos Extremos)

Considere o PPL em seu formato padrdo e satisfazendo S, e &,. Denote por V ={x €
R": Ax = b; x = 0} sua regido vidvel. Entdo, x é um ponto extremo ou vértice de V se, e somente
se é uma solugdo bdsica vidvel para o PPL.

* Demonstracao

(=) Seja x € V uma solugdo basica, com respeito uma base B € R"*" ¢ aj,--+,aj, as colunas
basicas de A que formam B. Como as coordenadas de x que estdo associadas as colunas nao-
basicas sdo nulas, b € unicamente determinado por:

leaj1+~--+xjmajm:b. (218)

Suponha, por contradi¢cdo, que existam X, X € V, para os quais x = (1 — £)X + tX, para
algum € (0,1). Como x; 20,%;=20,1<j<ne0<t<1l,x;=(1-0Xx;+tX;=20,1<j=<n,
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com xj, =Xj, = Xj; =0,m+1=<1<n, pois x € solu¢do bésica (note que, para m+1=<1<n,
0=xj =(010-1)X;+tXj, e, nesse caso, Xj, = X;, = 0, pois o lado direito da igualdade € dado pela
soma de duas parcelas nao-negativas). Dessa forma, segue, do fato de X, X € V, que

§j1aj1+'“+xjma]’m:b (219)

5Cj1“h+"‘+5cijjm:b- (2.20)

De (2.18), (2.19) e (2.20), conclui-se que xj, = Xj, = Xj,1 =l <m, pois {Aj,: 1=l <=m} €
linearmente independente (b é obtido de maneira tinica como combinacdo linear das colunas
basicas aj,---,aj,, i.€., se existem trés combinagdes lineares dessas colunas resultando em b
entdo as coordenadas correspondentes em cada uma delas devem ser iguais). Portanto, x = x =
X, ou ainda, x € ponto extremo de V pois ndo pode ser escrito como combinagdo convexa de
outros dois pontos distintos de V.

(<) Seja x € um ponto extremo de V. Admita que x possui p componentes ndo-nulas,
denotadas por xj,, -, X ipe Dessa forma,

leajl+---+xjpajp:b, (2.21)

com xj, > 0,1 <[/ < p. Para mostrar que x € solucdo bdsica vidvel € preciso assegurar que
aj, ,A]-p € LI. Ora, se assim nio fosse, existiriam y;,, - ' Vi nao todos nulos, tais que

yjlaj1+---+yjpajp:0. (2.22)
Multiplicando (2.22) por £ € R e subtraindo de (2.21), obtemos
(le—tyjl)Ajl+---+(xjp—tyjp)Ajp:b. (2.23)

Como a igualdade € valida para qualquer valor de #, para que todas as coordenadas da com-

binacdo linear do lado esquerdo da igualdade (2.23) permanecam nao-negativas, ¢ deve ser

. ) . = X . J

incrementado até, no maximo, 6 = mm{y—;’ : ¥j, > 0} Por outro lado, ¢ pode ser reduzido até,
1

. = X; . . ~ ..

no minimo, § = max{y—f,l : ¥j, < 0} para continuar garantindo a ndo-negatividade das mesmas
i1

coordenadas. _

Dessa forma, a escolha de 6 = min{d, ||} implica na viabilidade de X, X € R", definidos
por Xj, = xj, +0yj € Xj, =xj, =0y, 1<l<peX;=X;;=0, p+1=<1=<n. Fazendo yj, =
O,p+1<l<n,segueque x=x+06ye X=x-0y. Além disso,

1 1 1 1

“X+-X==(x+0y)+=(x-06y) =x,

2 TR OOy
o qué € uma contradi¢do, pois x € ponto extremo e, consequentemente, ndo pode ser escrito
como combinagdo convexa entre X € X, uma vez que, por construgdo, X, X € V. Logo, {Aj,:1<
I < p} é linearmente independente. Portanto, p < m e o resultado segue.

2.5 Algoritmo Simplex primal

O método simplex é um método interativo utilizado para se determinar, numericamente,

a solucdo 6tima de um modelo de Programagdo Linear.
Trata-se de uma metodologia que percorre os vértices da regido vidvel, a saber, solug¢des
basicas, em busca de um vértice ou solucdo bdsica vidvel 6tima. Tal procedimento tem seus
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alicerces estruturados sobre o Teorema Fundamental da Programacdo Linear, que assegura a
existéncia de solucdes bdsicas vidveis 6timas se o problema admite solucao (vidvel) 6tima. O
algoritmo Simplex realiza na verdade trés passos que sdo repetidos iterativamente até que a
solucdo Otima seja alcancada. Eles aparecem descritos na sequéncia.

Dada uma solugdo bésica vidvel, associada a uma base, o primeiro passo consiste em
estabelecer um critério de otimalidade, isto €, um critério para a escolha de uma coluna (ou
varidvel) para entrar na base de maneira a diminuir o valor da funcéo objetivo.

De fato, seja x € R” uma solucdo vidvel para o PPL em seu formato padrdo. Entdo,

z=clx= C1X1+ -+ CnXxy. (2.24)

Se x é uma solugdo bdsica, cujas varidveis basicas sdo aquelas associadas aos indices em ¢ =
{j1,-*+, jm}, entdo a igualdade (2.24) fica reduzida a
T, _.T T, _.T To=cTyn=c:ix: 4eeetc: xv: =20
zZ=Cc X=cgXp+cgxny=cgxptcg0=cgxp=cjXxj+--+¢Cj,Xj, =2, (2.25)
onde B representa a base formada pelas colunas de A cujos indices pertecem a _#. Reordenando
as colunas de A segundo os indices associados as varidveis bdsicas e as ndo-bdsicas, o tableu
associado a solu¢d@o bésica x pode ser reescrito como

Xjp Xjpo Xjw o Xjy X 0 Xj, b
1 0 - 0 Vijma  Vjmee = Vijn Y10
0 U 1 Ymjmer VYmjmeo 0 Ymjn VYmo
Segue portanto do tableu que
n
Xjp =Yoo~ Z YijiXji (2.26)
i=m+1
n
Xjp =Ymo— D, YmjXj;- (2.27)
i=m+1

Por outro lado, a substitui¢do de (2.25) a (2.27) em (2.24) resulta em
_ T, _ T T o i Xt e O X . .
Z=C"X=CyXB+CNXN=Cj;Xj; + "+ Cj, Xjp + Cjrpi1 Xjpsr T+ Cjp X,
— . _yn L _yn oy
= ¢jy (V10 = XJs sy Y1jiXji) o+ € (Ymo = XiL iy YmjiiXji) +
FCjmpr Xjmn T+ Cjy Xy, = Cjn Y10+ + Cjiy Ymo*
+[Cler = (€ V1 jmar T Cin Y )] X+

+[cj = (Ciiy1ju+ o+ €y Ymjn )] X
= Cji Y10+ + € Ym0+ (Cj = Zjmar) Xjar + 7+ (€l = Zj) X

onde zj, =¥} | ¢j Vkj, m+1<i<n. Note que
zji:cgajl., m+l<i<n. (2.28)
Lembrando que xj, = yjo = b;,1 < i < m e aigualdade (2.25), vem que
zZ= ch = Z(O) + (ij+1 - ij+1)xjm+l +--- 4 (Cjn - zjn)xjn, (2.29)

com zj;, m+1<i<n, calculado como explicitado em (2.28).

Além disso, segue imediatamente de (2.29) que a entrada de uma coluna (ou uma varia-
vel) ndo-bdsica aj, (xj,), m+1<i< n, nabase s6 produz decréscimo na fungéo objetivo para
0 PPL se o coeficiente cj; — zj, <0, para algum m + 1 < i < n. Portanto, tem-se:
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(01) Se, paraalgum m+1<i<n,cj,—zj, <0 entdo a coluna a;; pode ser elencada para entrar
na base, ou seja, a varidvel x;, pode ser transformada em uma varidvel bdsica.

(02) Se cj;—zj;20,Yi=m+1,---,n, entdo x € uma solugdo bésica 6tima para o PPL. Essa
condicdo é conhecida como critério de otimalidade primal.

Suponha que x € R” é uma solu¢do basica ndo-degenerada e ndo-6tima, associada a
uma base formada pelas colunas cujos indices pertencem ao conjunto ? ={j1,"+*, jm}. Agora,
abordaremos um critério para escolha da coluna a deixar a base, tendo em vista que elencamos
uma coluna de A, que estava fora da base, para entrar na base. Note que

leaj1+---+xjmajm:b. (2.30)

Admita que se deseja trazer a coluna ndo-bdsica aj,, para algum m+1 < g < n para base. Além
disso, existem Vivjgr "> Yimiq € R, tal que

Ajg =VjrjgQjn T T Vimjg Ajm> (2.31)

pois aj,,...,aj, sdo linearmente independentes. Multiplicando (2.31) por 6 = 0 e subtraindo o
resultado de (2.30), segue que:

(xh - 5yjqu) Ajy + (sz - 6yj2jq) Ajp oot (xjm - 5yjqu) Aj, +04j, = Db. (2.32)
Analisando (2.32), temos que

(i) para yjij, <0, para algum 1 < i < m,6 pode ser incrementado sem qualquer limitagdo
superior, pois xj, =68 yj;j, >0,Y6 = 0.

(ii) para yj,j, =0, para algum 1 < i < m, incrementos em § ndo influenciam em xj, =6y;,;, =
Xj; >0

(iii) para yj;j, >0, para algum 1 <i < m, 6 deve ser incrementado até que x;, —6y;,j, =0,
onde 1 < p < m € o primeiro indice para o qual isso ocorre. Ainda nesse caso, conclui-se
que o valor maximo que 6 pode assumir é

. Xji Xjp
6 =min{ ——:yj;;, >0 = , (2.33)
Yiijq Yipiq

e, assim sendo, a coluna Aj, passa a ndo mais figurar em (2.32), dando lugar a coluna
Aj,- A maneira de se calcular §, em (2.33), é denominada teste da razao.

Dessa forma, seja x € R uma solugdo bdsica vidvel para o PPL, com respeito a uma base
B, formada pelas colunas de A com indice em _# = {ji,-++, jm}. Denote por N € R™*"~™ 3
matriz formada pelas colunas de A com indice em ¢ — ¢, onde _# = {1,---,n}. O Algoritmo
Simplex pode ser resumido pelos passos descritos a seguir.

* Algoritmo Simplex Primal

n-m Y . P
P;. Calcule cy—z € R , onde zj, = cgaj,m+1<i<n. Secy—z=0 entdo pare o
algoritmo e retorne x como solu¢@o 6tima, caso contrario, escolha um indice j, € ¢ - ¢,

para o qual ¢j, — zj, <0 e elenque Aj, (qu) para entrar na base.

16



)X g _ X ~
P,. Calcule 6 = mm{y i Viiia > 0}. Seja j, € # o indice para o qual § = ﬁ. Entdo

jjiq

escolha a coluna aj, (x jp) para sair da base.

P3. Efetue a mudanga de base, onde ajg (x jp) entra na base e A i» (x j q) sai da base, atualize

? e retorne ao passo P1.

Vale ressaltar que a mudancga de base indicada em P3 pode ser facilmente obtida realizando-
se operacdes elementares sobre as linhas da matriz ampliada [A|b] do sistema linear Ax = b, ou
seja, sobre as linhas do interior do tableu associado ao problema, como é mostrado no exemplo
que segue.

Exemplo 1: considere o o seguinte modelo de PPL:

max 3x1 + X2 +3x3
s.a X1+2x2+3x3<5
2x1 +2xp +Xx3<6
x1=20, x=0, x3=0

Convertendo para o formato padrao, obtemos:

min. -3x; —X —3x3 +0-x4 +0-x5 +0-xg
S.a 2X1 + X +X3 +X4 =2
X1 +2x +3Xx3 + X5 =5
2x +2Xx +X3 +xX¢ =6

xj=0, 1<i<6.

Calculando z; e ja utilizando o resultado para compor o tableu, segue que:

Z1=c5A;=0-2+0-1+0-2=0
Zp=CpA=0-1+0-2+0-2=0
Z3=chA3=0-1+0-3+0-1=0.

c 3 -1 -3

) 2 1 1

2 1

r3 2 2 1
Cji—2Zj 3 -1 -3

AN N

oo O = O
SO = OO
o|l— O OO

A dltima linha mostra que qualquer uma das colunas A;, A, ou As é candidata a entrar
na base. Seguindo uma perspectiva "gulosa", escolheremos A; (x;) para entrar na base, pois
seu custo € um dos maiores em mddulo. Outras perspectivas podem ser adotadas, como por
exemplo uma escolha que reduza o nimero de divisdes, evitando assim instabilidade numérica
do método. Calculando &, segue que 6 = min{%,%,g} = min{l,3,5} = 1. Como o minimo
ocorre para a razdo dada pelo valor da 1% varidvel basica, que nesse caso € x4, a coluna a deixar
a base € a 4%. Assim sendo, devemos fazer, consecutivamente, L; < %LI,LZ —L,+(-1)L; e

L3z — L3+ (—2)L;. Dessa forma, o tableu é atualizado como
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c 3 -1 3 0 0 0}0»b

1 1 1
r 1 g g El 00 1
3] 0 ) 5 ) 1 04
r3 0O 1 0 -1 014
cj-z [0 3 -3 3 0 0f-

pois,

’ 1 3
ZZZCBA2:—3'E+0'E+O'1:——,

W] W

, 1 5
Z3:CBA3:_3'E+O'§+O'O:__r
T 1 1 3
2= chAy==3:5+0-( | +0- D=2,

Note que apenas As(x3) é candidata a entrar na base. Novamente, calculando 6, segue que
0 =min { i, %} = min{2, §} = %. Como o minimo agora ocorre para a razdo dada pelo valor da
2 2

2% variavel bésica, que nesse caso € x5, a coluna a deixar a base é a 5. Assim sendo, devemos
fazer, consecutivamente, Ly — %LZe

1
Li—Li+|--|L
1 1(2)2

Dessa forma, o tableu € reescrito como

c 3 -1 3 0 0O O01|b»b
r 1 I o 2 I ol
nolo 31 D12 ol
2 5 5 5 5
rs 0O 1 0 -1 0 1|4
cj-z [0 § 0 % 5 0f-
pois,
Zy=CcLA, = 31 33+0 1= 12
2TIBIRT Y Y g "5’

- 3 1 6
a=cyAy==3-2-3:(—C|+0-(-D=—,

; 1 2 3
Z5:CBA5:—3' —g -3 g +0'0:—g.

Como na dltima linha do tableu ¢; —z; = 0,1 < j <6, este dltimo quadro € 6timo. Portanto,
a solugdo 6tima para o modelo inicial € X| = %,XZ* =0ex; = %, com valor 6timo dado por
z*=—(-3-1-1-0-3-3)=3+2 = 21 Além disso, as duas primeiras restri¢des sdo atendidas

sem folga (x} = XZ =0) e a dltima, com uma folga igual a 4 (x; = 4).
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O modelo dual de programacao linear

3.1 Definicao e exemplos

A teoria de dualidade em otimizacdo linear € um componente fundamental e essencial
para compreender a natureza dos problemas. Quando se trata de problemas de maximizagao
ou minimizacao sujeitos a restri¢des lineares, o conceito de dualidade oferece uma perspectiva

complementar do problema original. Nesta se¢do, os conceitos e exemplos aboradados também
foram extraidos e adaptados de [10], [11] e [12].

Seja (P) o problema de programagao linear dado por,

minimizar ijlc]x]
sujeito a Z;?:laijszbi, i=1,---,m,
xj=z0, j=1,---,n.
/S /s /S
onde cj,al.j,bl. eR.

Denote por c € R", Ac R™*" e b e R™ o vetor contendo os custos, a matriz dos coefici-

entes das restricdes e o vetor contendo os termos independentes, respectivamente. (P) pode ser
reescrito no formato vetorial como

minimizar ¢’ x

sujeito a Ax=Db,
x=0,
x € R".

O problema dual (D) do problema (P) € definido como
maximizar Y. b;y;
sujeito a Z;’ilaijyiSCj, j=1,--,n
yi=0, i=1,---,m.

O problema (D) pode ser reescrito no formato vetorial como

maximizar by
sujeito a ATy <c,
y=0, yeR™

Exemplo 2: considere o problema de programacdo linear em seu formato padrao



minimizar c¢Tx

sujeito a Ax=Db,
x=0.

A restri¢do vetorial de igualdade pode ser convertida em duas restricdes vetoriais de
desigualdade
Ax=bo Ax=zbe Ax<bh.

Multiplicando ambos os membros da 2% desigualdade por (-1), o PL pode ainda ser
reescrito como

minimizar c¢'x
sujeitoa Ax=Db

—-Ax=-b
x=0
ou ainda, como
minimizar c¢lx
sujeito a A X = b
) AT < |
x=0

Dessa forma, o dual correspondente € dado por.

maximizar bTu—-bTv
sujeitoa ATu-ATv<g,
u=0,v=0,u,veR™

ou ainda, por

maximizar b (u—-v)
sujeitoa  AT(u-v)<c,
u=0,v=0u,veR™

Fazendo y = u — v, o problema dual pode ser finalmente reescrito como

maximizar b’y
sujeitoa  ATy<c,
yeR™,
Vale observar que se (P) apresenta-se no formato padrdo entdo as varidveis duais sdo livres
(ndo obdecem restrigdes candnicas). De uma maneira geral, as varidveis duais associadas as

restricoes de igualdade no primal sdo livres.
Exemplo 3: considere agora o problema

minimizar —x; —4x; —3Xx3

sujeito a 2X1+2x2+ x3 <4,
2X1+2X2+ X356,
x1=20,x=20,x3=0.
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O mesmo pode ser reescrito como

minimizar —-x;—4x;—3Xx3
sujeitoa —2x1—2x,—x3=—4
—2X1—2Xp—X3=—6
x120,x=0,x3=0.

Seu dual é dado por

maximizar —4y;—6)»

sujeito a —2y1 -2y, =<-1
—2y1 — 2_)/2 <-4
—yl—ygs—?), y120,y220.

Fazendo j; = —y; e y» = — )2, 0 dual é reescrito como

maximizar 4j; —6Jj-

sujeito a 21 +2)p < -1
291 +2)p < —4
J_/l + J_/g < —3,
_}_/1 <0, J_/g <0.

3.2 Aspectos gerais da teoria da dualidade

A dualidade na programacao linear estd intimamente ligada a existéncia de um problema
dual para cada problema primal. O Teorema da Dualidade estabelece que, se uma solu¢@o 6tima
existe para o problema primal, entdo uma soluc¢do 6tima também existe para o problema dual, e
ambos possuem 0 mesmo valor 6timo.

Os problemas primal e dual estdo interligados por meio de correspondéncias entre varid-
veis e restricdes. As varidveis do problema dual correspondem as restri¢des do problema primal
e o contrdrio também € vélido.

Além de oferecer certificados de otimalidade, a teoria da dualidade € fundamental na
interpretacdo econdmica das solu¢des 6timas, fornecendo informacdes sobre custos marginais,
precos sombra e valores de recursos. Ela também € util na andlise de sensibilidade, permitindo
entender como mudancgas nos parametros afetam as solugdes 6timas.

Teorema de Dualidade Fraca
Sejam (P) o problema primal de otimizacao linear em seu formato padrdo e D o dual
correspondente, isto €,

minimizar ¢’ x maximizar bty
(P) sujeitoa  Ax=hb, (D) sujeitoa Aly=<c.
x=0. yeR™,

Sejam x € R" e y € R™ pontos vidveis para (P) e (D), respectivamente. Entao,
cTx=bTy.

* Demonstracao
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De fato, se (x, y) € R” x R é um par primal-dual vidvel entdo

bTy=AnTy=xTATy<xTc=c"x.

A desigualdade segue do fatode x=0e ATy <c.

Teorema de Dualidade Forte
Sejam (P) o problema primal de otimizacdo linear em seu formato padrdo e (D), seu
dual correspondente, isto €,

minimizar ¢’ x maximizar bTy
(P) sujeitoa  Ax=h, (D) sujeitoa ATy<c.
x=0. yeR™,

(i) Se um dos problemas, ou (P) ou (D), possui solu¢do 6étima com valor objetivo 6timo ndo
finito entdo o outro € invidvel.

(ii) Se um dos problemas, ou (P) ou (D), possui solu¢cdo 6tima com valor objetivo 6timo finito
entdo o outro também possui e o valor objetivo 6timo de ambos os problemas coincidem.

* Demonstraciao

De fato, (i) segue como corolédrio imediato do Teorema de Dualidade Fraca. Agora, para (ii),
suponha que (P) possui uma solugiio 6tima x* com valor objetivo 6timo z* = ¢’ x* finito.
Defina o seguinte conjunto

S:{r:tz*—cT

x,w=th-Ax,x=0,t=0;xeR", teR}.
Segue que S é um cone (pois a(r, w) € S, para todo a =0 e (r, w) € S) convexo e fechado. Note
que (1,0) ¢ S. Com efeito, se w = th— Ax = 0, para algum £ >0 e X =0, entdo x = X/ é viavel
para (P) e portanto r/f=z* - c’x <0, 0 qué implicaem r <0. Se w = —AX = 0, para algum
#=0eclx=—1e,ainda, se x € R” é vidvel para (P) entdo x+ ax também o é, Va = 0.

Por outro lado, ¢ (x +aX%) =c'x+ac’x=cx+a-(-1) = cT x— a. Dessa forma, para
a suficientemente grande, o valor objetivo primal ndo pode ser limitado inferiormente, o qué
contradiz o fato do valor objetivo 6timo de (P) ser finito. Isto implica que ndo pode existir X
satisfzendo tais condi¢des. Logo, a afirmacdo que (1,0) ¢ C é verdadeira. Pelo Teorema de
existéncia de hiperplano de separagcdo entre um conjunto convexo € um ponto que nao pertence
a seu fecho, existem (s, y) € R x R, ndo-nulo, tal que

inf sr+wly>s
(r,w)esS
Se existir (r,w) € S tal que sr+w’y <0 entdo a(sr+w’y) — —oo, quando & — +oo.
Mas, a(r, w) € S, para todo a = 0. Isto viola o Teorema de existéncia de hiperplano de separacio
entre um conjunto convexo e um ponto que ndo pertence a seu fecho, pois s ndo assume valor
finito nesse caso. Logo, inf(;, s ST + w! ¥ = 0. Por outro lado, como

0,0)eS

inf sr+wly<s-0+0TA=0
(,w)esS
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Portanto, inf(, ,)es 57+ w’ y = 0 e, como consequéncia, s < 0. Sem perda de generali-
dade, assuma que s = —1. Entdo, existe A € R™ tal que

—r+wlA=0,
para todo (r, w) € S. Aplicando a definicdo de S, segue que
x"(c—=ATA)—tz* +tbTy=0
para todo x = 0,1 =0 (note que ¢’ x = x" ¢ ). Fazendo t =0, segue que ATy <, i.e., y é dual
vidvel. Fazendo ainda x =0 e t =1, segue que b’ y = z*. Mas, pelo coroldrio ¢ do teorema de
dualidade fraca, b’ y < z*. Logo, b” y = z*, 0 que conclui a demonstracio.

Vale enfatizar que alguns pontos da demonstracdo do Teorema de Dualidade Forte sdo
assumidos aqui sem argumentacdo prévia. Dentre eles, destacam-se a convexidade e o fecha-
mento topoldgico do conjunto S, assim como o Teorema de existéncia de hiperplanos de sepa-
racdo entre conjuntos convexos fechados. Contudo, a convexidade e o fechamento topoldgico
de S podem ser verificados de maneira direta, sem a necessidade de introducdo de novos re-
sultados. J4, o Teorema de existéncia de hiperplanos de separacdo entre conjuntos convexos
fechados pode ser encontrado em [10].

Segue também que o dual (D) de um problema de otimizagdo linear em seu formato pa-
drdo, também é um PPL cujas varidveis sdo livres. Além disso, apds andlise de alguns aspectos

do problema dual (varidveis livres, desiguladades, maximizacao), o simplex pode ser facilmente
adaptado para resolver também (D).

Corolario (Dualidade Forte)
Sejam (P) o problema primal de otimizacdo linear em seu formato padrio e (D), seu
dual correspondente, isto €,

minimizar ¢’ x maximizar bTy
(P) sujeitoa  Ax=h, (D) sujeitoa ATy<c.
x=0. yeR™,

. e ) ~ T ~
Se (P) possui uma solugio basica 6tima associada a uma base B entdo y = B~!" ¢ é uma solugio
6tima para (D). Além disso, os valores objetivos 6timos de ambos os problemas coincidem.

* Demonstracao

Sejam x € R" uma solucdo bésica (vidvel) 6tima para (P) e A= [B| N] a particdo 6tima de A
em colunas associada a x, com B € R"*" ndo-singular. Como x = (xp | xy), com xg = B~ b
e Xy = 0 é otima, ry =cy— N TB_ITCB, cujas componentes negativas indicariam as varidveis
nao-bdsicas candidatas a entrarem na base, possui todas as componentes ndo-negativas. Isso
implica que NTB™!" ¢ < cy. Defina y= B! cg. Segue que

1T
Aly=[BTy|NTy] = [CB INTB™! CB] <l[cglen]l =c.
Portanto, ATy < ¢, i.e., y é dual vidvel. Por outro lado
T
bTy =pT (B_ITCB) = (bTB_chB) = gB_lb = chB,

que € o valor objetivo 6timo para o problema primal. Logo, y é uma solu¢do 6tima dual, o que
completa a demonstracao.
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Exemplo 4: considere o problema

minimizar
Sujeito a

primal (P)

—X1 —4JC2 —3)63
2X1+2x2+x3<4

X1+2X2+2x3<6

x120, x=20 x3=0.

Ap6s a adigdo das varidveis de folga, o tableaux associado a P, reescrito no formato padrdo, é

n |2 2 1 1 0|4
|1 2 2 0 1]6
ci—zj|-1 4 -3 0 00

onde r e rp representam os coeficientes da 1 e 2 restri¢do, respectivamente, ¢; a componente
de c associada a j-€ésima varidvel ndo-basica e z; o produto interno entre as componentes de ¢
associadas as varidveis basicas e a j-€sima coluna ndo-basica do tableaux. Os tableaux’s que
seguem com a aplicacdo do simplex sdao

r 1 1 1/2 1/2 0|2
o -1 0 1 -1 12
C]'—Zj ‘ 3 0 -1 2 0|8
e, finalmente,
rn 3/2 1 0 1 -1/2| 1
T2 -1 0 1 -1 1 2
ci—zj| 2 0 0 1 1 [10.

A solugdo 6tima para (P) é x; =0,x2 =1 e x3 =2, com valor 6timo -10 . Agora, multiplicando-
se as restri¢des de (P) por -1 , como segue

minimizar —x; —4x, —3Xx3
Sujeito a —2X1—2Xp—x3=—4
—X1 —2Xx2—2x3=—-6
X120, x=0 x3=0,
o dual (D) € dado por
maximizar —4y; —6)»
sujeito a -2y1—y2<-1,
—2y1-2y2=—4,
—y1—2y2=-3,
=z 0, Vo= 0.

O valor 6timo de (D) € atingido em y; =1, y, =1 e é também igual a -10, como mostra a Figura
(3.1).

3.3 Algoritmo Simplex dual

A seguir, apresentamos o esquema associado ao Algoritmo Simplex dual. A formulacao
detalhada do mesmo pode ser encontrada em [11].

* Algoritmo Simplex Dual
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p,.

B funcgao objetivo

H restricéo 1

B restricdo 2
restricao 3

regido viavel \
| | g e |
‘ b 2 3
o

Figura 3.1 — Grafico do valor 6timo

~ > ~ P ‘o 7
Dada uma solugdo dual vidvel xp, se xp = 0 entdo xp € primal 6tima e y = B Vg
€ a solugdo dual 6tima correspondente. Caso contrério, selecione alguma componente
xgi <0 de XB.

. Se yij=0,j=1,---,n, entdo o valor 6timo do dual € infinito e, portanto, (P) € invidvel.

Se y;; <0 para algum 1 < [ < n, entdo defina

2k — Ck . %€
€= :m}n{ / ]:yij<0 .
Yik J Yij

. Construa uma nova base B, substituindo a; por ay. De posse B, calcule a solucdo basica

vidvel dual correspondente xz e retorne ao passo Pj.
Exemplo 5: considere o problema

Minimizar 3x; +4x, +5x3

Sujeito a X1 +2x5+3x3=5
2xX1+2x+x3=6
x1=20,x=0,x3=0.

Multiplicando as desigualdades por -1 e introduzindo varidveis de folga obtem-se o seguinte

tableux

c 34 5 00
r -1 -2 31 0|-5
2 2 -2 -1 0 1]-6
C]'—Z]' 3 4 5 0 O

A base corresponde a uma solugdo dual vidvel, pois ¢; —zj = 0. O proximo passo € Selecionar
algum xp; < 0, por exemplo x5 = —6, para sair da base. Note que ¢y = min{-3/ —-2,-4/ —
2,—5/ -1} = 3/2. Dessa forma, a coluna a substituir a coluna bdsica as € a coluna a;. A partir
dai, procedemos a mudanga de base.

c 3 4 5 0 0
r 0 -1 -5/2 1 -=1/2|-2
T 1 1 1/2 0 -1/2| 3
Cj—zj 0 1 7/12 0 3/2
Agora x;, = —2 € a unica escolha para sair da base. Além disso, €p = min{—-1/—-1,-7/2 +

—-5/2,-3/2+—-1/2} = 1. Dessa forma, a coluna a substituir a coluna basica a4 é a coluna a,.
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Procedendo novamente a mudanga de base, temos o tableux

c 34 5 0 O

n 0O 1 5/2 -1 1/2

o 1 0 -2 1 -1 |1
C]'—Zj 0 O 1 1 1

O ultimo tableux produz uma solucdo vidvel para o primal que, portanto, é 6tima. A saber,
X1 = I,X2 :Z,X3 =0.

3.4 Algoritmo simplex primal-dual

Na presente secao, também optamos por apenas sintetizar o Algoritmo Simplex primal-
dual, sem abordar detalhes de sua formulacio, tendo em vista que nosso objetivo € explicitar
as técnicas e metodologias que implicitamente figuram na sintese de problemas de otimizagdo
linear inteira. De maneira andloga a ressaltada na secao anterior, a formulacdo detalhada do
algoritmo Simplex primal-dual pode ser encontrada também em [11].

Novamente, considere o PPL em seu formato primal padrao:

minimizar clx
(P) sujeito Ax=Db
x=0

e o seu dual correspondente
maximizar bTy
sujeito  ATy<ec.

(D)

Em se tratando de restricdes de desiguladade, um dos pontos mais importantes em oti-
mizagdo para o estabelecimento de condicdes de otimalidade, seja no caso linear, seja no nio-
linear, € a introdugdo do conceito de restri¢ao ativa. As condi¢des de KKT estabelecem que
neste caso apenas as restri¢cdes ativas devem ser levada em consideragao na sistese de condicoes
de otimalidade para um ponto. Em outras palavras, sob a presenca de restricdes de desigual-
dade, um ponto serd considerado um candidato a solucdo 6tima se satisfaz as condicdes de
Lagrange pois apenas as restricOes ativas assumem papel determinante em sua caracterizagao.

Seja y € R™ uma solugdo dual vidvel, isto é, ATy < c. A i-ésima restricdo a] y < ¢; é
dita ativa em y se aiT ¥y = ¢, onde a; é a i-ésima coluna de A.

O resgate do conceito de restri¢ao ativa se dd claramente com base no modelo dual,
associado ao modelo primal de otimizagdo linear, tendo em vista que 0 mesmo contém apenas
restricoes de desigualdade em sua formulagdo.

Agora, denote por £ (y) c {1,---,n} o conjunto de indices para os quais al.T y = c;i. De-
corre imediatamente do conceito de restricao ativa que se i ¢ .#(y) entdo al.T ¥y <cj.

Admitindo ainda que y € R uma solugdo dual vidvel, defina o seguinte problema primal
restrito associado (PPRA):

minimizar e’ w
(PPRA) sujeito Ax+w=>b
x=0ex;=0, parai¢ . ?(y)
y=0,
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onde e € R™ é tal que e = (1,1,---,1)7. O problema dual restrito (PDRA), correspondente ao
(PPRA), ¢ dado por

maximizar u’b
(PDRA) sujeito alu<0, i¢s(y)
usl.

As condicdes de otimalidade para o algoritmo Simplex primal-dual podem ser expressas de
acordo com o seguinte teorema:

Teorema

Suponha que j é dual vidvel e que o par (X, w) € R™"™ com w =0, € vidvel para o
problema primal restrito associado a y. Entdo (%, y) € um par primal-dual 6timo para o problema
primal original e seu dual correspondente.

* Demonstracao

Note que se w = 0 entdo % & vidvel para o primal. Além disso, ¢”% = (AT7)" %, pois ATy = ¢
para as componentes de ¢ correspondentes as componentes nao-nulas de X (note que, para
i€ (), alx=cje parai¢ #(y), al =0, pois X; = 0). Logo, ¢’ x = (AT9)" % = T (A%) =
J"/Tb =pT y e, pelo Teorema de Dualidade Fraca, o resultado segue.

E importante enfatizar que o método primal-dual inicia com uma solucdo vidvel para o
dual e, entdo, otimiza o problema primal restrito associado. Se a solu¢do do problema primal
restrito associado € invidvel para o primal entdo a solu¢@o dual € melhorada e um novo problema
primal restrito associado € construido.

* Algoritmo Simplex Primal-Dual

P;. Dada uma solugdo yy dual vidvel, faca k = 0.
P,. Escreva o problema primal restrito associado a solu¢do yy.

P3. Determine uma solug¢do para problema primal restrito associado. Se o valor 6timo do
problema € igual a zero entdo a solugdo obtida é 6tima para o problema primal original,
pelo tltimo teorema.

P,. Se o valor 6timo do problema primal restrito associado € positivo entdo obtenha do ta-
bleux simplex final para o problema primal restrito associado a solu¢do uy para seu dual
(dual do problema primal restrito associado). Se u,{a j<0,paratodo j=1,---,n, entdo o
primal € invidvel.

Ps. Por outro lado, se u,{al > 0, para algum 1 < 1 < n, entdo defina um novo vetor dual vidvel
Yit+ 1=y +epuy,
— min : vyl . T .- ulg. —
onde € = min; {(c; -y a;) /u, a;: ula; >0}, faca k = k+1 e retorne ao passo Py .

Exemplo 6: considere o seguinte PL. em seu fromato padrao
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minimizar 2x; + Xo +4x3

sujeto X1+X2+2x3=3
2X1+x2+3x3=5
x1=20,x=0,x3=0.

Para este caso, introduzimos varidveis artificiais x4 € x5 ao problema, isto &,
minimizar 2x; +x; +4Xx3

sujeto X1 +Xy +2Xx3 +Xx4 =3
2xX1 +Xx2 +3x3 +x5 =5

x120, x=20 x3=20, x4=20, x5=0.

Como os coeficientes da fun¢@o objetivo sdo ndo-negativos, y = (0,0) é dual vidvel pois
ci—z;=0,parai=1,2,3, onde z; = cgai. Dessa forma, iniciamos o tableux simplex primal-
dual como

ay dy das b

8 - 1 1 2 10 3

T2 - 2 1 3 01 5

i-% — -3 -2 -5 0 0 -8
ci—aiTy - 2 1 4

onde ¢ € o vetor de custos do problema primal restrito associado e Z = 5§a,-.

As colunas a; admissiveis para entrar na base sdo as relacionadas as restricdes ativas
em )o. Essa relacdo € encontrada para as colunas associadas aos elementos nulos da ultima
linha (aiT Yo=¢Ci©Ci— aiT Yo= 0). No exemplo, como ndo hd elementos nulos na dltima linha,
nao hd restri¢des duais ativas em yo = (0,0). Portanto, ndo € possivel reduzir o valor 6timo do
problema primal restrito associado e a solu¢do 6tima associada a yp, € x1 =xp =x3=0,x4=3 ¢
x5 =5. A solucdo 6tima dual para o dual do problema primal restrito associado € 1y = B_1T53 =
Icg=(1Q,1 e al.Tuo,i =1,2,3, sdo os valores simétricos dos 3 primeiros elementos na 3¢ linha
do tableux.

Dessa forma, deve-se computar €y = min; {%, %,% = % Isso produz y; = yp+€p- up =
0,0) + % -(1,1) = (%, %) e 0 novo tableux associado a y; é dado por

ay dy das b

n - 1 1 2 10 3

2 - 2 1 3 01 5

¢-%2 — -3 -2 -5 0 0 -8
a-aln = 0 3

Agora, tem-se o tableux associado a solucdo y;. Nesse caso, a varidvel x, é candidata a
entrar na base, pois ag ¥1 = Co.
Como Smin = {%, %} =3, x4 sai da base. Segue daf que

ay dp ds . b

n - 1 1 2 1 0 3

2 - 1 0 1 -1 1 2

Gi-%2 — -1 0 -1 2 0 -2
amaln — 1 0 3
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Como ndo ha mais colunas candidatas a entrar na base nessa etapa, a solucdo 6tima
para o novo problema primal restrito associado € x; = x3 = x4 =0,x2 =3 e x5 = 2. A solugdo
‘o . . . . T« ~
6tima dual para o dual do problema primal restrito associado é u; = B~! éz = Iég = (0,1) e

aiT uy,i=1,2,3 sdo os valores simétricos dos 3 primeiros elementos na 3¢ linha do tableux.
13
Dessa forma, deve-se computar €; = mini{%, l} = % Isso produz y, = y1 +€1-uy =

(3,3)+3-(0,1)=(3,1) e 0 novo tableux associado a y, é dado por

ay dp dads b

n - 1 1 2 1 0 3

) - 1 0 1 -11 2

G-z — -1 0 -1 2 0 =2
c,-—aiTyl - 0 0 1

Agora, tem-se o tableux associado a solucio y,. Nesse caso, a varidvel x; é candidata a
entrar na base, pois alT Yo = C1.

Tableux simplex primal-dual (exemplo) Como O pin = %, %} = 2, x5 sai da base. Segue
dai que

ay dp ds . b

r - 0 1 1 2 -11

o - 1 0 1 -1 1 2

Ci—Zi - 0 0 0 1 1 0
ci—ajyy — 0 0 1

Como a solugdo primal € vidvel, segue que ela ¢ também 6tima, isto €, x; =2,x; =1e
x; =0.
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Programacao Linear Inteira

4.1 Programacio Linear Inteira

4.1.1 Definicao e aspectos gerais de otimizacio linear inteira

Os problemas de otimizagdo linear inteira mantém a mesma estrutura dos problemas de
otimizacao linear convencionais. No entanto, € crucial ressaltar uma caracteristica distintiva:
as restri¢des aplicadas as varidveis exigem que todas sejam expressas apenas como ndmeros
inteiros. Isso implica que apenas solucdes vidveis que contém varidveis com valores intei-
ros sdo consideradas aceitaveis para essa categoria de problema. A programacao inteira pode
ser categorizada como pura, onde apenas varidveis inteiras sdo utilizadas, ou mista, onde uma
combinacdo de varidveis inteiras e fraciondrias é empregada. Além disso, um problema de
programacdo linear inteira pode ser bindrio, conforme definido por [24], no qual as varidveis
de decisdo tém valores restritos a 0 ou 1. Esta secdo abordara os conceitos fundamentais da
programacdo linear inteira que estio diretamente ligados aos objetivos da pesquisa.

Exemplo 7: para seguir a abordagem delineada por [23], o problema subsequente, ex-
traido do mesmo texto, serd considerado inicialmente.

Maximizar z=x7—3xy—4Xx3

2X1+X2—Xx3<4

4x1 —3x2<2
3xX1+2x+x3<3

sujeito a x1=0
X2=0

x3=0

X2, X3 € Z.

Segundo [23], o problema restringe x, e x3 a valores inteiros ndo negativos, enquanto
que x; pode assumir qualquer valor real ndo negativo.

Imaginemos a solucdo ignorando as restri¢des de integralidade. Para isso, o problema
serd considerado como sendo de programacdo linear. Caso a solucdo obtida forneca valores
inteiros para todas as varidveis de decisdo com restri¢cao de intregalidade, temos o problema ori-
ginal também resolvido. Porém, se alguma varidvel com restri¢des de integralidade asume valor
fraciondrio na solucdo do problema linear, quando deveria ser inteira, instintivamente tenderia-
mos a arredondar o valor para o inteiro mais proximo de maneira a garantir ainda a viabilidade



imposta pelas restricoes do problema. Infelizmente este procedimento fornece solugdes inteiras
distantes do 6timo. Para melhor compreensao, considere um outro exemplo destacado em [23]:

(P): maximizar z=x1+19x
X1 +20x, <50
X1+ Xx2<20
x1=0
X1, X2 €7Z.

sujeito a

Relaxando as restri¢cdes de integralidade das varidveis x, € x3, o problema (P) se torna:

(P) : maximizar z=x;+19x,

x1+20x2 <50
X1+ Xx2<20
x1=0
Xo = 0.

sujeito a

Como (P) é um problema de otimizacdo linear, ele pode ser solucionado através do
método simplex. O método Simplex é um procedimento iterativo que pode ser executado ma-
nualmente, para problemas de pequeno porte embora, para problemas de médio e grande porte,
seja mais conveniente a utiliza¢do de pacotes computacionais consolidados no mercado, alguns
deles com licenca gratuita para pesquisas académicas, ou a propria implementacdo do algo-
ritmo.

No exemplo explicitado, aplicando o Simplex ao problema (P), a despeito de resolvé-lo
graficamente, tendo em vista que se trata de um problema com apenas duas varidveis, segue que
a solugdo otima obtida € dada por xj = 18.421052631579, x; = 1.5789473684211, com valor
6timo z* =48.421052631579.

Sabendo que o valor 6timo para (P) ndo deve ser superior a z* = 48.421052631579,
tendo em vista que seus pontos vidveis, além de possuir apenas coordenadas inteiras, devem
pertencer a regido vidvel do problema relaxado (P), o arredondamento dos valores de x; e x;
para 18 e 2, respectivamente, produziria um ponto invidvel para (P) pois a primeira restri¢ao
nao candnica deixaria de ser atendida. Por outro lado, o truncamento dos valores de xf e
x, para 18 e 1, respectivamente, resultaria em um valor objetivo igual a 37. Porém, o valor
6timo de (P), usando uma técnica bastante disseminada para resolucdo de problemas inteiros,
conhecida como branch and bound, é igual a 48 e este valor estd associado ao ponto (10,2). Isso
mostra que ambos os procedimentos, arredondamento ou truncamento de valores fraciondrios
para variaveis inteiras, ndo levam ao 6timo do problema inteiro. Mais especificamente neste
caso, o arredondamento pode inclusive resultar em pontos invidveis para o problema.

4.2 Modelos lineares inteiros binarios e mistos

A otimizacao inteira constitui uma area fundamental na otimizac¢ao, dedicada a proble-
mas nos quais as varidveis de decisdo devem ser numeros inteiros. Dentro dos diversos tipos
de modelos lineares inteiros, dois se destacam: bindrios, onde as varidveis s6 podem assumir
valores bindrios (0 ou 1), e os mistos, que combinam varidveis inteiras e continuas.
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4.2.1 Modelos binarios

Os modelos inteiros bindrios sdo uma ferramenta essencial na modelagem matematica,
empregados em uma ampla gama de aplicacdes. Esses modelos representam situacdes onde
as varidveis de decisdo sdo restritas a assumir valores bindrios O ou 1. Eles desempenham um
papel crucial em problemas que envolvem decisdes discretas, como na alocac¢do de recursos,
planejamento de rotas, design de redes, entre outros. A natureza bindria desses modelos per-
mite representar de forma eficaz escolhas mutuas excludentes ou decisdes ’sim/ndo’, agregando
simplicidade e poder na solucio de problemas complexos.

Em [2], é destacado um exemplo cldssico de um modelo linear inteiro conhecido como
problema da mochila. Também conhecido como knapsack problem, o problema da mochila
se destaca por sua estreita relacdo com diversos problemas de otimiza¢do. Em linhas gerais, o
problema consiste em maximizar o valor dos itens carregados em uma mochila, sem ultrapassar
o limite mdximo de peso suportado por ela. Segundo [3], Dantzing possivelmente foi o primeiro
pesquisador a documentd-lo na literatura, e desde entdo, o problema tem sido um marco nas
técnicas de programacgdo inteira, otimizacado combinatéria e programacao dindmica. Além de
sua importancia matematica, o modelo em si tem aplica¢Oes diretas em situagdes praticas.

O problema da mochila pode ser formulado da seguinte forma:

n
(PM) Maximizar z = Zl CjXj
]:

sujeito a:

n
Z W;iX; <b
j=1

xjz0e¢ inteiro.

onde x; representa o nimero de objetos do tipo j selecionados para serem incluidos em uma
mochila, representada pela restricio do modelo. A mochila possui uma capacidade total de b
unidades. A varidvel c; representa o valor econdmico de cada item, ew;, o peso do item. Na
literatura correlata, utiliza-se, sem qualquer perda de generalidade, os coeficientes das restri¢des
também inteiros. Nesse caso:

n
Y wi>bewj<b,j=1,...,n
=

Considerando que exista apenas um objeto de cada tipo para ser escolhido, define-se
0 problema da mochila 0-1, em que a restri¢do da varidvel inteira € substituida por x; € {0, 1}.
Denominaremos essa formulacao de (PM1). O problema assim definido é também muitas vezes
denominado de problema da mochila unidimensional (por possuir apenas uma restri¢ao tipo
mochila).
n
(PMI) Maximizar z = Z CjXj
j=1
sujeito a:
n
Z WiXj = b
j=1
xje{0,1} j=1,...,n

Um caso particular bastante conhecido para o problema (PMI) é aquele em que as
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variaveis de decisdo sdo inteiras e limitadas em certos valores maximos. Esse problema é deno-
minado da mochila, com limites, (PML) e pode ser formulado do seguinte modo:

n
(PML) Maximizar z = Zl CjXj
]:

sujeito a:
n
ZWijSb
j=1
x]'Slj jZl,...,I’l
xj€%+

Os limites impostos pelos valores [; ndo permitem que a mochila seja preenchida com uma
quantidade qualquer de objetos x;.

O (PM) é NP-dificil (ver Garey e Johnson [1979]). J4 o problema da mochila linear, ou
seja, aquele em que as varidveis sdo continuas, pode ser solucionado de modo extremamente
eficiente, em O(n) (complexidade linear), onde 7 representa o nimero de varidveis do problema,
podendo uma solug@o ser computada tanto usando Simplex, quanto através do método de pontos
interiores, introduzido por Kamarkar, aplicado a resolucio de problemas lineares.

O modelo da Mochila talvez seja um dos problemas de otimizacdo em que fica mais
evidente a diferenca entre determinar uma solucao quando as varidveis ndo sao inteiras e depois
que passam a assumir a restricdo de integralidade.

4.2.2 Modelos inteiros mistos

Os modelos lineares inteiros mistos constituem uma classe crucial de problemas de oti-
mizacdo que envolvem varidveis inteiras e continuas. Essa categoria de modelos permite a
representacdo de situagdes do mundo real onde decisdes discretas e continuas estdo interliga-
das. Suas varidveis podem ser restritas a assumir valores inteiros ou continuos, oferecendo uma
representacdo mais precisa de uma ampla gama de problemas complexos. Essa abordagem hi-
brida encontra aplicabilidade em diversos campos, desde logistica e planejamento de produgao
até finangas e engenharia (Hillier and Lieberman, 2001) [25].

Por exemplo, no planejamento de rotas, pode-se utilizar esses modelos para determinar
as melhores rotas para entrega, considerando restricdes como capacidade de carga dos veiculos
e hordrios de entrega. Além disso, na alocacdo de recursos em empresas, os modelos intei-
ros mistos sdo usados para otimizar a alocagdo de mao-de-obra e maquinas para maximizar a
producao.

Um exemplo classico € o problema de corte de estoque [25]. Ele estabelece que uma
empresa produz rolos de papel de diferentes larguras, e o objetivo é determinar quantos rolos de
cada largura devem ser cortados de rolos-mae, de largura fixa, de modo a satisfazer a demanda
por rolos de diferentes larguras e, a0 mesmo tempo, minimizar o desperdicio de material.

Suponha que a empresa produza rolos-mae de largura W polegadas e precise atender a
pedidos de rolos de larguras [; polegadas, i =1,...,m . A empresa quer minimizar a quanti-
dade total de rolos-mde usados no processo de corte para atender a demanda. A formulagdo
deste problema como um problema de programacao linear inteira mista requer a decisdo de
determinar a quantidade de rolos de cada largura a serem cortados dos rolos-mae, levando em
consideragdo as restrigdes de largura e buscando minimizar o desperdicio de material. As va-
ridveis inteiras sao utilizadas para definir o nimero de rolos cortados de cada rolo-mae, a fim de
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atender a demanda. Denote por x;; a quantidade de j-ésimo rolo que serd usada para atender a
demanda de largura [; e por d;, a quantidade demandada de rolos de largura ;. A formulagdo
do problema € a seguinte:

Minimizar Z Xij (Minimizar o nimero total de rolos-mae usados)
J
sujeito a:
YolicxijsW para todo rolo-mie j
i
Z Xij=d; para todo tipo de rolo demandado i
j
X;j=0 e inteiro paratodo i, j

O problema pode ser resolvido formulando-o com varidveis inteiras que representam
as quantidades de padrdes de corte e, em seguida, empregando algum mérodo de enumeracdo
implicita ou de planos de corte 5] para encontrar a solucao 6tima.

4.3 Método de enumeracio e planos de corte

4.3.1 Meétodos de enumeracio - aspectos gerais

Em [26] vérios métodos de otimiza¢do combinatéria sao abordados, incluindo o método
de enumeracdo. Especificamente, este método é uma abordagem exaustiva que consiste em
listar todas as possiveis solugdes vidveis para um problema e, em seguida, seleciona a melhor
delas com base em algum critério de otimalidade. No contexto de otimiza¢do combinatdria, o
método de enumeracio € frequentemente utilizado para encontrar a solu¢do 6tima ou uma boa
aproximacao para problemas de pequeno a médio portes, uma vez que a busca exaustiva pode se
tornar computacionalmente invidvel para problemas de grande porte devido a sua complexidade
exponencial.

Um exemplo cldssico que utiliza o método de enumeracdo € o problema do caixeiro-
viajante, visto em [2] no qual um viajante precisa visitar um conjunto de cidades uma unica
vez, voltando ao ponto de origem, e o objetivo € encontrar o caminho mais curto possivel. Para
o problema do caixeiro-viajante de pequeno porte, o método de enumeracio pode ser aplicado
para encontrar todas as permutacdes possiveis das cidades e calcular o comprimento de cada
rota afim de determinar a mais curta. No entanto, a medida que o nimero de cidades aumenta, o
nimero de permutacdes a serem avaliadas cresce exponencialmente, tornando essa abordagem
impraticavel para problemas de grande porte.

De acordo com [2], o problema do caixeiro-viajante pode ser formulado da seguinte
forma:
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n n
Minimizar z = Z Z cijxij
j=li=1
sujeito a:

n

injzl Vj€N
i=1

n

Y xijj=1 VieN
j=1

Y xj<ISI-1 VYScN
i,jes
xije{O,l} Vi,jEN

Onde a varidvel bindria x;; assume valor igual a 1, se o arco (i, j) € A for escolhido
para integrar a solucdo, e 0, caso contrdrio, e S é um subgrafo de G, em que |S| representa sua
cardinalidade. Nessa formula¢do assumimos implicitamente que x;; ndo existe, que teremos

n(n—1) variaveis inteiras 0— 1 e que o nimero total de restri¢des € de ordem O (2"). O conjunto
de restri¢cdes determina a eliminacgdo desses circuitos pré-hamiltonianos (caminhos que visitam

todos os vértices de um grafo exatamente uma vez, exceto pelo vértice de partida, que € visitado
duas vezes).

As equagdes em |S| tornam os circuitos pré-hamiltonianos ilegais. A Figura mostra que a
restricdo para |S| = 5 elimina circuitos pré-hamiltonianos com cinco vértices da seguinte forma:

X15+ X54 + X49 + X9g + Xg1 <4

Xo3 + X310 + X108 + X72 + Xg7 < 4

z xli.- =D
I

2 =|56]-1=4

(a) solugao ilegal (b} restricdes associadas

Figura 4.1 — Restricoes de cardinalidade para o problema do caixeiro viajante. Extraido de [2],
em 09/12/2023.

Para cada circuito pré-hamiltoniano possivel, € necessdria uma restrigao do tipo }_; jes Xij <
IS|-1, VSc N, justificando-se assim um total de restri¢des da ordem O (2").
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Essa formulacdo destaca um importante aspecto do problema do caixeiro viajante, que
¢ sua natureza combinatéria. Pela formulagao fica claro que solucionar um problema com essa
estrutura é determinar uma certa permutagao legal de custo minimo. A formulagao apresentada
em [2] também auxilia no entendimento da ligacdo desse problema aos problemas de sequenci-
amento de operagdes, tdo comuns em manufatura.

4.3.2 Planos de corte - aspectos gerais

Os planos de corte sao usados em métodos de otimizagdo [12], como o algoritmo Branch
and Bound, para reduzir o espaco de busca. Eles sdo restri¢des adicionais que podem ser acres-
centadas ao problema para eliminar ou reduzir o nimero de solucdes a serem consideradas.
Os cortes sdo normalmente desigualdades lineares que eliminam parte do espaco de busca,
tornando-o menor e, portanto, mais facil de explorar. Eles ajudam a evitar que o método de
enumeracgao explore dreas do espaco de solu¢do que podem nao conter uma solucao ideal.

Um exemplo cléssico, visto em [25] seria o Problema da Mochila. A seguir, € apre-
sentado um exemplo simples usando a técnica de planos de corte para resolver o Problema da
Mochila:

Exemplo 7: Suponha que temos uma mochila com capacidade mdxima de 15 unidades
de peso e os seguintes itens:

e Jtem 1: Peso =12, Valor = 4
e Jtem 2: Peso =2, Valor =2
e Item 3: Peso = 1, Valor =2

e Item 4: Peso = 4, Valor = 10

|Fal

planos de corte.py® x

ochila)

mochila_planos_corte()

Figura 4.2 — Problema da mochila no Python
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A Figura 4.2 apresenta um cédigo para resolver iterativamente o problema da mochila,
adicionando planos de corte quando a solucdo atual nao é 6tima, restringindo a busca por solu-
coes melhores.

Para modelar problemas de programacao linear, utiliza-se o Python, e suas diversas
bibliotecas como PuLP, Gurobi, CPLEXou SciPy. Elas oferecem suporte para a formulacdo e
resolucao de problemas de programacao inteira e mista, permitindo a aplicacdo de métodos de
enumeracao e planos de corte para encontrar solu¢des 6timas ou aproximadas.

4.3.3 Branch and Bound

O método conhecido como Branch-and-Bound, de acordo com [2] é fundamentado na
ideia de realizar uma enumeracao inteligente dos pontos que podem ser solucdes Gtimas inteiras
para um determinado problema. O termo branch refere-se a realizagdo de particdes no espago
das solugdes. Por outro lado, o termo bound enfatiza a utilizacao de limites calculados durante
a enumeracao para comprovar a optimalidade da solugdo.

O funcionamento do método, que pode ser encontrado em [27] consiste inicialmente
em considerar o espaco de solu¢des do problema. Ele comeca com uma solugdo relaxada ou
parcial e cria subproblemas dividindo o espago de solu¢des em subconjuntos menores, chama-
dos de "nés"ou "ramos". Em seguida, o algoritmo explora os nds em uma arvore de busca,
geralmente comegando pelo né raiz, que representa o espaco de solucdo completo. Cada né
gera subnds correspondentes a novos subproblemas. Ao avaliar os subnds, o algoritmo pode
utilizar técnicas de poda para cortar ramos que sdo improvaveis de encontrar uma solucao ideal.
Isso € feito usando limites superiores (se uma solu¢do parcial nao pode ser melhorada) e limites
inferiores (se uma solucdo parcial ja € pior que a melhor solucdo conhecida). O processo conti-
nua, dividindo o espaco de solu¢gdes em subespagos menores e explorando cada n6 da drvore de
busca, descartando ramos ndo promissores. O algoritmo termina quando todos os ramos foram
explorados ou quando € atingido um destino de parada, retornando a solu¢ao 6tima ou a melhor
solucdo encontrada. Um exemplo em que pode ser usado o método € o problema do caixeiro
viajante, visto anterioemente na subsecdo 4.3.1.

4.3.4 Método de Gomory

O método de Gomory, introduzido por Ralph E. Gomory na década de 1950, destaca-
se como uma técnica valiosa na resolu¢do de problemas de programacao linear inteira (ver
[27]). Em tais problemas, as varidveis de decisdo sdo limitadas a nimeros inteiros, aumentando
significativamente a complexidade em relacdo aos problemas de programacao linear conven-
cionais. Este método representa uma abordagem essencial para lidar com restricdes lineares
que envolvem varidveis inteiras, especialmente quando solu¢des fraciondrias surgem durante a
otimizacao. Seu objetivo principal é converter solu¢des fraciondrias em solugdes inteiras, refi-
nando progressivamente o espaco de busca até alcancar a solug¢do 6tima. Ele estd fundamentado
no conceito de cortes de Gomory, os quais sdo planos de corte incorporados ao problema para
eliminar solucdes fraciondrias indesejdveis. Esses cortes derivam-se dos conhecidos cortes de
Gomory, que consistem em desigualdades lineares capazes de restringir as solugdes a valores
inteiros.

Em [27], s@o apresentados diversos exemplos ilustrativos do método de Gomory. Um
exemplo tipico seria a resolucao de um problema de programacdo linear inteira onde as solu-
coes fraciondrias sao um desafio. Durante a execu¢do do método, solugdes fraciondrias sdao

37



verificadas, e se encontradas, sdo adicionados cortes de Gomory para reduzir o espaco de busca
até que uma solucdo inteira 6tima seja alcancada.

Além disso, o método de Gomory é amplamente aplicdvel em problemas de programa-
cdo linear inteira, incluindo o problema de alocagdo de salas de aula. Em geral, quando um
problema possui restri¢des lineares e varidveis de decisdo que precisam ser inteiras, o método
de Gomory pode ser utilizado para converter solucdes fraciondrias em solugdes inteiras. No
caso especifico da alocagdo de salas de aula, onde as varidveis de decisdao podem representar
a alocacdo de aulas em salas com capacidades especificas, o0 método de Gomory poderia ser
usado para garantir que as solugdes encontradas sejam solucgdes inteiras vidveis, respeitando
as restricoes de capacidade das salas, os hordrios das aulas e outras restricdes relevantes ao
problema.

4.3.5 Branch and cut

O método Branch and Cut é uma extensao do método Branch and Bound, utilizado para
resolver problemas de programacao inteira mista. Ele combina a estratégia de divisdo e poda
(Branch and Bound) com a aplicagdo de cortes adicionais (cuts), que sdo desigualdades vélidas
que restringem o espago de busca do problema.

O processo de funcionamento do método Branch and cut se inicia da mesma forma
que o Brand and Bound, dividindo o espaco de solu¢des em subespacos menores. Além da
estratégia de divisdo, o método incorpora uma geracdo de cortes que sdo desigualdades vélidas
para restringir o espaco de busca. Essas secdes sdo ampliadas ao problema para remover dreas
do espaco de solugc@o que nao contém uma solucgao ideal. O algoritmo continua a explorar os nés
da arvore de busca, aplicando cortes e podas para eliminar ramos ndo promissores. Diferentes
tipos de cortes podem ser usados, como cortes de Gomory, cortes de cobertura, cortes de clique,
entre outros, dependendo do problema em questdo. O método continua o processo até encontrar
a solucdo 6tima ou até um sorteio de parada a ser atingido.

Um problema comumente abordado em [25] usando o método Branch and Cut € o Pro-
blema de Roteamento de Veiculos. Neste problema, uma frota de veiculos precisa visitar um
conjunto de clientes, minimizando a distincia total percorrida por todos os veiculos. O método
em questdo pode ser aplicado da seguinte maneira:

* Branching: No problema de roteamento de veiculos, 0 método pode comecar com uma
formulacdo de programacdo inteira que define as rotas para os veiculos. Ele pode dividir
as rotas em subrotas menores ou em diferentes atribuicdes de clientes para diferentes
veiculos.

* Corte (Cutting): Os cortes podem ser adicionados para eliminar solu¢des invidveis, como
rotas que excedem a capacidade dos veiculos ou rotas que nao visitam todos os clientes.

* Heuristicas: Assim como no problema do caixeiro viajante, heuristicas podem ser usadas
para acelerar a busca por solugdes vidveis.

Branch and Cut € um método poderoso para resolver problemas de otimizagdo combi-

natdria, pois utiliza a combinacdo de estratégias de ramificacdo, limitagcdo e aplicagdo de cortes
para reduzir o espaco de busca e encontrar solucdes de alta qualidade de maneira eficiente.
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4.3.6 Benders

O trabalho de métodos de decisdo para lidar com problemas lineares inteiros mistos de
ampla escala € uma pritica comum. Esses métodos capitalizam a estrutura do modelo para
permitir a fragmentacdo do problema em partes menores, abordando-as separadamente. Uma
andlise concisa das estruturas observagdes em questdes praticas oferecem uma visao abrangente,
aprimorando a compreensao e viabilizando solucdes inovadoras para os desafios apresentados.

O Método de Decomposicao de Benders € uma técnica classica usada para resolver pro-
blemas lineares de grande porte. Inicialmente desenvolvida para enfrentar desafios complexos
de programacao linear inteira-mista, esse método tem sido bem executado em aplicagdes mais
amplas. O processo envolve a complexidade das varidveis do problema em dois conjuntos,
em que os valores das varidveis sdo estabelecidos no primeiro, simplificando assim o segundo
conjunto para um problema linear mais simples, de facil resolucao. Essa metodologia tem de-
monstrado a capacidade de reduzir consideravelmente o tempo necessdrio para encontrar uma
solugdo 6tima.

O funcionamento do Método de Benders é apresentado a seguir, baseando-se na expla-
nacao detalhada encontrada em [27]

* Inicialmente, o problema ¢ dividido em duas partes: um problema principal (mestre)
e um conjunto de subproblemas (chamados de problemas de corte ou subproblemas de
Benders).

* O problema principal € um problema menor que contém parte das varidveis do problema
original e € resolvido para encontrar uma solucao inicial ou parcial.

* Cada subproblema é um problema menor que aborda um aspecto especifico do problema
original. Esses subproblemas sdo resolvidos iterativamente para gerar informacdes cha-
madas de "cortes"ou "planos de corte"que sdo restricdes adicionais validas para o pro-
blema principal.

* Os cortes gerados pelos subproblemas sdo acrescentados ao problema principal, restrin-
gindo o espaco de busca.

* O processo continua iterativamente, com a resolucao do problema principal e a geracao
de cortes pelos subproblemas. A cada iteragao, as cortes adicionais ajudaram a melhorar
a soluc¢ao do problema principal.

* O método continua até que a solucdo do problema principal atinja uma convergéncia
satisfatéria ou um sorteio de parada seja realizado.

Um exemplo que € aplicado o método de benders € o problema de fluxos de redes, visto
em [2].0s problemas de fluxo sdo centralizados na otimizacdo da distribui¢do de produtos que
se originam em pontos de oferta e sdo consumidos em pontos de demanda, dentro de redes
com interconexdes possiveis. Esses problemas sdo comumente encontrados em ambientes in-
dustriais, sistemas de comunicag¢do, transporte e distribuicao de dgua, mas também funcionam
como modelos para uma ampla gama de outras situa¢des semelhantes por meio de abstragdo.
Cada produto tem sua oferta e demanda conhecidas, ndo sendo obrigatério que o fluxo ocorra
diretamente de um ponto de produgdo para um ponto de demanda, permitindo a inclusdo de
pontos intermedidrios, como depdsitos ou centros de distribuicdo. As interconexdes podem
estar sujeitas a restricoes de capacidade de trafego e diferentes custos associados.
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Conforme descrito por [2], uma formulagdo matematica restrita se aplica ao problema de
fluxo de custo minimo em uma rede composta por n = m + 2 nds, onde m representa o nimero
de nds reais e n é o nimero de nds na rede equilibrada. Este problema pode ser formulado da
seguinte maneira:

Minimizar z = Z CijXij

(i,))eE
sujeito a:
Z Xij— Z x;=0 i=1,...,n
(i,))eE (k,i)eE

liijijSLij V(i,j)eE

Os problemas em redes podem ser classificados, de um modo geral, dentro da seguinte hierar-
quia, extraida de [2].

Problemas de Fluxos em Redes

Fluxo de Produtos Caminhos | Expansio de Redas

L v

¢ Fluxo maximo + Caminho mais curto . e
¥ Fluxo de custo minimao # Caminho meis longo o Firnkowra e Icha_llzatan
: + Problema de Steinar
¢ Problema de transporte ' PERT/CPM S Poniso a rad
: : i jeto de redas
¢ 1-Matching # Caminhos eulerianos
# Dasignagio # Caminhos hamiltonianos
+ Transbordo

Figura 4.3 — Taxonomia para problemas de fluxo.Extraido de [2], em 09/12/2023
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Modelos de gestao operacional de restaurantes e de
salas de aula em centros universitarios e simulacoes
computacionais

5.1 Modelo de gestao operacional de restaurantes universitarios

Nesta secdo ¢ destacado um modelo de otimizacao linear inteira mista, baseado no mo-
delo da dieta, cujo objetivo € representar a realidade do Restaurante Universitario do campus
Nova Iguacu da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro. Tal modelo representa um
melhoramento do modelo apresentado em [6], tendo em vista que no presente trabalho sdo
considerados alimentos cujo as porcdes sao servidas em quantidades inteiras.

Primeiramente, uma refeicdao, como o café da manha, almoco, jantar ou qualquer outra
refeicao fornecida a um publico considerdvel que requer um minimo de planejamento ao longo
do dia em um restaurante universitdrio (RU) € fixada. Usaremos quatro indices para identificar
as porgdes a serem fornecidas, a saber, i, J;, j; € k, onde i indica o grupo ao qual a comida
pertence, j; representa o alimento cujo a quantidade de porgdes pode ser expressa numerica-
mente por valores fraciondrios ndo negativos, enfatizando seu grupo, fl representa o alimento
cujo a quantidade de porcdes pode ser expressa numericamente apenas por valores inteiros ndo
negativos, também enfatizando seu grupo, e k denota o dia da semana no qual a comida sera
fornecida.

Considere a existéncia de N grupos de alimentos catalogados, em que o i-ésimo grupo
contém exatamente M; alimentos cujo a quantidade de por¢des assume valores fraciondrios ndo
negativos e exatamente M; alimentos cujo a quantidade de por¢des assume apenas valores intei-
ros ndo negativos. Além dlSSO considere que o restaurante opera ao longo de P dias da semana.
Denotamos por Yk € Vi as quantidades de por¢des dos alimentos j; e j;, respectivamente, do

grupo i, a serem fornecidas no k-ésimo dia, na refei¢io fixada. Nosso objetivo inicial consiste
em minimizar o custo associado ao fornecimento semanal da refeigdo fixada para os estudantes.

Como as porcdes unitdrias dos alimentos ]l € ]l do grupo i tem custo C; . © c~l respecti-
vamente, relacionados a si, os custos associados ao fornecimento de y; ik € Vik porc¢des deles,
no k-ésimo dia, sdo C; P Vike C: 7Yk Considerando que o modelo é proposto para representar a

operacdo semanal de um RU ao longo de P dias, a funcdo objetivo é resumida como:

M; p M; p
Z Z c:.y Z Z Ef;yf;k' 5.1
—1k= =1k=1

. 1 .
i~ i~

F'Mz.
F'Mz.

Em outras palavras, temos um par de somatdrios duplos para cada grupo envolvendo os produtos



]- Vi e C; ik respectlvamente totalizando um total de N pares de somatérios duplos, onde
]l-:l Ml,]l .M;ek=1,...,P.

O primeiro conjunto de restrlgoes diz respeito a quantidade de por¢des de alimentos
do mesmo grupo fornecidas na refeicdo fixada, em um determinado dia. Como cada grupo
de alimentos é representado por um indice i (i = 1,---,N), podemos estabelecer um limite
superior para a quantidade de por¢des de alimentos do mesmo grupo. Denotamos isso por
Q! ... Além disso, podemos exigir que pelo menos Q_;n i, Por¢des de alimentos de cada grupo
sejam fornecidas na refeicdo definida em um determinado dia. Assim, no k-ésimo dia, para
algum k=1,---, P, temos:

M,

mln—zy]k+zy]k—Qmax’ i= N, k=1,---,P. (5.2)
ji= Ji=

Note que (5.2) representa um total de N - P restri¢cdes a serem incorporadas no modelo.

Para o segundo conjunto de restricdes, investigamos a correspondéncia entre alimentos
e quantidades de cada nutriente presente em suas respectivas composicdes, bem como os limites
diarios de ingestdo desses nutrientes na refeicao fixada. Suponha que seja conhecida uma lista
de R nutrientes para uma dieta sauddvel. Denotamos por aj, € aj, as fracdes do r-ésimo

1
nutriente presente em cada porgdo dos alimentos j; e Jf;, respectivamente, do grupo i, € por
A;1 in € AT os limites inferiores e superiores de ingestdo para o nutriente r, respectivamente,
na refei¢ao definida. Segue que

N
A<y Y af;yfzk+z a]vl,yffk<fl;mx, k=1,---,Pr=1,---,R. (5.3)

O conjunto de restricdes (5.3) contém exatamente P - R desigualdades duplas. Vale res-
saltar que os limites Ar 0 € Al . correspondem & fragdes dos limites didrios de ingestdo de
nutrientes. Geralmente, eles sdo recomendados previamente por nutricionistas para cada refei-
cao.

O terceiro conjunto de restri¢des refere-se ao valor caldrico da refeicao fixada. O carda-
pio da refei¢do fixada estd baseado nas quilocalorias (kcal) fornecidas pelos alimentos, estabele-

cendo um consumo de pelo menos Byy;, kcal e no maximo By, kcal. Denotamos por b e b 7,
1 1

os valores caldricos associados as porgdes dos alimentos jz-ésimo e jz-ésimo, respectivamente,
do grupo i, a serem consumidos na refeicdo fixada. Assim, resumimos o seguinte conjunto de
restrigdes:

N M;

Boin < ZZb Vik+ 2 2 bk <Bmax k=1, P (5.4)
ll]l—l i=1j;=1

Se desejamos garantlr que pelo menos Qmm e Q,]jq i, € N0 MAXimo Qm ax © Qf,’m x porcoes
dos alimentos j;-€ésimo e j;-ésimo, respectivamente, do grupo i, sejam fornecidas ao longo da
semana, entdo precisamos incluir apenas o seguinte conjunto de desigualdades duplas:

P N
Qrin< 2 Vik < Qhax (5.5)
k=1
_j p _]”'
iniin = Z Vik = Qmax- (5.6)
k=1
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N
Perceba que (5.5) e (5.6), respectivamente, compreendem nao mais do que ZM; e
i=1

- restri¢des cada uma, ja que nem todos os alimentos cumprem com elas. Além disso, se

M=

~.
I
—

exatamente Q]i e Q] ! porgées dos alimentos especfﬁcos jie jlv devem ser fornecidas na semana,

~ . -] ] ~ .
entdo, ao definirmos Q” le " max e Q" le " Qmax, elas serdo garantidas.
Por fim, introduzimos restrigdes ndo negativas (ou restri¢des candnicas) para as variaveis
de decisdo:

VikZ 0k €RL Y74 20054 €2); i=1,++,N, jy=1,--,M;, ;=1,-+,M;, k=1,--+,P

(5.7)
O modelo de gerenciamento de custos envolvidos na refei¢do fixada consiste em mini-

mizar a funcdo objetivo (5.1) sujeita a o agrupamento de restri¢des listadas de (5.2) a (5.7).
Agora, suponha que o i-ésimo grupo tenha seus alimentos reorganizados em subgru-
pos, ndo necessariamente disjuntos, identificados por algum niimero inteiro [ (I =1,---, T), que
representa a refeicdo na qual serd fornecido. Sejam M;; e My (i=1,---,N, I=1,---,T) as
quantidades de alimentos a serem fornecidas em por¢des de tamanhos fraciondrio e inteiro, res-
pectivamente, no i-ésimo grupo, disponivel para ser fornecido na I-ésima refeicio. Denotemos
ainda por Yjik © Yk 8 varidveis que indicam quantidades por¢des de tamanhos fraciondrio e

inteiro dos alimentos j;; € ]l 7, respectivamente, do grupo i, disponiveis para serem fornecidas
na [-ésima refeicdo, em um determinado dia. Além disso, denotemos por (C; jr ]-7) (a; far ]-_,r)
(b , b ) os pares de custos unitdrios associados a por¢des de tamanhos fraciondrio e inteiro

dos ahmentos Jjije ]zl’ respectivamente, de fragdes do r-ésimo nutrlente (r=1,---,R) presen-
tes em porgdes de tamanhos fraciondrio e inteiro dos alimentos j;; e le’ respectivamente e de

quantldades em kcal, presentes em porgdes de tamanhos fraciondrio e inteiro dos alimentos Jii

;,5 ax 0s limites inferiores e superiores de in-

gestdo do [-¢simo nutriente na [-ésima refei¢io dos alimentos j 7€, fil’- adicionalmente, denote

]
por Bml n € B! .. os limites de consumo energetlco em kcal, necessdrios para um estudante

na I-ésima refeicdo. Finalmente, denote por (QL;’I n,Qi’q’m) (Qf;jax, Q,];,’ax) os pares de limites
inferior e superior para quantidades de por¢des de tamanhos fraciondrio e inteiro dos alimentos
Jjije f;l-, respectivamente, a serem fornecidos em uma semana. Uma vez que o objetivo atual
consiste em minimizar o custo total envolvido no fornecimento semanal de refei¢des para um
estudante com um perfil estabelecido por um(a) nuticionista, o problema linear inteiro misto,
denotado por (WSMS), resume-se a minimizar (5.8), que representa uma extensdo de (5.1),
sujeito as restri¢des (5.9) a (5.14), que representam generalizacdes das restricoes (5.2) a (5.7),

conforme resumido a seguir:

e ]zl’ respectivamente. Denote ainda por Al min € A
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N T My p N T My p
min Yy ) i Viak ™ Yoy ) €. Viko (5.8)

i=1]l=1 Tﬁ=lk:1 i=1l=1 ~[Z=1k:1

] Mj; Mj; o
. inins_z yf;jk Zy]-ik—Qmax’l_l N, I=1,---,T)k=1,---,P. 5.9

Ji=1 Ji=1
_l N My N My I )
r o] — — —
Al < Z 2 a; Vi Z 2 45 Vik S Apasl=1 Tk=1 Br=1,(R10)
i=1 'l-z=1 i=1 'l-l’=l

_ N M N M .

Brin= X X bj Vit X X b Vi = Bpan =1 Tk=1 R (5.1D)
lzljlfl'zl i=1 'ZTZ:l
— e P — e
Qumin < kZ Y5k S Quax- (5.12)
=1
— e P — e
erlzlin = kz‘, yf;l-k = nlzlax' (5-13)
=1

Vi Vik 20 V5 1 €R, Vi €Z. (5.14)

5.2 Modelo de gestao de salas de aula em centros universitarios

O modelo de alocacdo de salas de aula apresentado aqui representa um melhoramento
do modelo apresentado em [7] pois realiza um ajuste em um dos conjuntos de restri¢cdes 1a
destacados, a saber, o conjunto de restri¢cdes (5.19). Além disso, o presente modelo também
engloba as restricdes que permitem que cada departamento aloque até 20% de disciplinas, do
total de disciplinas ofertadas, em um turno que ndo coincide com aquele no qual ele geralmente
oferta suas disciplinas, isto €, que coincide com o turno de funcionamento do curso cujo a
maior parte dos docentes 1ntegram o seu colegiado. No entanto, estas restricdes, em especifico,
sO serdo discutidas e apresentadas ao final da Secdo 5.4. Vale ressaltar também que no presente
modelo o objetivo consiste em maximizar a cobertura discente, isto €, maximizar a quantidade
de alunos inscritos em disciplinas que de fato estdo alocadas em alguma sala.

Vamos introduzir as varidveis de decisao, bem como a fun¢do objetivo e as restricoes as-
sociadas a aplicacao do modelo de alocacdo de salas de aula a alocagdo semanal de disciplinas
em salas de aula em centros universitdrios. Para este caso, algumas premissas foram previa-
mente assumidas, entre as quais se destacam as seguintes: disponibilidade conhecida de salas
de aula por semestre académico; prioridade de alocacdo de disciplinas com o maior nimero
de estudantes matriculados; numero fixo de dias tteis para a alocacdo; alocacao de disciplinas
tedrica de, no maximo, W créditos académicos, para algum nimero inteiro positivo W salas
de aula que suportam apenas uma disciplina em um dia especifico, turno e horario.

Geralmente, disciplinas praticas sdo atribuidas a laboratdrios cujo a gestdo € de res-
ponsabilidade de departamentos universitarios especificos. Assim, tanto laboratérios quanto
disciplinas préticas ndo sdo considerados em nossa formulagdo. Além disso, uma mesma disci-
plina que é oferecida a duas turmas distintas, seja no mesmo horario ou em horarios diferentes,
¢ compreendida pelo modelo como, na verdade, duas disciplinas e isso € explicitado no total de
disciplinas oferecidas.

Suponha que existam N disciplinas a serem alocadas em M salas de aula ao longo de
P dias uteis, destinados a aulas. Além disso, suponha que cada dia seja dividido em Q turnos
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e cada turno contenha R hordrios. Utilizamos cinco indices para a defini¢do das varidveis de
decisdo, a saber: o indice i (i =1,---, N) para rotular disciplinas, j (j =1,---, M) para rotular
salas de aula, k (k=1,---,P) para os dias uteis, [ (I =1,---,Q) paraos turnose m (m=1,---,R)
para os hordrios.

Defina por x;jk;m a varidvel de decisdo associada a alocag¢do (ou ndo) da i-ésima dis-
ciplina na j-ésima sala de aula, no k-ésimo dia util, no m-ésimo horario do /-ésimo turno.
Assim,

1, seaalocagdo ocorre,
Xijklm = L.
0, caso contrario.
Seja ¢; o total de estudantes matriculados na i-€sima disciplina. Se X;jx;, = 1, entdo
exatamente c¢; estudantes estdo sendo cobertos pela j-ésima sala de aula, no k-ésimo dia, no m
-ésimo horério do [-ésimo turno. Note que se a mesma disciplina, i, for alocada em m horarios
de um mesmo turno [/, entdo o nimero de estudantes cobertos, neste turno, deve permanecer
igual a ¢;. Por outro lado, o nimero de horarios alocados para a i-ésima disciplina € dado
M P Q R

por Z Z Z Z Xijkim- Uma vez que nosso objetivo consiste em maximizar 0 nimero de
j=lk=11=1m=1

estudantes matriculados em alguma disciplina alocada em uma sala de aula, ao fazer

Xijkim M & R
- “Ci, Sezzzzxijklmil
m=

M P j=lk=11=1m=1

Zijkim =8 2 D . D Xijkim (5.15)
j=lk=11=1m=1
0, caso contrario,

N M P Q R
Z= Z Z Z Z Z Zjijkim- (5.16)

A linearidade do problema de atribui¢do de salas de aula € perdida quando a expressao
(5.16) é incorporada ao modelo como fung¢do objetivo. Ao contrario disso, assumimos a seguinte
simplificag@o para o valor objetivo Z

N M P R
Z = Z Z Y Z, CiXjjklm» (5.17)

e, apés uma solugdo 6tima x;, ser computada, o valor 6timo Z* € ajustado para Z* =
ijklm
N M P Q R
*

* * 4
Z Z Z Z Z ikim> onde Zikim € © valor de z; jxim, calculado em X ikim-
i=1j=1k=11=1m=1

Para garantir que, no miximo, a i-€sima disciplina serd atribuida a j-ésima sala de
aula, no k-ésimo dia 1til, no m-€simo hordrio do /-ésimo turno, uma vez que nenhuma outra
disciplina pode ser atribuida a j-ésima sala de aula, respeitando os mesmos requisitos, devemos
assumir o seguinte conjunto de restri¢des:

N

Y Xijkim<l; j=1,---,M, k=1,---,B1=1,---,Q, m=1,---,R. (5.18)
i=1
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Além disso, cada turno tem R hordrios. Para que uma disciplina tenha dois horarios
consecutivos atribuidos no mesmo turno, devemos introduzir o seguinte conjunto de restri¢des:

Xijkim = Xijkim+1) = 0, s& m € impar;

Xijkim + Xijkim+1) < 1, caso contrério;

i:l’...,N’j:L...’M, k: 1,...’P’ l:l’...’Q’ m:l’...,R_l.
(5.19)

Observe que dois hordrios consecutivos sdo alocados ou ndo quando as varidveis correspon-
dentes assumem o mesmo valor (0, se ndo alocados, ou 1, caso contrario). Por outro lado,
o conjunto de restri¢des (5.19) implica necessariamente que a alocacdo de apenas um crédito
académico de uma disciplina em um turno fixado, de um dia também fixado, para disciplinas
com um nimero impar de créditos académicos, ocorre apenas em hordrios pares. Isso ndo €
uma desvantagem do modelo se a quantidade de disciplinas com um nimero impar de créditos
académicos for pequena. Além disso, este tnico crédito académico poderia ser atribuido a um
laboratério, como € feito com disciplinas de um crédito académico, ou poderia ser facilmente
resolvido por meio da implementa¢do de ensino hibrido, sendo alocado em uma sala virtual
para operar no formato remoto, caso a aloca¢ao de apenas um crédito académico em horarios
pares se torne um impecilio.

Sejaw (w=1,---,W) um indice inteiro ndo negativo para denotar a quantidade de
créditos académicos associados as disciplinas. Além disso, defina por I, c{1,..., N} o conjunto
de indices de disciplinas com w créditos académicos. Para as restri¢des que seguem, devemos
admitir que:

M P Q R
ZZZ le]klmswrlEIw» :17"')W) (520)

Perceba que o conJunto de restricoes (5.20) ndo garante que todos os créditos académi-
cos associados a uma disciplina sejam realmente alocados em uma sala de aula, ja que a quan-
tidade de salas de aula pode ser insuficiente para atender a demanda apresentada. No entanto,
(5.20) permite identificar a quantidade exata de créditos académicos associados a uma disci-
plina que ndo foi alocada em uma sala de aula, além de ajudar a prever a quantidade minima de
salas de aula excedentes necessdrias para atender integralmente a demanda apenas adicionando
novas salas de aula e refazendo a simulagao.

Além disso, devemos identificar tanto a quantidade de créditos académicos associados
a uma disciplina quanto o turno no qual ela deve ser alocada, caso deva ser especificamente
alocada em um turno especifico. Denote por w; o nimero de créditos académicos associados
a i-ésima disciplina e por I; c {1,..., N} o conjunto de indices de disciplinas que devem ser
obrigatoriamente atribuidas ao [-ésimo turno. Entéo:

||M§

P R
Z Y Xijkim<wi i€, 1=1,---,Q. (5.21)
k=1m=1

Os créditos academlcos associados a uma disciplina que ndo foram alocados em uma
sala de aula, em um turno obrigatdrio, podem ser alocados em uma sala de aula em outro turno.
Isso justifica o uso de desigualdades e ndo igualdades em (5.21), além de evitar a necessidade
de salas de aula excedentes para alocacdo. De fato, o conjunto de restricdes (5.21) € mais
especifico do que o conjunto de restri¢des (5.20).

Além disso, para disciplinas com um nimero de créditos académicos que excede 2,
considerando o tempo de concentracdo dos estudantes que, em geral, ndo € maior do que o
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tempo associado a dois hordrios consecutivos, em um mesmo turno de um mesmo dia, podemos
definir, para um determinado turno [, de um dia k, que:

M R
Z Z Xijkim <2,iel, k=1,---,BIl=1,--- ,Q,w; = 2. (5.22)
j=1m=1
Agora, admita que as M salas de aula disponiveis podem ser classificadas em S grupos,
onde o s-€simo grupo (s =1,---,S) é composto por salas de aula que acomodam no méximo Cj
estudantes. Defina por J; c {1,---, M} o conjunto de indices das salas de aula que acomodam no
maximo C; estudantes. Segue que:

N
Zcixijklmscs; jEJS,k:].,"',Rl:].,"‘,Q,m:].,"',R,S:l,"',S. (523)
i=1
Observe que o conjunto de restricdes (5.23) abrange aspectos inerentes ao modelo da
mochila. Finalmente, adicionamos restri¢des de valor bindrio para as varidveis de decisao:

xijklme{orl}; izlr""Nrjzly"'»M; k=1,---,P,l:1,'--Q,m:l,---,R_ (524)

Portanto, o modelo inteiro bindrio, representado aqui por (WSAC), consiste em maximizar
(5.17), sujeito as restricoes (5.18) a (5.24).

5.3 Descricao de cenario para o modelo de gestao de restaurantes universitarios
aplicado ao RU-IM/UFRR]J

Para a modelagem, os dados foram coletados no Restaurante Universitario do Instituto
Multidisciplinar da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro (RU-IM/UFRRIJ), Campus
de Nova Iguacu, no segundo semestre académico de 2019, precisamente o ultimo semestre de
operacdo antes da Pandemia do Coronavirus.

Em média, o RU-IM/UFRRIJ oferecia aproximadamente 1.050 refei¢des aos estudantes
por turno, nomeadamente manha, tarde e noite. Sua operagdo semanal comecava na segunda-
feira e terminava na sexta-feira. Com relacdo aos dados coletados para o segundo semestre
académico de 2019, os carddpios didrios eram distribuidos para café da manha (I = 1), almogo
(I = 2) e jantar (I = 3), com uma média didria de presenca de 2.053 alunos. E importante
enfatizar que o RU-IM ndo tem como objetivo o lucro com as refei¢cdes oferecidas aos alunos,
mas sim a possibilidade de oferecer uma dieta completa e sauddvel, fornecendo refeicdoes que
custam um valor monetario negligencidvel em comparag¢do com valores de outras refei¢des com
as mesmas por¢des de comida e niveis nutricionais oferecidos por restaurantes privados.

Com relagdo ao publico-alvo, as refeicdes sao montadas tendo como referéncia o Pro-
grama de Alimentac@o do Trabalhador (PAT) [28], que foi desenvolvido no Brasil por meio da
Lei n°® 6.321, de 14 de abril de 1976, e regulamentado pelo Decreto n° 5 de 14 de abril de 1991.
O PAT sugere que as refei¢des para trabalhadores com renda mensal de até cinco saldrios mini-
mos recebam alimentacao por meio de sua relagdo de emprego (refei¢do pronta ou cesta basica),
e que sejam compostas por 55 a 60% de carboidratos, 10 a 15% de proteinas e 25 a 30% de
lipidios. Como os niveis nutricionais sdo projetados por refei¢do oferecida no RU-IM/UFRRJ,
¢ facil perceber que haverd um padrdao PAT para café da manha, um para o almogo e um para o
jantar, respectivamente, ou seja, cada refeicao oferecida em seu respectivo turno terd seus niveis
de nutrientes planejados individualmente.

47



O perfil padrao do aluno € descrito como um adulto com uma massa corporal de 70 kg,
aproximadamente, e que consome ao longo do dia 1500kcal, distribuidas em 300kcal para o
café da manha e 600 a 700kcal para o almoco ou jantar, em média, respectivamente. Nutrientes
como carboidratos (simples e complexos), proteinas (animal e vegetal), lipidios, vitaminas e
minerais (ferro, vitamina A, vitamina D e s6dio) sdo garantidos ao longo do dia.

As refeicdes fornecidas apresentam carddpios. O café da manha tem seus itens alimenta-
res classificados e separados por quatro grupos, a saber, bebidas (i = 1), pdes, bolos ou biscoitos
(i =2), frutas (i = 3) e complementos (i = 4). Alimentos para o almogo ou jantar sio agrupados
em proteinas animais (i = 1), proteinas alternativas (i = 2), proteinas vegetais (i = 3), acompa-
nhamentos (i = 4), guarnicoes (i = 5), saladas (i = 6), sobremesas (i = 7) e bebidas (i = 8).

Devido a limitacdo de recursos financeiros, € invidvel para o RU-IM/UFRRIJ repetir
certos grupos de alimentos na mesma refei¢cdo para um aluno. Por exemplo, no almog¢o ou
jantar, os alunos recebem apenas uma guarnic@o, seja uma proteina animal ou vegetal e uma
por¢do de sobremesa. Além disso, os alimentos também sao classificados em grupos para serem
fornecidos em porgdes inteiras () ou fracionadas (), de acordo com a demanda.

Observe que durante um dia de operacdo no RU-IM/UFRRIJ, apenas dois planos de
carddpio sao montados, um para o café da manha e outro que cobre o almogo e o jantar (0
mesmo carddpio oferecido no almogo serd oferecido no jantar). Como resultado, os alimentos
usados para produzir um dia de operagdo no RU sdo separados de acordo com cada necessidade
para a refei¢do que serd fornecida, garantindo assim um cardédpio coerente para todo o publico
que o consome.

As tabelas 5.1 e 5.2 destacam valores por porcdo de cada item oferecido no café da
manha e almogo/jantar, respectivamente, do restaurante universitario.

Tabela 5.1 — Café da manha

Quantidade Item Preco
(300mL) Leite 1,50
(300mL) Café 1,50
(300mL) Achocolatado 1,50
(300mL) Refresco 1,50
(1 un) Paes 5,00
(1 un) Bolo de milho 5,00
(1 un) Biscoito 5,00
(1 un) Macga 1,00
(1 un) Tangerina 1,15
(1 un) Banana 1,25
(1 un) Pera 1,54
(1 un) Laranja 0,85
(10g) Queijos 0,60
(10g) Presunto 0,74
(25g) Ovo Mexido 1,11
(10g) Geleia 0,60
(10g) Margarina 1,00
(10g) Manteiga 1,12
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Tabela 5.2 — Almogo/Jantar

Quantidade Item Preco
(100g) Frango Assado 2,00
(100g) Frango Grelhado 1,19
(100g) Almondegas 2,12
(100g) Carne Moida 2,22
(100g) Hamburguer Vegetariano 2,11
(100g) Lentilha 2,15
(60g) Arroz 1,71
(60g) Arroz com brécolis 1,82
(60g) Macarrao 1,67
(60g) Feijao 1,70
(60g) Farofa 1,52
(20g) Alface 0,82
(20g) Alface com tomate 0,93
(20g) rucula 0,85
(20g) Beterraba 0,80
(20g) Salada de Grao de Bico 1,11
(1 un) Macga (sobremesa) 1,00
(1 un) Banana (sobremesa) 1,25
(1 un) Laranja (sobremesa) 0,85
(300mL) Guarana 1,50
(300mL) Uva 1,75
(300mL) Groselha 1,51

5.4 Descricao de cenario para o modelo de gestao de salas de aula em centros

universitarios aplicado ao IM/UFRR]J

O Instituto Multidisciplinar da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro (IM/UFRRYJ),
no campus de Nova Iguagu, oferece cursos de graduacdo em Administragdo, Ciéncia da Com-
putacdo, Direito, Economia, Geografia, Historia, Letras, Matemdtica, Pedagogia e Turismo,
ministrados por 9 departamentos: o Departamento de Administracao e Turismo (DAT), o Depar-
tamento de Ciéncia da Computacdo (DCC), o Departamento de Ciéncias Econdmicas (DPCE),
o Departamento de Ciéncias Juridicas (DCJUR), o Departamento de Educacdo e Sociedade
(DES), o Departamento de Geografia (DGEQO), o Departamento de Histéria (DH), o Departa-
mento de Letras (DL) e o Departamento de Tecnologias e Linguagens (DTL), além de discipli-
nas de cursos de pds-graduacao.

As aulas acontecem em quatro blocos: Administrativo (ADM), Multidisciplinar (MUL),
Informatica (INF) e Biblioteca (BIB), e ocorrem em trés turnos: manha, tarde e noite, ao longo
de cinco dias, de segunda a sexta-feira, de acordo com os requisitos apresentados por cada de-
partamento. Além disso, o instituto dispde de 31 salas de aula: 6 com capacidade méxima para
25 alunos (Cy), 20 com capacidade maxima para 50 alunos (C,) € 5 com capacidade maxima
para 75 alunos (Cs3). Cada turno possui 4 hordrios. As aulas comecam as 8h e terminam as 22h,
com duracdo de uma hora cada. A Tabela 5.3 apresenta as quantidades de disciplinas oferecidas
pelos departamentos, considerando os turnos (/) em que sdo oferecidas, a quantidade de crédi-
tos académicos (w) associados a elas (ou seja, 2, 3 e 4) e o tamanho necessério das salas de aula
(Cs, s=1,2,3). Os dados disponiveis para a simulacdo consideraram o segundo semestre do
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ano letivo de 2019, totalizando 402 disciplinas de graduagdo a serem distribuidas para atender
a 96.721 alunos.
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Tabela 5.3 — Dados de entrada para o modelo WSAC.

Total

73

26
32
34
69

29

42

42

55

17

59

29

33

32

30

GG Ga|G[G|a|G[G|G] G |G|

GG GG|G[G|G[G|G |GGG |G |GG

2

0
0

1

~13[J|a

DAT
DCC
DPCE

DCJUR
DES
DGEO

DH

DL
DTL

| Total [ 1 [17][11]0[1][0]4[51][44]0[1][1]oJofo]1r]J1i[o]1]32[2]0]7[0]12]187][18] 401 |
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Além disso, o conjunto de disciplinas disponiveis para atribui¢do em salas de aula foi
dividido por departamentos (D), ou seja, a i-€sima disciplina € oferecida pelo DAT, paral <i <
73, pelo DCC, para 74 < i <99, pelo DPCE, para 100 < i < 131, pelo DCJUR, para 132 <i <
165, pelo DES, para 166 < i < 234, pelo DGEO, para 235 < i < 263, pelo DH, para 264 < i <
305, pelo DL, para 306 < i < 347 e pelo DTL, para 348 < i <401.

Por outro lado, os departamentos concentram a maior parte de suas disciplinas em seus
turnos departamentais, e a atribui¢do de disciplinas fora deles nao excede 20% de suas ofertas
totais. Esta restricdo € incorporada para todos os departamentos, onde os limites superiores
sdo estabelecidos com base no pior cendrio, associado a atribui¢do de, no méaximo, 20% das
disciplinas de 4 créditos académicos. Seguindo esta premissa, as seguintes restricoes foram
incorporadas ao modelo:

73 73
Y Xijkim+ ) Xijkem <56, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4, (5.25)
i=1 i=1
99 99
Y Xijkem+ Y, Xijkam=20, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4, (5.26)
i=74 i=74
131 131
Y Xijkim+ Y, Xijkem<24, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4, (5.27)
i=100 i=100
165 165
Y Xijkom+ ). Xijkam<24, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4, (5.28)
i=132 i=132
234
Y Xijkem=52, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4, (5.29)
i=166
263
Y Xijkem+ Xijkam =20, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4, (5.30)
i=235
305
Y Xijkim+Xijkem<32, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4, (5.31)
=264
347
Y Xijkem+Xijksm =32, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4, (5.32)
i=306
402 402
Y Xijkim+ Y, Xijkem<44, j=1,...,31, k=1,...,5, m=1,...,4. (5.33)
i=348 i=348

5.5 Simula¢ées computacionais

5.5.1 Simulacio computacional para a gestao operacional do RU-IM

Para realizar simulacdo com o modelo de alocacdo de salas de aula, faremos uso do
Python, através do Software VsCode, utilizando a biblioteca CPlex [29], para auxiliar no pro-
cesso de modelagem.

A simulacdo computacional realizada com base nos itens servidos no restaurante uni-
versitdrio do Instituto Multidisciplinar da UFRRJ mostra um cendrio do fluxo e demanda das
refeicoes servidas aos estudantes ao longo de uma semana.

Para os resultados das simulagdes utilizando o modelo da dieta, os dados referentes a
quantidade de por¢des de cada item foram obtidos das tabelas 5.1 e 5.2 No processo, as frutas
(maga, banana, laranja, pera, tangerina) e os paes ( paes, bolos, biscoitos) foram tratados como
varidveis inteiras. Em contrapartida, as por¢cdes dos demais itens fornecidos foram consideradas
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como variaveis fraciondrias.

Apesar das trés refei¢Oes didrias oferecidas - café da manha, almogo e jantar - a simula-
cao focalizou-se no café e no almogo, dado que o carddpio do jantar replica o do almoco.

Ao analisar a tabela 5.4, percebemos que a solugdo obtida pelo modelo da dieta atende a
todas as restricdes estabelecidas, incluindo os limites minimos e mdximos de por¢des para cada
alimento. Além disso, garante que a ingestdo minima de proteinas seja de 30 gramas, enquanto
a ingestdo maxima de carboidratos nao ultrapasse 80 gramas. O custo total minimo para essa
refeicao € estimado em 28,95 reais.

Essa composicao alimentar resulta em:

» Café da manha: 1 porcdo de leite, 2 por¢des de pdo, 1 por¢do de café, 1 porcdo de
achocolatado, 5 por¢des de bolo de milho, 5 por¢des de biscoitos, 1 por¢cdo de macga, 1
por¢do de banana, 1 por¢do de laranja, 1 porcdo de tangerina e 1 por¢do de pera.

* Almoco/janta: 3 porcdes de frango assado, 2 porcdes de frango grelhado, 2 por¢des de
carne moida, 2 por¢des de almdndegas, 2 por¢cdes de hamburguer vegetariano, 2 por¢cdes
de lentilha, 7 porcdes de arroz, 4 porcoes de feijao, 7 por¢des de macarrdao, 7 porgdes
de farofa, 1 porcdo de alface, 1 porcao de ricula, 1 por¢ao de beterraba, 2 por¢des de
grao-de-bico, 1 porcdo de maca, 1 por¢do de banana, 1 porcao de laranja e 1 por¢do de
cada um dos refrescos.

5.5.2 Simulacido computacional para a gestao de salas de aula do Instituto Multidiscipli-

nar

Para realizar simulacdo com o modelo de alocacdo de salas de aula, faremos uso do
Python, através do Software VsCode, utilizando a biblioteca Gurobi [30], para auxiliar no pro-
cesso de modelagem.

Com base nos dados coletados no campus da UFRRJ de Nova Iguacu, incluindo a quan-
tidade e capacidade das salas, nimero de disciplinas, créditos atribuidos a cada disciplina e os
dias da semana, a simulagdo resultou na geracdo de uma tabela em formato .csv cujo link de
acceso estd abaixo com o arquivo em PDF de cada departamento. Essa tabela detalha as disci-
plinas, juntamente com seus créditos, e suas alocacdes especificas em salas, turnos, hordrios e
dias da semana correspondentes.

Com o intuito de proporcionar uma compreensiao mais clara dos resultados, é impor-
tante destacar que em Phyton a contagem dos indices se inicia em 0, ao contrario de 1. Assim,
disciplinas, salas, dias, turnos e hordrios, todos os itens, de uma maneira geral, sdo contados a
partir de 0. O link a seguir apresenta planilhas com as disciplinas alocadas nas salas, hordrios
e turnos em cada departamento do Instituto Multidisciplinar da UFRRIJ, como proposto pelo
modelo apresentado.

Resultado Alocagao
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Alimento Porcoes
Leite 1 por¢do
Pao 2 porcoes
Cafe 1 por¢ao
achocolatado 1 por¢ao
Bolo de milho 5 porg¢des
Biscoitos 5 porg¢des
maca 1 porcao
Banana 1 por¢ao
Laranja 1 por¢do
Tangerina 1 porcao
Pera 1 porcado
Queijos 1 por¢ao
Presunto 1 por¢ao
Geléia 1 porgdo
Ovo 1 por¢do
Margarina 1 por¢édo
Manteiga 1 porcao
Frango Assado | 3 por¢des
Frango grelhado | 2 por¢des
Carne moida 2 porg¢des
Almondegas 2 porgoes
HambVeg 2 porgoes
Lentilha 2 porcoes
Arroz 7 por¢des
feijao 4 por¢des
Macarrao 7 porcoes
farofa 7 porgdes
Alface 1 porcao
Rucula 1 por¢ao
Beterraba 1 por¢do
GraoDeBico 2 porg¢des
macasob 1 por¢do
Bananasob 1 porcédo
Laranjasob 1 porgao
Guarand 1 por¢do
Uva 1 porcao
Groselha 1 por¢do

Tabela 5.4 — Porcoes de cada alimento
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Conclusoes e trabalhos futuros

Portanto, como proposto inicialmente neste trabalho, foram realizadas simulacdes
computacionais utilizando dois modelos de programacao linear (inteira e mista) em um cendrio
real. Os resultados foram satisfatérios: no modelo de alocagao de salas de aula, foi possivel
maximizar o numero de disciplinas alocadas em suas respectivas salas, além de atender aos
alunos matriculados. No modelo da dieta, aplicado ao restaurante universitario do Instituto
Multidisciplinar da UFRRJ, alcangamos a minimizagdo de custos sem prejudicar a nutri¢do
dos alunos, viabilizando seu uso em todos os turnos.

E fundamental ressaltar a relevancia deste estudo nio apenas no 4mbito da matematica
computacional, mas também na educacdo. A modelagem matemaética desempenha um papel
crucial no ensino de disciplinas de nivel superior, como geometria analitica, dlgebra linear e
célculo. Ela proporciona uma abordagem dindmica que torna conceitos abstratos mais
acessiveis e relevantes para os alunos. A inclusao da modelagem matemadtica nas salas de aula
pode evidenciar como contetidos de nivel médio/superior seriam melhor compreendidos
quando relacionados a aplicagdes reais, aumentando o engajamento dos alunos e
preparando-os para enfrentar desafios complexos em diversas areas do conhecimento.
Paralelamente, estd em andamento o desenvolvimento de um modelo multiobjetivo que
combina os dois modelos abordados neste estudo. Esse modelo visa aprimorar a gestdo em
institui¢des educacionais, como escolas e universidades. Uma vez implementado e validado no
Instituto Multidisciplinar da UFRRIJ, podera ser facilmente adaptado a outras institui¢des de
ensino, simplificando a organizacao das demandas e processos educacionais.
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