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RESUMO

SOARES WICHAN, Victor Hugo. Uma proposta de algoritimo para quadratura autodap-
tativa e suas aplicacoes em equacoes integrais com singularidade. 2023. 84f. Disserta-
cdo (Mestrado em Modelagem Matematica e Computacional). Instituto de Ciéncias Exatas,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2023.

Nesse trabalho desenvolve-se um estudo tedrico sobre 0s conceitos e aplicagdes das inte-
grais singulares, além de um algoritmo junto com a programacao através do programa Matlab®
com o objetivo de resolver numericamente integrais com algum grau de singularidade . Com
isso, sdo revistas algumas formas de resolucdo para integrais sem singularidade, com singu-
laridade forte e hipersingulares. Sdo apresentadas a contextualizacdo das equacdes integrais
em método de elementos de contorno. Primeiramente € apresentada a quadratura gaussina que
funciona muito bem para integrais sem singularidade, ou integrais regulares, para alguns casos
de integrais com singularidade fraca a mesma possui limitacdes. Sendo assim, € apresentada
a quadratura de Kutt para resolucdo de integrais com singularidade forte, suprindo uma defici-
éncia do método anterior. Por ultimo € apresentada a quadratura autoadaptativa. Esse método
por sua vez, tem como objetivo atender os casos de integrais hipersingulares. Tendo conheci-
mento dessas trés quadraturas, foi possivel propor um algoritmo que atendesse diferentes casos
de integracdo a partir de suas caracteristicas especificas de cada método.

Palavras-chave: Modelagem Matemadtica, Integrais Singulares, Valor Principal de Cauchy,
Parte Finita.



ABSTRACT

SOARES WICHAN, Victor Hugo. Numerical study and implementation of self-adaptive
techniques for solving singular integrals . 2023. 84p. Dissertation (Master in Mathematical

and Computational Modeling). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio
de Janeiro, Seropédica, RJ, 2023.

In this work, a theoretical study on the concepts and applications of singular integrals is de-
veloped, as well as an algorithm along with programming through the Matlab®program with
the objective of numerically solving integrals with some degree of singularity. With this, some
forms of resolution for non-singularity, strong singularity and hypersingular integrals are re-
viewed. are approved the contextualization of integral anxieties in the method of boundary
elements. The first is to present a Gaussian quadrature that works very well for integrals with-
out singularity, or regular integrals, for some cases of integrals with weak singularity it has a
limitation. Thus, Kutt’s quadrature is presented for solving integrals with strong singularity,
supplying a deficiency of the previous method. Finally, the self-adaptive quadrature is pre-
sented. This method, in turn, aims to handle the cases of hypersingular integrals. Having
knowledge of these three quadratures, it was possible to propose an algorithm that would meet
different integration cases based on the specific characteristics of each method.

Keywords: Mathematical Modeling, Singular Integrals, Cauchy Principal Value, Finite Part.
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Introducao

Na engenharia moderna, um dos principais focos dos estudos € representar uma situa-
cao real através de um modelo que venha descrever com precisdo a geometria estudada, forgas
atuantes, entre outros. Alguns métodos numéricos de modelagem como Método de Diferen-
cas Finitas (MDF)[BATHE, 2016], Método de Elementos de Contorno (MEC) [BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1977] e Método de Elementos Finitos (MEF)[LEVEQUE, 1955] tem ganhado
relevancia nas dltimas décadas. Embora esses métodos sejam majoritariamente andlogos, nesse
trabalho serd abordado o MEC e sua relac@o com as integrais singulares.

O MEC transforma as Equacdes Diferencias em Equacdes Integrais de Contorno (EIC),
diminuindo assim a quantidade de incdgnitas dos problemas quando comparado ao MEF e
MDF. Isso torna mais atrativo para determinados problemas de estudos de potencial, deforma-
cdo ou fratura. Por exemplo, quando se realiza uma modelagem de um problema de fratura, e
jé existe a suspeita que a fratura ocorrerd no contorno da geometria, torna-se mais atrativo optar
pelo MEC do que com os outros métodos.

O objetivo desse trabalho € propor uma implementagdo da quadratura autoadaptativa
para a solucdo de integrais singulares, que € uma ferramenta que pode ser utilizada em EIC. Com
a inten¢do de alcancgar o objetivo que foi determinado, a metodologia adotada nesse trabalho
parte em primeiro lugar de um estudo tedrico-matematico dos tépicos afins, em segundo lugar,
descrevem-se as abordagens numéricas e em terceiro lugar, implementacdes computacionais
(caracteristicas, organizagdo e funcionamento) e, finalmente, faz-se a validacdo dos codigos
desenvolvidos através da andlise de problemas que possuem solucdo analitica conhecida. A
implementaco computacional foi realizada através do Software MATLAB®.

1.1 Apresentaciao do trabalho

No Capitulo 1, € realizada uma revisao bibliogréfica, apresentando fontes de informa-
cdo relevantes para o entendimento do trabalho. Sdo revisados estudos anteriores, trabalhos
relacionados e teorias fundamentais que sustentam o desenvolvimento desta dissertacao.

O Capitulo 2 apresenta a teoria da elasticidade, abordando os conceitos fundamentais e
as equagdes que governam o comportamento eldstico de materiais. Sao revisados os principios
basicos da mecénica dos s6lidos necessdrios para o entendimento do método de elementos de
contorno.

J4 o Capitulo 3 introduz o tema da elastodinamica, apresentando conceitos e funda-
mentos relacionados ao comportamento dindmico de estruturas eldsticas. Sdo discutidos os
fendmenos de propagacdo de ondas e ressonancias em estruturas submetidas a carregamentos



dindmicos.

No Capitulo 4, é explicado o método de elementos de contorno, abordando suas im-
plementacdes numéricas. Sdo apresentados os principios e conceitos bdsicos deste método,
bem como as técnicas de discretizacdo, formulacdes matematicas e algoritmos utilizados na sua
implementagdo computacional.

O Capitulo 5 contextualiza as integrais singulares no método de elementos de contorno,
apresentando sua importancia e desafios na resolucdo numérica. Sao discutidos os tipos de
integrais singulares encontradas em problemas de contorno, suas caracteristicas e métodos de
resolucdo.

No Capitulo 6, € apresentada a quadratura de Gauss-Legendre aplicada em integrais
singulares, juntamente com suas limitagdes. Sao discutidos os principios e fundamentos desta
técnica numérica de integracdo, bem como suas aplicagdes e restricdes na resolucdo de integrais
singulares em problemas de contorno.

O Capitulo 7 traz a quadratura de Kutt e suas aplicacOes em integrais singulares for-
tes. S@o apresentados os conceitos e fundamentos desta técnica de integracao, juntamente com
exemplos de sua aplicacdo em problemas de contorno que envolvem integrais singulares fortes.

No Capitulo 8, é apresentada a quadratura autoadaptativa e suas aplicacdes em integrais
com hipersingularidade. Sao discutidos os principios e conceitos desta técnica avangada de
integracdo, juntamente com exemplos de sua aplicagdo em problemas de contorno que envolvem
integrais singulares.

O Capitulo 9 apresenta o algoritmo desenvolvido nesta dissertagdo, que tem como ob-
jetivo atender os casos de integracdo de maneira semiautomatica, utilizando a quadratura de
Gauss-Legendre, a quadratura de Kutt e a quadratura autoadaptativa. Sao detalhados os passos
e procedimentos do algoritmo proposto, juntamente com sua validacdo e resultados obtidos.

Por fim, o Capitulo 10 relata as conclusdes e aplicacdes da programacgdo elaborada na
dissertacdo, apresentando uma sintese dos principais resultados obtidos, suas contribui¢cdes para
o campo de estudo e possiveis dire¢des para futuras pesquisas.

1.2 Breve Historico

O termo Método do Elementos de Contorno foi usado pela primeira em 1977 em um
artigo de Brebbia e Dominguez [BREBBIA; DOMINGUEZ, 1977]. Brebbia apresentou o Mé-
todo dos Elementos de Contorno usando a formulacdo de residuos ponderados [BREBBIA,
1978]. O desenvolvimento de solugdes de problemas de valor limite usando funcdes definidas
em dominios locais com baixo grau de continuidade foi fortemente influenciado pelos princi-
pios variacionais e residuos ponderados na década de 60. Também € relevante dar crédito a
[REISSNER, 1950] e [WASHIZU, 1968], que foram os pioneiros no uso de declaracdes varia-
cionais mistas que permitiam a flexibilidade em escolher fungdes localizadas. Para lidar com os
problemas ndo conservativos e problemas dependentes do tempo, a estratégia mudou da abor-
dagem variacional para o método de residuos ponderados combinado com o conceito de formas
fracas. [BREBBIA, 1978] mostrou que era possivel gerar um espectro de métodos variando de
elementos finitos a elementos de contorno.

Apesar do MEC ser relativamente novo quando comparado ao MDF e MEEF, a base para
sua consolidagdo estd nas equagdes integrais que t€m sido estudadas desde o inicio do século
XIX. [FREDHOLM, 1903] foi o primeiro a propor a teoria cldssica das equagdes integrais sendo
o primeiro a chegar na solu¢@o de problemas de valores de contorno em elastostética a partir de
integracdo linear. No entanto, a solugdo era de dificil compreensdo pelos métodos serem ditos
como indiretos.



[JASWON, 1963]e [SYMM, 1963] desenvolveram as equacdes integrais de Fredholm
e suas aplicagcdes a problemas de potencial bidimensionais. Os trabalhos desses autores e suas
aplicacdes em problemas de teoria da elasticidade, considerando a semelhanga entre as equacdes
basicas que governam os problemas de potencial e de elasticidade.

[RIZZO, 1967] apud [BECKER, 1992] apresentaram a analise numérica para as equa-
coes integrais de contorno o qual continha aplicacdes para problemas bidimensionais de elas-
ticidade. Nesse trabalho implementagdes computacionais € uma aproximagdo numérica para a
resolucao do problema foram apresentadas. Sendo assim, foi identificado que os nicleos singu-
lares que aparecem nas EIC demonstram maiores complexidades para problemas de elasticidade
que para problemas de potencial e que as integrais podem ser determinadas no ambito do Valor
Principal de Cauchy (VPC) devem ter uma atenc¢ao especial.[CRUSE, 1969] apud [BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1977], estendeu a formulacao para elasticidade tridimensional.

No ambito do Método de Elementos de Contorno, integrais com o integrando com al-
guma parcela de singularidade sdo bem comuns de aparecerem. Para [HUANG; CRUSE, 1994],
a manipulacdo de integrais singulares € consideravelmente critica. Os dois autores propuseram
a seguinte classificacdo para os niicleos das integrais como: quase-singulares, fracamente sin-
gulares, fortemente singulares e hipersingulares.

Ap6s [RIZZO, 1967], uma grande parte dos trabalhos realizados voltaram o foco para
resolugdes eficazes e confidveis para integrais singulares. Conforme [SOUZA, 2007], para os
casos bidimensionais, a singularidade do integrando da integral apresenta os termos In(r) e %

No MEC a imensa maioria dos problemas dentro dessa drea apresentavam equagdes in-
tegrais sem solucdes analiticas, por isso o estudo dos métodos numéricos de integracio foi de
grande contribui¢do. Em muitos casos as integrais no MEC nio sdo triviais e envolvem inte-
grando com parcela singular ou quase-singular. A técnica de manipular as integrais singulares
na anélise dos elementos de contorno € critica. [KUTT, 1975b] apresentou o trabalho "Quadra-
ture formulae for finite part integrals"que possibilitou uma abordagem numérica para problemas
do tipo valor principal de Cauchy. Esse tipo de problema estd muito presente dentro do MEC,
em especial nos problemas de potencial.

Ao publicar seu primeiro livro sobre MEC,[BREBBIA, 1978] além de vérias conferén-
cias e trabalhos publicados que puderam tornar o Método dos Elementos de Contorno mais
popular em virtude das diversas dreas de aplicagdes como: ndo-linearidade fisica e geométrica;
plasticidade; viscoelasticidade; viscoplasticidade; mecanica da fratura; mecanica dos solos e
das rochas;contato; percolacio e outros.

[TELLES, 1987] propos o trabalho "A self-adaptative co-ordinate transformation for
efficient numerical evaluation of general boundary element integrals", onde nesse trazia uma
outra proposta de transformagdo para distribui¢do de pontos internos que auto se adaptavam as
condi¢Oes da singularidade do problema estudado.

[NADA, a] apresentou uma nova proposta de transformacdes nao-lineares de melhoria
considerdvel em relacdo a aplicacdo da transformagdes utilizadas na quadratura autoadaptativa
para problemas em MEC. A transforma¢do novamente agrupa os pontos em dire¢do ao ponto
quase singular, mas ndo tem um jacobiano zero. A implementacao das transformacgdes € direta
e pode ser facilmente incluida nos programas do método de elemento de contorno existentes.



Teoria da Elasticidade

Neste capitulo, serd estudada a teoria da elasticidade e sua relacdo com a equagdo de
Navier. A teoria da elasticidade é uma drea da fisica que estuda como os materiais se deformam
e se recuperam sob a acdo de forcas externas. Ela € essencial para entender o comportamento
de materiais como metais, plésticos, borrachas e outros materiais que sao usados em engenharia
e ciéncia. A equacgdo de Navier € uma equacao que descreve o movimento de fluidos viscosos.
Ela leva em conta a viscosidade do fluido e € usada para prever o movimento de fluidos em uma
ampla variedade de situacdes. A relac@o entre a teoria da elasticidade e a equacdo de Navier
vem da aplica¢do da mecanica dos sélidos as equagdes de movimento dos fluidos, permitindo a
andlise de como os materiais deformaveis afetam o movimento dos fluidos que os rodeiam.

Ao estudar a teoria da elasticidade e sua relacdo com a equacdo de Navier, € possivel
entender melhor como o0s materiais se comportam em situagdes em que estdo sujeitos a forgas
externas € como esses materiais afetam o movimento dos fluidos que os rodeiam. Este capi-
tulo estd de acordo com os estudos apresentados em [TIMOSHENKO; GOODIER, 1970]. O
equilibrio estético de forcas no corpo requer que se cumpram as equagdes de Equilibrio:

0iji=0, em Q 2.1
gij=pj, em I’ 2.2)
O equilibrio de momentos impde:

onde o;; € o Tensor das Tensdes.

Como pode-se observar, a equagdo (2.1) corresponde ao equilibrio no dominio ou inte-
rior do corpo, e a equacdo (2.2) corresponde ao equilibrio na superficie externa ou contorno.
Um corpo sob a acdo de forcas € deslocado da sua configuracio original. Se se considerar o
deslocamento u; suficientemente pequeno tal que o quadrado e o produto das suas derivadas
parciais sejam despreziveis, pode-se representar a deformacao do corpo com ajuda da equagao
conhecida como Equacdo linear da Cinematica, para pequenas deformacdes:

1
eij = (ij+uji) (2.4)
onde ¢;; € a expressdo indicial do tensor de Green.
A equacgdo (2.4) representa, na realidade, um conjunto de seis equagdes com trés in-
cognitas. Isso indica que as seis componentes de deformagdo ndo podem ser independentes, e



devem satisfazer condi¢des adicionais, conhecidas como equagdes de compatibilidade de de-
formacdes e que, de um conjunto de 81 equagdes originais, definidas pela equacao:

€ijkl+Eik,j1—€jlLik=0 (2.5)

ficam reduzidas a 3 equagdes independentes, pelas consideragdes anteriormente introduzidas.
As relagdes lineares entre tensoes e deformagdes, conhecidas como Lei de Hooke, sdo definidas
pelas equagdes constitutivas:

Uij:/15ij£kk+2,u€l'j (2.6)

onde A e u sdo conhecidas como as constantes de Lamé . Com as simplificagdes introduzidas
pode-se representar estas constantes fisicas E e p ou G e v segundo as seguintes relagdes:

=G= E 2.7)
=20+ '
2G E
1= v (2.8)
1-2v) A+v)1-2v)
Substituindo as equagdes (2.7) e (2.8) em (2.6) tem-se:
2Gv
aijZZGEij+mgkk5ij (29)
Ou de forma inversa por:
1 v
TG\ T T Ao Y (2.10)

As equacdes (2.1), (2.4) e (2.9) representam um conjunto de 8 equacdes para 8 incogni-
tas (em 2D). O procedimento a seguir € substituir a equagdo (2.4) na equacao (2.9) para obter a
tensdao em fungdo do gradiente dos deslocamentos, e depois, substituir este resultado na equa-
cdo (2.1) para obter a equagdo diferencial parcial de segunda ordem para os deslocamentos. O
resultado destas operagdes € conhecido como Equagdo de Navier e pode ser escrita na forma
seguinte:

Guj ik + Urkj=0 ,em Q 2.11)

(1-2v)
onde u; € o vetor deslocamento. Procedendo da mesma forma, porém, substituindo a equagao
(2.4) na equagdo (2.9) como anteriormente e agora substituindo este resultado na equacio (2.2),
obtém-se uma equacao diferencial de primeira ordem, que € valida para o contorno do corpo:

2Gv

(1-2v)
Observar que a solu¢cao da Equagdo de Navier ndo necessita das equacdes de compatibilidade
de deformacdes, pois € uma formulacio de deslocamentos. O procedimento para a obten¢do
das tensOes consiste em se conseguir, primeiramente, a solu¢do da equagdo (2.11). Conhecido
o campo de deslocamentos, utiliza-se a equacdo (2.4) para o calculo das deformagdes, e final-
mente, a equagdo (2.9) para o célculo das tensdes. A equacao (2.12) é utilizada para que sejam
satisfeitas as condi¢des de contorno no que diz respeito a forcas na superficie.

upeni +Gu; j+ujnj=p; ,em T (2.12)



2.1 Caracterizacao do Estado Plano

Toda a analise feita até o momento € considerando o espago tridimensional, assim, antes
de comentar maiores consideracdes sobre o estado geral de tensdes e deformacdes bidimensio-
nal, pode-se obter uma consideravel compreensdo e simplificacdo levando em conta um estado
menos complicado. Para isso, existem algumas classes de problemas da engenharia que, satis-
fazendo determinadas condicdes de geometria e carregamento, podem ser estudadas no espago
bidimensional. Até este instante sempre foi considerado o estado tridimensional, mas pela re-
ducgdo da dimensdo do problema, em todas as equacdes para estado plano, os indices livres e
mudos da notacdo indicial variam de 1 a 2, para designar componentes ou derivacdes em relagao
as direcdes x; e x» , respectivamente. Estudam-se duas classes, conhecidas como Estado Plano
de Tensao e Estado Plano de Deformacao.

2.2 Estado Plano de Tensao (EPT)

Pode-se afirmar que para um Estado Plano de Tensao duas faces paralelas de um ele-
mento diferencial sdo consideradas como livres de tensdo. Para fins de analise, considera-se
estas faces serem perpendiculares ao eixo x3.

Na figura (2.1) tem-se uma chapa fina carregada por for¢as no contorno, e estas estao
contidas no plano da chapa e distribuidas uniformemente ao longo da espessura.

P
P. /

P X

o

3

P.

X1 —= —X1

Pl/ X2

Figura 2.1 — Estado Plano de Tensdo. Fonte: [TUDELA, 2003].

P:

Nao existem restri¢des de deslocamentos na dire¢do normal ao plano médio da chapa, de
modo que a tensdo nesta direcdo € nula em toda a chapa.Também sdo nulas as tensdes cisalhan-
tes nas superficies laterais, bem como no interior da chapa, exceto, nesse caso, o par contido no
plano da chapa.

As componentes de tensdo presentes para a andlise das tensdes no plano serdo o1 , 022
€012=021.

O Estado Plano de Tensdo pode ser definido, de modo matematico, pelas equagoes :

0ij=0j(x1,x2) (2.13)

013=023=033=0 (2.14)

Esta ultima expressdo, equagdo (2.14), implica em que duas componentes de deformacao
sdo nulas, ou seja:



8132823:0 (2.15)

Com esta informacao inicial e fazendo uso da equacdo (2.4) tem-se que:

€11 =U11 (2.16)

1
€12 = 5(”1,2 +Uz1) (2.17)
€22 = U2 (2.18)

Conhecidas as componentes de deformacao, pode-se obter, diretamente, as expressoes
para as tensodes, com o uso da equagdo (2.9).

E
=— - 2.1
o11 TRy (€11 + véER2) (2.19)
E
= 2.20
T12= T 62 (2.20)
== 2.21
022 (1+v)(1_v)(V€11+€22) (2.21)
E finalmente da equacdo (2.10) tem-se:
v
€33 = —E(Uu +022) (2.22)

Desta forma pode-se calcular os deslocamentos, as deformagdes e as componentes de
tensao no corpo estudado.

2.3 Estado Plano de Deformacao (EPD)

Enquanto no Estado Plano de Tensdo a tensdo o33 € nula, no caso do Estado Plano de
Deformacao a condi¢do a cumprir € a de que £33 tem que ser nula.

O estado fica caracterizado em uma pega, como um cilindro longo onde a dimensao na
direcdo normal a secdo reta € muito maior que nas outras. O carregamento € normal e constante
em relacdo ao eixo longitudinal, de modo que todas as se¢Oes transversais estdo igualmente
solicitadas. Na figura (2.2) pode-se observar a forma do EPD.

Os extremos do elemento sdo fixados de tal forma que o deslocamento axial é impedido,
e desta forma conclui-se que todas as secdes transversais ndo possuem deslocamento axial.

Pelo principio de Saint-Venant o efeito das restrigdes sé € importante nos extremos € a
medida que deles se afastam as secOes estdo sob o mesmo estado de tensdo. Sendo assim, é
necessdrio estudar uma secao de espessura unitdria, reduzindo a dimensao do problema.

O Estado Plano de Deformacao pode ser definido, de modo matematico, pelas equagdes
abaixo:

uj=Uj(xy,x2) (2.23)

Uz =0 (2.24)

Assim, temos que trés componentes de deformacao sao nulas:



2l

Figura 2.2 — Estado Plano de Deformagéo. Fonte: [TUDELA, 2003].

€13=¢€23=¢€33=0 (2.25)

naturalmente, através das equacgdes (2.9),

013=023= 0 (226)

Da equagdo (2.4) calculamos as mesmas equacoes (2.16), (2.17) e (2.18). Sendo assim,
calcula-se;

011 = Qrvid—2v) [(1 —V)en +V€22] (2.27)
E
o1 = mglz (2.28)
E
O22 = m[V«‘SHJr(l—V)Szz] (2.29)
033 =Vv(011+022) (2.30)

Observe-se que as equagdes do Estado Plano de Tensao e Deformacdo sao semelhantes,
e € possivel passar de um conjunto de equagdes para o outro. As equacdes do EPT sdo obtidas
a partir do EPD, com as substitui¢des abaixo:

v
1+v)

V=

(2.31)

E=EQ1 -7V (2.32)

Os valores de ¥ e E ndo tem um significado real, é somente um recurso matemético para
o aproveitamento das formulas do EPD para ambos os casos. A vantagem principal aparece
na implementacdo computacional, por permitir trabalhar apenas com um conjunto de equacdes
para os dois tipos de estado plano.



2.4 Acoes de Dominio

Nas formulagdes vistas neste capitulo ndo se consideraram as agdes de dominio. Neste
item faz-se uma breve descri¢do de casos onde a carga de dominio € considerada.

Tem-se trés casos especificos de carga de dominio: a primeira corresponde a problemas
estaciondrios, a segunda estd relacionada a processos de transformagao e transporte de energia,
e a terceira caracteriza um problema de autovalor. A expressdo de um problema de a¢des de
dominio mais comum € aquela que considera a acdo da for¢ca da gravidade, seja como peso
proprio ou como forga centrifuga. A equacdo (2.33) mostra a representacdo da equacdo de
equilibrio estético de forcas para peso proprio:

0ij,jtbj=0, em Q (2.33)

bj =-yvg (2.34)

onde g € a aceleracdo da gravidade e y € o peso especifico do material. No caso de corpos
homogéneos o peso proprio vai ser constante em todo o dominio.
Para a forca centrifuga tem-se a mesma equacao (2.33) onde:

bj= ywzxj (2.35)
e sabendo que x; € a dire¢do coordenada, w € a velocidade angular do corpo.
Outro exemplo importante neste trabalho estd relacionado a consideracao da inércia do
sistema. Os problemas de dindmica e propagacao de ondas sao tipicos. Nestes casos:
b i = pil j (236)

Os problemas de autovalor sdo casos particulares da equacgdo (2.36), onde considera-se
uma proporcionalidade dada entre os deslocamentos e as aceleragdes no sistema.
Ou seja:

ilj = —)Luj (237)

Assim,

bj = —pﬂtuj (2.38)



Introducao a Elastodinamica

Esse capitulo é baseado nos estudos de [TIMOSHENKO; GOODIER, 1970]. A obra é
uma referéncia cldssica na drea de mecanica dos materiais e apresenta uma abordagem tedrica
e pratica sobre o comportamento de s6lidos submetidos a diversas cargas, incluindo tragdo,
compressdo e flexao. O estudo do caso dinamico é praticamente uma extensao do caso estatico,
Jé estudado no Capitulo 2. Por este motivo s6 precisam-se acrescentar as forcas de inércia do
corpo.

Inicialmente tome-se a equacao (2.33) como referéncia:

oijithj=0, em Q 3.1

que representa o equilibrio estatico de for¢as no corpo.

Considerando-se o corpo submetido a um campo de aceleracdes lineares , a equacdo
(2.1) pode ser estendida para a andlise dindmica, tomando-se for¢as de inércia com base no
Principio de d’ Alambert. Pode-se, entdo, rescrever a equagdo (3.1) na forma:

O'l'jyi-i-bj:pl'ij 3.2)

onde p € a massa especifica do corpo € b; passa a representar quaisquer outras agoes de
campo.

Este corpo sob o efeito de um campo de forcas sofre deformagdes devido a deslocamen-
tos u; suficientemente pequenos de tal forma que o quadrado e o produto de suas derivadas
parciais sejam despreziveis. Assim da Equagdao Cinematica:

1
eij =5 (uij+uj) (3.3)

Sao vdélidas as equagdes constitutivas definidas na equagdo (2.6) e repetidas aqui por

conveniéncia, a Lei de Hooke:

0ij=Ab;jEkk +2UE ] 3.4)

Finalmente a Equacdo de Navier pode ser escrita da forma seguinte:

Gu]',kk+ uk,kj+bj:pilj (3.5)

1-2v)
O corpo se relaciona mecanicamente com o meio no qual estd, de tal forma que o campo
de deslocamentos precisa estar em conformidade com as restricdes ou imposi¢des existentes nas



suas fronteiras. Este tipo de condicdo, denominada condicdo de contorno geométrica, é dada
por:

ui(x;,t)=u;(x;,t) ,em T’y (3.6)

onde x; sdo coordenadas de um ponto x do contorno ; ¢ € o tempo , I';, representa o
contorno do corpo onde sdo impostas as condigdes de deslocamentos prescritos e I', representa
o contorno onde sdo impostas as condi¢des de tensdes; I' =T',UT' e T',NI'p = 2.

Da mesma forma existe um campo de tensdes prescritas no contorno. Esta condicao,
denominada condicdo de contorno mecénica, € dada em termos da prescri¢do do vetor tensio p
nos pontos de contorno, assim:

0ji(xi, nj(x;) = pi(x;, 1) ,em Iy 3.7

onde n; € o cosseno diretor entre a normal ao contorno e a dire¢do j no ponto x; € I'p,
representa o contorno do corpo onde sdo prescritas as tensoes.

E conveniente fazer algumas consideragdes na equagdo de Navier, equagio (3.2), de tal
forma a simplifica-la com condi¢Ges mais favordveis para o desenvolvimento dos conceitos.

Considere-se em primeiro lugar outras for¢as de campo nulas, de tal forma que:

Gu]-,kk+ Uk,kj :pilj (3.8)

1-2v
Pode-se admitir também que as solicitacdes aplicadas sejam tais que o estado de defor-
macao consiste exclusivamente de distor¢ao e rotacdo, assim:

uj; =0 (3.9)

Desta forma a equagdo de Navier fica como segue:

Guj,kk:pilj (3.10)
ou melhor:
) e = %u,- G.11)

Nestas condicdes pode-se afirmar que as ondas produzidas sdo ondas de distor¢ao, e sua

velocidade de propagacao é dada por:
|G
Cs=1/— (3.12)
P

E conveniente mostrar a seguir as formulagdes para alguns casos praticos como o de
ondas longitudinais em barras e ondas transversais em vigas.

3.1 Vibracao Longitudinal em Barras

Para estudar a vibragdo longitudinal em barras toma-se a equacgdo (3.8).

Considere-se um movimento longitudinal na barra, de tal forma que a hip6tese do pro-
blema considera o rotacional nulo com v = 0.

Desta forma a equacdo (3.8) fica da forma seguinte:

11



Guj,kk+Guk,kj = pilj

Expandindo a equagdo (3.13) para os eixos coordenados X, y, z, tem-se:

62 ur 62 75} 62 uy

¢ 0x>  0x2  0x?
1 2 3
62 U 62 U 62 27

¢ 0x>  0x2  0x?
1 2 3
02 Us 02 us 62 us

¢ ox>  0x2  0x?
1 2 3

+G

+G

+G

62 25} 62 U 62 Us
0x%  0x20x1  0x30x
62 ur 62 U 62 Us
0x10x;  0x5  0x30xp

62 u 02 27 02 Us
0x10x3 0)626)6'3 6.7(732’

:pill

:pilz

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Se o rotacional é nulo, indicando auséncia de cisalhamento, sabe-se que as seguintes
propriedades sdo validas:

Oul aug A 6u2 aug A 0u1 6Lt3 _

— X —=0;, ——-—=0; — —— 3.17
6)62 Oxl Oxg 6x2 a)C3 6x1 ( )
Derivando a primeira parcela da equacao (3.17) em relacdo a xp:
62 ur 62 127
= 3.18
0x5  0x10x; (3.18)
Da mesma forma para a terceira parcela da equagio (3.17) em relagdo a xs:
62 u 62 us
= 3.19
0x5  0x10x3 (3.19)
Assim, substituindo as equacdes (3.18) e (3.19) na equacgdo (3.14) tem-se:
02 0° 0°
26|22+ 22+ 28 | = piyy (3.20)
ox;  0x;  0x3
Da mesma forma, trabalha-se para as equacgdes (3.15) e (3.16), e tem-se:
62 U 62 2% (32 [75)
2G + + =pii 3.21
( oxz  0x5  0x3 pliz 32
02 0? 0°
2G| T2 + 2+ 22| = pitg (3.22)
ox;  0x;  0x3
Assim, em notagdo indicial fica:
2Guj k= plj (3.23)
Da equagdo (2.7) para v = 0, tem-se:
2G=E (3.24)
e substituindo na equagao (3.23) para obter:
Euj,kk:pilj (325)

12



Também, lembrando que:

m m m
p_V_Ae_A ,e=1 (3.26)

Considerando u; = U, a dire¢do primdria de deslocamento e como considera-se o coe-
ficiente de Poisson nulo, tem-se: up = us = 0. Desta forma, a equacao diferencial para o movi-
mento longitudinal numa barra estd mostrada na equacgao (3.27), onde U(x, t) € o deslocamento

axial, assim:

0°U(x, 1) 0°U(x, 1)
A =m
0x2 0t
Se a barra esta fixada em x =0:

E O0<x<L (3.27)

uo,n=0 (3.28)
e em x = L ndo existe restricdo a0 movimento, assim:

oU(x, 1)
0x x=L

EA =0 (3.29)

A equagdo (3.27) representa a equacgao diferencial de uma oscilacdo harmdnica.

Define-se w como a frequéncia natural circular do sistema e € medido em radianos por
segundo.

A solucao de um problema harmodnico é dado por:

U(x,t) = Acoswt + Bsenwt (3.30)

onde A e B sdo constantes que dependem das condi¢des iniciais. Assim, derivando a
equacao (3.30) no tempo, tem-se:

oU(x,t
(;); ) =—Awsenwt+ Bwcoswt (3.31)
E derivando uma vez mais no tempo:
02U (x, t
% = —Aw’coswt - Bw’senwt (3.32)
e colocando em evidencia —w? na equacdo (3.32):
*U(x,t
% = w?(Acoswt + Bsenwt) (3.33)

A parcela entre paréntesis do lado direito corresponde a equagdo (3.30) desta forma
substitui-se na equacgdo (3.33):

0*U(x, 1)
oz
Assim, substituindo a equacao (3.34) na equacdo (3.27), fica:

—w?U(x, 1) (3.34)

AOZU(x, f)

E
0t

=w’mU(x), 0<sx<L (3.35)

com as condi¢des de contorno:

13



U©) =0 (3.36)

dU
AU (3.37)
dx |y=1

Da mesma forma que comentou-se anteriormente, considera-se uma barra homogénea
e o interesse € calcular os modos e freqii€ncias naturais do sistema. Assim o problema do
autovalor pode-se reduzir a solu¢do da seguinte equacao diferencial:

2
D U =0 (3.38)
onde:
52 = sz—"Z (3.39)

com as mesmas condi¢des de contorno dadas pela equagdes (3.36) e (3.37).
A solucdo da equacdo (3.38) é da forma:

U(x) = Cysen(fx) = Cacos(fx) (3.40)

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela equacao (3.36) temos que C, =0, e da
equagdo (3.37) € valida a seguinte expressao:

cos(BL) =0 3.41)

de onde pode-se obter os autovalores:

,Br:(2r—1)% r=1,2,3,... (3.42)

E a frequéncia natural do sistema é:

EA EA
W, =Pr _:(gr_l)z — r=12,3,... (3.43)
m 2\ mL?

Na figura (3.1) apresenta-se um resumo dos conceitos vistos neste item, e pode-se ob-
servar a forma dos trés primeiros modos de vibragao.

1 EA 3 EA 5 EA
S R S - i 3.44
@1 27r mL? w2 27r mL? “s 2n mL? ( )

3.2 Vibracao Transversal em Vigas

A equacdo diferencial mais comum no caso de vibracdo transversal de vigas ndo pode
ser gerada a partir da Equacao de Navier, pois uma série de hipéteses simplificadoras sao consi-
deradas usualmente. Com base na equacao (3.25), considerando as premissas de Bernoulli para
as secOes transversais de uma viga:

—L (3.45)
0x1

du1 62 (75)

dx1 6.76:12

Dai: €11 =
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Figura 3.1 — Onda longitudinal em Barra. Fonte: [TUDELA, 2003].

Da teoria tradicional de vigas:

ng dzuz _ M

=— =—— 4
I dxt  EI (5:40)
oM
— = (3.47)
0x1

onde Q = Ay, I é o Momento de Inércia, E é o Mddulo de Young. Da andlise dindmica, pode-se
provar que:

GQ 62 [7%)
Bt S 3.48
logo, substituindo as equagdes (3.46) e (3.47) na equacdo (3.48), chega-se:
02 02 Uz 62 U
— | EI +p—= = 3.49
axf( o | Pez TP .49
e fazendo:
U, = Ysen(wt) (3.50)
Assim:
da? a’y
— |E1 dx(zx) —w?mY()+p 0<x<L (3.51)

com as seguintes condi¢des de contorno para uma viga engastada numa das extremidades (x =
0):

Y(0)=0 (3.52)

15



dy
@y (3.53)
dx x=0
d?Y (x)
EI =0 3.54
dx2 x=L ( )
d d%Y (x)
— |EI =0 3.55
dx dx? ||.—1 (3-35)

Lembrando que as equacdes (3.52) e (3.53) s@o as condi¢des de contorno essenciais € as
equacdes (3.54) e (3.55) sdo as condi¢des de contorno naturais.

Considere o caso em que a viga estd fixa em x =0 e livre em x = L , e novamente tome
um elemento com propriedades homogéneas em toda a sua extensao.

Desta forma a equagdo (3.51) pode ser escrita da forma seguinte:

4
ddiELX) -p*Y(x) =0 (3.56)
onde:
. 0'm

com as condi¢des de contorno essenciais dadas pelas equacdes (3.52 a 3.55), a solucdo final da
equagao (3.56) fica:

Y (x) = Cysen(fBx) + Cocos(fx) + Cssenh(fx) + Cycosh(fx) (3.58)

Fazendo uso das condi¢des de contorno dadas pelas equacdes (3.52) a (3.55) obtém-se
uma expressao que define as frequéncias naturais do sistema:

cos(BL)cosh(BL) = -1 (3.59)

Esta equacdo (3.59) pode ser resolvida numericamente e existem infinitas solu¢des para
B, . Com os autovalores f, calculados , pode-se conhecer os correspondentes modos de vibra-
cdo pela expressao:

Y (x) = Alsen(B;L) — senh(B,L)](sen(B;x) — senh(B,x) + (cos((B,L)+

(3.60)
+cosh((BrL))(cos((B,x) — cosh((f,x))]

¢ bom notar que estes valores ndo estdo normalizados. Na figura (3.2) pode-se observar os pri-
meiros trés modos de vibracdo, e as correspondentes expressdes para o calculo das frequéncias
naturais.

16
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3 = x
=
v
r=1— o
. x
L
o
r=2—0x -
| x
L
Wi
=3—0 T
- X
T
L

Figura 3.2 — Onda Transversal em Viga. Fonte: [TUDELA, 2003].

EI | EI EI
=1,875% — , =4,694%y/ —— , w3=7,855%\] —
“1 mlLA w2 mL 3 mlL*
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O Método de Elemento de Contorno e sua
Implementacao Numérica em Problemas de
Elasticidade

4.1 Formulaciao do MEC na Elasticidade

Os problemas pertinentes a mecéanica dos s6lidos sdo, na sua maior parte, problemas de
campo vetorial, pois a cada ponto estdo associadas grandezas cuja defini¢do requer a identifica-
cdo de médulo, direcdo e sentido, como no caso dos deslocamentos.

Estes problemas sdo estudados por teorias simplificadas, como o caso da elasticidade
linear, onde sdo consideradas algumas simplificacdes ou idealiza¢des, como € o caso de consi-
derar o problema estético, material eldstico, linear e homogéneo, entre outras.

Inicia-se o estudo rescrevendo-se a Equacao de Navier, vista na equacdo (2.11) e rees-
crita aqui sem a carga de dominio,

Gujrk+——Urkj=0 ,em Q “4.1)

1-2v
Mas existe outra forma de poder escrever esta equacgao, correspondendo aquela que uti-
liza as constantes de Lamé, que se relacionam com as constantes fisicas usuais como:

E
=G=—— 4.2
A TT Ry (+2)
E 2vG
= == (4.3)
T+vQ-2v) (1-2v)
Assim, a Equacdo de Navier € escrita da forma seguinte:

,uu]-,l-i+(7t+u)u,-,,~j:0 “4.4)

A formulagdo tradicional do MEC consiste em ponderar a equacgao (4.4) por uma funcao
u;‘ , com caracteristicas especiais e depois integra-la no dominio. Por meio de um tratamento
matematico adequado, transforma-se esta equacgdo integral de dominio em uma equacao integral
de contorno.

E interessante notar que a fun¢io u* , chamada de solu¢do fundamental, é a solugdo
de um problema especial correlato (de elasticidade) cujo dominio € infinito ou semi-infinito,
onde as forcas de corpo sdo a¢des concentradas no dominio, atuando nas direcdes coordenadas,
assim:



uu}f,ii+(it+p)u;"ij:0 4.5)

onde:

bj:A(f,x)Pj ,Pj:1 (46)

e A(¢, x) € a fungdo Delta de Dirac, ¢ representa o ponto fonte de aplicacdo da carga, x € ponto
campo.
A funcdo Delta de Dirac possui as seguintes propriedades:

a) A&, x)=0,se {£x “4.7)
b) A((,x) =00 ,se {=x 4.8)
c) fo(x)A(é,x)dQ=f(ff) se fex 4.9)

Entdo, tomando a equagdo (4.4), ponderando-a e integrando-a no dominio, tem-se a
expressao seguinte,

,Uf uj,iiu;fdQ+(7l+,Lt)f wi,iju;dQ =0 (4.10)
Q Q
O procedimento a seguir utiliza preferencialmente a propriedade da integracao por partes:

fu V,idQ:f(u V),idQ—fu v;dQ 4.11)

e do teorema da divergéncia:

f(u,,- u*),,-dQ:fu,,- u*n;dr (4.12)
Desenvolvendo a primeira parcela da equagdo (4.10):

fQu]’,ii u}" aQ = fQ[(uj,i u}'.‘),l-—(uj,i u;,i)] dQ

Jol(uj wp)i—(uj i )i+ (uy uj ;)] dQ (4.13)

= frluj; ui)n; ar — [r(u; ul n ar + [ (u; Ul ;) dQ

Da mesma forma, desenvolve-se a segunda parcela da equacao (4.10):

Jo Ui u}k dQ = [ol(ui; u;),j_(ui,i u}f’j)] dQ

)1 dQ (4.14)

— . . * PR— . * . . *
= Jolwii up)j— (i uj )i+ i uj g

= Jrui; u;f)nj dr — [-(u; u;’j)ni dr+ [q(u; ) dQ

*
Ujji

Trocando os indices da tltima parcela da equacao (4.14):

fgui’ij u}k dQ:fr(ui’i u;f)nj dl"—fr(ui u;fyj)ni dl"+fﬂuj u;l-j) aQ (4.15)
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Substituindo as equagdes (4.13) e (4.15) em (4.10) e reorganizando:

fg[u(uju;ii)+()L+,u)(uju;l-j)]d£2+fr[u(uj,iu}‘ni—uju;f'l-ni)]dl"+
+‘[F[()L+,u)(u,-,iu;fnj—uiu;,jni)] dr=0 (4.16)

A equagdo (4.5) apresenta u}" como solucao fundamental, a qual deve obedecer a equa-

cdo de Navier. Desta forma a primeira parcela da equagao (4.16) fica:

fﬂ[u(uju;f,ii)+(ﬂt+u)(u] u;; )dQ = f—A(é;x)Pjude:—Pjuj(cf;x) 4.17)

Assim, substituindo (4.17) em (4.16) tem-se:

Piuj(¢) = f ,u((u],u n; — uju;f,ini)]dl“+fr[(/1+,u)(ui,,-u;fnj—u,-u;jn,-)]dl" (4.18)
Introduzindo na equacdo (4.18) uma expressdo auxiliar da forma seguinte:
fu(u,]u ni— Ui, ju; “n)dl'=0 4.19)
E reagrupando, obtém-se:
Pjuj(<f)=fr[ll(ui,j+uj,i)ni + Mui)njlu;dl—
—fr[ﬂuju;,i”l"'ﬂu u]]n, wu;, luJ n]+,uulu n,+,uu,]u n;1dr (4.20)

Neste ponto € bom fazer uma pausa para definir a Equagao de Navier no contorno

E observa-se que a equagdo (4.21) tem a mesma estrutura da primeira integral da equacao
(4.20), de tal forma que pode-se substituir tal parcela pelo equivalente p;. Assim, substituindo
e reagrupando os termos, obtém-se,
Pju;i) = f pil; *dr f[,u(u] JUjT; )+/1(u jUin; )dTl'+

f,u(u u”n, u,,u nj+ Ui, ju; *n;)dr’ (4.22)

Troca-se a ordem dos indices da primeira parcela da segunda integral do lado direito e
introduzindo uma nova identidade auxiliar do mesmo tipo da equagao (4.19)

Pjuj() :fp,-u’fdl" —f[,u(u;j)nj+/1(u;,j)ni]uidl"

j,u(ulu n;— ui,iu;nj+ui,ju;fni)dl“—jru(u;iuinj—u;f'iuinj)dl“ (4.23)
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Reagrupando a equagdo (4.23) da mesma forma que na equacgio (4.20),

Pjuj(f):fp,-u*.‘dl“ —f[/Vt(u;j+u;f,i)nj+/l(u;j)n,-]u,-dl“+
fu(ulu nj— ui,iu;nj+u,-,ju;fni u uin)dr (4.24)

A segunda integral da equagdo (4.24) tem a mesma estrutura da equagdo (4.21), de forma
tal que serd substituida por p;. Assim,

fr[,u(u;‘,j+u;f,i)nj+/1(u;f,j)ni]uidl“:fl"p;‘uidl“ (4.25)

Da equagdo (4.24), trabalha-se a ultima integral:

fru(uiu;f,].+ui,ju;f)n,-dl" - fru(ui,iu}f+uj_iu}f)njdl":

fr,u(ul-u;),jnidl“ — Jrp(u; u;),,-njdl“

(4.26)
= Jomwiuy) jidQ2- [op(uiug),i;dQ
= Jorl(u; udl,ji— wiuj), jildQ=0
Finalmente, substituindo as equacdes (4.26) e (4.25) na equacgdo (4.24) tem-se:
P]u](€)+fp]u]dr fp]u dar 4.27)
Da equag@o (4.6) sabe-se que P; = 1, entdo:
u](£)+fp]u]dl" fp]u dar (4.28)

E conveniente estruturar-se a solu¢do fundamental de modo que cada carga concentrada
p; atue independentemente uma da outra. Desse modo os deslocamentos e for¢as de superficie
fundamentais ficam escritos na forma:

u; = u; (fx)Pl—u P1+u P2

4.29
P = DI 0P = p Pyt plPs (429

onde P; = 6y; , 62; e 03; (6;j — delta de Kronecker), considerados separadamente. Dessa
forma u;‘j e p;‘j passam a representar deslocamentos e forcas de superficie na direcdo ““ j ” no
ponto x, resultado de uma carga unitaria agindo na dire¢do “ i ” e aplicada no ponto ¢.

Pode-se demostrar que a equacao anterior € um caso particular de uma expressao geral

dada por ([BREBBIA C. A;TELLES; WROBEL, 1984]):
Cij@u;(s) +fr uj(x)p;; &, x)dT (x) =frpj(x)u;“j(€, x)dr (x) (4.30)

que € vélida para o contorno do problema.
A equacgdo (4.30) € a equacdo integral do Método dos Elementos de Contorno para a
elasticidade.
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4.2 Soluc¢oes Fundamentais

A solucdo fundamental € a solucdo de um problema especial correlato de elasticidade
cuja equacao de governo € valida a partir da equacdo de Navier,

* G * _
Desta forma, o problema fundamental governado pela equacdo (4.5) também obedece
aos principios do equilibrio, ou seja:

oi..=0 , em QF (4.32)

ij,i
Existem vdrias solu¢des da equagdo (4.31) que podem ser empregadas. Estas variam
com relag@o ao dominio considerado e com as condi¢des de contorno escolhidas. Sera apresen-
tada a solugdo de Kelvin, que considera o dominio Q* infinito, com propriedades e comporta-
mento eldstico, onde uma carga unitdria concentrada atua nas 3 dire¢des coordenadas.
Em casos bidimensionais de estado plano de deformacdo, os deslocamentos u;."j e as
forgas de superficie p; i sao dados pelas equacgdes abaixo:

u;."j(f,x): o _ {(3—4v)ln(r)6,-j—r,,-r_j} (4.33)

1-vG

. -1 or
pi;(&,x) = e { [(1-2v)6;j+2r,r,] Fre (1-2v)(rin;— r,]-n,,-)} (4.34)
onde a varidvel r = r (¢, x) representa a distincia entre o ponto fonte ¢ , de aplicagc@o da carga, e
o ponto campo x . As derivadas sdo tomadas com relacdo as coordenadas x;.

E alguns dos componentes das equagdes (4.33) e (4.34) podem ser definidos através da
notacdo indicial na forma seguinte:

a) = (rir)? = (rry + rar)'? (4.35)
b) ri = x;(x) — x; (&) (4.36)
o= T O (4.37)

Toxi0) 1 0xi©

e n; sao os cossenos diretores.
Para obter as expressoes relativas ao estado plano de tensdo, basta substituir v por v, e
G por G, dados por:

v o= X

1+v
5 E
G = % (4.38)
= _  EQ1+2v)
E = 1+v)2

4.3 Tensoes nos Pontos Internos

Para o célculo das tensdes nos pontos internos, parte-se da equagao (4.30) com C;; =1,
e derivando-a em relagdo as coordenadas do ponto ¢:
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du;($)
dxi($)
Esta expressao fornece as deformacoes especificas que, através da Lei de Hooke, permi-
tem encontrar as tensdes nos pontos internos.
Entdo, pode-se escrever diretamente que a expressao para os pontos internos é:

:frpjufj,k(f,x)dﬂx)—frujp;*j,k(f,x)dr(x) (4.39)

011(6) = fr Pt} (€, DT () - fr i € 0T () (4.40)
Onde tem-se as seguintes expressoes para as solugdes fundamentais:
N 1
Ui = m {(1 — ZV)(I‘)]'(S,‘]C + r,i5jkr,k5ij) +2r,,~r,jr,k} 4.41)
. G or
pijk = m {Za [(1 —21/)51']'7‘,]C +V(5ikr,j +6]~kr,,~) —4r_,-r,jr,k]

+2v(nirjr+n;rr) + (1 =2v)2ngr;rj+ nj6l-k+ niéjk) -Q1 —4v)nk5ij 4.42)

que sdo vdlidas para o caso da analise bidimensional.

4.4 Implementacao Numérica

Quando o objetivo € resolver computacionalmente uma equagdo diferencial ou integral,
antes de expressd-la numa linguagem de programacao € preciso ter a ajuda de técnicas numé-
ricas. Os conceitos difundidos no cdlculo numérico sdo a principal ferramenta de ajuda na
resolucdo de equacdes e a escolha do método para a resolugdo de um problema especifico é
muito importante.

A equacdo integral obtida em (4.30), envolve uma distribuicdo dos deslocamentos e
forcas de superficie em todo o contorno. O ponto fonte ¢ é o ponto nodal onde a forca unitdria
produz o campo de deslocamentos u, enquanto x representa os pontos de integracdo sobre o
contorno (ponto campo).

C(é)u(é)+fu(x)p*(cf,x)dF(x)=fp(x)u*(€,x)df(x) (4.43)

No caso do Método dos Elementos de Contorno o tratamento numérico desenvolvido
considera uma discretiza¢ao do contorno em um ndmero finito de elementos.

Esta discretizacao leva a um sistema de equagdes algébricas envolvendo valores nodais
de deslocamentos e forcas de superficie.

Em principio, os métodos numéricos permitem resolver sistemas de dificil resolucdo
analitica, mas de uma forma aproximada. Considerando este aspecto, 0 método dos Elementos
de Contorno envolve um procedimento que procura minimizar o erro cometido com a solug@o
aproximada, através de uma ponderacao avaliada em todo o dominio.

Uma vez obtida a equagdo integral geral de contorno sem termo de dominio, equacao
(4.43) € preciso discretiza-la para entdo resolvé-la aproximadamente.

Inicialmente divide-se o contorno numa série de elementos sobre os quais se interpolam
as grandezas u; e p; em termos dos valores nodais.

i = N°us (4.44)
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pi=N°p; (4.45)

onde N € o vetor das fungdes de interpolagdo, uf e p? sdo os vetores deslocamento e forga do
ponto nodal x .

A seguir apresentam-se algumas definicdes importantes no desenvolvimento desta teoria
para ajudar na sua compreensao.

4.5 A Geometria do Elemento

Na figura (4.1) observa-se o exemplo de um elemento de geometria retilinea. Nele
observa-se a coordenada natural I'(n) , que € definida como:

1 1
LS = x{ 1 + x5¢p2 :xfg(l—n)+x§5(1+n) (4.46)

e e e el el
15, () =y1<P1+J/2<P2Zyli(l—n)+y2§(1 +1n) (4.47)

n=1 t1=1-z/L
L
T n=>0
$2=x/L
L

Figura 4.1 — Geometria retilinea. Fonte: [TUDELA, 2003].

Com base nos principios da geometria diferencial e observando, também, a figura (4.2)
pode-se escrever:

dr? = dT% +dT5
dre? (dre\?  (drg)?
= +
(dn) (dn) dn
(ﬁ)ﬂ(”’ﬂ)
dn dn

are = 7| dn (4.48)

dare B
dn B

_—

Finalmente:

onde || é o Jacobiano da transformagdo que para a geometria linear e em duas dimen-
soes tem o valor de:

lj

=5 (4.49)
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dr
dr,

dl'x

Figura 4.2 — Geometria retilinea - elemento diferencial. Fonte: [TUDELA, 2003].

Para uma geometria ndo retilinea, como o mostrado na figura (4.3):

=T*(x.y)
Wﬁis&’s)
(X1:¥1)

X
Figura 4.3 — Geometria nao-retilinea. Fonte: [TUDELA, 2003].

Nesse caso tem-se:

re(_e e e_e77277 e 2 e77277
() = X1+ Xpp + x5y =x7| - S|+ R -n) +ag| S+ (4.50)
7o 7o
Fi(x)=yf</>1+y§¢z+y§</)s=yf(5—5 +y§(1—172)+y§(?+§) 4.51)
Assim, da mesma forma que no caso linear:
are 1
dnx =n(x1 —2x2 + x3) + E(x3 - X1) (4.52)
dl“; 1
d_n =1 —2y2+y3) + E(J/s -»n) (4.53)

Igualmente o Jacobiano € definido como na equagdo (4.48). Assim:
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€ ars
=[5 () 4o

Para se efetuar as integrais indicadas na equagdo (4.43), deve-se conhecer as expressoes
dos integrandos em func¢do da coordenada naturaln. O Jacobiano é dado pela equacdo (4.54).
As coordenadas do ponto campo x(n) e y(n) podem ser determinadas a partir das equacdes
(4.50) e (4.51). Sendo assim, a distincia entre os pontos fonte e campo e o vetor r (figura 4.4)
estdo determinadas, restando apenas obter a expressdo para o vetor unitirio normal 7(n).

Seja t um vetor tangente 4 curva I'.

\T

<

n

Je

X

Figura 4.4 — Vetor posi¢do e vetores unitarios. Fonte: [TUDELA, 2003].

Ha uma relagdo entre r e a curva I' (figura 4.5):

Ar  PQ dr Ar

40
AT TN P
/\:’“\
7
T
-
/

Figura 4.5 — Elemento diferencial da curva. Fonte: [TUDELA, 2003].

A anélise geométrica mostra que AI' — 0 e Q — P a direcdo da corda PQ tende para a
direcdo da tangente a curva em P.

dr dx, dy
LA . 4.
ar ar' Tar’ ! (4.56)

Por outro lado:

dr drdn dr 1

(= ar_aran_ar 4.57
dl  dndl dnl]| =7

. dr .
Da expressao anterior falta calcular o termo P Assim:
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r=[x(x;) —x(Oi+ [y(x;) —ylj (4.58)

E derivando em x;

dr =[dx(x))]i+[dy(x;)]j (4.59)

onde dx e dy sdo coordenadas globais; entdo, escrevendo-as em termos de 1:

x=T5n) = x{p1 + X352 + X5¢P3 = x{ N1 + X5 No + x5 N3 (4.60)
y=T3m) = yid1+ P2+ y5¢3 = yi N1+ y; No+ y5 N3 (4.61)
E derivando:
dx = x{dy + x5dps + x5dps3 (4.62)
dy=yiddr+y;dgz+ ysdgs (4.63)

As fungdes ¢; sdo dadas em funcdo de 7; logo,

dr _dxt . dy(n)j

4.64
dn dn dn (69
Com as condig¢des:
tr-n=0
(4.65)
nxs=k
Obtém-se o vetor normal:
1 [dx, dy
n=—|\—i+—j 4.66

Feita a discretizagdo, as integrais sdo resolvidas de forma numérica empregando a For-
mula de Gauss.

4.6 Funcoes de Interpolacao

Para definir as funcdes de interpolacio espacial, parte-se da adocdo de um sistema de
coordenadas adimensional, conhecido também como sistema de coordenadas natural.

A coordenada adimensional 77, aqui € usada com vantagem por permitir o uso de funcdes
¢ padronizadas e por se ajustar com mais facilidade aos esquemas de integracdo aproximada
(Gauss, por exemplo), doravante empregados.

Na figura (4.6) mostra-se um elemento adimensional, para o qual os valores de u e p em
qualquer ponto podem ser definidos em termos do seu valor nodal e as func¢des de interpolagdo
¢ sdo dadas em termos da coordenada adimensional.

Para as funcdes de interpolagdo linear, tem-se:

u(m) = urp1(n) + uap2(n) = [P1 P21l upl’ (4.67)
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n
(0) (1) c (2
» ! »
=1 n=>0 n=
- L .

Figura 4.6 — Sistema de coordenadas adimensional. Fonte: [TUDELA, 2003].

pm) =p1p1(n) + p2p2(n) = [P1 P2llp1 Pz]T (4.68)

Da figura (4.6), pode-se ver que a coordenada adimensional n variade —1 a +1 e as duas
funcgdes de interpolagdo sao:

1

¢r=50-m (4.69)
1

b2 =51+m) (4.70)

Da mesma forma, para as funcdes de interpolagdo quadréticas tem-se:

u(m) = urp1 () + uppo () + usp3 (M) = [p1 P2 P3lluy up uzl’ (4.71)
pM) = prp1(M) + pap2 () + p3ps(m) = [Py P2 P3llpr p2 p3l’ 4.72)
E, neste caso , as fun¢des de interpolacao sio:
1
1= En(n -1) 4.73)
po=1-1" (4.74)
1
3= En(n +1) 4.75)

4.7 Integracao Numérica

Na figura (4.7) pode-se observar a discretizacdo com elemento constante, linear e qua-
drético.
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7

Figura 4.7 — Tipos de elemento de contorno. a) elemento constante , b) elemento linear, c¢) elemento
quadratico. Fonte: [TUDELA, 2003].

Assim, substituindo as equagdes (4.44) e (4.45) na equagdo (4.43) tem-se a seguinte
expressao:

Ne Ne
C(€l-)u(é,-)+z(f p*Ndr) u@):z(f u*NdF)p(e) (4.76)
j=1\JI; j=1\JT;

onde N, é o nimero de elementos da discretizacgao.

A geometria de cada elemento € definida em termos de uma fun¢do interpolante de
forma, que se baseia nas coordenadas cartesianas dos pontos nodais que sdo naturalmente co-
nhecidas. As coordenadas cartesianas x; dos pontos de contorno estdo situadas ao longo do
elemento, como mostra-se a seguir:

xi=M°x] 4.77)

onde M* € a matriz contendo as fungdes de interpolagdo e x; o vetor de coordenadas nodais do
elemento.

Durante a montagem do sistema de equacdes indicado pela equagdo (4.76), cada uma
das integrais serd calculada numericamente. Este cdlculo se dard através da integracao numérica
unidimensional de Gauss, que estabelece:

1 NPI
fdn= 2, faw; (4.78)
- i=1
onde n; é a coordenada adimensional do i-ésimo ponto de integragdo, w; é o fator de peso
associado ao ponto i , e NPI € o niimero total de pontos de integracdo utilizado.
Desta forma trabalha-se com as parcelas da equagdo (4.76) como segue:

NPI

p*NdIl'= | p*N|Jldn= Y |Jlx wiNkp; (4.79)
Lj T k=1
NPI

f u*NdF:f u*NJldn= ) |lx wiNyu; (4.80)
Lj Lj k=1

onde NPI s@o o nimero de pontos de integracdo de Gauss.
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A equacdo integral discretizada € aplicada repetidamente considerando o ponto ¢ situado
coincidentemente com todos os pontos nodais existentes. Um sistema de 2¢ equagdes algébricas
¢ gerado e envolve os 2t valores nodais de deslocamento e forca de superficie.

Ainda é bom levar este sistema para uma forma matricial e para isso coloca-se da forma
mostrada a seguir. Da segunda parcela da equacdo (4.76) tem-se:

N, Ne
> (f p*NdFe) u=)y hu’ 4.81)
j=1\WT; j=1

Similarmente,

N, N,
> ( fr u*NdFe) p’=Y g°p° (4.82)
J

j:l ]:1

O sistema fica reduzido na forma mostrada a seguir:

N, N,
CENuE)+)Y hu°=) gp° (4.83)
j=1 j=1

Resulta, entdo, um sistema de equagdes matricial na forma,

(C+HMu=Gp (4.84)

onde os vetores u e p contém os valores de deslocamento e forcas de superficie em
todos os pontos nodais. A matriz C € quase diagonal, e pode ser incorporada a H para formar:

Hu=Gp (4.85)

Assim, é necessdrio estudar como determinar as submatrizes da diagonal H. E a forma
de calculo é através da imposi¢ao de translacdes de corpo rigido correspondentes a forcas de
superficie nulas. Desta forma, adotando-se para o caso bidimensional, 2 translacdes indepen-
dentes, uj» =61 € ujp» =02, chega-se a:

t
Y Hpqug=0 (p=1.2,...,1 (4.86)
q=1
onde Hj, representa matrizes 2x2 de H e:

Ug= I (487)

onde I € matriz identidade.
Deste modo, pode-se calcular indiretamente as submatrizes da diagonal de H na forma:

t
Hya= Y. Hyq (@=1,2,...,1) (4.88)
q=1, q#«a
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Integrais Singulares no MEC

No MEC, é comum em suas formulacOes aparecerem equagdes integrais com algum
nivel de singularidade. Nas Ciéncias e Engenharias, os problemas estudados, comumente sao
representados por equacgdes diferencias ordindrias ou equagdes diferenciais parciais e também
por equagdes integrais. Como € sabido, sao poucas as equacdes que possuem solugdo analitica
de forma que as solugdes aproximadas tornam-se importantes na solu¢do de muitos problemas.
O MEC se enquadra nesta categoria. Embora este trabalho ndo estude a fundo a teoria e técnicas
relacionadas ao Método dos Elementos de Contorno, o objetivo é focar num problema muito
relevante que € a resolucdo das integrais singulares. [FAKHYE, 1998] apresentou a correlagao
do MEC com as integrais singulares e a necessidade de implementa¢des numéricas. Nesse
capitulo serdo apresentados de forma simplificada alguns conceitos relacionados as integrais
singulares e sua importancia dentro do ambito do MEC.

5.1 Classificacio quanto a Singularidade da Integral

A presenca de integrando com algum grau de singularidade € relativamente recorrente
dentro de problemas do MEC.

Esse trabalho utiliza como referéncia o trabalho de [GAO, 2005], que correlaciona o
tipo de integral existente em elementos de contorno a um grau 8 no denominador do integrando
como mostra a equacdo (5.1), que considera o termo de r como o responsdvel pela singula-
ridade quando o ponto fonte vai se aproximando do ponto campo. Uma classificagdo dessa
singularidade para casos bidimensionais € apresentado na tabela 5.1.

f(xP, &)
I(xP :f—dQ 1
(xP) O TP 69 (5.1)

onde f(xP,¢) é limitado no intervalo considerado e r(x”,¢) € a distancia entre o n6 fonte x” e
o né campo ¢ representado figura 5.1.
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Figura 5.1 — Representagdo do n6 fonte e né campo na malha do MEC. Fonte: Prépria

Tabela 5.1 — Classificagio da singularidade pelo grau S. Fonte: [GAO, 2005]

Nivel de Singularidade Poténcia f
Regular =0
Singularidade fraca 0<p<1
Singularidade forte p=1
Hipersingular p=1+1
Supersingular B=1+2

As integrais de dominio regular com singularidade fraca sempre existem, ou seja, € pos-
sivel calcular suas partes finitas. No entanto, para integrais de dominio forte, hiper e supersin-
gular, as integrais s6 existem sob algumas condi¢des, dependendo fortemente das caracteristicas
da fungdo f(x?,x). Para problemas que resultem em singularidades fraca e forte, o valor prin-
cipal de Cauchy consegue calcular sua parte finita. No entanto, quando o problema apresenta
B =2, € necessdrio utilizar a teoria da Parte Finita de Hadamard [CHAN, 2007].

5.2 Integrais Impréprias

b
A existéncia de integral definida f f(x)dx , onde f(x) é continua no intervalo fechado

[a, b] é garantida pelo teorema fundamentgl do Célculo. Entretanto, determinadas aplicacdes do
Célculo nos levam a formulagdes de integrais em que, o intervalo de integracao nao € limitado
ou o integrando tem uma descontinuidade infinita em algum ponto do intervalo [a, b]. Para esse
trabalho somente o segundo caso serd abordado.

Suponha que exista uma func¢do f(x) que € continua, exceto em um ponto ¢, sendo
assim, tornam-se infinitas em um ponto do intervalo de integracdo e sdo chamadas de integrais
impréprias. Esse tipo de integral dada pela equagdo (5.2) apresentam uma assintota vertical na
regido da descontinuidade infinita em ¢ como mostra a figura 5.2.
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Figura 5.2 — Representagdo grafica da assintota. Fonte: Prépria

b
I= f fx)dx (5.2)

A integral dividida em duas partes como mostra a figura 5.3 e pode ser calculada da
seguinte forma:

Figura 5.3 — Representagdo grafica da assintota. Fonte: Prépria

c—€ b
I:lin%f f(x)dx+lir%f fx)dx (5.3)
€=0Ja €=0Jc+e

5.3 Valor Principal de Cauchy

No caso dos dois limites existirem da equacao(5.3), a integral converge ou € conver-
gente.Caso pelo menos uma integral ndo exista, diz-se que a integral diverge ou é divergente.
No entanto, a integral impropria pode existir no ambito de Valor Principal de Cauchy, tendo um
valor finito, definido por:

(5.4)

b c—€ b
VPC] f(x)dx:lir%[f f(x)dx+f fx)dx
a €— a c+e

A grande diferenca entre a técnica da integracao impropria e o Valor Principal de Cauchy
€ que na primeira, os limites sdo calculados separadamente e na segunda, primeiro se calcula as
integrais onde € subtraido um intervalo [—¢, +€], como pode ser visto na Figura 5.4, e posterior-
mente € calculado o limite.

No geral as equacdes que envolvem resolugdes de Valor Principal de Cauchy tem a
configuracdo como

bmdx

a t—X

VPC (5.5)
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Figura 5.4 — Representagdo grafica da solugdo por Valor Principal de Cauchy. Fonte: Prépria

Pois, quando os valores de ¢ e x se aproximam, a integral cai em um caso de indetermi-
nacao.

Para que se possa assegurar que as funcdes ou classes de fungdes com as quais se esta
trabalhando atendam certos requisitos de continuidade, em particular, a continuidade de Holder
com certas propriedades ou caracteristicas que sao explicitadas em [WIBOWO; KURNIAWAN,
2020].

5.4 Parte Finita de Hadamard

As integrais de dominio regular com singularidade fraca sempre existem, ou seja, € pos-
sivel calcular suas partes finitas. No entanto, para integrais de dominio forte, hiper e supersin-
gular, as integrais s6 existem sob algumas condi¢des, dependendo fortemente das caracteristicas
da funcdo f(xP,x). Para problemas que resultem em singularidades fraca e forte, o valor prin-
cipal de Cauchy consegue calcular sua parte finita. No entanto, quando o problema apresenta
P =2, € necessdrio utilizar outro artificio.

PF

I dt= fx_e (0 dt+fb A0 2/ (5.6)

o (t—x2 =0 (t—x)? e (t—x2dt €
a equagdo (5.6) € chamada de parte finita de Hadamard e conforme [CHAN, 2007], € possivel
separar a equagao (5.6) em duas partes finitas.

pr [ L@ dr:nmU AR IC) (5.7)
a (t—x)? e—0|Js (t—x)? €
b b

pr [ IO dt:lim[f @, I (5.8)
X (t_x)z €—0]Jx—¢ (t_x)z €

5.5 Delta de Kronecker

Na Algebra Linear utiliza-se o Delta de Kronecker para identificar um conjunto ortonor-
mal, que é um conjunto de vetores ortogonais dois a dois e possuem norma igual a um, ou seja,
sdo unitarios. Nesse caso, tomando dois vetores distintos do conjunto temos que seu produto
interno serd zero, sendo assim, sdo ortonormais formando um angulo reto entre si. Mas se for
selecionado um mesmo vetor duas vezes, o angulo serd nulo e tanto o seu cosseno quanto o
produto interno serdo, também, iguais a 1. A defini¢do do Delta de Kronecker é dada por:

0 sei#]j
S:ii=8:: 59
Y ) {1 sei=j (5:9)
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e pode ser representado matricialmente como:

6 612 -+ Oim
021 022 -+ Oom
Bal=| . . . (5.10)
6n1 6112 6nm
Logo, pode-se resumir algumas propriedades da nota¢do indicial como segue:
bijAi=Aj
5iijk:Mik:Mij5jk (5.11)
0ik0kj=0ij

5.6 Delta de Dirac

Em matematica, a fun¢do Delta de Dirac, também conhecida como o simbolo do impulso
unitario, € uma fungdo generalizada ou distribui¢do sobre os nimeros reais, cujo valor é zero
em todos os lugares, exceto em zero, e cuja integral sobre todo o intervalo € igual a um. Em
resumo, as propriedades de Delta de Dirac sdo:

0,
5(6,x)={ sex#¢ (5.12)
oo, sex=¢
e
pi), ¢e€Q
(£)6(, x)dQ = 5.13
| s { P e (5.13)
onde
fé(x—f)dle (5.14)
5.7 Jacobiano
Considere um retangulo S como descrito na figura 5.5, e objetivo serd estimar a drea A A
de R.

/ I (ug,v)

—— (X0, Vo) © R

(g, Ug) Au \ - -
0 0 4 §

/
=1y I (u,U)

Figura 5.5 — Aproximagio de drea através de transformagdo de varidveis. Fonte: [STEWART, 2013].

T(u,v)=X(u,v)i+Y(uv)j (5.15)
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O vetor tangente a curva T (u, vo) em T (uy, vg) = (X0, yo) €

0X . 0Y
Ty(ug,vg) = —i+—j (5.16)
ou ou

e o vetor tangente a curva T (ug, v) em T (up, vo) = (Xo, Yo) €

0X . 0Y
Ty(ug, v9) = —i+—j (5.17)
ov ov

Agora, € possivel aproximar a drea de R pelo paralelogramo delimitado pelos vetores
AuTy(ug, vy) e AvT,(uy, vg) como pode ser observado na figura 5.6.

T (1g,0)

Figura 5.6 — Vetores para aproximagdo de drea. Fonte: [STEWART, 2013].
Lembrando que drea do paralelogramo é dada pela norma do produto vetorial, obtemos
|AuTy(ug, vo) x Av Ty (uo, vo)l = 1Ty (uo, vo) x Ty (uo, Vo)l AuAv (5.18)

como estimativa da drea AA de R. Agora, o produto vetorial Ty, (ug, vo) x T, (1, Vo) € dado pelo
determinante:

i j k| rax ey
T (1o, vo) x Ty(ttg, v) = |2 9L 0] = [ggg g¢] k (5.19)
9aX dY v ov
ov  ov
Sendo assim, a defini¢cao do jacobiano J é dada por:
o,y [Z ) oXxoy ayox
V) = - = 5.20
J,v) o(u,v) %—f 5,1 Oudv Ouodv (5-20)
Com essa notagdo, a drea AA de R é aproximada por:
AA = |]J(ug, vy)| AuAv (5.21)

5.8 Presenca de Equacoes Singulares em Elementos de Contorno

Em MEC, em muitos casos é imprescindivel conhecer o estado tensional em qualquer
ponto do sélido. No trabalho de [SOUZA, 2007], para os casos bidimensionais a singularidade
da integral esta relacionada diretamente com a solu¢do fundamental, que se depara com termos

1
explicitos como - em azul e In(r) em vermelho como pode ser visto nas equagdes (5.22) e
(5.23),
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B-4v)In(r)b;j—r1,ir,] (5.22)

. B -1
U6, X) = 81(1-v)G |

1 0
;9;‘].(5,)5):47I ;[[(1—2v)6ij+2r,,-r,j]é—(l—Zv)(mn]’—r’jl’li)] (5.23)

(I-v)
onde u* e p* sdo respectivamente as solucdes fundamentais para deslocamento e forca de su-
perficie nos problemas de elasticidade em elementos de contorno. A presenca de integrandos
com algum grau de singularidade € relativamente recorrente dentro de problemas de elementos
de contorno.

As equacdes (5.24) e (5.25) mostra a solu¢ao fundamental para o cdlculo de deformagdes
e tensOes em pontos internos e onde se observa que apresenta uma Hipersingularidade, muito

. . . . 1
presente em problemas de elasticidade. Esse tipo de singularidade, representado pelos termos —
p

1 . .

e — sdo fonte de estudo deste trabalho. O termo em azul representa o termo com singularidade
r

e o termo em vermelho o termo com hipersingularidade.

* __ 11 _ N T & S TR )

Uijk(f,X)—4n(1_V)r{[(l 2v)(mjri—m;r;)] Py [2rirj+(Q 21/)6,])]} (5.24)
P X) = —— L 1a-2vs,; +2r, -]—ar—(l—z Y(rin;—rin;) (5.25)
X = T VIBij+2rirj] o V)(rinj—rin; .

onde U™ (¢, X) é a componente de deslocamento e P* (¢, X) a tensdo de superficie aplicada no
contorno.
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Quadratura de Gauss-Legendre em Integrais
Singulares

Em andlise, a integracdo numérica compreende uma ampla familia de algoritmos para
calcular o valor numérico de uma integral definida e, por extensao, o termo também € usado as
vezes para descrever a solu¢do numérica de equagdes diferenciais. Este capitulo se concentra
no célculo de integrais definidas. O termo quadratura numérica, muitas vezes abreviado para
quadratura, € um sindnimo da integracdo numérica, especialmente quando aplicado a integrais
unidimensionais.

6.1 Quadratura de Gauss-Legendre

O problema bésico em integracdo numérica é calcular uma solucdo aproximada para
uma integral definida como:

b
f fx)dx (6.1)

O método da Quadratura de Gauss-Legendre escolhe pontos de forma a otimizar a apro-
ximag¢do da integral ao invés de simplesmente escolher alguns pontos igualmente espagados.
Inicialmente € preciso mudar, mediante uma transformacao de coordenadas, o intervalo de in-
tegracdo definido de [a , b], no intervalo [-1 , 1]. Assim, substituindo a varidvel ¢ por x,
onde

(b-a)x (a+Db)
t= +

> > (6.2)
e
dar="2 ;“) dx 6.3)
Obtém-se a equacio (6.4)
1
f fx)dx (6.4)
-1

As formulas de quadratura resolvem a equacdo (6.4) da forma seguinte

b 1 n
f f(x) dx:flf(t)dtszif(xi) (6.5)
a - 1



Sendo assim, a quadratura de Gauss-Legendre pode ser dada por:

2

b _ 1 - _
ff(t)dt:(b “)f f((bzmx+(“+b) dx~ =9
a -1

onde w; € o peso dado por:

sendo P € o polindmio de Legendre.

2 2

2

w; =
(1-xD)(P), | (x)]?

6.2 Polinomio de Legendre

n - .
Zwif (b-a)x; N (a+b) 6.6)
i=1 2 2

=12, ...,n 6.7)

A quadratura de Gauss-Legendre recebe esse nome pois, as abcissas x; na fungdo de

1
Py(x)=——

di’l
2l dxn

[ -1)"].

A tabela (6.1) mostra os pontos de gauss x; € 0s pesos w;

Tabela 6.1 — Tabela de coordenadas e pesos de gauss até n =5.

quadratura de Gauss para o intervalo [—1,1] s@o definidas como as raizes do polindmio de
Legendre P, para n termos:

(6.8)

Quantidade de Pontos

Pontos x;

Peso w;

1

0

2

2

1.000000000000000
1.000000000000000

0.5773502692
0.5773502692

0
-0.774596669241483
0.774596669241483

0.888888888888889
0.555555555555556
0.555555555555556

-0.339981043584856
-0.861136311594053
0.339981043584856
0.861136311594053

0.652145154862546
0.347854845137454
0.652145154862546
0.347854845137454

0
-0.538469310105683
-0.906179845938664
0.538469310105683
0.906179845938664

0.568888888888889
0.478628670499366
0.236926885056189
0.478628670499366
0.236926885056189

6.3 Exemplos numéricos da quadratura de Gauss-Legendre

Considere a fungao:

f(x) = x° - x*sen(2x)

(6.9
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e deseja-se calcular a integral de f(x) como indicado,

3
f [x6—x25en(2x) dx (6.10)
1

Fazendo a integracdo por partes pode-se chegar ao resultado analitico da integral igual
a 317,34. Quando se realiza a integracao utilizando a quadratura de Gauss-Legendre para dois
pontos de Gauss, tem-se:

3
f [xG—xzsen(Zx)] dx ~ f(~0,5773502692+2) + f(0,5773502692+2) = 306,8199344 (6.11)
1

Considerando dessa vez n = 3, resulta em

3
f [xﬁ — x%sen(2x)| dx = 0,5556 f (=0, 774597 + 2)+
i (6.12)

+0,8889f(0+2) +0,5556 f (—0,774597 + 2) = 317,2641516

Nota-se que o resultado fica muito préximo do analitico. A tabela (6.2) mostra o resul-

tado do exemplo para diferentes valores de n. A programacao utilizada pode ser encontrada no
Anexo 01.

Tabela 6.2 — Resultado da integral para diversos valores de n

n | Resultado

5 | 317,3442267219695
12 | 317,3442466738263
20 | 317,3442466738264
30 | 317,3442466738264
64 | 317,3442466738264

6.4 Limitacoes da Quadratura de Gauss-Legendre para integrais singulares em
intervalos simétricos
A primeira limitacdo da quadratura de Gauss-Legendre aparece quando o ponto de gauss

coincide com o ponto de singularidade de f(x) para integra¢des de intervalos simétricos.
Considere a fungao

3
== 6.13
f == (6.13)
quando se integra no intervalo simétrico [—1,1]
13
—dx (6.14)
11X

Como f(x) ndo estd definida em x = 0, e 0 também € um ponto de Gauss quando n é
impar, o célculo através da quadratura de Gauss-Legendre somente € possivel quando 7 € par.
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Analiticamente tem-se,

1

§dx:O (6.15)
-1X

Utilizando a programacao do anexo 02 a quadratura de Gauss-Legendre paran = 8

1

3 13
—dx= f —dit= —8.326672684688674 10" "7 (6.16)
-1 -1

6.5 Limitacoes da Quadratura de Gauss-Legendre para integrais singulares fracas

Considere a fung¢ao

1
fx) = (6.17)
V4 - x?
e realizando a integral definida pelo método das integra¢des impréprias para o intervalo [0, 2].
|
f dx=2 ~1,5078 (6.18)
0 V4-—x2 2
Aplicando a quadratura de Gauss-Legendre
N | L |
dx:f =1,17157 6.19
fo V4 - x2? -1vV3—-x ( )

para n =5 ou superior, ndo se aproximando mais do valor da solu¢@o exata mesmo aumentando
o numero de n.

Tabela 6.3 — Resultado da integral para diversos valores de n

n | Resultado
1 1,1547
2 | 1,1711
5 | 1,1715
20 | 1,1715

6.6 Limitacoes da Quadratura de Gauss-Legendre para intervalos assimétricos

Além disso, outra limitacdo também aparece quando se aplica a quadratura para inter-
valos assimétricos da seguinte forma.
Considere a fungao

1
== 6.20
[ P (6.20)
e deseja-se integrar
51
f Lax 6.21)
-3 X
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Pode-se chegar na solucdo analitica através do Valor Principal de Cauchy

51 5
VPC| —-dx=log (—) =0,5108 (6.22)
3 X 3

Aplicando a quadratura de Gauss-Legendre

51 LI | 1 1
—dx= dr= ; 6.23
f-3)€ x f_116t+4 ;w116ti+4 (6.23)

e os resultados divergem dependendo do valor de n como mostra a tabela 6.4. Todos os resulta-
dos foram obtidos utilizando a programacao do anexo 1.

Tabela 6.4 — Resultado da integral para diversos valores de n

Y1 wif(x;)
-0,115384615384615
0,066702599113666
8 10,331128448742809
13 | 0,735980447968965
16 | -0,294734840132769
20 | 0,419303210468090
25 | 1,237688976444934

o B

Sendo assim, para casos com algum grau de singularidade € preciso utilizar outro mé-
todo numérico.
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Quadratura de Kutt

7.1 Foérmula da Quadratura de Kutt

Com objetivo de suprir a necessidade de um método que atendesse as integrais singula-
res, [KUTT, 1975b] apresentou um método de calcular a parte finita de integrais do tipo:

")

s (JC—S))l

dx , A real e=>1, (7.1)

sendo que f(x) é uma fun¢do real da varidvel real x. A equagdo 7.1 aproxima-se através de um
produto escalar de pesos e valores da fungdo em certas estagdes pré-determinadas. As estacdes
sdo igualmente espacadas no intervalo [s,r], de forma que a primeira coincide com s, mas
nenhuma com r. Dadas N estacdes, o grau de precisdo da féormula desenvolvida por Kutt é
N -1, isto é, a férmula € exata para todos os polindmios de grau = N — 1.

Para que seja possivel efetuar o cdlculo, deve-se, primeiramente, efetuar uma mudanga
de referéncia do intervalo (normalizacdo) de [s, r] para [0, 1]. Ou seja, procura-se transformar a
equacao 7.1 na equagdo 7.2

Tf(x) lg(x) N .
dx = | ZZdx~ , ,A=1,i=1,2,...,.N 7.2

onde 0s w; sdo os pesos correspondentes as estagdes X;.

As posicoes das estagdes estdo igualmente espacadas em [0,1], x; = (i — 1)/ N, para
i=1,2,...,N. Neste caso, as estagdes sdo fixas e apenas os pesos t€ém que ser computados. A
normaliza¢do fornece

Tf(x) o Aflf[(r—S)HS] a1, . nr=s)|

) (x—s)ldx_(r s) I dt+f (S)—(/l—l)! (7.3)
onde N

AV == PO = r-9"*Y aif [(r—s)x; +3] (7.4)

i=1

Caso A for racional, a equacdo € invariante a mudancas de escala, de forma que

Tofx) 1_Af1f[(r—8)t+S]
=(r—- - 7.
) (x—s)/ldx (r—-s) A " dt (7.5)

Assim, obtém-se a formula de quadratura quando A € racional:




iC R e
S (x_s)/ldx—(r—s) i;a)if[(r—s)t+s] (7.6)

Para casos que A € inteiro, a expressdo da quadratura € dada por

ln [r—s]
(/1 !

r N
/) dx=r-9""Y |w;i+ Flr=s)xi+ sl (1.7)
i=1

s ()C—S)/l

Com isso, métodos numéricos que atendessem integrais com singularidade como na
equacgdo 7.8 e 7.9 foram cada vez mais necessarios.

f(x)d

L =VPC (7.8)
a X—S§
b
L =VPC &dx (7.9)
s X—S§
I=L+1D (710)

Férmulas de integracdo numérica para o cdlculo de integrais de partes finitas foram
apresentados por [KUTT, 1975a].

f()

=VPC Zf(a $)x;+slw; — f(s)Inla—s| (7.11)
a

b f( x) _ n
L =VPC s de = ;f[(b— $)x;+slw; — f(8)In|b-s| (7.12)

As equagdes 7.11 e 7.12 devem ser usada de tal forma que x; e w; sdo as coordenadas
e pesos da integracdo tipo gaussiana que ja sido pré-determinadas. As consideracdes de 7.11 e
7.12 podem ser aplicadas para o calculo do Valor Principal de Cauchy em elementos de contorno
bidimensionais.

Nesse trabalho s6 ird ser utilizado o grau do denominador A = 1. Sendo assim, conside-
rando a integral do capitulo anterior serd apresentado o exemplo a seguir.

7.2 Exemplos da utilizacio da quadratura de Kutt

Considerando a integral do capitulo anterior com intervalos assimétricos

5

—dx=0.510825623765990 (7.13)
-3

Aproveitando a propriedade da quadratura gaussiana que transforma os limites de inte-
gracdo para um intervalo simétrico entre —1 e 1, tem-se:

51 L |
—d :f dt=I1 + I 7.14
f_gx =) T6r+a 1w (7.14)

Substituindo nas equacdes 7.11 e 7.12 e considerando n = 10.

°f(x)d ~

-1 X—

n
= VPC - fl=1-0)x;+slw;— f(0)In|-1—0| = 0.287682073931781 (7.15)
1
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1 n
L, =VPC %dx = Zf[(l —0)x; +slw; — f(0)In]|1—-0]=0.223143549834210 (7.16)
0 1= 1

I=1+1,=0.510825623765991 (7.17)

Um segundo exemplo € resolvido na integral singular seguinte, onde a solucdo analitica
¢ dada também,

1
1
f — — dx=1.098612288668109 (7.18)
1 (x—0.5)

Aplicando as etapas da quadratura de Kutt utilizando a programac¢do no anexo 2, chega-
se no resultado.

1

1

f ——dx=-1.098612288668110 (7.19)
-1 (x—0.5)

Obtendo um erro na ordem de 10713;
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Quadratura Autoadaptativa

8.1 Quadratura Autoadaptativa

Em MEC, depois que se discrimina o contorno, muitas das vezes € interessante ser es-
tudado pontos internos do dominio.Por muito tempo, o melhor procedimento para distribui¢ao
dos pontos internos era o método de subdivisdo do elemento, e consequentemente as equacoes
integrais, com algum grau de singularidade sdo divididas em um determinado nimero de su-
belementos e realizando a quadratura padrio do tipo gaussiano sobre cada subelemento e no
final somando os resultados de cada integral. Uma alternativa consideravelmente mais eficiente
do que a subdivisao de elementos para aplicacdes gerais de elementos de contorno foi apresen-
tada por [TELLES, 1987] onde a ideia é baseada em uma transformac¢do coordenada nado-linear
que agrupa automaticamente os pontos de integracdo e os aponta para a posi¢do da distincia
minima da fonte sem a desvantagem de subdividir a elemento. Pensando inicialmente na in-
tegracdo numa superficie bidimensional, a diferenca entre a distribui¢io do método de divisao
de subelementos e a quadratura autoadaptativa pode ser demonstrada na figura 8.1. Note que a
distribui¢do autoadaptativa se aglomera proximo ao ponto de singularidade.

S I

SOURCE PT AT 0.05 FROM EL.

“JACOHIAN TRANSFORMATION - SOL

¢ STANDARD & X & GAUSS PTS DISTRIBUTION

Figura 8.1 — Vetores para aproximagio de drea. Fonte: [??]

Esse método baseia-se em uma transformacdo cujo jacobiano suaviza a singularidade.



1 1
h:i[ ijﬁ¢TGdnuhh (8.1)
-1J-1

1 1
g= f 1 f p"¢" Gdndn, 82)

onde u € o potencial, p € a derivada de u em relacdo ao contorno, onde ¢ representa as
funcdes de interpolagdo, que normalmente sdo escritas em termos de sistema de coordenadas
homogéneo 11, 12, ( |n1|, n2| >1) e em que G(n1,n2) € o Jacobiano, possivelmente nao linear,
da transformagao.

Considerando agora, um elemento unidimensional linear, a integral

1
[ roan 8.3)

-1
em que f(n) € singular em 7 e se € escolhido uma relagdo com um polindmio de segundo grau.
ny)=ay*+by+c (8.4)

Considerando as seguintes condi¢des

dn
dy

n

n) =1 (8.5)
n(-1=-1

Sendo assim, obtém-se entdo a seguinte solucdo para os coeficientes do polindmio da equagao
8.4

a=-c
b=1 (8.6)
conrvn-1
2

em que a condicao |17| > 1 é necessdria para evitar raizes complexas. Portanto, desde que |17| =1,
a equacdo 8.3 pode ser escrita como

. ]
f)f[ﬂ—yaﬁ+7
1 2

A transformacdo da equacao 8.7 pode ser usada para calcular integrais com uma singula-
ridade logaritmica em uma das extremidades. Sua principal vantagem € que, como o jacobiano
cancela a singularidade, a integracdo gaussiana padrdo pode ser empregada sem a necessidade
de separar a parte regular do termo singular nas matrizes de ntcleo.

Outro tipo de transformacdo em 8.8 acaba produzindo um efeito de aglomeracio nas
posi¢des dos pontos de Gauss, movendo-os em dire¢dao ao ponto fonte, o que apresenta também
uma importante caracteristica autoadaptativa que a torna inativo quando ndo € tutil. Em outras
palavras, acaba tendo uma melhor distribuicdo dos pontos de Gauss, como pode ser visto na
Figura 8.1.

1-yndy 8.7
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1
1= [ Hlo=p*+ 70+ 9= sy

Y= =Gy + D+ - |nh+a
n=ay’+by*+cy+d

=7’ -1

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.11)

onde y é simplesmente o valor de que satisfaz n(y) =y e n € a fun¢do polinomial para ser

aplicada na transformacao polinomial.
Considere a integral com o integrando f(n) € singular no ponto 7

1
I=f1f(n)dn

(8.12)

a aproximacdo numérica parte de correlacionar a integral com um polindmio do terceiro grau

da forma:

ny) = ay3+by2+cy+d

e para definir os valores de a, b, ¢ e d € necessdrio atender as especificagoes
n1) =1
n(=1)=-1

dn

=0
dy

n

@
dy?

U
substituindo no polindmio € possivel chegar em um sistema de equagdes nao linear
a+b+c=0
—-a+b-c=0

3ay*+2by+c=0
6ay+2b=0

Uma solucdo do sistema € dada pelas seguintes expressoes,

a=1/Q
b=-d=-37/Q
c=37*1Q
Q=1+37?

onde y € a solucdo para n(y) =7 podendo ser obtida através de

(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)
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= it + ot |+ i+ |+ (8.17)
sendo n* =7? -1
Reescrevendo a equacao 8.3 como

1 n
1=f1f(77(7))1(wdyz > fxwi (8.18)

onde o jacobiano J(y) pode ser descrito como

3(y +71)?
=— 8.19
=7 372 (8.19)
sendo x; € w; sdo respectivamente os pontos e pesos de Gauss.
8.2 [Exemplos da aplicacdo da Quadratura Autoadaptativa
Considere a integral onde ocorre a quase singularidade 7 e sua solugao analitica,
1 d
f — M 549500998 (8.20)
~1(1.004 — )2

Esse € um caso de quase singularidade de parte finita de Hadamard onde o grau do deno-
minador € 2. Esse € um dos casos que a integracao pela Quadratura de Kutt nao satisfaz, sendo
assim deve-se utilizar outro método de integracao, nesse caso, a quadratura autoadaptativa.

Aplicando as etapas descritas nesse capitulo, tem-se:

O ponto de quase singularidade

71=1.004 (8.21)
o fator n*

n* =H*-1=0.0080160 (8.22)

os coeficiente dos polindmios se ddo por

a=1/Q=0.16729
b=-37/Q = —0.64646

c=37*/Q =0.83270 (8.23)
d =—b=0.64646

Q=1+37%=5.97752

reescrevendo o polindmio
n(y) = 0.16729y° — 0.64647y° + 0.83271y + 0.64647 (8.24)

calculando o y

7= {/0.00801 - 1.004 + |1.004] + 3/0.00801 - 1.004 + |1.004] + 0.00801 (8.25)
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Substituindo y para obter o Jacobiano

_3(y+7)?

= =0.501 -1.2 2
J(y) 11372 0.501880(y 88089)

(8.26)

Multiplicando a transformada cuibica pelo Jacobiano

1 1
I= f ( )(0.501880()/—1.288089)2) dy (8.27)
~110.16729y3 —0.64647y2 +0.83271y + 0.64647

Sendo assim pode se realizar a aproximacgdo da integral através dos somatorio utilizando
a Quadratura Gaussiana.

0.501880(x; — 1.288089)?

k
I'= 3 2 Wi
izl 0.16729xl. — 0.64647xl. +0.83271x; +0.64647

(8.28)

onde x; e w; sdo os pontos e pesos da quadratura Gaussiana. Para esse exemplo, utilizou-se 10
pontos e pesos de Gauss descrito na tabela 8.1 com o resultado obtido

Tabela 8.1 — Pontos e pesos de Gauss

Pontos x;

Pesos w;

-0.148874338981631

0.295524224714753

-0.433395394129247

0.269266719309996

-0.679409568299024

0.219086362515982

-0.865063366688985

0.149451349150581

-0.973906528517172

0.066671344308688

0.148874338981631

0.295524224714753

0.433395394129247

0.269266719309996

0.679409568299024

0.219086362515982

0.865063366688985

0.149451349150581

0.973906528517172

0.066671344308688

Aplicando a integracao numérica

k=10

I~ ) =249.434894

i=1

Com isso, para uma integra¢do de usando um k = 10, ainda existe um erro da ordem
10~*. No entanto, quando aumentamos para um k = 20 a precisdo obtém-se um resultado de
I =249.5009978, alcancando uma precisdo de 5 casas decimais e para k = 25 a uma precisao de
6 casas decimais I =249.5009980. Os resultados podem ser observados na tabela 8.2

Com o objetivo de validar a eficidcia da programagdo em anexo, serdo apresentados
mais exemplos de utilizando a integracdo numérica apresentada neste capitulo. Sendo assim,
considere a integral

1
f 90 _ 450380952 (8.30)
-1 (1.1 —1’])2
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Tabela 8.2 — Resultados da integracdo numérica para diferentes quantidades de pontos de Gauss
- exemplo 01

k | Parte Finita | Solu¢do Numérica Erro

10 | 249.500998 | 249.434894 2.65E-4
20 | 249.500998 | 249.500998 8.016E-10
25 | 249.500998 | 249.500998 0

Tabela 8.3 — Resultados da integracdo numérica para diferentes quantidades de pontos de Gauss
- exemplo 02

k | Parte Finita | Solucao Numérica Erro
10 | 9.52380952 | 9.52380950 2.1E-09
20 | 9.52380952 | 9.52380953 1.05E-09
25 | 9.52380952 | 9.52380952 0

aplicando as etapas do exemplo anterior até chegar na expressao 8.29 pode-se chegar nos resul-
tados da tabela 8.3

Conforme demonstrado na tabela a programagdo apresentou uma convergéncia no resul-
tado. Em virtude do exposto, torna-se interessante testar a programacdo quando o integrando
possui uma singularidade em uma fun¢do logaritmica.

Sendo assim, considere a integral

1
[ In|0.3 +1n|dn=-1.908598917 (8.31)
-1

Considerando o ponto de singularidade n = —0.3 e aplicando as etapas do exemplo ante-
rior até chegar na expressao 8.29 pode-se chegar nos resultados da tabela 8.4

Tabela 8.4 — Resultados da integra¢do numérica para diferentes quantidades de pontos de Gauss
- exemplo 03

k | Parte Finita | Solu¢do Numérica Erro
10 | -1.908598917 | -1.903280847 2.79E-03
20 | -1.908598917 | -1.908001667 3.13E-04
25 | -1.908598917 | -1.908266237 1.74E-04
50 | -1.908598917 | -1.908548970 2.62E-05

Para esse caso em especifico, foi necessario de 50 pontos de gauss para que se chegasse
em um erro de ordem de 107°.

8.3 Quadratura autoadaptativa com quase singularidade dentro do intervalo de

integracao

Considere a integral 7 € igual —0.3.
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1
f In|0.3+n|dn=-1.908598917 (8.32)
-1

Aplicando as etapas de integracdo utilizando o programa demonstrado no anexo 4,
chega-se aos resultados.

k | Solugdo Analitica | Solu¢cdo Numérica Erro
10 | - 1.908598917 -1.903280847 -2,79E-03
20 | - 1.908598917 -1.908001667 -3,13E-04
25 | - 1.908598917 -1.908266237 -1,74E-04
50 | -1.908598917 -1.908548970 -2,62E-05
100 | - 1.908598917 -1.908596878 -1,07E-06

Sendo assim, pode-se notar que para esse caso especifico, foi necessario 100 pontos de
gauss para chegar a um erro de 1076

8.4 Limitacoes da Quadratura Autoadaptativa

A expressao 8.18 pode ser aplicada para calcular a integral usando quadratura gaussiana
em dois casos diferentes:

Quando 7 < 1, a transformacao do terceiro grau foi desenvolvida para lidar com integran-
dos singulares que ndo levam a integrais divergentes (por exemplo, singularidade logaritmica).
Portanto, se aplicado a partes finitas ou valor principal de Cauchy correspondem a integrais
divergentes tendendo ao infinito, serd obtido; isso € inteiramente consistente com a integracao
de Riemann [BARTLE R. G. SHERBERT, 2011]. para esse caso especifico do 77 , 0 método de
modificar a integrag@o na expressao 8.3 consiste em utilizar uma transformacao polinomial na
integracdo padrdo na expressdo foi discutido por [CERROLAZA, 1989].

Quando 7 > 1 neste caso,a singularidade est4 fora do intervalo de integracdo e recebe o
nome de quase singular e integrandos que ndo apresentam problemas de integracao a principio
. Esta € a aplicacdo mais util e geral de a transformagdo, melhorando muito a precisdo da
quadratura Gaussiana ou qualquer outra integrag@o no cdlculo quase-singular de limite entre —1
e 1 como por exemplo o método da subdivisdo de elementos [TELLES, 1987]. Uma série de
testes serdo apresentados.
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Algoritmo proposto

Segundo [MANOVICH, 2001], qualquer processo ou tarefa pode ser reduzido a um
algoritmo, o que define como uma sequéncia de operagdes simples que um computador pode
executar para alcangar uma tarefa dada. A automacao é o processo em que uma tarefa deixa de
ser desempenhada pelo homem e passa a ser realizada por miquinas, sejam estes dispositivos
mecanicos, eletronicos(como os computadores) ou de natureza mista. Para que a automacao de
uma tarefa seja bem-sucedida € necessdrio que a maquina que passard a realizd-la seja capaz de
desempenhar cada uma das etapas constituintes do processo a ser automatizado com eficiéncia,
de modo a garantir a repetibilidade do mesmo.

Assim, € necessdrio que seja especificado com clareza e exatidao o que deve ser reali-
zado em cada uma das fases do processo a ser automatizado, bem como a seqii€éncia em que
estas fases devem ser realizadas. A especificacdo da seqiiéncia ordenada de passos que deve
ser seguida para a realizacdo de uma tarefa, garantindo a sua repetibilidade, d4-se o nome de
algoritmo.

Para chegar as funcionalidades que atendem-se os casos de integracdo numérica sem
singularidade, quase singularidade, valor principal de Cauchy e parte finita de Hadamard, foram
utilizados o software Matlab, MathCad e o Wolfram Alpha.

9.1 Tipos de Representaciao de Algoritmo

Existem diversas formas de representacdo de algoritmos, mas ndo ha um consenso com
relacdo a melhor delas. O critério usado para classificar hierarquicamente estas formas esté
diretamente ligado ao nivel de detalhe ou, inversamente, ao grau de abstragcdo oferecido.

Algumas formas de representacdo de algoritmos tratam os problemas apenas em ni-
vel 16gico, abstraindo-se de detalhes de implementacdo muitas vezes relacionados com alguma
linguagem de programacdo especifica. Por outro lado existem formas de representacdo de al-
goritmos que possuem uma maior riqueza de detalhes e muitas vezes acabam por obscurecer as
ideias principais do algoritmo, dificultando seu entendimento

Dentre as formas de representacdo de algoritmos mais conhecidas sdo descricdo nar-
rativa, fluxograma convencional e pseudocédigo, também conhecido como linguagem estrutu-
rada.



9.1.1 Descricao narrativa

A descri¢ao narrativa € uma forma de representacdo em que os algoritmos sao expressos
diretamente em linguagem natural utilizando verbos no imperativo. Como exemplo:

Descri¢do narrativa para troca de um pneu furado:

Afrouxar ligeiramente as porcas, suspender o carro, retirar as porcas e o pneu, colocar o
pneu reserva, apertar as porcas abaixar o carro, dar o aperto final nas porcas.

Esta representacdo € pouco usada na pratica porque o uso da linguagem natural muitas
vezes dd oportunidade a més interpretacdes, ambiguidades e imprecisdes.

9.1.2 Fluxograma convencional

E uma representagio grafica de algoritmos onde formas geométricas diferentes implicam
acoes distintas. Essa propriedade facilita o entendimento das etapas contidas nos algoritmos e
justifica sua popularidade.

Percebe-se que os fluxogramas convencionais preocupam-se com detalhes de nivel fisico
da implementagao do algoritmo. Por exemplo, figuras geométricas diferentes sdo adotadas para
representar operagdes de saida de dados realizadas em dispositivos distintos.

Inicio

N1, N2

}

MEDIA=—
(N1 + N2}/ 2

“Aprovado” "Reprovado”

Fim

Figura 9.1 — Fluxograma para célculo de média com condicional para aprovagdo. Fonte: [OLIVEIRA,
2004] https://www.dca.ufrn.br/ affonso/DCA800/pdf/algoritmospartel.pdf

De modo geral, um fluxograma se resume a um unico simbolo inicial por onde a exe-
cucdo do algoritmo comeca, € um ou mais simbolos finais, que sdo pontos onde a execucao do
algoritmo se encerra. Partindo do simbolo inicial, ha sempre um tnico caminho orientado a ser
seguido, representando a existéncia de uma unica sequéncia de execugdo das instrucdes. Isto
pode ser melhor visualizado pelo fato de que, apesar de varios caminhos poderem convergir para
uma mesma figura do diagrama, ha sempre um unico caminho saindo desta. Excecdes a esta
regra sdo os simbolos finais, dos quais ndo ha nenhum fluxo saindo, e os simbolos de decisdo,
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de onde pode haver mais de um caminho de saida, geralmente dois caminhos, representando
uma bifurcagdo no fluxo.

9.1.3 Pseudocodigo

Esta forma de representagdo de algoritmos € rica em detalhes, como a defini¢ao dos tipos
das varidveis usadas no algoritmo. Por assemelhar-se bastante a forma em que os programas
sdo escritos, encontra muita aceitagao.

Na verdade, esta representacio € suficientemente geral para permitir a tradu¢cdo de um
algoritmo nela representado para uma linguagem de programacdo especifica seja praticamente
direta.

A forma geral da representacdo de um algoritmo na forma de pseudocdédigo € a seguinte:

9.2 Tipos de Dados

Todo o trabalho realizado por um computador é baseado na manipulacio das informa-
coes contidas em sua memoria. Grosso modo, estas informagdes podem ser classificadas em
dois tipos:

As instrugdes, que comandam o funcionamento da maquina e determinam a maneira
como devem ser tratados os dados. As instru¢des sdo especificas para cada modelo de com-
putador, pois sdo fungdes do tipo particular de processador utilizado em sua implementagdo.
Os dados propriamente ditos, que correspondem a por¢do das informacdes a serem processadas
pelo computador.

A classificacdo apresentada ndo se aplica a nenhuma linguagem de programacao espe-
cifica, pelo contrério, ela sintetiza os padrdes utilizados na maioria das linguagens.

As principais tipologias dos dados sdo: numéricos, dados literais e 16gicos. Os dados
numéricos basicamente corresponde aos conjuntos de nimeros, naturais, inteiros, reais, fracio-
ndrios e os reais. O tipo de dados literal é constituido por uma sequéncia de caracteres contendo
letras, digitos e/ou simbolos especiais. Este tipo de dados é também muitas vezes chamado de
alfanumérico, cadeia (ou corddo) de caracteres, ainda, do inglés, string.

9.2.1 Dados Légicos

A existéncia deste tipo de dado é, de certo modo, um reflexo da maneira como os com-
putadores funcionam. Outra terminologia para descrever estes tipos de dados € de booleano. O
tipo de dados 16gico € usado para representar dois tnicos valores 16gicos possiveis, verdadeiro
e falso. E comum encontrar-se em outras referéncias outros tipos de pares de valores 16gicos
como sim,ndo, um, zero, true ou false.

A Figura 9.2 resume a classificacdo dos dados com relacao aos tipos de dados apresen-
tados.

9.2.2 Definicdo de Variaveis em Algoritmos

Em programacdo, uma varidvel € um objeto (uma posi¢do, frequentemente localizada
na memoria) capaz de reter e representar um valor , expressao ou até mesmo outra variavel.
Enquanto as varidveis s6 "existem"em tempo de execucdo, elas sdo associadas a "nomes", cha-
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Tipos de Dados

_— T

Mumérico Literal Lagico

P i

Inteiro Feal

Figura 9.2 — Representagdo dos diversos tipos de dados.  Fonte:https://www.dca.ufrn.br/ af-
fonso/DCA800/pdf/algoritmosparte.pdf

mados identificadores, durante o tempo de desenvolvimento.

Todas as varidveis utilizadas em algoritmos devem ser definidas antes de serem utiliza-
das. Isto se faz necessdrio para permitir que o compilador reserve um espaco na memoria para
as mesmas.

Cada tipo de dado requer um numero diferente de bytes para armazenar a informacao
representada por ele na memoria. Esta quantidade também pode variar em fun¢do do tipo de
computador considerado.

Uma varidvel € uma entidade dotada de um nome para diferencid-la das demais e um
tipo de dado que define o tipo de informacao que ela € capaz de guardar. Uma vez definidos,
0 nome € o tipo de uma varidvel ndo podem ser alterados no decorrer de um programa. Por
outro lado, a informacdo util da varidvel € objeto de constante modificacdo durante o decorrer
do programa, de acordo com o fluxo de execu¢cdo do mesmo.

9.2.3 Arvore de decisdo

As arvores de decisdo e os algoritmos sao duas técnicas amplamente utilizadas em apren-
dizado de mdquina, mas possuem diferengas significativas. As arvores de decisdo sdo modelos
grificos que representam uma sequéncia de decisdes a serem tomadas para resolver um pro-
blema. Essas decisdes sao tomadas a partir de testes em varidveis de entrada, seguindo cami-
nhos diferentes dependendo do resultado de cada teste, até se chegar a uma conclusdo. J4 os
algoritmos sdo procedimentos computacionais que executam uma tarefa especifica, como clas-
sificar dados ou encontrar padrdes em conjuntos de dados. Eles podem ser usados em conjunto
com arvores de decisdo ou separadamente para resolver problemas de aprendizado de maquina.

Uma das principais diferengas entre as arvores de decisdo e os algoritmos € a sua com-
plexidade. As arvores de decisao podem ser facilmente interpretadas por humanos, pois apre-
sentam uma estrutura grafica intuitiva. Além disso, permitem a visualizacdo do processo de
tomada de decisdo, facilitando a compreensao dos resultados. Ja os algoritmos, geralmente, sdo
mais complexos e dificeis de serem interpretados, exigindo um conhecimento mais avancado
em programacio e matematica.

Outra diferenca importante entre as duas técnicas € a sua aplicacdo em diferentes tipos
de problemas. As arvores de decisdo sd@o mais adequadas para problemas em que € necessario
tomar uma série de decisdes baseadas em testes em varidveis, como diagndstico médico ou
andlise de crédito. Ja os algoritmos podem ser usados em uma ampla variedade de problemas,
como reconhecimento de imagens, processamento de linguagem natural e previsao de séries
temporais.

Por fim, as arvores de decis@o e os algoritmos apresentam diferencas em relacdo a sua
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precisdo e capacidade de lidar com conjuntos de dados grandes e complexos. As drvores de
decisdo sdo eficazes em problemas com conjuntos de dados menores, mas podem apresentar
limitacdes em relacdo a sua precisdo em problemas com muitas varidveis. Ja os algoritmos,
geralmente, apresentam uma precisao maior em conjuntos de dados maiores e mais complexos,
mas podem exigir mais tempo de processamento € recursos

9.2.4 Algoritmo proposto

Em um primeiro momento, foi idealizado a programacao da quadratura de gaussiana,
visto que, muitas etapas sdo aproveitadas nas programacdes das outras integracdes, como por
exemplo, os pontos e pesos de Gauss, a transformac¢do do intervalo qualquer para um intervalo
entre -1 e 1. Uma grande vantagem da programacdo do algoritimo proposto quarto apéndice
foi poder trabalhar com intervalos assimétricos, além de organizar trés tipos de métodos de
integragdo em uma sO programacao.

A 1dealizacdo da programacao inicia-se pela programagdo do polindmio de Legendre
com um grau qualquer como mostra no anexo 1. Essa programacdo em questdo € de determi-
nante para o algoritmo da figura 9.3, visto que, a quantidade de pontos e pesos de Gauss estd
ligada com o polindmio de Legendre.

A partir desse ponto, pode-se idealizar a programacado da quadratura de Gauss-Legendre.
conforme € demonstrado na figura. A figura 9.3 apresenta o fluxograma utilizado na elaboragao
do algoritmo proposto deste trabalho. Sendo assim, foi programado cada método de integragao
separadamente

Dados iniciais:
Descricdo dos limites de integracdo e integrando

:

Transformacado dos limites de
integracdo para o intervalo de
-lal

l

Determinar o valor de
n

l

Célculo do polinédmio de
Legendre

l

Determinacdo dos pontos e pesos de Gauss

l

Calculo da Quadratura
de Gaussiana

Figura 9.3 — Fluxograma convencional da quadratura de Gauss-Legendre. Fonte: prépria

Como foi mostrado no capitulos 5, a presenca de integrais singulares em MEC sao
presentes nas equacdes de solu¢des fundamentais. Sendo assim, torna-se convidativo criar um
algoritmo que pudesse resolver integrais de forma numérica sem singularidade, valor principal
de cauchy e com singularidade.
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Em etapas bem parecidas com a quadratura de Gauss-Legendre, foi possivel sequenciar
as etapas de integracao da quadratura de Kutt como mostra a figura 9.4.

Quadratura
de Kutt

'

Limite superior de
integracio

v

Limite inferior de
integracdo

v

Digite o integrando

Y

Aintegral sera
realizada com a
partir de 10 partes
com 9 pontos
listados no banco
de dados

v
Resultado

Figura 9.4 — Representagio progrmagéo da quadratura de Kutt. Fonte: prépria
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A estrutura de integracdo da quadratura autoadaptativa apresentada 9.5 também se simi-
lariza a quadutura de Kutt no que se diz das etapas de fluxograma. No entanto a mesma aborda
a resolugdo de integrais hipersingulares.

Quadratura
autoadaptativa

T
h 4

Limite superior de
integragdo

v

Limite inferior de
integracdo

v

Digite o integrando

|

Quantos pontos n
integracdo serd
realizado?

!

Resultado

Figura 9.5 — Representagdo programagdo da quadratura autoadaptativa. Fonte: prépria

Com isso, pode-se unir as trés programacgdes em um unico programa. A figura 9.6
apresenta o fluxograma utilizado na elaboracdo do algoritmo proposto deste trabalho.
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Aintegral possui singularidade
Qual o grau Quadratura de
de A? Gauss
1 2 Limite superior de
N e
Quadratu Quadratura 7 :
; Limite inferior de

Limite superior de Limite superior de Digite o integrando
integracdo integracdo

Limite inferior de Limite inferior de [lu_ ankes Eﬂntm."
e B int 2 integracio sera
egraca integragao o

Digite o integrando Digite o integrando

Aintegral sera Quantos pontos n
realizada com a integracdo sera
partir de 10 partes realizado?
com 9 pontos
listados no hanco
de dados

Figura 9.6 — Representagio detalhada da programagcéo. Fonte: prépria
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Concluindo este capitulo, podemos afirmar que a resolu¢do de equagdes integrais é uma
area complexa e desafiadora da matemadtica, que exige um conhecimento sélido e habilidades
avangadas de programacdo. Embora existam muitos recursos disponiveis para resolver equagcoes
integrais, como o Wolfram Alpha, hd ainda muitas equacdes que ndo podem ser resolvidas por
essas ferramentas.

No entanto, foi apresentado um cédigo de programacdo que tem o potencial de resolver
equagdes integrais que ainda nio foram implementadas no Wolfram Alpha.

Com o c6digo, os usudrios agora t€ém uma nova op¢ao para resolver equacoes integrais
que ainda ndo foram implementadas em outras ferramentas. Além disso, nosso codigo pode
ser facilmente adaptado e modificado para lidar com novos tipos de equacdes, tornando-o uma
ferramenta valiosa para a comunidade matematica.

Em resumo, o desenvolvimento de um c6digo de programacdo para resolver equacdes
integrais € um avango importante na matematica e na ciéncia da computagdo. Esperamos que
o codigo apresentado neste capitulo possa inspirar novas pesquisas € inovagdes na resolucao de
equacdes integrais e em areas relacionadas.
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Conclusoes

A partir dos estudos tedricos e da pesquisa bibliografica, foi possivel encontrar a solu¢ao
analitico e/ou numérica de integrais com algum grau de singularidade dentro das integrais que
sdo encontradas nas solugdes fundamentais no método dos elemento de contorno. O principal
objetivo deste trabalho, além de realizar um estudo aprofundado dos diferentes tipos de integrais
singulares, foi desenvolver um programa a partir de um algoritmo escrito em fluxograma con-
vencional que resolvesse os casos de integrais singulares dos tipos fraca, forte e hipersingulares.
Os métodos utilizados para o desenvolvimento do software se inicia com quadratura gaussiana
ou quadratura de Gauss-Legendre, passa pela quadratura de Kutt e termina com quadratura
autoadaptativa de Telles, respeitando as respectivas limita¢des de cada técnica.

Foram realizados diversos testes baseados em artigos envolvendo integrais singulares do
tipo fraca, forte e hipersingulares. Os resultados dos teste com a programac¢do desenvolvida se
demonstrou coerente com os resultados com um nivel de precisdo satisfatorio.

No entanto, a limitagdo do programa desenvolvido € concernente a quadratura de Kutt,
que até o momento, apresenta um numero limitado de pontos da integracao ocasionada pelo
banco de dados fixo na programacdo. Diferentemente da quadratura gaussiana e quadratura
autoadaptativa que utilizam o polindmio de Legendre para poder gerar uma quantidade qualquer
de pontos de integracdo. Essas mesmas limitacdes sdo contornadas justamente com a sequéncia
de perguntas que a programacao faz ao usudrio para direcionar a tratamento dos dados iniciais
apresentados.

O cddigo apresentado pode ser uma ferramenta valiosa para o ensino superior, especi-
almente para demonstrar as limitacdes da quadratura de Gauss-Legendre na resolugdo de equa-
coes integrais complexas. Ao permitir que os estudantes experimentem com diferentes equacdes
e valores de integracdo, o cddigo pode ajuda-los a entender as vantagens e desvantagens da qua-
dratura de Gauss-Legendre em comparagdo com outras técnicas de integragdo. Além disso, o
cddigo pode ajudar a reforcar conceitos importantes, como a importincia da precisao numérica
e a necessidade de escolher uma técnica adequada para a equag@o em questdo. Em resumo, o
cddigo apresentado pode ser uma ferramenta valiosa para o ensino superior, ajudando a aprimo-
rar a compreensao dos alunos sobre a resolu¢do de equacdes integrais e suas limitagdes. Outra
propriedade do cédigo é que o mesmo o potencial de resolver equagdes integrais que ainda nao
foram implementadas no Wolfram Alpha.

Em trabalhos futuros, seria de grande valia idealizar um programa com interface para
usudrio do tipo "stand alone", que ndo necessite que o usudrio instale o matlab para poder
utilizar o programa. Outra possibilidade mais imediata seria, implementar uma fun¢do pro-
pria dentro do matlab que pudesse ser requisitada quando necessdria. A desvantagem é que o
usudrio precisaria ter o matlab previamente instalado. Em uma outra perspectiva seria, criar



uma programacao que reconhecesse os caracteres digitados no integrando e direcionasse sem a
necessidade de perguntar ao usudrio qual € o grau da singularidade apresentada no integrando.

63



11

Referéncias bibliograficas

MANOVICH, Lev.

BARTLE R. G. SHERBERT, D. R. Introduction to real analysis. Hoboken, New Jersey: Wiley,
v. 1,2011.

BATHE, K. J. Finite element procedures. Prentice Hall, USA., 2016.

BECKER, A. The boundary element method in engineering — a complete course. Pennsylvania
State University: Mcgraw-Hill, 1992.

BREBBIA, C. The boundary element method for engineers. Appl Math Modell, n. 1, p. 372,
1978.

BREBBIA, C.; DOMINGUEZ, J. Boundary element methods for potential problems. Appl
Math Modell, n. 1, p. 372, 1977.

BREBBIA C. A;TELLES, J. C. E.; WROBEL, L. C. Boundary element techiniques - theory
and applications in engineering. Heidelberg: Spreinger-Berlag, p. 465, 1984.

CERROLAZA, M. Accurate integration of singular kernels in boundary methods,. Advances in
Boundary Elements - — Proc. lith Internation Conference, v. 1,n. 11, 1989.

CHAN, Y. S. e. a. Finite part integrals and hypersingular kernels . a supplement, advandes in
dynamical systems. Journal of Computational and Applied Mathematics, v. 14, p. 264-269,
2007.

CRUSE, T. A. Numerical solutions in three dimensional elastostactis. International Journal of
Solids and Structures, v. 5, p. 1259-1274, 1969.

FAKHYE, R. J. M. Andlise comparativa de técnicas de calculo numérico de integrais singulares
no método de elementos de contorno. Departamento de Engenharia Civil da Faculdade de
Tecnologia da Universidade de Brasilia, 1998.

FREDHOLM, I. Sur une classe d’ “equations fonctionnelles. Acta Math, n. 27, p. 365-390,
1903.

GAO, X.-W. Evaluation for regular and singular domain integrals with bondary-only
discretization: theory an fortran code. Journal of Computational and Applied Mathematics,
v. 175, p. 265-290, 2005.



HUANG, Q.; CRUSE, T. P. On the nonsingular traction-bie in elasticity. International Journal
for Numerical Methods in Engineering, v.37, p. 2041-2072, 1994.

JASWON, M. A. Integral equation methods in potential theory i. Proceedings of the Royal
Society A, p. 23-32, 1963.

KUTT, H. R. The numerical evaluation of principal value integrals by finite partintegration.
Numer. Math, n. 24, p. 205-210, 1975.

KUTT, H. R. Quadrature formulae for finite part integrals. Report WISK 178, The National
Research Institute for Mathematical Sciences, Pretoria, 1975.

LEVEQUE, R. J. Finite diference methods for ordinary and partial diferential equations. /a.
ed. Philadelphia, Siam, 1955.

MANOVICH, L. The database in the language of new media. Massachusetts: MIT Press,, v. 1,
2001.

OLIVEIRA, L. A. H. G. de. Algoritmo e Logica de Programagdo). DCA 800, 2004.
Acessado em 15/01/2023. Disponivel em: <https://www.dca.ufrn.br/affonso/DCA800/pdf/
algoritmospartel.pdf>.

REISSNER, E. On a variational theorem in elasticity. J/ Math Phys, n. 5, p. 29:90, 1950.

RIZZO, E. J. An integral equation approach to boundary value problems of classical
elastostatics. Quart. Appl. Math., p. 25-83, 1967.

SOUZA, C. P. G. Andlise de alta precisdo em modelos tridimensionais de elementos de
contorno utilizando técnicas avancadas de integracdo numérica . 2007. 158 f. dissertacdo.
(Mestrado em Engenharia), n. Escola Politécnica, Universidade Sao Paulo, Sdao Paulo,, 2007.

STEWART, J. Calculo. LTD, v. 1, 2013.

SYMM, G. T. Integral equation methods in potential theory, ii. Proceedings of the Royal
Society A, p. 33-46, 1963.

TELLES, J. C. F. A self-adaptive co-ordinate transformation for efftcient numerical evaluation
of general boundary element integrals. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 24, p. 959-973, 1987.

TIMOSHENKO, S.; GOODIER, J. Theory of elasticity,. McGrawHill, v. 3rd Edition, 1970.

TUDELA, C. R. Formulag¢des alternativas do mec para problemas elastodindmicos de mecénica
da fratura com o uso da funcdo de green numérica. UFRJ, v. 62, 2003.

WASHIZU, K. Variational methods in elasticity and plasticity. Pergamon Press, 1968.

WIBOWO, S.; KURNIAWAN, V. The relation between holder continuous function of order
a € (0,1) and function of boundedvariation. JJ. Phys. Conf. Ser., 2020.

65


https://www.dca.ufrn.br/ affonso/DCA800/pdf/algoritmosparte1.pdf
https://www.dca.ufrn.br/ affonso/DCA800/pdf/algoritmosparte1.pdf

66



67





















74

































	 Introdução
	Apresentação do trabalho
	Breve Histórico

	 Teoria da Elasticidade
	Caracterização do Estado Plano
	Estado Plano de Tensão (EPT)
	Estado Plano de Deformação (EPD)
	Ações de Domínio

	 Introdução a Elastodinâmica
	Vibração Longitudinal em Barras
	Vibração Transversal em Vigas

	 O Método de Elemento de Contorno e sua Implementação Numérica em Problemas de Elasticidade
	Formulação do MEC na Elasticidade
	Soluções Fundamentais
	Tensões nos Pontos Internos
	Implementação Numérica
	A Geometria do Elemento
	 Funções de Interpolação
	Integração Numérica

	 Integrais Singulares no MEC
	Classificação quanto a Singularidade da Integral
	Integrais Impróprias
	Valor Principal de Cauchy
	Parte Finita de Hadamard
	Delta de Kronecker
	Delta de Dirac
	Jacobiano
	Presença de Equações Singulares em Elementos de Contorno

	 Quadratura de Gauss-Legendre em Integrais Singulares
	Quadratura de Gauss-Legendre
	Polinômio de Legendre
	Exemplos numéricos da quadratura de Gauss-Legendre
	Limitações da Quadratura de Gauss-Legendre para integrais singulares em intervalos simétricos
	Limitações da Quadratura de Gauss-Legendre para integrais singulares fracas
	Limitações da Quadratura de Gauss-Legendre para intervalos assimétricos

	  Quadratura de Kutt
	Fórmula da Quadratura de Kutt
	Exemplos da utilização da quadratura de Kutt

	 Quadratura Autoadaptativa
	Quadratura Autoadaptativa
	Exemplos da aplicação da Quadratura Autoadaptativa
	Quadratura autoadaptativa com quase singularidade dentro do intervalo de integração
	Limitações da Quadratura Autoadaptativa

	 Algoritmo proposto
	Tipos de Representação de Algoritmo
	Descrição narrativa
	Fluxograma convencional
	Pseudocódigo

	Tipos de Dados
	Dados Lógicos
	 Definição de Variáveis em Algoritmos
	 Árvore de decisão
	 Algoritmo proposto


	 Conclusões
	 Referências bibliográficas
	 
	 
	 

