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RESUMO

SANTOS, Carolina Pinheiro dos. Gestao escolar baseada em dados: analise da frequéncia
estudantil e modelos de otimizac¢ao. 2025. 69f. Dissertagdo (Mestrado em Modelagem Mate-
matica e Computacional). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro, Seropédica, RJ, 2025.

A frequéncia estudantil na Educacio Basica € um fator crucial para o sucesso escolar, mas os
parametros que influenciam a decisdo dos alunos de frequentar ou ndo a escola em determina-
dos dias da semana ainda sdo pouco explorados na literatura. Este trabalho propde um estudo
sobre a influéncia dos dias da semana e dos quadros de horarios de disciplinas sobre a frequén-
cia escolar, com o objetivo de otimizar a gestdo de recursos materiais, humanos e financeiros.
A andlise de dados foi realizada a partir de um estudo de caso no Colégio Estadual Engenheiro
Aréa Ledo, em Nova Iguacu, Rio de Janeiro, utilizando analise exploratéria e andlise de varian-
cia de 1-fator sobre os dados de frequéncia de 2022. Os resultados indicaram que a frequéncia
média € maior nas tercas-feiras, especialmente em disciplinas como Portugués e Matematica,
e menor nas sextas-feiras, associada a disciplinas de natureza humana. A ponderagdo dos pe-
sos disciplinares levou a adaptacdo de um modelo de multiplas mochilas para a constru¢do do
quadro de horéarios de disciplinas por turmas, enquanto os dados de frequéncia inspiraram a cri-
acdo de um modelo de minimizagdo quadrético, baseado na varidncia dos dados, para gerar uma
frequéncia esperada. Esses modelos podem contribuir para uma gestao escolar mais eficiente,
auxiliando na alocagdo de recursos e no planejamento das atividades escolares.

Palavras-chave: Gestdo Escolar, Frequéncia Estudantil, ANOVA, Modelo de Alocacao de Sa-
las de Aula, Modelo Quadratico.



ABSTRACT

SANTOS, Carolina Pinheiro dos. Data-driven school management: analysis of student at-
tendance and optimization models. 2025. 69p. Dissertation (Master in Mathematical and
Computational Modeling). Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro, Seropédica, RJ, 2025.

School attendance in Basic Education is a crucial factor for academic success, yet the param-
eters influencing students’ decisions to attend or skip school on specific weekdays remain un-
derexplored in the literature. This study examines the influence of weekdays and the course
schedule on school attendance, aiming to optimize the management of material, human, and
financial resources. Data analysis was conducted through a case study at Colégio Estadual
Engenheiro Aréa Ledo, in Nova Iguacu, Rio de Janeiro, using exploratory analysis and one-
way ANOVA on 2022 attendance data. The results indicated that average attendance is highest
on tuesdays, particularly in subjects like Portuguese and Mathematics, and lowest on fridays,
mainly in humanities-related subjects. The weighting of subject impact led to the adaptation
of a multiple knapsack model for constructing class schedules, while attendance data inspired
the development of a quadratic minimization model, based on data variance, to generate an
expected attendance distribution. These models can contribute to more efficient school man-
agement, aiding in resource allocation and the planning of educational activities.

Keywords: School Management, Student Attendance, ANOVA, Classroom Assignment Model,
Quadratic Programming.
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INTRODUCAO

A frequéncia estudantil refere-se a presenca dos estudantes nas aulas e atividades de
sua instituicao de ensino e constitui um fator determinante no desempenho académico, além de
ser um indicador essencial para a gestdo educacional. As taxas ou médias de frequéncia sio
amplamente utilizadas por gestores e institui¢des governamentais para diferentes propoésitos,
incluindo aspectos legislativos, pedagdgicos, académicos e financeiros.

Estudos sobre fatores capazes de impactar a frequéncia vém sendo utilizados para jus-
tificar politicas publicas visando o aumento das taxas. Algumas dessas medidas sdo voltadas
a familia, como o Programa Bolsa Familia (PBF), instituido na Lei n° 10.836, de 9 de janeiro
de 2004 (BRASIL, 2004), que trabalha sua melhoria de vida e status socioecondmico aliados
ao cumprimento de uma taxa minima de frequéncia dos dependentes em idade escolar. Ou-
tras medidas buscam tornar o ambiente de aprendizagem mais atrativo, por exemplo, através da
oferta de merenda, regulamentada pela Lei n° 11.947, de 16 de junho de 2009, que estabelece
diretrizes para a alimentac¢do escolar (obrigatéria na educagdo bésica publica) e outros aspectos
relacionados a educacdo basica no Brasil (BRASIL, 2009).

O presente trabalho busca relacionar os padrdes de frequéncia dos estudantes das es-
colas estaduais do Rio de Janeiro a fatores internos a escola, de responsabilidade da gestdao
escolar, que influenciam sua assiduidade, visando embasar a formulagao de estratégias que pos-
sam reduzir impactos negativos no processo ensino-aprendizagem. O incentivo a frequéncia é
amplamente justificado pelo seu impacto no sucesso escolar, conforme documentado na litera-
tura ao longo dos anos. Portanto, antes de definir formalmente a pesquisa, para contextualiza-la
e fundamenté-la, € essencial revisar as discussdes académicas sobre frequéncia escolar, que aqui
serd sindnimo de frequéncia estudantil, e analisar as disposi¢des legais e diretrizes da educacio
brasileira.

1.1 SUCESSO ESCOLAR

Na época de 80, ja era bem estabelecido que o tempo dedicado ao estudo tinha uma
relagdo positiva com bons resultados escolares, ou sucesso escolar. Walberg (1988) aponta que
existem nove fatores que influenciam a aprendizagem: sucessos em etapas escolares anteriores
ou habilidades j4 adquiridas, desenvolvimento, motivacdo, tempo dedicado a aprendizagem,
qualidade da instrucio, ambiente familiar, moral da sala de aula, socializacdo fora da escola e
o tempo dedicado ao lazer. Supondo as demais condi¢gdes propicias a aprendizagem, o tempo
dedicado ao estudo € o diferencial para alcangar bons resultados. Como normalmente os oito
demais fatores variam muito e dificilmente estdo todos em concordancia, Walberg discute a



importancia de algo além do tempo dedicado ao aprender: o tempo de produtividade.

A produtividade, de acordo com o autor, € tanto efetiva quanto eficiente para a apren-
dizagem, pois representa um melhor uso do tempo e traz beneficios a moral. No entanto, as
salas de aula tradicionais representam um obstaculo ao tempo de produtividade, visto que nio
sdo capazes de atender as necessidades particulares de cada estudante, trabalhando de maneira
singular com uma pluralidade estudantil, com diferentes velocidades de aprendizagem e conhe-
cimentos prévios. Somente uma fracdo do tempo dedicado aos estudos €, de fato, produtiva,
tornando o tempo um fator precioso e o processo de aprendizagem mais dependente da maturi-
dade e atividade do aluno. Para Walberg, mais do que comparecer as aulas, ¢ também importante
engajar nas atividades escolares. Para a escola, resta o desafio de tornar as aulas, as atividades
e o ambiente escolar mais atrativos.

Desde entdo, diversos estudos tém evidenciado a pertinéncia dos fatores sintetizados por
Walberg. Com enfoque na frequéncia escolar como fator de sucesso, Silva Junior e Gongalves
(2016) mostram que a presenga na creche e pré-escola tem impacto positivo e significativo es-
tatisticamente nas notas de Portugués e Matemadtica do ensino fundamental. O estudo de Ansari
e Pianta (2019) revela que criangas com um histérico de altas taxas de faltas nos primeiros anos
de escolaridade tendem a manter padrdes de baixa frequéncia na adolescéncia, o que impacta
negativamente seus resultados académicos e socio-comportamentais. Cicuto e Torres (2020) ob-
servam que o baixo engajamento, resultado de auséncia nas aulas ou baixa participagdo durante
as mesmas, comprometem a construcdo do conhecimento. Além disso, um dos fatores apon-
tados como responsdveis pelo insucesso escolar, é a organizacdo curricular, com sobrecarga de
créditos.

Outros estudos abordam o fluxo escolar, que diz respeito a continuidade ou interrupg¢do
do processo de aprendizagem, levando em consideracdo a permanéncia dos estudantes na es-
cola, bem como as taxas de evasdo, reprovacdo e aprovacdo. Soares, Alves e Fonseca (2021)
destacam a permanéncia dos alunos na escola como um fator essencial para a aprendizagem
significativa. O trabalho desses autores propde a inclusido da andlise das trajetdrias educacio-
nais como uma ferramenta crucial no monitoramento da qualidade da educac¢io nos municipios.
Ja no estudo de Pontili e Kassouf (2007) as autoras afirmam que para melhorar o nivel médio
de escolaridade do pafs deve-se elevar a frequéncia escolar e manter a crianca na escola, garan-
tindo o avancgo dos niveis educacionais. A pesquisa evidencia que fatores internos a escola sao
capazes de influenciar o comportamento estudantil, revelando que a escolaridade do professor
e a disponibilidade de bibliotecas e laboratdrios nas escolas pode afetar de maneira positiva a
frequéncia.

Embora diversos estudos ressaltem a importancia da frequéncia escolar, a literatura so-
bre o tema ainda é limitada e desatualizada. Grande parte das pesquisas sobre frequéncia estu-
dantil aborda fatores externos ao ambiente escolar, como questdes socioecondmicas, raciais, de
género e religiosas. Banerji e Mathur (2021) concluem que meninas e alunos mais velhos t€ém
maior probabilidade de se ausentar, destacando também a influéncia de fatores religiosos e de
classe social. Os autores argumentam que as altas taxas de matricula ndo se refletem necessa-
riamente na frequéncia escolar. Eles enfatizam que € necessario adotar medidas para aumentar
a frequéncia e o engajamento dos alunos, pois esses fatores estdo diretamente relacionados ao
desempenho académico e a qualidade da aprendizagem.

H4 pouca ou nenhuma publicacido sobre a relacdo entre a frequéncia escolar e as dis-
ciplinas ofertadas ou o quadro de horérios. Silva (2023) investigou as razdes que levam os
estudantes a abrir mao de determinados tempos de aula. No entanto, a pesquisa revela que 8
entre 10 motivos relatados pelos proprios alunos estio relacionados a questdes de saide, sem
fornecer informacdes sobre as aulas das quais se ausentaram.



1.2 LEIS E PROGRAMAS

A Constituicdo Federal de 1988 (BRASIL, 2024), conhecida como "Constituicdo Ci-
dada", institui, no artigo 208, a educacfo basica obrigatéria e gratuita dos 4 aos 17 anos, asse-
gurada também para os que ndo tiveram acesso na idade propria. Ja no artigo 214, estabelece a
criacdo do Plano Nacional de Educacdo (PNE), que define diretrizes, objetivos, metas e estraté-
gias para a manuten¢do e o desenvolvimento do ensino em seus diversos niveis e modalidades,
visando, entre outras coisas, a melhoria da qualidade do ensino.

O PNE, aprovado pela Lei n° 13.005/2014 (BRASIL, 2014) e vigente até 2024, estabe-
leceu como meta a universalizacdo do Ensino Fundamental e a garantia de que pelo menos 95%
dos alunos o concluissem na idade recomendada. No entanto, essas metas foram impactadas
pela pandemia nos anos de 2020 e 2021, resultando em uma cobertura do ensino de apenas
95,9%, enquanto a taxa de conclusio na idade adequada ficou em 81,1%. (SENADO FEDE-
RAL, 2023, online).

A meta de conclusio no tempo adequado reflete, implicitamente, a expectativa de que os
alunos tenham um desempenho satisfatério ao longo de sua trajetéria escolar. De modo geral,
as normativas educacionais enfatizam mais as taxas de matricula do que a frequéncia escolar,
embora a mera inclus@o dos alunos no sistema de ensino nao seja suficiente para assegurar seu
sucesso académico.

O Programa Bolsa Escola (BRASIL, 2001), precursor do PBF, foi uma iniciativa de
transferéncia de recursos destinada a manutencdo das criangas na escola, sendo uma das pri-
meiras politicas publicas a obter sucesso em aumentar as taxas de frequéncia escolar. Isso se
deve ao fato de que o Bolsa Escola exigia das criangas cadastradas uma frequéncia minima de
85% para que a familia recebesse o beneficio. Lavinas e Barbosa (2001) destacam os impactos
positivos do programa na educagdo, evidenciando a redugdo da pobreza a curto prazo e a sua
eficdcia no combate a repeténcia escolar, apontado pelas autoras como um dos principais fatores
da evasao escolar no Brasil.

Ao ser institucionalizado, o Programa Bolsa Familia manteve a exigéncia de frequéncia
minima de 85% para seus beneficidrios em idade escolar. As anélises de Melo e Duarte (2010)
demonstram que, no ano de 2005, o programa contribuiu diretamente para o aumento da taxa
de frequéncia escolar no Nordeste, com um incremento de 5,4 a 5,9 pontos percentuais. Po-
rém, Cacciamali, Tatei e Batista (2010) em andlise para o ano de 2004, apontam que simples
transferéncias de recursos ndo eram suficiente para reduzir a incidéncia do trabalho infatil ou
corrigir a dificuldade de acesso a escola para familias de rendas extremamente baixas. Ja Caval-
canti, Costa e Silva (2013) relatam impactos positivos do programa, afirmando que o aumento
da frequéncia escolar € tdo ou mais importante do que a transferéncia monetaria em si pelo
sucesso escolar ser capaz de aumentar as chances de melhoria de vida das familias. Para os
autores, o PBF era melhor justificado pelas condicionalidades do que pelo repasse de renda.

Desde entéo, o valor do beneficio do PBF vem sendo reajustado, tendo sido alterado pela
dltima vez no ano de 2016. Atualmente, o programa exige apenas 75% de frequéncia escolar
minima para seus beneficidrios de seis a dezoito anos que nio tenham concluido a educagdo
basica. (BRASIL, 2023)

Os estudos a respeito do impacto do PBF apontam a importancia de outras ferramentas
para o controle do sucesso escolar. Pires (2013) reforca que a frequéncia escolar minima foi
estabelecida com o intuito de romper o ciclo intergeracional de pobreza, através de possiveis
beneficios consequentes do sucesso escolar. Mas o autor afirma que a mera matricula escolar ou
a garantia do fluxo escolar ndo oferecem, por si sO, possibilidades de maior mobilidade social
se nao for considerada a qualidade do ensino e o aproveitamento do aluno.



Dada a influéncia da frequéncia escolar sobre o sucesso académico, e reconhecendo que
nem todo o tempo gasto em sala de aula é efetivamente produtivo, garantir apenas uma taxa
minima de frequéncia ndo deve ser a tnica preocupagdo das normas educacionais. Essas nor-
mas precisam buscar a maximizagao da frequéncia por meio de ferramentas que identifiquem
e analisem os fatores que a impactam, além de promover agdes que visem corrigi-los. Esta-
belecer taxas de frequéncia fixas, por exemplo, desconsidera a distribuicdo das faltas entre as
diferentes disciplinas, que possuem diferentes demandas horarias e distribuem-se ao longo da
semana de forma desigual. Ou seja, um aluno que tende a faltar mais em um determinado dia
pode comprometer seu desempenho no conjunto de disciplinas oferecidas nesse dia.

1.3 PROBLEMA DE PESQUISA

Este estudo busca descrever e analisar o comportamento da frequéncia estudantil em
resposta a determinadas ac¢des da gestdo escolar. Especificamente, investiga-se se a organizagcao
do quadro de horérios influencia a decisdo dos alunos de comparecer ou ndo a escola em deter-
minados dias da semana e, caso essa influéncia exista, de que forma ela se manifesta. Através
da compreensdo desse fendmeno, busca-se embasar estratégias que visem a melhoria das taxas
de frequéncia e a melhoria do aproveitamento académico.

Para isso, serd realizada uma andlise de dados buscando identificar padrdes de frequén-
cia associados a distribuicdo das disciplinas ao longo da semana, investigando a hipdtese de
que certos arranjos do quadro de hordrios impactam positivamente a assiduidade, elevando as
médias de frequéncia de um dia especifico, enquanto outros podem desestimular a presenca
dos alunos, favorecendo faltas. Além disso, a metodologia estabelecida neste estudo também
poderd servir como base para futuras pesquisas sobre a influéncia de outros fatores da gestao
escolar, como o carddpio da merenda ofertada.

Com base nos dados analisados, também serao propostos modelos de otimizagao tanto
para a constru¢do de quadros de horario que consideram a distribuicdo de disciplinas pelo seu
impacto na frequéncia, quanto para a geracdo de um modelo de frequéncia esperada, que seja
capaz de permitir previsdes mais realistas das quantidades didrias de alunos e a alocacdo mais
eficaz de recursos. Esses modelos poderdao auxiliar gestores escolares na tomada de decisdes
estratégicas, contribuindo para um planejamento mais dindmico e alinhado as necessidades dos
alunos e da instituicao.

1.4 OBJETIVOS

A principal meta deste estudo € analisar a relagdo entre a organizacdo do quadro de horé-
rios e a frequéncia estudantil, investigando se a distribui¢@o das disciplinas ao longo da semana
influencia a presenga dos alunos e de que forma essa influéncia ocorre. A partir dessa andlise,
pretende-se desenvolver modelos de otimizacdo que auxiliem a gestdo escolar na alocagdo de
disciplinas por tempos de aula e na previsdo da frequéncia esperada. Para tal, foram definidos
0s seguintes objetivos especificos:

a. Analisar as variagdes entre as médias de frequéncia entre os dias da semana e os fatores
associados a essas diferencas;

b. Verificar os impactos da distribui¢do de disciplinas nas médias de frequéncia didrias, deter-
minando quais disciplinas exercem influéncia positiva ou negativa sobre a mesma;



c. Estabelecer um modelo de otimizacdo para a organiza¢do do quadro de horarios, utilizando
técnicas estatisticas para balancear a alocacdo das disciplinas, com base em seus impactos
sobre a frequéncia;

d. Estabelecer um modelo para estimar a frequéncia esperada.

1.5 METODOLOGIA

Este estudo adota uma abordagem quantitativa, fundamentada na andlise estatistica dos
dados de frequéncia escolar e no desenvolvimento de modelos matematicos para otimizagdao
da alocagdo de horéarios e previsdo da frequéncia estudantil. A pesquisa € estruturada em duas
partes que se complementam ao longo do trabalho.

A primeira parte concentra-se na anéalise de dados e utiliza os registros de frequéncia do
Colégio Estadual Engenheiro Aréa Ledo, localizado em Nova Iguacu, Rio de Janeiro, referentes
ao ano letivo de 2022. Foram considerados a frequéncia didria dos alunos por turma, a distri-
bui¢do das disciplinas no quadro de hordrios e relatos de professores e gestores. Inicialmente,
os dados passaram por uma andlise exploratdria para identificar padrdes e formular hipéteses.
Em seguida, foi realizada uma andlise de variincia de 1-fator para verificar se as médias de
frequéncia variavam significativamente ao longo da semana, permitindo avaliar a influéncia da
organizagdo curricular na presenca dos alunos.

Na segunda parte, com base nos padrdes identificados na anélise estatistica, investiga-se
suas implicacdes na modelagem do quadro de hordrios. Para isso, propde-se um modelo ba-
seado no problema de multiplas mochilas, no qual as disciplinas sdo distribuidas ao longo da
semana, considerando seus pesos disciplinares, definidos em fun¢do da frequéncia observada.
O objetivo € minimizar as discrepancias na distribuicdo da frequéncia estudantil ao longo da
semana. Além disso, sugere-se um modelo de frequéncia esperada, formulado como um pro-
blema de minimizacao das distancias quadraticas entre os dados. Esse modelo busca ajustar os
dados de frequéncia, regularizando a variancia e gerando projecdes de auxilio ao planejamento
escolar.

Os modelos estatisticos e matematicos foram implementados em Python (Python Soft-
ware Foundation, 2024, online), com o suporte de bibliotecas especializadas, cujos detalhes sdao
apresentados ao longo do trabalho.

1.6 ORGANIZACAO

O Capitulo 2 apresenta as ferramentas de andlise unidimensional dos dados utilizadas
na investigacao sobre a frequéncia estudantil. Ele est4 estruturado em duas secdes principais: a
andlise exploratdria, que abrange medidas de posi¢éo, dispersdo e a interpretacdo de gréaficos, e
a inferéncia estatistica, que introduz conceitos fundamentais e detalha o modelo de andlise de
variancia, além de discutir ferramentas auxiliares para a adequacio dos dados ao modelo.

O Capitulo 3 apresenta a aplicacdo das ferramentas estatisticas ao estudo de caso. Ele
descreve a coleta e tratamento dos dados, a forma que o modelo foi aplicado e discute os resul-
tados da andlise exploratéria e da anélise de varidncia.

No Capitulo 4, s@o explorados os aspectos tedricos da otimizacao, apresentando concei-
tos fundamentais de otimizagdo linear, otimizacdo inteira bindria e otimizacao quadritica que
inspiraram aplicacdes na gestdo escolar.

No Capitulo 5, sao discutidas as implicagdes dos resultados estatisticos nos modelos de
otimizacdo para a gestdo escolar. S3o analisadas e sugeridas aplica¢des no problema do quadro
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de hordrios e no problema da frequéncia esperada, assim como discutidos os seus impactos
na tomada de decisdo por parte dos gestores. Também sao apresentadas possibilidades para a
modelagem do problema da merenda.

Por fim, o Capitulo 6 conclui o trabalho sintetizando os principais resultados, as contri-
bui¢des do estudo e discutindo brevemente as dificuldades encontradas e limitacdes dos mode-
los, assim como sugestdes para trabalhos futuros.



ANALISE UNIDIMENSIONAL

Um estudo de caso é uma estratégia metodoldgica que se aprofunda em um fendmeno
social complexo, buscando desvendar seus processos e mecanismos significativos, baseando-
se em questdes de pesquisa do tipo “qual”, “como” ou “por que” (Satyro & D’Albuquerque,
2020). O estudo realizado se d4 majoritariamente pela via quantitativa, ou seja, utiliza técnicas
estatisticas para validar ou rejeitar hip6teses levantadas em cima de dados numéricos. O estudo
¢é parcialmente guiado pelas experiéncias e discussdes de professores e gestores envolvidos no
caso, como serd devidamente explicado no Capitulo 3. Aqui serdo apresentadas as ferramentas
estatisticas utilizadas na pesquisa.

Todo conteudo de estatistica experimental aqui abordado baseia-se fundamentalmente
em trés bibliografias: An Introduction to Probability and Statistical Inference (Roussas, 2003),
Design and Analysis of Experiments (Montgomery, 2013) e Estatistica Basica (Bussab & Moret-
tin, 2011), que contém informagdes mais detalhadas e complementares sobre o tema, podendo
ser utilizadas como material suporte ao leitor.

2.1 ANALISE EXPLORATORIA

Através da analise exploratéria de dados (AED) é possivel obter informacgdes que indi-
cam modelos plausiveis a serem utilizados para tentar responder as questdes de pesquisa (Bus-
sab & Morettin, 2011). Algumas das ferramentas-chave para a AED sao as medidas de posicao,
de dispersao e as técnicas gréficas aqui apresentadas para conjuntos de dados quantitativos.

2.1.1 Medidas de posicao e dispersao

As medidas de posi¢ao sdo trés: moda, mediana e média. A moda é o valor mais
frequente dentro de um conjunto de dados observéveis e ela ndo necessariamente € tinica. A
mediana é o valor que ocupa a posic@o central do conjunto de dados, quando organizados em
uma série crescente. J4 a média € uma medida central que pode ser definida de diversas formas,
porém aqui serd considerada a média aritmética, que corresponde a soma dos valores observados
dividida pela quantidade de dados do conjunto.

Essas medidas muitas vezes s@o utilizadas para representar um conjunto de valores de
forma simplificada, e a escolha de se utilizar uma ou todas elas para analisar um conjunto
de dados depende dos objetivos almejados. Uma das limitacdes da utilizacdo das medidas de
posicdo é que ndo trazem informagdes sobre a variabilidade dos dados dentro do conjunto de
observacdes. (Bussab & Morettin, 2011)



Tentando suprir essa limitacdo, pode-se trabalhar com as medidas que medem a disper-
sdo dos dados em torno da média, como o desvio médio e a variancia, definidos respectiva-
mente por:

dm(X) = M 2.1)
n 2
var(X) = Z’zl(+x) (2.2)

onde x; (i =1,...,n) sdo as observagdes do conjunto e ¥ é a média. Além destas, também
utiliza-se o desvio padrao, definido como a raiz quadrada positiva da variancia. Tanto o desvio
médio quanto o desvio padrdo sdo indicativos do erro médio obtido ao substituir as observagdes
do conjunto por uma medida resumo, como a média. Porém, as medidas resumo e as medidas
de dispersdao sdo muito afetadas por valores extremos e ndo sdo capazes de traduzir a simetria
da distribuicdo dos dados. (Bussab & Morettin, 2011)

Para tal, consideram-se os quantis de ordem p ou p-quantis, indicados por g(p), onde
p € uma proporc¢do (0 < p < 1) tal que 100p% das observacdes sao menores do que g(p). Os
quantis mais utilizados sdo:

* g(0,25) = g;: 1° Quartil — abaixo deste valor, encontram-se 25% dos dados;
* 4(0,50) = g»: 2° Quartil — equivale a mediana;
* q(0,75) = g3: 3° Quartil — abaixo deste valor, encontram-se 75% dos dados.

Uma outra medida de disperséo € a distancia interquartil, definida como a diferenca
entre o terceiro e o primeiro quartis:

dg=q3—q1.

Com os dados em ordem crescente, x; € X, sdo, respectivamente, 0 menor € 0 maior
valor do conjunto. Os principais valores para se obter uma ideia da distribuicdo dos dados
sdo, entdo: X1, q1,qe, g3 € Xp. A diferenca g, — x; € chamada de dispersao inferior e x;, — g»
¢ chamada de dispersao superior. Quando as duas dispersdes sdo aproximadamente iguais,
tem-se uma distribuicdo aproximadamente simétrica, como é o caso da distribuicio normal,

discutida mais adiante.
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Figura 2.1 — Representacdo de uma distribuicdo simétrica.



2.1.2 Boxplots

Uma das ferramentas gréficas mais utilizadas para a visualiza¢do de resumos de dados
€ o diagrama chamado de boxplot, que da ideia da posi¢do, dispersdo, assimetria e dados dis-
crepantes do conjunto (Bussab & Morettin, 2011). Ele é composto por um retdngulo e duas
linhas dentro de uma 4rea determinada pelo conjunto de dados. O retangulo identifica trés me-
didas importantes: o primeiro, segundo e terceiro quartis, como pode-se observar na Figura
2.2. Abaixo e acima do retangulo seguem linhas que nao devem exceder o limite superior ou o
inferior, dados por LS = g3 + (1.5)d4 e LI = g1 — (1.5)d, respectivamente, onde d,; € a medida
da dispersao dos dados.

Figura 2.2 — Representacdo de um boxplot.

Observagdes acima do limite superior ou abaixo do limite inferior sdo chamados pontos
exteriores e destoam dos demais dados. Esses pontos podem ser valores atipicos, erros de
arredondamento ou erros humanos na constru¢do do conjunto de dados.

2.2 INFERENCIA ESTATISTICA

A inferéncia estatistica utiliza-se das informagdes obtidas na fase de andlise exploratdria
para reduzir, analisar e modelar os dados, objetivando fazer previsdes sobre as quais decisdes
podem ser tomadas (Bussab & Morettin, 2011). Neste trabalho, utiliza-se a analise de vari-
ancia de 1-fator (ANOVA), técnica que permite a avaliacdo ou comparagdo de médias entre
grupos de uma mesma populag@o ou entre populacdes, sendo populacido o conjunto de todos
os elementos ou observacdes a serem estudados. Essas comparagdes sdo feitas por meio de
estimativas pontuais, intervalos e testes de hipdteses, uma vez que essas técnicas se aplicam ao
modelo considerado.
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2.2.1 Introducio a inferéncia

Uma amostra ¢ um subconjunto qualquer de uma populacdo. Quando esse subconjunto
(X3,...,Xy) € escolhido ao acaso de uma populagdo X de tal forma que cada elemento seja uma
variavel aleatéria independente com a mesma distribui¢do de X, chama-se amostra aleatéria
simples. Uma fungao dessa amostra é chamada de estatistica, ou seja, T é uma estatistica se
T = f(Xy,...,X,). Uma medida usada para descrever uma caracteristica de uma populagado é
chamada de parametro. A inferéncia estatistica ocupa-se de fazer afirmacdes sobre os parame-
tros de uma populagdo através de amostras. (Bussab & Morettin, 2011)

2.2.1.1 Modelos para variaveis aleatdrias continuas

A funcio densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria define uma curva cuja
area sob a mesma, dado um certo intervalo, representa a probabilidade da varidvel cair dentro
desse mesmo intervalo. Com base nessa fun¢do e em momentos como o valor esperado (ou es-
peranca, representado por E[X]) e a varincia (Var[X]), sdo criados modelos probabilisticos para
descrever e representar as varidveis estudadas. Todos esses conceitos podem ser encontrados em
Bussab & Morettin (2011). Aqui serdo brevemente apresentados os modelos das distribuicoes
citadas em se¢des posteriores: a distribuicdo normal, a distribui¢io y? e a distribui¢do F.

No modelo de distribui¢io normal, também conhecida como distribui¢@o gaussiana, a
funcdo densidade da varidvel aleatéria X é dada por:

1 2,5 2
(X; 1, 0%) = ——— ¢~ (X~W7/207 23
fsu oy (2.3)

Nesse modelo, E[X] = p e Var[X] = 02. Se X possui distribui¢do normal, denota-se,
simbolicamente, X ~ N(u,0?). O grafico dessa distribuicdo é simétrico em p:

— S N
0 p—o J pto

Figura 2.3 — Ilustragdo de uma curva normal.

O modelo de distribuicfio > com v graus de liberdade tem funcio densidade de uma
variavel aleatéria continua Y dada por:

1 yv/2—le—y/2, se >0,
fy;v) =1 T(v/2)2v/2 (2.4)

0, se y <O,
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onde I'(@), @ > 0, é a fun¢iio gama, e denota-se Y ~ y?(v). Nesse modelo, E[Y] = v e Var[Y] =
2v, e seu grafico se assemelha a:

-»

f(y)

Figura 2.4 — Ilustra¢do de uma curva y?, com v = 3.

A distribuiciao F de Snedecor ¢ um caso particular em que uma varidvel aleatdria pode
ser definida como o quociente de duas varidveis com distribuicdo y2, de v, e v, graus de liber-

dade. A varidvel W = [‘% ;’; tem funcdo densidade:

I'((v1 + v2)/2) (vl)’“/z wvi=2)/2
(1 /2)T(v2/2) (1 + vy w/ vy) W1 +02)/2
Quando W tem distribuicdo F com v e v, graus de liberdade, denota-se W ~ F(vy, v2)

202(v1+1v2-2)
e, nesse caso, E(W) = ;%5 e Var[W] = -2 52—

da distribui¢iio y?, representado na Figura 2.4.

gw;vy,v2) = , w>0. 2.5

U2

O gréfico dessa distribuicdo € similar ao

2.2.1.2 Estimadores

Considere uma amostra (X, ..., X;;) de uma variavel aleatéria que descreve uma carac-
teristica de interesse de uma populacdo. Uma estatistica T € dita ser estimador de um parametro
0 se T for utilizado para estimar 6. Nesse caso, T = g(Xj,..., X,;). Estimadores possuem as
seguintes propriedades: (Bussab & Morettin, 2011)

(i.) Um estimador é chamado nio viciado se E[T] = 6.

(ii.) Um estimador é chamado consistente se lim;,_.oo E[T};] =6 e lim,,_., Var[T,] = 0, sendo
T, uma estatistica baseada numa amostra de tamanho 7.

Uma amostra verossimil é aquela que fornece a melhor informacao possivel sobre um
parametro de interesse da populagdo. O principio da verossimilhanca é que toda a informagio
disponivel de 0 fornecida pela amostra X estd resumida na fun¢do de verossimilhanga. Seja
Xi,..., X, uma amostra aleatdria simples de uma populagdo X com funcdo densidade de pro-
babilidade f(x;0), com vetor paramétrico 8 € ®, ® sendo o espago paramétrico. A funcao de
verossimilhanca associa a cada valor de § a probabilidade da amostra e é dada por:

LO;x) = f(x;0) =

1

f(x;;0), L:0 —R". (2.6)

n
=1
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O estimador de méxima verossimilhanca (EMV) de 6 ¢ o valor de § € © que maximiza
L(B;x). Em geral, utiliza-se o logaritmo natural de L(0;x) para encontrar o0 maximo dessa
funcdo, denotado por:

1(6; x) =log L(0; x), 2.7)

conhecida por log-verossimilhanca. Obtém-se o EMV solucionando:

01(6;
( x):0

) 2.8
30 (2.8)
e verifica-se ter conseguido um ponto de maximo quando:

0%1(0; A

% <0, para § = 0. (2.9)

2.2.1.3 Estimacao por intervalos de confianca

Nem sempre € mais interessante obter um valor pontual para um estimador, visto que
isso ndo permite analisar a possivel magnitude do erro cometido. E possivel criar intervalos
de confianca (IC) baseados na distribui¢do amostral do estimador pontual com determinado
coeficiente de confiancga y. (Bussab & Morettin, 2011)

Se T for um estimador de 8, se for conhecida a distribui¢do amostral de T, sempre sera
possivel achar #; e f, tais que P(f) <0 < £2) =7, 0 <y < 1, e o intervalo de confianca para 0
com coeficiente de confianca y é denotado por IC(8;7y) =111, t2l.

Para exemplificar, seja X ~ N(u,0?) com variancia 02 conhecida. Se Xj,..., X, é uma
amostra aleatdria simples dessa populacgdo, entdo o intervalo de confianga de nivel de confianca
(1 - @)% para a média populacional u é dado por:

— o — o
X—zgp—; X+ 24—, 2.10
alz\/ﬁ a/Z\/ﬁ ( )

onde € = Za/g\/iﬁ ¢ a margem de erro e a € (0,1) o nivel de significancia. O valor de z/, ¢ tal

que P(Z=22zq2=9%5),e Z= @ ~ N(0,1). Esse intervalo de confianca para a média de uma
populacdo normal com varidncia conhecida pode ser usado mesmo quando a populacio nao for
normal, desde que n > 30.

2.2.1.4 Teste de Hipoteses

Assuma uma variavel X associada a uma populagdo e determinada hipétese sobre um
parametro 6 dessa populacdo. A hipétese que desejamos testar chama-se hipétese nula (Hy)
e € colocada a prova contra sua negativa, a hipétese alternativa (H;). O objetivo de um teste
de hipéteses € dizer, usando uma estatistica 0, se H, € aceitavel. Caso os testes descartem Hy
como verdadeira, H; € considerada aceitavel. Qualquer que seja a decisdo tomada, erros podem
ser cometidos:

* Erro de tipo I: rejeitar Hy quando essa € verdadeira. A probabilidade de cometer esse
erro € denotado por a.

* Erro de tipo II: ndo rejeitar Hy quando essa € falsa. A probabilidade de cometer esse erro
¢ denotado por B.
12



A decisao em um teste de hipdteses € tomada através da consideragdo de uma regido
critica (RC). Caso o valor observado da estatistica pertenca a essa regido, rejeita-se Hy. Esta
regido é construida de forma que P(@ € RC|Hy é verdadeira) seja igual a a, chamado de nivel
de significancia do teste. Quanto menor for a, menor a probabilidade de se obter uma amostra
com estatistica pertencente a regido critica, sendo pouco verossimil a obten¢do de uma amostra
da populagdo para a qual Hy seja verdadeira. O passo a passo de um teste de hipdteses é como
segue: (Bussab & Morettin, 2011)

* Passo 1: Fixe a hipétese a ser testada (Hp) e a hipdtese alternativa (H).
* Passo 2: Determine o melhor estimador para testar a hipétese.
* Passo 3: Fixe a probabilidade do erro do tipo I (&), normalmente em 5%, 1% ou 0.1%.

* Passo 4: Construa a regido critica sob a hipétese de Hy ser verdadeira e calcule a estatis-
tica do teste com as amostras aleatdrias simples.

* Passo 5: Se o valor da estatistica calculado com os dados da amostra nio pertender a RC,
ndo rejeite Hy; caso contrdrio, rejeite Hy.

Se a hipdtese nula for verdadeira, o valor p de um teste de hipétese € a probabilidade de
se obter uma estatistica amostral com valores tdo extremos do que aquela determinada com os
dados da amostra. Deve-se rejeitar Hy ao nivel de significancia a sempre que p < a. O valor p
€ a probabilidade de significancia do teste. Se T é uma estatistica de teste e Hy € rejeitada para
T > ¢, entdo o p-valor é a probabilidade P(T > | Hp), onde t(x) é o valor observado de T.

Para exemplificar, seja Xj,...,X;; uma amostra aleatéria simples de uma populacio
N(u,0?) com o conhecido. O teste de hipétese sobre a média p é:

* Teste bilateral: (Hy: (= po; Hy @ L # Wo)

RC(; (1 —a)%) : 12| > zq/2; (2.11)
* Teste unilateral a esquerda: (Hy: p = po; Hy @ p < o)
RC(;(1-a)%) : 2" < —zq/2; (2.12)

* Teste unilateral a direita: (Hy: p = po; Hy : > o)

RC(;(1-a)%) : 2" > zq/2, (2.13)
onde z* = w Esse teste também pode ser usado quando a populacdo ndo for normal e
para o desconhecido desde que 7 = 30.

Mais sobre testes de hipéteses pode ser encontrado em Bussab & Morettin (2011), Mont-
gomery (2013) e Roussas (2003).

13



2.2.2 Modelo ANOVA

Sejam Y;; varidveis aleatorias de uma populagdo Y com a seguinte estrutura: dados [
grupos e J observagdes dado um certo grupo, o valor da varidvel y;; encontra-se perto de uma
média u, e a variagdo de valores ocorre devido a erros e;;. Assume-se que 0s erros aleatorios
e;j sdo varidveis aleatdrias independentes de distribui¢do normal N (0,02) para uma variancia
desconhecida ¢2. Entio,

Yij = Ui teij,
onde e;jj ~ N(0,02) sdo independentes, i = 1,...,I,j=1,...,J, e ui = u+1;, sendo 7; um para-
metro intrinseco ao i-€simo grupo.

A esse modelo interessa estimar os pardmetros u; e o2 e testar a hipétese de nio ha-
ver diferenca entre as médias dos grupos. Para estimar os parametros, parte-se da funcdo de
verossimilhanca do modelo, que é descrita por (Roussas, 2003):

1 \Y -1
L(y;u,02) = — -2, 2.14
¥;p,0°) (W) exp 202;;(%] W) (2.14)
onde y = (y1,...,yj) € = (u1,...,u1). Logo,
1] I 1
log L(y; p,0%) = ——=log(2m) — = log(c?) — — 2.2 ij- wi)?. (2.15)
2 2 207 75

A partir da equacdo 2.15, vemos que que, para o2 fixo, a log-verossimilhanca é maxi-
mizada em relagdo a yy,..., g se S(uy, ..., 1up) = X; X (yij - )? for minimizado também em
relacdo a y1,..., uy. Diferenciando:

o
3 S, i) ==2) yij+2Jp;i =0, (2.16)
Hi j
e entao,
.—lz --eOZS( )=2] 2.17)

Analisando a segunda derivada parcial, a matriz diagonal resultante é definida positiva,
visto que, para todo Ay,...,Af, com A +---+ 1% >0,

M

2
(Al)---)AI)( ] 0 )

ol 2 Y 2
0 2J =2J(A7+---+ A7) >0. (2.18)

I

Segue que os valores encontrados em 2.17 sdo os EMV’s dos p;’s. Isto é,
- 1 .
fli = yi., onde yi.=7Zyi,-, i=1,...,1 (2.19)
J

Para estimar o2, substitua em 2.15 S(uy,...,gp) por S=Y; 2 i (yij —y;)?. Diferenciando
e igualando a zero:
d . =, I S )
WlOgL(y,ﬂ,O' )= —F + ﬁ =0,ouo0° =

Mais uma vez, pela segunda derivada:

(2.20)

Slo
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—dz logL(y;f1,0%) = U ——ZS
d(c2)2 gL K - 2(02)2 2(0-2)3’
_up?

252

221

que, quando 0?= % resulta em < 0 e, portanto, o valor de 02 em 2.20 é seu EMV. Isto é,

1
6% = 775Qer onde SQc = Y Wij-yi) (2.22)
ij

onde SQ. é a soma de quadrados do erro e representa a variabilidade nao explicada pelo modelo.
Estimados os parametros, resta verificar se as médias dos grupos podem ser consideradas
iguais. Em outras palavras, deseja-se testar:

(2.23)

HO: U1 =---=u,
H;: pelo menos uma das médias p; € diferente das demais.

O procedimento a seguir € conhecido como Teste F e pode ser encontrado em detalhes
em Roussas (2003) e em Montgomery (2013). Aplicando a hipétese nula, 2.15 pode ser reescrita
como:

1] I 1
log L(y; p,0%) = ——log(2m) — —-log(0®) - =— Y > (yij — w)°, (2.24)
2 2 202 55
e, repetindo o procedimento das derivadas em relacio a i e 02, obtém-se novas estimativas fi e
0%
. 1
fi=y.,ondey =—>3 > yij (2.25)
5 1
O, = 77 5Qr onde SQr =3 3 (vij - v)% (2.26)
i

onde SQ7 € a soma de quadrados total e representa a variabilidade total dos dados.

O teste baseia-se em uma estatistica baseada na razéo de verossimilhanca A = A(y) para
comparar a maxima verossimilhanca dos dados sob a hipétese nula com a maxima verossimi-
lhanga sem restri¢des (sob a hipdtese alternativa). Note que, sob Hy:

1

1 I
exp [— - yﬂ —exp-ggo xSQr] e (-5 ), @27
0

e, sob a hipdtese alternativa,

exp

1 1 IJ
—;Z(m—yﬁ =eXP(—ZSQ xSQe)=eXp(—3), (2.28)
i e

A

que conclui a razéo de verossimilhanga A = (62/ U%{O)U /2 De acordo com esse resultado, A < C
se, e somente se,

~N\1JI2 - 5
o o Ou 1
_ <C,ou — < C’ ou == > = C,. (2.29)
2 2 2~ ClU
O'H UH o
0 0
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Teorema 2.2.1. SQr = SQg + SQp, onde SQg e SQTt sdo dados por 2.22 e 2.26, respectiva-
mente,

eSQn=3> . -y.)* =/ ). -y.)% (2.30)
i j i

SQy sendo a soma de quadrados da hipétese (pois é a estatistica utilizada para testar a hipotese
nula) e reflete as variacoes devidas as diferencas entre grupos.

Prova. Roussas (2003, p. 400).

Por esse resultado, a expressdao em 2.29 fica:

S SQ.+S S
QT>C0, OUM>C0, ou QH

SQe SQe SQe
Ou seja, o teste da razdo de verossimilhanga rejeita Hy sempre que SQg/SQ, > C;. Para

>Cy=Co—1. (2.31)

H
sob Hp, com os valores
e

determinar Cy, é necessario conhecer a distribuicao da estatistica

observados substituidos pelas respectivas varidveis aleatérias.

Teorema 2.2.2. Considere o modelo descrito no 2.2.1 e as expressoes de SQ,, SQt e SQp,
e substitua os valores observados yij, yi. e y. pelos Y;j, Y; e Y. das varidveis aleatdrias,
respectivamente. Entdo:

(i.) SQ./d? tem distribuicdo X?(]—l)‘

(ii.) As estatisticas SQ, e SQp sdo independentes.

Se a hipotese nula for verdadeira, entdo:
2 R 2
(iii.) SQpu/o*® tem distribui¢do x5_,.

SQu/UI-])
(iv.) so.t—n = Fr-ui0-v-

(v.) SQr/a? tem distribuicdo )ﬁ]_l.

Prova. Roussas (2003, p. 401).

E resultado do Teorema 2.2.2 que:
(i.) As EMV’s fi; = Y; sdo estimadores ndo viciados de y;, parai=1,...,1.

(ii.) AEMV &? = Qe é viciada, mas a estimativa QM, = ¢é nao viciada.

_SQe
10-1
Prova. Roussas (2003, p. 401).

Conclui-se que, para testar 2.23 a nivel de significincia a, rejeita-se Hy sempre que:

_SQu/U-]) QMg

T SQ/U-1) QM.

onde o valor critico F, ., € determinado de forma que P(X > Fy, 5.q) = @, onde X é uma
varidvel aleatéria com distribuicdo Fy, ;.

Todos os passos realizados para o célculo do teste sdo, normalmente, organizados em

uma tabela, chamada de tabela da analise de varidncia de um fator (ou tabela ANOVA), como a
Tabela 2.1.

> Fr-1,10-1);a0 (2.32)
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VARIACAO SOMA DOS QUADRADOS GRAUS DE LIBERDADE QUADRADO MEDIO F,

Entre grupos SQy = ]Zle(Yi. —Y)? I-1 QMy = % %AA/Z’
Erros SQe=X! ¥ (Vi - Vi) -1 QM. = 7%
Total SQr=%i, ¥ (Y- Y.’ j-1

Tabela 2.1 — Tabela da analise de varidncia de um fator.

O teste F da ANOVA testa a hipdtese da igualdade entre as médias dos grupos contra ha-
ver pelo menos uma diferente das demais. O detalhamento dessas informacdes requer um teste
adicional, conhecido como teste de Tukey. Além disso, para que a ANOVA corresponda a uma
avaliacdo adequada da diferencga entre as médias de tratamento, € necessario que as observacoes
sejam adequadamente descritas pelo modelo, que os erros tenham distribui¢do normal e sejam
independentes, com média zero e variancia constante (Montgomery, 2013). Para a verificagdo
dessas suposicdes, podem ser realizados dois procedimentos auxiliares: o teste de Levene e o
teste de Breusch-Pagan. Caso o modelo ndo esteja adequado, pode-se realizar uma transfor-
magcao prévia dos dados. Aqui serd apresentada uma forma de transformac@o, conhecida como
transformacao de Box-Cox.

2.2.2.1 Teste de Levene

Para testar a hip6tese de igualdade de variancias entre os tratamentos, o teste de Levene
utiliza os desvios absolutos das observacoes y;; em cada grupo em relagdo a mediana do respec-
tivo grupo. A estatistica de teste empregada € a mesma estatistica F da ANOVA, porém aplicada
aos desvios absolutos em vez das observacdes originais. Esse teste € menos sensivel a suposi-
¢do de normalidade, tornando-se uma escolha adequada para dados reais, que raramente seguem
uma distribuicdo normal. Mais sobre o teste de Levene pode ser encontrado em Montgomery
(2013).

2.2.2.2 Teste de Breusch-Pagan

O teste de Breusch-Pagan € utilizado para detectar heterocedasticidade do modelo, ou
seja, a inconstancia da variabilidade dos erros do modelo. Ele realiza um teste de hipdtese onde
Hj supde a homocedasticidade (varidncia constante dos erros) contra a hip6tese alternativa de
que a varidncia dos erros depende das varidveis explicativas. A estatistica de teste segue uma
distribuicdio 2 e, se o p-valor for pequeno, rejeita-se a homocedasticidade, indicando a presenca
de heterocedasticidade no modelo. (Breusch & Pagan, 1979)

2.2.2.3 Transformacio de Box-Cox

As transformacdes de dados sdo geralmente utilizadas para estabilizar variancias, apro-
ximar a distribuicao das varidveis a distribuicdo normal e melhor ajustar o modelo aos dados
(Montgomery, 2013). A transformacgdo de Box-Cox € tal que

A

—— se 1L #£0,

wM = (2.33)

logy;, se A =0,
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onde o pardmetro A é estimado simultaneamente aos demais parametros do modelo, pelo esti-
mador de médxima verossimilhanga. O EMV de A € o minimo dos quadrados dos erros SQ,(A),
que normalmente é encontrado geometricamente.

Escolhido um valor de A, um intervalo de confianca deve ser determinado para os pontos
em que SQ,(A) cortam um valor de referéncia baseado nos graus de liberdade da SQ,.. Se esse
intervalo incluir o valor 1, isso sugere que a transformacdo ndo € necessdria. Caso contrario,

utiliza-se w;ﬁ) para transformar os dados.

2.2.2.4 Teste de Tukey

O teste de Tukey € um teste de hipdtese desenhado para comparar os grupos de dados
dois a dois. Suponha que, seguido de uma andlise de varidncia que rejeitou a hipdtese nula,
deseja-se testar todos os pares de média na seguinte comparacao:

{Hoiﬂz:lif (2.34)

Hy:pi # pj,
paratodo i # j.

No procedimento de Tukey, o nivel de significincia geral € exatamente a quando o
tamanho das amostras sdo iguais e no mdximo a quando os tamanhos sdo desiguais. Também
€ possivel construir intervalos de confianca para as diferencas dos pares de médias, onde se
considera as médias iguais caso o intervalo contenha o zero e diferentes caso ndo contenha.
Para esses intervalos, o nivel de confianca simultineo € 100(1 — a)% quando os tamanhos das
amostras sdo iguais e pelo menos 100(1 — @)% quando os tamanhos sdo diferentes. A versdo do
procesimento de Tukey para amostras de tamanhos diferentes € também conhecida como teste
de Tukey-Kramer. Mais sobre o teste de Tukey pode ser encontrado em Montgomery (2013).
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ESTUDO DE CASO

Como visto, a frequéncia estudantil estd intimamente relacionada a uma série de fatores
contextuais e sociais que influenciam diretamente a presenca ou auséncia dos alunos na escola.
Elementos como a condicdo socioecondmica, questdes familiares e até fatores culturais podem
impactar os padrdes de frequéncia, tornando a anélise dos dados uma tarefa singular.

A abordagem de um estudo de caso possibilita uma andlise mais detalhada e contextu-
alizada dos fatores locais que influenciam os padrdes de frequéncia. Supde-se que, dentro de
uma mesma escola, os alunos compartilham condi¢des socioecondmicas parecidas, e estdo su-
jeitos as mesmas condi¢des sazonais, principalmente por residirem, de maneira geral, em uma
mesma drea proxima a escola. Assim, é possivel direcionar a andlise para os fatores internos a
institui¢do, como a organizac¢io do quadro de horarios.

As técnicas estatisticas apresentadas no Capitulo 2 sdo aqui aplicadas na avaliagdo da
frequéncia escolar do Colégio Estadual Engenheiro Aréa Leao, que colaborou fornecendo dados
de frequéncia das turmas, sem identificacdo dos alunos, referentes ao ano de 2022. O objetivo
desse estudo foi descrever os efeitos do quadro de hordrios sobre a frequéncia escolar, inves-
tigando a possivel existéncia de disciplinas que afetassem a assiduidade de forma positiva ou
negativa.

3.1 CARACTERIZACAO DA ESCOLA E MUNICIPIO

O Colégio Estadual Engenheiro Aréa Ledao (CEEAL), localizado no municipio de Nova
Iguagu, Rio de Janeiro, trabalha as modalidades Ensino Regular e Educagao para Jovens e
Adultos para cerca de 1300 alunos por ano, distribuidos na regido metropolitana da Baixada
Fluminense — o que o caracteriza como de médio a grande porte. A maioria de seus estudantes
concentra-se na cidade de Nova Iguacgu, porém, o colégio recebe estudantes de todo o estado.

De acordo com o Indice de Desenvolvimento da Educagdo Bésica (Ideb, BRASIL,
2021), que avalia fluxo escolar e médias de desempenho nas avaliagdes da rede ptblica de
ensino em indice que varia de 0 a 10, a cidade de Nova Iguacu foi avaliada com a nota 4.7
para os anos iniciais do Ensino Fundamental e 4.4 para os anos finais. A meta do Ideb esta-
belecida para o ano de 2022 (ano dos dados levantados no estudo) era de alcancar a média 6,
considerado “um valor correspondente a um sistema educacional de qualidade comparéavel ao
dos paises desenvolvidos” pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio
Teixeira (Inep, BRASIL, 2021). De acordo com o Indicador de Nivel Socioeconémico (Inse,
BRASIL, 2021), o colégio enquadra-se no nivel socioecondmico 4 — o que significa que os estu-
dantes estdo até meio desvio padrdo abaixo da média nacional verificada pelo Inse. A descri¢é@o



do perfil socioecondmico dos estudantes nesse nivel segue:

"A maioria dos estudantes respondeu ter em sua casa uma geladeira, dois ou mais
celulares com internet, um carro, mesa para estudar, wi-fi, TV por internet, garagem,
forno de micro-ondas, mdquina de lavar roupa e freezer. Algumas respostas ndo ob-
tiveram maioria, mas indicam que parte dos estudantes afirmou possuir um ou dois
banheiros, uma ou duas televisoes, dois ou mais quartos para dormir, aspirador de

po, um computador e escolaridade da mde (ou responsdvel) variando entre ensino
médio e ensino superior completo e do pai (ou responsdvel) entre ensino fundamental

completo e ensino médio completo.” (BRASIL, 2021)

No ano de 2022, o CEEAL contou com 42 turmas, sendo 17 do Ensino Fundamental
(EF) 11, 17 do Ensino Médio (EM) e 8 do Nucleo de Educagdo de Jovens e Adultos (NEJA). O
detalhamento das turmas por nivel, ano e turno encontra-se abaixo, na Tabela 3.1.

, QUANTIDADE DE
NIVEL ANO/SEMESTRE TURNO
TURMAS
6° ano 4 Tarde
7° ano 4 Tarde
ENSINO 1 Manha
8° ano
FUNDAMENTAL 3 Tarde
3 Manha
9° ano
2 Tarde
5 Manha
1° ano
1 Tarde
ENSINO 5 Manha
3 2° ano
MEDIO 1 Tarde
4 Manha
3° ano
1 Tarde
I 2 Noite
II 2 Noite
NEJA
111 2 Noite
I\% 2 Noite

Tabela 3.1 — Distribuicdo das turmas do CEEAL em 2022.

E importante destacar dois aspectos contextuais relevantes em relagio ao ano de 2022.
Primeiro, esse foi o primeiro ano de retomada das aulas presenciais ap6s a pandemia de COVID-
19, iniciada em 2020, a qual resultou em déficits de aprendizado constatados pelo Conselho
Nacional de Educacdo (CNE, BRASIL, 2022). Segundo, 2022 marcou a implementacdo do
Novo Ensino Médio, estabelecido pela Lei n® 13.415/2017 (BRASIL, 2017), que alterou a es-
trutura dessa etapa de ensino, ampliando a carga hordria minima dos estudantes e redefinindo a

organizagdo curricular.

No CEEAL, essa transi¢do curricular foi iniciada em 2022, com a aplicacdo das mudan-
cas apenas ao primeiro ano do Ensino Médio. As principais alteracdes incluiram a introdugdo
da disciplina Projeto de Vida e a oferta de disciplinas eletivas, que ndo foram especificadas no

presente estudo.
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3.2 MATERIAIS E METODOS

3.2.1 Coleta e tratamento dos dados

O CEEAL disponibilizou os didrios de classe referentes ao ano de 2022, abrangendo
suas 42 turmas. Esses registros continham informacdes sobre a frequéncia didria dos estudantes
por turma, os quadros de horarios e a distribuicao dos professores por disciplina.

Para assegurar o anonimato dos alunos, os dados de frequéncia foram reorganizados
de forma a representar exclusivamente a frequéncia total de cada turma por dia, sem qualquer
identificacdo individual. A andlise da frequéncia teve como objetivo identificar padrdes e ten-
déncias relacionados a faixa etdria dos estudantes, ao nivel de ensino e ao turno em que estavam
matriculados, de modo que o comportamento individual ndo foi considerado. As entradas de
frequéncia utilizadas contavam somente com dias letivos em que houve, de fato, aula, descon-
siderando feriados, passeios e outras situacdes particulares.

Além disso, foi possivel contar com a colaboracido de professores da escola, que con-
tribuiram com informagdes relevantes sobre o quadro de horarios, principalmente em relacdo a
distribui¢do e organizacdo de professores. Também auxiliaram na leitura dos dados de frequén-
cia e compartilharam percepgdes acerca dos fatores que acreditavam, por suas préprias experi-
éncias, influenciar a frequéncia estudantil.

3.2.2 Aplicacao do modelo

O estudo de caso foi orientado pela questdo de pesquisa sobre a influéncia do quadro de
horarios na decisdao dos estudantes de comparecer a escola em determinados dias da semana.
Caso essa influéncia fosse confirmada, interessava saber como se dava essa relacdo. Para con-
sideragdo no estudo, a relacdo frequéncia e dia da semana corresponde a relacdo frequéncia e
quadro disciplinar didrio, visto que esse € fixo para um determinado dia e invaridvel ao longo
do ano.

Sendo assim, as informagdes de frequéncia foram agrupadas em I = 5 grupos correspon-
dentes a Segunda, Terca, Quarta, Quinta e Sexta. Interessava estimar as médias de frequéncia y;
e testar a hip6tese de ndo haver diferenca significativa entre os dias da semana, ou seja, realizar
o teste proposto em 2.23. O passo a passo do estudo encontra-se esquematizado abaixo:

Em funcao da natureza dos dados, foram realizados os testes de Levene e Breusch-Pagan
para avaliar a normalidade e homogeneidade das varidncias nas observagdes de cada turma.
Quando necessario, aplicou-se a transformacdo de Box-Cox antes de proceder com a andlise de
variancia. Para aprofundar a comparacio entre as médias, foi utilizado o teste de Tukey.

3.3 RESULTADOS

3.3.1 Analise exploratoria

As primeiras observagdes dos dados foram realizadas por meio dos graficos de boxplot
de cada turma, os quais destacaram a variag@o nas distribui¢des e chamaram a atengdo para
quedas e aumentos significativos nas médias de frequéncia de dias especificos para as turmas.
As médias analisadas revelaram um padrio polarizado: das 45 turmas, 25 apresentaram a terga-
feira como o dia com a maior média de frequéncia, enquanto 35 indicaram a sexta-feira como
o dia com a menor média. Esses resultados chamam a atenc@o para as tercas e sextas-feiras,

21



Coleta dos dados
Tratamento dos dados

Analise de varidncia

Anélise exploratéria

Verificacio das
suposi¢des do modelo

Teste de Levene

Teste de Breusch-Pagan

Atende as suposigdes

Nao atende as
suposigoes

Teste de Tukey
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Figura 3.1 — Representacdo esquemadtica dos processos do estudo.

sugerindo que esses dias possuem caracteristicas especificas que influenciam essa disparidade.
As Tabelas 3.2, 3.3 e 3.4 contém as informag¢des de médias de frequéncia por dia da
semana do Ensino Fundamental, Médio e NEJA, respectivamente.

MEDIAS DE FREQUENCIA DO ENSINO FUNDAMENTAL

TURMA SEG TER QUA QUI SEX

601 26,0892 28,6533 299121 29,5873 26,7820
602 27,8488 30,1887 28,9280 28,2670 26,6942
603 26,6296 28,0659 28,2492 27,7913 25,7909
604 17,5639 17,9070 16,9537 17,6413 16,3881
701 32,6009 33,1342 34,2412 33,2571 29,7186
702 33,7341 34,2217 34,5625 33,9475 32,2349
703 29,1584 32,0846 32,4023 32,1169 28,9138
704 27,2566 26,8208 28,7406 28,0777 25,0964
801 30,4015 31,0141 30,1085 31,1732 29,3105
802 32,1217 34,1787 33,7467 35,0052 31,1595
803 33,0909 32,7531 33,0270 34,4107 29,8764
804 34,3464 35,3109 34,9122 33,8712 32,9927
901 33,3610 34,5435 33,5881 34,1743 31,4781
902 27,3165 29,5435 28,5345 28,3463 27,0977
903 27,4694 31,3999 29,7023 28,7586 29,5183
904 31,9327 32,9120 31,8884 32,8381 30,2198
905 28,7130 30,0892 28,7725 29,1191 26,9161

Tabela 3.2 — Médias de frequéncia por dia da semana das turmas do Ensino Fundamental.
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MEDIAS DE FREQUENCIA DO ENSINO MEDIO
TURMA SEG TER QUA QUI SEX

1001 35,7823 37,6876 36,9615 36,3270 32,1284
1002 31,3625 31,5126 32,2125 32,0981 25,5029
1003 29,6178 33,1851 32,2074 30,9079 29,3658
1004 30,1462 31,2101 31,2053 31,8374 30,7869
1005 28,0019 29,7811 29,4585 28,4972 26,9400
1006 26,1453 26,9618 25,8968 26,1548 20,1568
2001 27,3843 27,9249 28,6073 27,6867 27,6780
2002 23,8065 24,3333 26,7097 25,6786 22,5000
2003 28,1791 29,8612 29,6145 29,8066 26,2177
2004 27,5552 29,1262 27,0387 26,7228 25,7879
2005 23,2379 23,2477 21,0779 21,7981 21,4822
2006 18,5255 20,0288 19,5256 19,3316 15,7888
3001 28,0758 29,5247 28,8531 28,3496 26,7459
3002 28,9615 30,4225 29,8138 27,1963 27,5424
3003 29,0367 29,7032 29,0222 29,8159 27,2429
3004 24,9908 26,9409 23,7424 25,6123 23,4388
3005 13,5625 14,0312 13,0000 10,9565 10,8621

Tabela 3.3 — Médias de frequéncia por dia da semana das turmas do Ensino Médio.

MEDIAS DE FREQUENCIA DO NEJA

TURMA  SEG TER QUA QUI SEX
NEJAI1 183607 20,7045 19,2817 17,2359 17,2270
NEJAI2 78111 85198 73292 60263 52008
NEJAII1 232473 21,9279 21,7034 21,7001 19,8100
NEJAII2 17,7160 19,8099 19,4505 18,9685 15,0231
NEJAIII1 19,8090 21,0171 154551 16,4228 15,7135
NEJAIII2 12,1344 11,7228 13,0309 10,5639 9,5309
NEJAIV1 16,1945 17,7998 18,9309 20,7645 13,0854
NEJAIV2 90093 95856 9,5148 83961  6,7749

Tabela 3.4 — Médias de frequéncia por dia da semana das turmas do NEJA.



Em didlogo com professores e gestores, observou-se que as sextas-feiras, além de na-
turalmente atrativas para as faltas devido a proximidade do final de semana, também tém sido
preferenciais para a alocacdo de disciplinas que fogem do normal. Essas disciplinas incluem
aquelas que, no inicio do ano letivo, ainda ndo tinham professores alocados, resultando em pe-
riodos de tempo ociosos, ou as disciplinas eletivas inseridas no quadro do Novo Ensino Médio,
que, por ndo serem avaliadas por notas e serem relativamente novas para os alunos, acabam néo
despertando 0 mesmo comprometimento.

Essas observagdes podem ajudar a explicar o comportamento da frequéncia observado
nos boxplots das Figuras 8.1, 8.2 e 8.3 do Apéndice 8. Em particular, as frequéncias das turmas
do primeiro ano do EM, ja adequada ao Novo Ensino Médio, que apresentam uma queda visivel
as sextas-feiras.

A Tabela 3.5 sintetiza as informagdes sobre os dias da semana em que ocorrem, com
maior frequéncia, as maiores e menores médias de assiduidade em cada ano ou semestre. Além
disso, apresenta o primeiro levantamento da relacdo entre frequéncia e disciplinas, destacando
quais sdo as mais recorrentes nos dias de maior e menor assiduidade em cada ano.

MAIOR FREQUENCIA MENOR FREQUENCIA
NIVEL ANO/SEMESTRE DIA(S) DISCIPLINA(S) DIA(S) DISCIPLINA(S)

Terca e )
EF 6° ano Lingua Portuguesa  Sexta *
quarta
7° ano Quarta Matematica Sexta Ciéncias
8° ano Quinta * Sexta Matematica
9° ano Terca Matematica Sexta Arte
1° ano Terca Matematica Sexta Eletivas
EM 2° ano Terca Matemética Sexta *

Matemdtica e
3°ano Terca Sexta Tempos vagos

Lingua Portuguesa

I Terca Matemadtica Sexta Lingua Inglesa

Segunda . . .
NEJA 1 Fisica Sexta Biologia

e terga

- Tercae  Matemadtica e Quarta e
quarta Lingua Portuguesa sexta
Tercae .

v Quimica Sexta Arte
quinta

Tabela 3.5 — Relacdo de dias mais comuns a maior e menor frequéncia observada e disciplinas
mais comuns nesses dias por nivel e ano. (¥) Empate entre trés ou mais disciplinas.

Mesmo ao agrupar todas as turmas por ano, observa-se que nenhuma delas apresenta
mais de dois dias distintos como aqueles de maiores ou menores médias de frequéncia. Nos
casos em que ha dois dias destacados, isso indica uma igualdade na quantidade de ocorréncias
desses dias, tanto como os de maior quanto os de menor média.

Esse padrio revela a predominéncia de certos dias da semana em relagdo aos demais,
indicando uma regularidade nos dados da frequéncia, refletindo aspectos comportamentais ou
estruturais. Por exemplo, no Ensino Médio, as tercas-feiras se destacam como o dia de maior
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média de frequéncia de forma unanime. Por outro lado, no Ensino Fundamental e no Ensino
Médio, as sextas-feiras sd@o, em maioria para todos os anos, os dias com as menores taxas de
presenca.

Comega-se a delinear também uma tendéncia em relacdo as disciplinas, especialmente
nos dias de maior frequéncia, onde ha um predominio de Lingua Portuguesa e Matematica. Por
outro lado, nos dias de menor assiduidade, o cendrio se mostra mais diversificado, incluindo
disciplinas como Ciéncias, Biologia, Artes, disciplinas eletivas e, no caso do terceiro ano do
Ensino Médio, a ocorréncia de hordrios vagos. A presenca de disciplinas eletivas e tempos
vagos associados as sextas-feiras com as menores médias de frequéncia para o EM corrobora o
testemunho dos professores.

Considerando os dias com as maiores médias de frequéncia, 26 das 42 ocorréncias esta-
vam associadas a disciplina de Matematica, que se destacou como a mais frequente. A segunda
disciplina mais recorrente nesses dias foi Educacdo Fisica. J4 em relag¢do aos dias com as meno-
res médias de frequéncia, a disciplina mais comum registrada foi Arte, que apareceu 12 vezes,
seguida pelas disciplinas eletivas e pelos periodos de tempo vago, que, juntos, somaram 10
ocorréncias.

As relagdes entre a frequéncia estudantil e os dias da semana parecem estar bem defini-
das, enquanto a influéncia das disciplinas exige uma anélise mais detalhada. Para compreender
melhor essa relago, é necessdrio verificar se as variagdes observadas nas médias de frequéncia
sdo estatisticamente significativas ou meramente aleatdrias. Para isso, aplicou-se a andlise de
variancia, que, como Vvisto, € um método que permite testar se as diferencas entre as médias dos
grupos comparados s@o resultado de fatores sistematicos ou apenas de variacdes ocasionais.

3.3.2 ANOVA

Na andlise de variancia de um fator, utiliza-se o valor F e o valor p para interpretar os
resultados. Como visto no Capitulo 2, o valor F representa a razdo entre a variabilidade das
médias dos grupos e a variabilidade dentro dos proprios grupos. Quando esse valor € elevado,
isso sugere que as diferencas entre as médias dos grupos sdo consideraveis em comparagdo a
variagdo interna de cada grupo, o que pode indicar um efeito significativo do fator estudado.

Para determinar se um valor F € suficientemente alto para ser considerado significativo,
€ necessdrio compard-lo ao valor critico da distribui¢do F para o nivel de significincia deter-
minado — nesse caso, 5% — e os graus de liberdade do teste. Aqui, para determinar se essa
diferenca € estatisticamente significativa, verificou-se o valor p, que representa a probabilidade
de obtermos um valor F tdo extremo quanto o observado caso a hipdtese nula (de que nao ha
diferenca entre os grupos) seja verdadeira. Se o valor p for menor que o nivel de significancia
estabelecido, rejeita-se a hipdtese nula e conclui-se que ha uma diferenca significativa entre as
médias dos grupos analisados (Bussab & Morettin, 2011). Caso contririo, ndo ha evidéncias
suficientes para afirmar que o fator analisado tem impacto significativo sobre os resultados.

As Tabelas 3.6, 3.7 e 3.8 mostram os resultados do teste F da ANOVA para cada turma
do NEJA, Ensino Fundamental e Ensino Médio, respectivamente. Incluem também os valores
p e a conclusdo do teste em relagd@o a hipdtese nula. A 5% de significancia, quando o valor p for
menor que 0,05, héd a indicacdo da improbabilidade das diferencas observadas terem ocorrido
por acaso. Nesse caso, rejeita-se a hipétese nula que assume igualdade entre as médias dos dias
da semana. Assim, ao rejeitar Hy conclui-se que pelo menos uma das médias semanais difere
significativamente das demais, evidenciando uma possivel influéncia do dia da semana sobre a
frequéncia estudantil. O cédigo da implementagdo do modelo ANOVA, assim como a tabela de
dados, pode ser encontrado no Apéndice 8, secdo 8.2.
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Tabela 3.6 — Resultado da ANOVA para as turmas do NEJA.

NEJA

TURMA VALORF VALORp
NEJAT1 1,329745 0,270000

NEJAI2 2,648996  0,044799

NEJAII1 0,819114  0,518256

NEJAII2  4,491597 0,002887
NEJATII1  3,244602  0,017802
NEJAIII2  3,305988 0,015800
NEJAIV1 1,726040  0,157982
NEJAIV2 2,606151 0,045288

ENSINO FUNDAMENTAL

TURMA VALORF VALORp

601
602
603
604
701
702
703
704
801
802
803
804
901
902
903
904
905

5,498805
3,907250
2,351772
2,182532
5,370141
1,824420
8,103860
3,783443
0,667776
12,210143
6,394412
3,710453
2,730778
1,725995
2,994786
2,156838
1,969425

0,000377
0,004792
0,056657
0,073861
0,000451
0,127070
0,000006
0,005887
0,615531
0,000000
0,000092
0,006583
0,031350
0,147728
0,020879
0,076876
0,102503

Tabela 3.7 — Resultado da ANOVA para as

turmas do Ensino Fundamental.

ENSINO MEDIO

TURMA VALORF VALORp

1001
1002
1003
1004
1005
1006
2001
2002
2003
2004
2005
2006
3001
3002
3003
3004
3005

6,606183
7,745952
3,270253
0,745177
2,076862
8,271617
0,212735
2,747974
2,527752
1,684126
1,432677
6,763744
1,157652
1,788624
1,132297
2,431787
8,051499

0,000067
0,000012
0,013441
0,562691
0,086851
0,000005
0,931017
0,030485
0,043260
0,156752
0,226074
0,000054
0,332040
0,134461
0,343680
0,050582
0,000007

Tabela 3.8 — Resultado da ANOVA para as

turmas do Ensino Médio.
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Das 42 turmas analisadas, 23 apresentaram diferencas estatisticamente significativas en-
tre as médias de frequéncia ao longo da semana. Entre essas, a maior frequéncia foi mais
comumente observada as tercas-feiras (13 turmas), seguida pelas quartas-feiras (6 turmas) e
quintas-feiras (3 turmas). J4 em relacdo as menores médias de frequéncia, a sexta-feira se des-
tacou como o dia mais associado a baixa assiduidade, sendo apontada por 20 turmas, enquanto
a segunda-feira e a quarta-feira foram apontadas por duas e uma turma, respectivamente.

As diferengas entre as médias foram detalhadas pelo teste de Tukey. O resultado das
comparacdes do teste pode ser encontrado no Apéndice 8, se¢do 8.5. Assim como na ANOVA,
um valor p menor que 0,05 sugere que a diferenca entre os grupos comparados ¢é estatistica-
mente significativa, e fala a favor de que as médias desses grupos sdo diferentes entre si. Ja
valores p maiores que 0,05 indicam que nao ha evidéncias suficientes para rejeitar a hipotese
nula. Assim, € possivel determinar exatamente quais dias da semana possuem médias diferentes
entre si.

A maioria dos resultados indicou que as diferencgas significativas nas médias de frequén-
cia ocorreram, principalmente, nas comparacdes envolvendo a sexta-feira e, em menor grau, a
terca-feira. No total, 49 comparacdes entre a sexta-feira e outro dia da semana apresentaram
diferencas estatisticamente significativas, sugerindo que esse dia se destaca em relacao aos de-
mais. Ja as comparacdes envolvendo a terca-feira mostraram diferencas significativas em 20
casos. Apenas seis comparagdes que nao envolviam esses dias indicaram diferencas.

TURMA DISCIPLINAS

602 Lingua Portuguesa Histdria

804 Lingua Portuguesa  Geografia Ciéncias

901 Histéria Matematica Educacdo Fisica
903 Histdria Matematica Educacao Fisica
1001 Lingua Portuguesa Matematica Filosofia

1003 Histdria Matemitica Biologia

1006 Lingua Portuguesa Matematica Educacao Fisica
2003 Matematica Lingua Estrangeira  Fisica

2006 Matematica Educacao Fisica Fisica

3005 Lingua Portuguesa Educacao Fisica Biologia

NEJAI2 Lingua Portuguesa Matematica
NEJAII2 Fisica Projeto de Vida
NEJA IV 2 Lingua Portuguesa

Tabela 3.9 — Disciplinas alocadas as tergas-feiras para as turmas descritas selecionadas na
ANOVA.

Ao analisar a distribuicao das disciplinas nas tergas e sextas-feiras para as turmas em que
esses dias se diferenciaram significativamente dos demais, observou-se um padrdo semelhante
ao identificado na andlise exploratéria de dados. Das treze turmas que destacaram a terca-feira
como o dia de maior frequéncia, oito tinham aulas de Matematica nesse dia, sete contavam
com aulas de Lingua Portuguesa e cinco com Educacdo Fisica. Ao considerar os diferentes
niveis de ensino, percebe-se que o interesse por Educagdo Fisica é mais evidente no Ensino
Meédio, enquanto a presenca de Matemdtica se mantém forte em todos os niveis, reforcando sua
possivel influéncia sobre a assiduidade estudantil. A Tabela 3.9 mostra a ocorréncia completa
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TURMA DISCIPLINAS

602 Lingua Inglesa Arte Ciéncias
701 Lingua Portuguesa  Arte Ciéncias
703 Lingua Portuguesa Lingua Inglesa Ciéncias
704 Geografia Arte Ciéncias
802 Lingua Portuguesa Lingua Inglesa Ciéncias
803 Lingua Portuguesa Matematica

804 Lingua Inglesa Matematica

901 RPM Arte Ciéncias
1001 Projeto de Vida Eletivas

1002 Projeto de Vida Eletivas

1003 Lingua Inglesa Eletivas

1006 Projeto de Vida Eletivas

2002 Educac@o Fisica Filosofia Lingua Portuguesa
2003 Lingua Portuguesa Matematica

2006 Matemitica Sociologia Quimica
3005 Matematica Sociologia Quimica
NEJAI2 Lingua Inglesa Geografia

NEJAII2  Quimica Biologia Arte
NEJAIII2 Sociologia Filosofia

NEJA IV 2 Lingua Portuguesa Arte Biologia

Tabela 3.10 — Disciplinas alocadas as sextas-feiras para as turmas descritas selecionadas na
ANOVA.

de disciplinas para as turmas selecionadas.

Em relacdo as sextas-feiras, entre as vinte turmas que apresentaram diferencas signi-
ficativas, sete tinham aulas de Lingua Portuguesa, enquanto Lingua Inglesa, Arte e Ciéncias
apareceram em seis turmas cada. Observa-se que Lingua Portuguesa e Ciéncias sdo mais fre-
quentes no Ensino Fundamental, sendo esta dltima exclusiva desse nivel. J4 no Ensino Médio,
destaca-se a presenca de Projeto de Vida e disciplinas eletivas, especialmente para as turmas do
primeiro ano. De maneira geral, a distribuicdo das disciplinas nas sextas-feiras é mais diversifi-
cada, sugerindo que outros fatores, além do quadro disciplinar, podem influenciar a frequéncia
dos estudantes nesse dia. A Tabela 3.10 mostra a ocorréncia de disciplinas para essas turmas.

Esses resultados foram apresentados ao gestor escolar com o objetivo de oferecer uma
alternativa a alocac@o de disciplinas sem professores ou novas no curriculo as sextas-feiras.
Como outros fatores parecem afetar negativamente a frequéncia nesse dia, essa prdtica pode
reforcar a tendéncia dos estudantes de se ausentarem, prejudicando suas chances de sucesso
nas demais disciplinas previstas para esse dia. Além disso, identificar quais disciplinas sao
mais atrativas para os estudantes pode ajudar a gestdo a elaborar um quadro de horérios mais
equilibrado, distribuindo essas disciplinas de forma estratégica, juntamente com aquelas que
geralmente recebem menos atencao dos alunos.

Para auxiliar a gestdo a manter essas informacdes atualizadas, podendo-se refazer as
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andlises com os dados de frequéncia mais recentes, foi criado um aplicativo de desktop.

3.3.3 Aplicativo para analise de dados

O aplicativo de andlise de frequéncia foi desenvolvido com o objetivo de facilitar a ana-
lise de dados educacionais, permitindo que gestores acompanhem as tendéncias de frequéncia
estudantil de forma interativa e dindmica. Totalmente desenvolvido em Python (Python Soft-
ware Foundation, 2024, online), foi utilizado o framework PyQt5 (2016) para a construgdo da
interface grafica, enquanto as bibliotecas pandas (2010), matplotlib (2007), scipy.stats (2020)
e statsmodels (2010) sdo empregadas para o processamento e andlise dos dados. A aplicacdo
foi projetada para ser executada em desktop, dispensando a necessidade de instalagdo prévia do
Python no computador, bastando ao usudrio clicar no arquivo executdvel para iniciar a utiliza-
¢do.

A interface do aplicativo € intuitiva e simplificada. Na parte superior, o usudrio pode
carregar a tabela de frequéncia para andlise. Caso surjam dividas sobre o formato necessério
da tabela, ha um botdo logo abaixo dessa opcdo que fornece uma explicacdo detalhada sobre
como ela deve ser estruturada. Apds o carregamento da tabela, o usudrio pode selecionar uma
turma e escolher o tipo de andlise desejada, com duas opg¢des disponiveis: Boxplot ou Anélise
de Variancia. Na Figura 3.2, pode-se observar a interface inicial do aplicativo, com as opcoes
disponiveis antes de carregar qualquer tabela de dados.

[N Anilise de Frequéncias = O X
q

Carregue uma tabela para analise: Upload
Como formatar a tabela
Selecione a turma: Tipo de anélise: Andlise de Varidncia

Analisar

Figura 3.2 — Interface inicial do aplicativo.

O aplicativo é compativel com tabelas nos formatos Comma-Separated Values (.csv) e
Excel (.xIsx). No entanto, essas informagdes devem ser organizadas em um formato especifico,
no qual a primeira coluna representa o dia da semana, a segunda coluna indica a data e as colunas
subsequentes contém o somatdrio das frequéncias didrias. Se a escola utilizar um sistema de
diario eletro6nico, a gerac@o dessa tabela se torna um processo simples, ja que basta calcular
automaticamente o somatorio das entradas de dados para cada dia.

O aplicativo € fornecido com um manual do usuario, elaborado para garantir que os
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usudrios compreendam como usar o sistema de forma eficaz. Este oferece instrugdes detalha-
das sobre como gerar a tabela de dados corretamente e descreve todas as funcionalidades do
aplicativo. Além disso, a Figura 3.3 mostra a janela aberta quando o usudrio clica em "Como
formatar a tabela".

[N Como formatar a tabela ? X

Atabela de entrada de dados deve estar no formato da imagem abaixo. Sua
primeira coluna deve identificar o dia da semana abreviado (seg = segunda, ter =
terca, qua = quarta, qui = quinta e sex = sexta) correspondente & data presente na
segunda coluna. Essas datas séo os dias letivos do periodo analisado. As demais
colunas apresentam a quantidade de alunos presentes no determinado dia para
cada uma das turmas. Atente-se aos nomes das colunas "DS" e "Data". Os
formatos aceitos de tabela s&o .csv e xlsx (Excel).

DS Data Turmal  Turma2  Turma3

qua 01/01/2025 35 40 37
qui 02/01/2025 20 42 36
sex 03/01/2025 30 42 37
seg 06/01/2025 31 39 37
ter 07/01/2025 34 40 32
qua 08/01/2025 29 38 36
qui 09/01/2025 33 38 37
sex 10/01/2025 33 39 35
seg 13/01/2025 29 41 33
ter 14/01/2025 15 40 35

Figura 3.3 — Interface de como formatar a tabela de entrada de dados.

Apo6s o carregamento dos dados, o usudrio pode selecionar a turma desejada e o tipo
de andlise a ser realizado. Os nomes das turmas serdo exibidos de acordo com os titulos das
colunas nas tabelas carregadas. E necessério clicar em "Analisar"para que os resultados sejam
gerados.

A Figura 3.4 exemplifica a tela gerada ao escolher a turma 1001-M e selecionar o boxplot
como tipo de andlise. Esse € um grafico de frequéncia por dia da semana e permite uma rapida
visualizagdo da distribui¢do dos dados.

Boxplot da Turma 1001-M

45 1
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©
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Segunda Terca Quarta Quinta Sexta

Dia da Semana

Figura 3.4 — Boxplot gerado pelo aplicativo.

A Figura 3.5 apresenta a tela com a andlise de variincia para a turma 704-T. Nessa tela,
sdo exibidos diretamente na interface inicial os seguintes resultados, em ordem: a varidncia
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da turma, os testes de normalidade e homogeneidade de varidncia (Shapiro-Wilk e Bartlett,
utilizados como alternativas aos testes de Levene e Breusch-Pagan, respectivamente), a tabela
de resultados da ANOVA e o resultado do teste de Tukey com as comparacgdes entre os dias da
semana e se rejeita ou ndo a hipdtese de igualdade entre as médias.

N Analise de Frequéncias

- o X
Carregue uma fabela para andlise: Upload

Como formatar a tabela

Selecione a turma: 704-T ~| Tipo de andlise Andlise de Varidncia ~

Analisar

Variancia da turma: 17.3274

Shapiro-Wilk p-valor: 0.0218
Bartleft p-valor: 0.5817

Resultados ANOVA:

df sum_sg mean_sq F PR(=F)
C(DS) 4.0 246.217295 61.554324 3.823515 0.005522
Residual 144.0 2318.239080 16.098883 NaN  NaN

Teste de Tukey:
Multiple Comparison of Means - Tukey HSD, FWER=0.05

group1 group2 meandiff p-adj lower upper reject

Quarta Quinta -0.8 0.9382-3.6621 2.0621 False
Quarta Segunda -1.5333 0.5771-4.3954 1.3287 False
Quarta Sexta -3.80.0031-6.6621-09379 True
Quarta Terca -2.0149 0.3071-4.9016 0.8717 False
Quinta Sequnda -0.7333 0.9544 -3.5054 2.1287 False
Quinta Sexta -3.00.0349-5.8621-0.1379 True
Quinta Terca -1.21490.7725-4.1016 1.6717 False
Segunda Sexta -2.2667 0.1902-5.1287 0.5954 False
Segunda Terca -0.4816 0.9906 -3.3682 2.405 False
Sexta Terca 1.78510.4321-1.1016 46717 False

Figura 3.5 — Andlise de varidncia gerada pelo aplicativo.

Futuramente, o aplicativo pode ser modificado para imprimir junto a andlise de variancia
uma interpretacdo dos dados, afirmando se hd ou ndo diferencga significativa entre as médias e
quais médias sdo diferentes das demais. Também € possivel integrar algoritmos de previsio de
frequéncia e sugerir estratégias em relacdo a confeccao do quadro de horérios.

O cédigo-fonte do aplicativo, seu executdvel e manual do usudrio podem ser encontrados
em repositdrio especificado no Apéndice 8, secdo 8.3.
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OTIMIZACAO

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma visdao geral para algumas formulacdes
classicas de problemas de otimizagdo, destacando suas principais caracteristicas. Para isso, s@o
discutidos conceitos fundamentais e defini¢des que servem de base para o estudo de algoritmos
apresentados, por exemplo, nas seguintes bibliografias: Nonlinear programming: theory and
algorithms (Bazaraa, Sherali & Shetty, 2006), Otimizacdo combinatoria e programagdo linear:
modelos e algoritmos (Goldbarg & Luna, 2005), Tépicos em Otimizagdo Inteira (Macambira
et al., 2022), Métodos Computacionais de Otimizacdo (Martinez & Santos, 2020), Introdugdo
a pesquisa operacional (Hillier & Lieberman, 2013), Otimizacdo (Izmailov & Solodov, 2020),
Otimizagdo - volume 2. Métodos Computacionais (Izmailov & Solodov, 2018) e Linear and
Nonlinear Programming (Luenberger & Ye, 2016).

De uma maneira geral, considere K,Q < R"”, com K € Q e uma funcdo f:Q — R.
Um problema de otimizagdo consiste em encontrar um minimizador local para f, em K, isto
€, um ponto x* € K, para o qual existe 6 > 0, tal que f(x*) < f(x), para todo x € Bs(x*) N K,
onde Bs(x*) ={x € R": |x — x*| < 6}, para alguma norma || - || em R”. Quando x* é tal que
f(x*) < f(x), para todo x € K, ele é denominado minimizador global para f, em K.

Em grande parte dos problemas de otimiza¢@o, um minimizador local se apresenta como
algo realmente factivel de ser determinado. J4 o mesmo ndo podemos garantir quando hi exi-
géncia de solucdo global. Matematicamente, o problema de otimizacdo descrito é denotado
como segue:

minimizar  f(x) 4.1)

sujeitoa x€eK.
K é chamado de conjunto viavel para o problema, enquanto seus elementos sao denominados
pontos ou solugoes viaveis. f é denominada funcio objetivo. Para problemas cujo o obje-

tivo € encontrar um ponto de maximo (local ou global) para f, é padrao resolver, de maneira
equivalente, um problema de minimizacio, considerando — f como fungdo objetivo.

4.1 OTIMIZACAO LINEAR

4.1.1 Definicoes

Um problema de otimizagao linear, ou programacao linear (PL), é caracterizado por uma
funcdo objetivo linear com restri¢des que definem o conjunto vidvel descritas por igualdades ou
desigualdades lineares. Em geral, esses problemas se apresentam sob a forma:



minimizar cixy+---+cpXpn
sujeito a anxi+-+aipnx,=b;
4.2)
A1 X1+ -+ AQupXn = by
X1y.., X 20,

denominada padrao, onde cj, a;j,b; €R, i =1,...,m; j =1,..., n, sdo constantes reais € xi,..., X,
sdo as variaveis de decisao.

Sao chamadas de restrig¢oes triviais ou canénicas aquelas que indicam a ndo-negatividade
das varidveis de decisdo. Uma solugdo para um problema de PL consiste em uma n-upla
(x1,-++,x,) de ndmeros reais ndo-negativos que atendem as igualdades lineares presentes no
problema e para o qual a fun¢@o objetivo atinge seu valor infimo. Vetorialmente, temos a se-
guinte representacio para um problema de PL

minimizar ¢’x
sujeitoa  Ax=b (4.3)
x=0,

onde x e ¢ sdo vetores coluna n-dimensionais, A é uma matriz mx n € b um vetor m-dimensional.
¢’ denota a transposicdo realizada sobre ¢, transformando-o em um vetor linha. A notagio x =0
indica que todas as componentes de x sdo ndo-negativas, isto €, remetem as restricdes triviais
associadas ao problema de PL. Um vetor x que satisfaz as restri¢des do problema 4.3 € chamado
de solucio viavel ou factivel.

Caso o problema possua restrigdes de desigualdade, estas podem ser convertidas em
igualdades por meio da adi¢do de variaveis de folga, no caso de restricdes do tipo (<), ou
subtracdo de variaveis de excesso, no caso de restri¢des do tipo (=) (Luenberger & Ye, 2016,
p- 12). Caso o problema tenha uma ou mais varidveis ndo-candnicas, denominadas livres,
estas podem ser reescritas em funcao de outras varidveis candnicas, estejam elas ja presentes na
formulacdo original do problema ou introduzidas artificialmente. (Luenberger & Ye, 2016, p.
13)

Dado o problema 4.3, suponha que, dentre as n colunas de A, seja possivel selecionar
um conjunto de m colunas linearmente independentes, ou seja, suponha que o posto de A seja
m. Estas colunas podem ser reorganizadas para corresponderem as primeiras m colunas de
A. Denote, entdo, por B, a matriz m x m determinada por essas colunas. B € ndo-singular e a
equagdo

Bxp=b 4.4)

possui uma unica solu¢do xp. Definindo x = (xp,0), isto é, atribuindo as primeiras m compo-
nentes de x os valores de xg e definindo as demais como zero, obtém-se uma solucdo para o
sistema linear formado pelas restricdes nao-triviais de 4.3. As componentes de x associados
as colunas de B sdo chamadas de variaveis basicas e a solugao x assim obtida é chamada de
solucdo basica para 4.3, com respeito a base B, sendo também denominada viavel caso xg = 0.
Se alguma varidvel bésica se anula em uma soluc¢éo bésica entdo a mesma é denominada
solucao basica degenerada. Caso contrario, trata-se de uma solucio basica nao-degenerada.
Em face de viabilidade, as solugdes basicas degeneradas ou ndo-degeneradas podem ainda ser

classificadas como factiveis ou nao-factiveis.
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Um sistema linear Ax = b sob as condi¢oes A € R b e R™, m < n e posto(A)= m,
estd na forma canénica se cada varidvel basica aparece uma tnica vez em apenas uma igualdade
linear, com coeficiente 1. Em outras palavras, sejam J = {1,...,n} o conjunto dos indices das
colunas de A e J = { Ji,-.-» Jm} © J os indices das m colunas de B ou, equivalentemente, 0s
indices das colunas linearmente independentes de A. Entdo, o sistema linear candnico associado
ao sistema linear Ax = b apresenta-se sob a forma:

Xjpoeo +y1jm+1xjm+1 +... +y1jnxjn =b1
+: +... +: =: 4.5)
xfm +ymjm+1xjm+1 +... +ymjnxjn :bm

A matriz ampliada do sistema em formato candnico denomina-se tableau. As varidveis
cujos indices pertencem a J — J sio chamadas de nfio-basicas.

Em geral, o conjunto viavel para um problema de PL € da forma V = {x e R" : Ax = b;x = 0}.
Afirmar que um PL € vidvel equivale a dizer que o conjunto V' é ndo-vazio.

Teorema 4.1.1. Teorema Fundamental da Programacdo Linear. Dado um problema da forma
4.3, onde A é uma matriz m x n, com posto(A) = m:

a. Se existe uma solucdo vidvel, entdo existe uma solucdo bdsica vidvel.

b. Se existe uma solugdo vidvel otima, entdo existe uma solugdo bdsica vidvel otima.

Prova. Luenberger & Ye (2016, p. 21).

O Teorema 4.1.1 reduz a tarefa de resolver um problema de otimizacgdo linear a busca
por solucdes bdsicas vidveis e fundamenta um método eficiente para tal: o método Simplex.
Esse é amplamente discutido em Arenales et al. (2011), Goldbarg (2005), Luenberger & Ye
(2016), e Macambira et al. (2022).

4.1.2 Conjuntos convexos

Um conjunto nio-vazio C < R” é dito convexo se, para quaisquer Xj,Xz € C, o seg-
mento de reta conectando X3 a Xp estd inteiramente contido em C. Isso equivale a dizer
que, para «a € [0,1], tem-se que axy + (1 — a)xz € C (Izmailov & Solodov, 2020). Um exem-
plo de conjunto convexo é o conjunto viavel de um PL, em seu formato padrido, ou seja,
V={xeR":Ax=b;x =0}.

Um ponto x em um conjunto convexo C € chamado de ponto extremo de C se ndo
houverem pontos distintos x; € X2 em C tais que x = axj + (1 — a)xp para algum a, 0 <a < 1.

Teorema 4.1.2. Seja A uma matriz m x n, com posto(A) = m e b um vetor m-dimensional.
Seja V o poliedro convexo formado por todos os vetores x € R" que satisfazem

Ax=b; x=0. 4.6)

X é um ponto extremo de V se, e somente se, x é uma solugdo bdsica vidvel para V.
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Prova. Luenberger & Ye (2016, p. 23).

Alguns resultados importantes decorrem da correspondéncia entre pontos extremos,
também chamados de vértices, e solugdes bésicas, conforme estabelecido pelo Teorema 4.1.2.
Primeiramente, se o conjunto vidvel V for ndo vazio, entdo ele contém pelo menos um ponto
extremo. Além disso, se um problema de programacdo linear possui uma solugdo 6tima finita,
entdo existe pelo menos uma solugdo 6tima que é um ponto extremo de V. Como V possui
um ndmero finito de pontos extremos, a busca pela solu¢ido 6tima pode ser restringida a esses
pontos, demonstrando que uma solugd@o pode ser obtida em tempo computacional finito.

Se, além de ser ndo vazio, V também for limitado, ele forma um poliedro convexo, ou
seja, seus pontos podem ser expressos como combinagdes convexas de um ndmero finito de
pontos extremos. Nesse caso, diz-se que o problema de PL ¢ bem formulado.

O Teorema Fundamental da Programacdo Linear, juntamente com o Teorema 4.1.2, es-
tabelece que as solugdes 6timas podem ser encontradas nos vértices (ou solugdes basicas) da
regido vidvel. Com base nesse principio, os algoritmos de otimiza¢cdo, como o método Sim-
plex, sdo projetados para explorar essas propriedades. O Simplex opera garantindo que, a cada
iteracdlo, a solucdo permaneca vidvel, movendo-se de um vértice a outro dentro da regido facti-
vel. Ele também assegura melhorias sucessivas na funcdo objetivo, garantindo que o processo
converge para uma solu¢do 6tima (caso esta exista).

4.2 OTIMIZACAO INTEIRA BINARIA

Quando as varidveis de um problema de otimizagdo correspondem a ocorréncia ou ndo
de um certo evento, essa dicotomia € modelada por uma varidvel bindria x tal que (Arenales,
2007):

1, se o0 evento ocorre,
x= _ 4.7
0, se o evento nao ocorre.
Um problema de Programacdo Inteira Bindria (PIB) pode ser formulado como segue
em 4.8 , onde x € o vetor de varidveis bindrias, ¢; sdo os coeficientes da fun¢do objetivo, A é
uma matriz de coeficientes das restri¢des lineares e b é o vetor de termos independentes das

restrigoes:

maximizar f(x) =c1x1+ CoXo+ -+ CpXp
sujeito a Ax< b, 4.8)
x; €1{0,1},Vie{l,...,n}.

Os problemas de PIB pertencem a classe NP-dificil, pois como cada varidvel binéria
pode assumir dois valores, um problema com 7 varidveis possui até 2" solugdes possiveis, ou
seja, cada vez que n € incrementado em uma unidade, o nimero de solu¢des dobra (Hillier &
Lieberman, 2014). Métodos de enumeragao explicita, que exploram todas as possiveis combi-
nacdes de varidveis, tornam-se computacionalmente invidveis para valores altos de n, apesar da
quantidade de pontos a serem visitados ser finita.

4.2.1 Problema da mochila

Problemas que envolvam a aloca¢do ou nio alocacdo de itens em compartimentos de
forma a maximizar uma funcio de utilidade sdo conhecidos como problemas da mochila.
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Alternativamente, pode-se entendé-lo como o desafio de encher uma mochila sem ultrapassar
um limite de peso. Apesar disso, sua formulacdo pode ser aplicada em uma série de diferentes
problemas, como investimento de capital, problemas de corte e empacotamento, carregamento
de veiculos, orcamento, etc. (Goldbarg, 2005)

O problema da mochila 0-1, onde assume-se que exista um objeto de cada tipo dentro de
um conjunto de objetos que podem ocupar as diferentes partes da mochila, pode ser formulado
como:

. N e
maximizar z—ijlc]x]

sujeitoa X wjx;<b (4.9)

xje{0,1}, j=1,...,n,

onde x; representa se o objeto j foi selecionado ou ndo, b representa a capacidade da mochila,
cj representa o valor de cada item e w; seu peso.

Em particular, considere n itens que devem ser colocados em m mochilas de capacida-
des distintas b =1,...,m, e deseja-se selecionar m subconjuntos de itens tal que cada subcon-
junto ocupe uma capacidade de, no maximo, b; e o lucro total seja maximizado. Se cada item
Jj tem lucratividade p; e peso wj, € x;; for uma varidvel bindria que corresponda a alocagio
(x;j =1) ou ndo alocagdo (x;; = 0) desse item, o problema € formulado como (Arenales, 2007):

m n
maximizar Y Y p;xij (4.10)
i=1j=1
n
sujeitoa Y wjx;j<b;i=1,..,m 4.11)
=1
m
Y xij<1,j=1,...,n, (4.12)
i=1
xeB"™, (4.13)

A esse tipo de problema chama-se problema de miltiplas mochilas. Nele, 4.10 repre-
senta a maximizagdo do lucro, as restricdes 4.11 garantem que a capacidade b; da mochila i
ndo seja excedida, as restri¢cdes 4.12 indicam que se o item j € escolhido, entdo ele € colocado
em uma Unica mochila, e a restri¢do 4.13 refere-se ao tipo das varidveis.

4.2.2 Branch-and-bound

O método Branch and Bound (B&B) é uma técnica fundamental para a resolugdo de
problemas de otimizacdo combinatéria. Sua ideia central é particionar o problema original
em subproblemas menores no espago das solugdes (branching) e utilizar limites superiores e
inferiores para eliminar subproblemas invidveis ou que ndo possam levar a solugdes melhores
(bounding). Definindo os problemas auxiliares:

(P) = maximizar {cx|Ax=b,x=0,xcZ"} (4.14)
(P) = maximizar {cx|Ax=Db,x>0,x€R"} (4.15)
e sendo V*(P) e V*(P) os valores das fungdes objetivo no 6timo de (P) e P, respectivamente,

tem-se que v*(P) < V * (P).
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Seja qualquer solugdo vidvel X de (P) e seja V(%) o valor da fung@o objetivo no ponto
%. Entdo V(%) < V*(P) e, dessa forma, V x (P) € um limite superior para (P) e qualquer de suas
solugdes vidveis. Se X € solugdo 6tima de (P) tal que X; € ndo inteiro, tem-se:

ijLEjJ+louxj<[EjJ (416)

em toda solucdo vidvel de (P). Assim, divide-se (P) em dois novos problemas, (P;) e (P»),
em que a envoltoria convexa C de (P;) U (P») esteja estritamente contida na envoltéria de (P).
A envoltéria convexa de um conjunto X € o menor conjunto convexo que contém todos os
pontos de X. Essa estratégia de separacao cria problemas mais restritos, normalmente de mais
facil solucdo, e pode ser aplicada inimeras vezes, criando o que é chamado de arvore branch.
(Goldbarg, 2005)

Um né na arvore branch corresponde a um problema P;. Esses nés podem ser descar-
tados na busca de solugdes por testes que utilizam técnicas de relaxacao linear, resolvendo o
problema alternativo PL;, que permite a determinacdo das varidveis dentre os nimeros reais.
Seja F(P;) a regido factivel do problema P;, F(PL;) a regido factivel do problema PL;, z; o
valor 6timo do problema P;, z; o valor 6timo do problema PL;, x* a melhor solugdo encon-
trada até determinado momento e z* o valor do problema para x*. O n6 correspondente a P; é
eliminado se satisfizer um dos seguintes testes (Arenales, 2011):

1. F(PL;) = @: P; é eliminado por infactibilidade;
2. z; < z*: P; é eliminado por qualidade;
3. Se a solugdo 6tima de PL; € inteira, P; é eliminado por otimalidade.

Um algoritmo bésico do método B&B encontra-se abaixo, onde o né 0 da 4rvore branch
corresponde ao problema original de programacao inteira P, e nds nao eliminados pelos testes
e ainda sem subdivisdes é chamado de né ativo e armazenado em uma lista L (Arenales, 2011):

(i.) (Inicializag¢do) Fagaz =00, z* = —o0, x* = ¢ ¢ L={P}.

(ii.) (Selecdo de no) Selecione o nd ativo i, associado ao problema P;, da lista de nds ativos.
Se ndo houver né na lista, va para (vii.).

(iii.) (Teste de eliminacdo 1) Se a regido factivel de PL; for vazia, va para (i).

(iv.) (Teste de eliminacdo 2) Se o valor z; da solugéo 6tima de PL; € tal que z; < z*, v para

@d).

(v.) (Teste de eliminagdo 3) Se a solugdo 6tima x; de PL; é inteira com valor z;, e se z; > z*,
atualize x* e z*. Elimine n0s ativos i da lista L tais que z; < z* e volte para (i).

(vi.) (Ramificagcdo) Selecione uma variavel da solug¢do 6tima x; de PL; com valor nio inteiro
e divida P; em dois problemas. Adicione estes a lista L e va para (i).

(vii.) (Fim) Se z* = —oo, ndo existe solugdo factivel; caso contririo, a solu¢do x* € uma solucéo
otima.

Mais sobre o método de branch-and-bound pode também ser encontrado em Macambira
et al. (2022).
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4.2.3 Planos de corte

Os algoritmos de plano de corte buscam construir uma aproximac¢do da envoltéria con-
vexa da regido factivel de um problema de otimizagdo inteira, garantindo que essa aproximagao
contenha um ponto extremo correspondente a uma solucao dtima.

Essa aproximacao é obtida por meio da adi¢ao de cortes, ou desigualdades validas,
que restringem progressivamente a regido factivel sem remover solugdes inteiras vidveis. Uma
desigualdade da forma ¢x < ¢y € considerada vélida para um conjunto X < R” se todos os
pontos de X estiverem em um dos semi-espacos definidos pelo hiperplano ¢x = ¢bg. (Arenales,
2011)

O passo a passo conhecido como procedimento de Chvatal-Gomory para a construgdo
de uma desigualdade vélida para um conjunto X = {x: Ax < b,x € Z!}, tal que A é uma matriz
m x n com colunas ay,...,a, ¢ uc R, segue (Arenales, 2011):

(i.) A desigualdade 27:1 uTa;x; <uTbé vilida para X poisu=0e Z;’:l ajxj<b;
(ii.) A desigualdade Y7_, luTa;]x; < uTb é vilida para X pois x > 0;
(iii.) A desigualdade 7:1LuTa jlxj < luTh| é vilida para X, pois x € inteiro e, portanto,
i luTa|x; é inteiro.

Seja o problema de PI (P) e sua relaxacgdo linear (PL):

(P) z= max {ch:Ax=b,erff}, 4.17)
(PL) z= max {cTx: Ax=bxeR"}. (4.18)

Considerando a solugdo 6tima do PL, em que xp,, i = 1,..., m, representam as varidveis
basicas e VB denota o conjunto das varidveis ndo-bdsicas, o PL pode ser reescrito como:

Z= max a00+zj~€NBﬁ()jx]'
xB,-"‘ZjENB&ijxj:diOr i=1,...,m, (419)
xeRY,

onde dgj<Opara je NBe ajp=0,i=1,...,m.
Se a solucdo 6tima ndo € inteira, entdo existe uma linha i com y;¢ ndo inteiro, e o corte
de Chvétal-Gomory para essa linha é:

xg,+ Y laijlxj < laiol. (4.20)
jENB
Substituindo xp, em 4.20:
Y. (@ij—Laiih)xj = ao— Laijl, (4.21)
JENB

ou ZjeNBfijxj = fio, com fi; =a;j—1a;jl,0< fij <le fio=aio— lajol, 0< fio<1.

Como na solugdo basica 6tima x; = 0 para todo j € NB, ¥ jenp fijXj = fio faz um corte
na solugdo bésica 6tima. Introduzindo a varidvel de sobra s; = 0, tem-se s; = Y. jenp fijXj — fio-
De 4.19, seque que:
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xg; = fio— Y, fijxj+laiol— ) laijlx;, (4.22)
JENB JENB
ou xg, = —S$; + ldjo) — ZjeNB laijlx; e, portanto, s; € ndo-negativa e inteira, dado que os outros
termos da equagdo sdo inteiros. (Arenales, 2011)

O algoritmo de Gomory para problemas de otimizagao inteira consiste na geracao itera-
tiva de uma sequéncia de problemas de programacdo linear PL;, i =0,...,n. Nessa sequéncia,
os conjuntos de solucdes factiveis seguem a relacdio X = Xy 2 --- 2 X, enquanto os valores
6timos da fungio objetivo obedecem Z =7y = --- = Z,, = z. Aqui, X; e Z; representam, respec-
tivamente, a regido factivel e a solucdo 6tima do problema PL;. O algoritmo itera até que a
solucdo obtida seja inteira, refinando a regido factivel por meio da adi¢do de cortes de Gomory,
que eliminam apenas solucdes fraciondrias sem remover solucdes inteiras viaveis.

4.2.4 Branch-and-cut

O método Branch-and-cut combina as estratégias do branch-and-bound e dos planos
de cortes, visando reduzir o nimero de nds explorados na drvore de busca do B&B. Em cada
nd, sdo adicionadas desigualdades validas que restringem a regido factivel, permitindo obter
um limitante superior mais preciso e, assim, acelerar a convergéncia para a solucido 6tima. O
algoritmo inclui uma etapa de pré-processamento, na qual a formulagio original do problema
¢ analisada para identificar varidveis e restricdes redundantes, além de refinar os limites das
varidveis, melhorando a eficiéncia da resolugdo. Os detalhes desse pré processamento podem
ser encontrados em Arenales (2011). Um algoritmo de branch-and-cut que inclui k cortes em
cada né cuja relaxagdo linear é factivel segue:

(i.) (Inicializagdo) Faca z = 0o, z* = —00, x* = @. Pré-processe o problema inicial e coloque-
o na lista L = {P};

(ii.) (Selecdo de nd) Selecione o no ativo i, associado ao problema P;, da lista de nds ativos.
Se a lista estiver vazia, v para (vii.);

(iii.) (Teste de eliminagdo 1) Se a regido factivel de PL; estiver vazia, volte a (i.);

(iv.) (Corte) Tente eliminar a solu¢do 6tima de PL;. Se ndo for possivel, faca k =0 e vé para
(v.). Caso contrdrio, adicione k cortes a PL; de forma a obter a formulagao PL;y.

(v.) (Teste de eliminacdo 2) Se z;; de PL;j for tal que z;; < z*, volte a (i.);

(vi.) (Teste de eliminagdo 3) Se a solug@o 6tima X;; de PL;y for inteira com valor z;, e se
Zik > 2", atualize x* e z*. Elimine nds ativos i da lista L tais que z; < z* e volte a (i.);

(vii.) (Ramificacdo) Selecione uma variavel da solucdo 6tima X;; de PL;; com valor nao inteiro
e divida P;; em dois problemas. Adicione estes problemas a lista L e volte a (i.);

(viii.) (Fim) Se z* = —oo, ndo existe solugdo factivel; caso contrario, x* € uma solug¢do 6tima.

4.3 OTIMIZACAO QUADRATICA

A Programacdo Quadratica (PQ) é uma area da otimizacdo que trata da resolugdo de
problemas onde a funcio objetivo € quadratica, ou seja, € um polindmio em n varidveis com
termos de até segunda ordem (Martinez, 2020) e as restri¢cdes sdo lineares.
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4.3.1 Problemas irrestritos

Seja G € R™"™ uma matriz simétrica, b € R” um vetor e ¢ € R uma constante. Um
problema de otimizac¢do quadratica irrestrito é do tipo:

1
minimizar g(x) = 5 xTGx+bTx+c. (4.23)

Observe que Vq(x) = Gx+b e V?q(x) = G, para todo x € R"”. O fato do gradiente ser
uma funcdo linear e a hessiana ser invaridvel em relacdo a x contribui para a estrutura analitica
do problema, facilitando sua resolugao.

Considere o problema 4.23 e seja x € R". Se q(X) < q(x) para todo x € R", X é chamado
de minimo global. Se existir uma e-vizinhanga N, (X) tal que g(x) < g(x) para todo x € N¢(X),
x é chamado de minimo local.

Dado um ponto x € R", para determinar se esse ¢ um minimo local ou global de uma
funcdo g, € necessdrio caracterizar uma solucdo que minimize g. Os meios para tal sdo da-
dos pela prépria diferenciabilidade da funcdo. O Corolério 4.3.1 a seguir, em decorréncia do
Teorema 4.3.1, estabelece condi¢do necessdria de primeira ordem para x ser um minimo local.

Teorema 4.3.1. Suponha que q :R" — R seja diferencidvel em X. Se houver um vetor d tal
que Vq(X)'d < 0, entdo existe § > 0 tal que q(x + Ad) < q(x) para todo & € (0,6), tal que d é
uma dire¢do de descida de q em X.

Prova. Bazaraa, Sherali & Shetty (2006, p. 167).

Corolario 4.3.1. Condicdo necessdria de primeira ordem. Suponha que q :R" — R seja
diferencidvel em X. Se X for um minimo local, entdo Vq(x) =0.

Prova. Bazaraa, Sherali & Shetty (2006, p. 167).

Os pontos que anulam o gradiente de uma fun¢ao sdo conhecidos como pontos esta-
cionarios. Pelo Coroldrio 4.3.1, os pontos estaciondrios de 4.23 sdo as solugdes do sistema
linear:

G(x)+b=0. (4.24)

Portanto, sua existéncia e unicidade estdo determinados pelas propriedades desse sis-
tema. Ele admitird ponto estaciondrio se, e somente se, b € R(G), onde R(G) € o espaco coluna
de G, e esse ponto serd Unico se, e somente se, G for nao singular. (Martinez, 2020)

Condi¢des necessdrias para a determinacdo de minimizadores também podem ser ex-
pressas em termos da matriz hessiana H, cujos elementos correspondem as derivadas parciais
de segunda ordem de q. Essas condicdes sdo, portanto, conhecidas como condi¢des de segunda
ordem.

Teorema 4.3.2. Condigcdo necessdria de segunda ordem. Suponha que q:R" — R seja duas
vezes diferencidvel em X. Se X for um minimo local, Vq(x) =0 e H(x) é semidefinida positiva.

Prova. Bazaraa, Sherali & Shetty (2006, p. 168).

As condicdes vistas até entdo sdo necessdrias, ou seja, devem ser verdadeiras para toda
solucdo 6tima local. No entanto, existem pontos que satisfazem essas condi¢cdes mas ndo siao
minimizadores de g. A Condicao suficiente para a otimalidade € dada pelo Teorema 4.3.3.

Teorema 4.3.3. Condigdo suficiente de otimalidade. Suponha que q:R" — R seja duas vezes
diferencidvel em x. Se Vq(x) =0 e H(x) for definida positiva, X é um minimo local.
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Prova. Bazaraa, Sherali & Shetty (2006, p. 168).

Particularmente, se 4.23 admitir um minimizador local, entdo G = 0. Por sua vez, isso
implica na convexidade da funcdo objetivo, e todo minimizador local para 4.23 € também mini-
mizador global. (Martinez, 2020)

4.3.2 Problemas em caixas

Alguns problemas de quadrados minimos estdo sujeitos a restricdes de intervalo, tam-
bém conhecidas como restricoes de caixa, da forma /; < x; < u;, paratodo i =1,...,n. O
conjunto Q < R” formado pelos pontos que satisfazem essas restricdes é chamado de caixa.
Esses casos se diferenciam pois a matriz G serd a hessiana da fun¢éo objetivo em determinado
ponto e ndo se pode supor que seja semidefinida positiva.

A forma geral de um problema quadratico em caixa é:

minimizar g(x)
(4.25)
sujeito a xeQ,

onde Q={xeR"I<x<ul<u}eqx)=3xTGx+b x+c.
Seja y =minfu; - l;,i =1,...,n}, gx) =-Vqg(X) = —-(Gx+b) e L> 0 uma cota superior
do maior autovalor de G. Para todo x,z € R",

1 L
42 —qx)-Vgx)(z-x) = E(z—x)TG(z— x) < E||z—x||2. (4.26)

Uma face aberta de Q € um conjunto F; < Q, onde I é um subconjunto de {1,...,2n}
que ndo contenha simultaneamente i e n+1i, i € {1,..., n}, tal que:

Fr={xeQlx;=1;,sei€l, x;=u;, sen+i€l, oul;<x;<u}. 4.27)

Faces abertas correspondentes a sub-indices diferentes sdo disjuntas e Q € a unido de
todas as suas faces abertas. Chame de F; o fecho de cada face aberta, V (F;) a menor variedade
afim que contenha Fj, S(Fy) o subespaco paralelo a V(Fj) e dimF; a dimensdo de S(Fy). Se |I|
denotar o nimero de elementos de I, ou, equivalentemente, o nimero de restricdes ativas nos
pontos de Fj, entdo dimF; = n—|I|. (Martinez, 2020)

Para cada x € Q, seja gP(x) € R" o gradiente projetado negativo:

0, se x;=1; e [Vqx)]; >0,
gP(x) =40, sexj=u;e[Vqgx)]; <0, (4.28)
—[Vqg(x)]; nos outros casos.

Pela aplicacdo da condi¢c@o necessdria de primeira ordem, observa-se que, se X € mini-
mizador local ou global de 4.25, entdo gP(x) =0. Se G =0, essa condicdo passa a ser suficiente
para x ser um minimizador global.

Alguns algoritmos para minimizar quadraticas em caixas produzem sequéncias {x;} de
aproximacdes da solucdo de 4.25 baseadas na minimizagdo parcial da quadratica nas diferen-
tes faces visitadas. Aqui serd discutido uma extensdo do método de Newton para resolver
problemas de programacdo quadritica com restri¢des de caixa.
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4.3.3 Método de Newton

O método de Newton, em sua forma bésica, € uma ferramenta para resolver sistemas
de equagdes ndo-lineares. A motivacdo de sua utilizacdo como método de otimizagdo vém de
sua convergéncia rdpida devido ao uso de informacdes de segunda ordem (Izmailov & Solodov,
2018). Como Vg(x) =0 é um sistema ndo linear, o método de Newton pode ser aplicado. Porém,
como ndo € um método de otimizacdo, ndo da preferéncias a minimizadores sobre maximiza-
dores ou sobre qualquer outro possivel ponto estaciondrio (Martinez, 2020). No entanto, esse
método serve de base para outros melhor adaptados a otimizagdo, conhecidos como métodos
quase-Newton.

Suponha que queira achar um x € R” tal que ¢p(x) =0, onde ¢ : R" — R" € diferencidvel.
Seja x; € R" uma aproximagao a alguma solugdo X. Em torno de xj, pode-se aproximar a
equagao por sua linearizacao:

Gxx) + ' (xx) (x — x5) = 0. (4.29)

A 4.29 € a equacdo de iteracdo do método de Newton. Seu algoritmo parte da escolha
de um xp € R" e, tomando k = 0 (Izmailov & Solodov, 2018):

(i.) Calcular xj; € R" como solugdo da equagio linear 4.29;
(ii.) Tomar k:= k+ 1 e retornar a (i.).

Se ¢’ (x) for ndo-singular, o método de Newton pode ser escrito como:

Xpr1 =X — (@ (x0) T pxp), k=0,1,... (4.30)

Esse algoritmo gera uma sequéncia {x;} bem definida que converge a X a uma taxa de
convergéncia quadratica (Izmailov & Solodov, 2018).

Pode-se modificar o método de Newton de forma a considerar dire¢des de descida. Ob-
serve que, quando as dire¢des di sdo geradas como solugdes de um sistema linear Byd =
-Vfixg), d,{Bkd k= —d,ZV f(xg). Portanto, dire¢Ses de descida sdo geradas se By >0, e deve-
se entdo impor que as matrizes que geram dire¢des de busca em métodos de minimizagdo sejam
definidas positivas.

Assim, dados a € (0,1), >0, 6 € (0,1) e x; € R", tem-se o seguinte algoritmo de
Newton com busca linear (Martinez, 2020):

(i.) Se Vf(x) =0, parar;
(ii.) Tentar a fatoracdo de Cholensky: V2 f(x;) = LDLT;
(iii.) Se houve sucesso em (ii.), obter dj resolvendo: Lz = -V f(x;) e DL d;. = z;

(iv.) Se (ii.) fracassou, definir By = V2 f(xy) + ul, u > 0, de maneira que By > 0. Obter a
fatoracdo de Cholensky: By = LDLT e calcular dj resolvendo Lz = -V flxp) e ﬁTxk =
z;

(v.) Se Vf(xp)Tdr>—-01IVf(xp)lllldgll, fazer p — max {2y, 10} e repetir o passo (iv.);

(vi.) Se lldill < BIIVf(xp)ll, corrigir xi — ﬁ—”vllf;(z‘ﬁ)”;

(vii.) Obter t por backtracking de modo a satisfazer f(xi+tdy) < f(xp)+atV f(xi) ! dy, definir
Xg+1 = Xg + tdy e voltar para (i.).
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Esse tltimo algoritmo é adequado para a minimizacao de problemas irrestritos.

O método quase-Newton mais amplamente utilizado é o método BFGS, desenvolvido
por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno. Ele se destaca por ser um método eficiente para
otimizacdo irrestrita de fungdes diferencidveis, oferecendo uma alternativa ao método de New-
ton quando a matriz hessiana ndo estd disponivel ou seu cdlculo € computacionalmente caro
(Martinez, 2020).

No método BFGS, aproxima-se a matriz hessiana com atualizagdes sucessivas baseadas
apenas nas informagdes do gradiente da fungdo objetivo. Seja sy = x4+ — X; 0 deslocamento
entre duas iteracdes, yx = Vf(xr+1) — Vf(xx) a variacdo do gradiente e By a aproximagdo da
hessiana. A atualizacdo de By é dada pela seguinte expressdo, conhecida como formula BFGS
(Martinez, 2020):

T T

Yi¥Vr Bisiks Bk
Te  oF

ViSk S Bisk

B, =B+ 431)

Teorema 4.3.4. Na formula BFGS, se By for simétrica definida positiva e s,{yk >0, entdo By
também é simétrica e definida positiva.

Prova. Martinez (2020, p. 111).

A formula BFGS tem, portanto, a caracteristica de gerar matrizes definidas positivas,
o que garante dire¢des de descida que geralmente ndo exigem corre¢des. Além disso, sabe-se
que, quando aplicada & minimizacdo de uma funcio quadratica com hessiana definida positiva,
e considerando que o passo f seja determinado como o minimizador da fungdo ao longo da
direcdo dy, a convergéncia para o minimizador da quadrética é atingida em, no maximo, n
iteracoes (Martinez, 2020).

4.3.3.1 Meétodo L-BFGS-B

O algoritmo L-BFGS-B ¢ um método quase-Newton de memoria limitada, baseado em
gradiente, projetado para resolver problemas de otimizacdo com restricdes de caixa (Byrd,
1995). O "L"refere-se a limited memory, pois o algoritmo nfo precisa armazenar toda a ma-
triz hessiana, e sim apenas um nimero limitado de atualiza¢cdes das dire¢des de descida. Ja o
"B'"refere-se as box constraints (restricdes de caixa).

A aproximacdo da matriz hessiana por uma matriz de memdria limitada permite redu-
zir o custo computacional, especialmente em problemas de grande escala. Essa aproximagdo
€ usada para construir um modelo quadratico da fungdo objetivo, o que facilita a determinagdo
da direcdo de busca. Para calcular essa direcdo, o algoritmo aplica o método do gradiente pro-
jetado. Nesse processo, sdo identificadas as varidveis ativas. Em seguida, o modelo quadratico
€ minimizado de forma aproximada com relagdo as variaveis livres, ou seja, aquelas que néo
estdo sujeitas a restricdes. Esse procedimento permite que a direcdo de busca seja eficiente,
conduzindo o algoritmo em dire¢do ao minimo da funcdo objetivo, respeitando as restri¢cdes de
caixa. (Zhu, 1997)

O método do gradiente projetado é amplamente utilizado na programacdo nao-linear
para resolver problemas com restricdes. O processo comega com o cdlculo do gradiente da
funcdo objetivo em um ponto inicial, seguido pela determinag¢ao da direcdo de maior diminui¢do
da fung¢do, que € obtida ao se mover na direcio oposta ao gradiente. O tamanho do passo € entdo
ajustado por meio de uma busca linear. Apds cada atualizacdo da posicao, a solucdo € projetada
de volta ao conjunto vidvel, garantindo que o novo ponto esteja dentro das restricdes impostas
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pelo problema. Esse processo € repetido iterativamente até que um critério de convergéncia seja
alcancado. (Luenberger & Ye, 2016)

O algoritmo L-BFGS-B simplificado encontra-se descrito a seguir. Defina um ponto
inicial x(, uma tolerincia € para a convergéncia e o nimero de itera¢cdes de memoria limitada
m. Calcule o gradiente inicial V f(x) e (Zhu, 1997):

(i.) (Direc¢do de busca) A cada iteragao k, calcule dj resolvendo o sistema Bd = -V f(xg).
Utilize o método de projecdo de gradiente para identificar varidveis que devem ser man-
tidas em seus limites. Resolva uma minimizagdo de linha em relagéo as variaveis livres,
com base no modelo quadrético definido pelo gradiente e pela direcdo de busca d;

(ii.) (Busca linear) Para encontrar o passo f, realize uma busca linear ao longo de dj utili-
zando um método de busca de linha;

(iii.) (Atualizagcdo) Atualize o ponto de iteragao X1 = X + fxdy;

(iv.) (Limite da memoria) Atualize a matriz By com base nos pares de vetores armazenados
(Sk, ¥x), mantendo o nimero de vetores guardados em memoria limitado a m;

(v.) (Verificagdo da convergéncia) Verifique se ||V f(xr+1) || < €. Se sim, termine; caso contra-
rio, volte a (1.).

Os métodos de busca de linha, mencionado no algoritmo, buscam determinar um ponto
minimo em uma Unica varidvel, tratando o problema temporariamente como unidimensional.
Muitos algoritmos de programacgao nao-linear procedem da seguinte forma: dado um ponto xy.,
encontra-se um vetor direcional dj. e, em seguida, um tamanho de passo adequado t, gerando
um novo ponto Xy = Xi + txd; € o processo € entdo repetido. Encontrar o tamanho de
passo ;. envolve resolver o subproblema de minimizar f(xy + tdy), que é unidimensional na
varidvel t. Mais sobre esses métodos pode ser encontrado em Bazaraa, Sherali & Shetty (2006)
e Luenberger & Ye (2016).
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IMPLICACOES NA GESTAO ESCOLAR

O estudo de caso apresentado no Capitulo 3 indicou que o dia da semana exerce influén-
cia sobre a frequéncia estudantil, tornando-se um parametro relevante a sua tendéncia. Os dados
analisados apontam que determinados dias apresentam maior média de frequéncia, enquanto ou-
tros registram um nimero significativamente menor de estudantes em sala de aula. Apesar desse
padrdo poder estar associado a diversos fatores, os resultados mostram que a distribui¢ao das
disciplinas ao longo da semana exerce influéncia particular. Compreender essa variacdo € es-
sencial para a gestdo escolar, permitindo a formulacao de estratégias que incentivem a presenca
€ minimizem os impactos negativos que as faltas causam no processo ensino-aprendizagem.

O Capitulo 5 apresenta ferramentas para auxiliar a gestdo escolar a lidar com os pro-
blemas identificados ao longo do estudo. Primeiramente, discute uma modelagem do quadro
de horérios, buscando equilibrar a distribuicdo das disciplinas com base em seus impactos na
frequéncia estudantil. Em seguida, explora um modelo de previsdo de frequéncia, fundamen-
tal para o planejamento financeiro e a alocacdo de recursos da instituicdo. Finalmente, sdao
abordadas outras andlises e modelagens que podem contribuir para uma gestao mais eficiente e
embasada em dados.

5.1 PROBLEMA DO QUADRO DE HORARIOS

O estudo de Santos (2024) propde o primeiro modelo de organizacdo do quadro de
horérios fundamentado na andlise estatistica da frequéncia estudantil apresentada no Capitulo
3. Esse modelo busca otimizar a distribuicdo das disciplinas ao longo da semana, levando em
consideracdo o impacto que cada matéria tem na frequéncia escolar. Para isso, introduz-se o
conceito de peso da disciplina, um indicador calculado a partir da média de frequéncia de cada
matéria em relacdo a soma das médias de todas as disciplinas para um determinado ano escolar.

A determinacgdo do peso disciplinar passa por trés etapas:

1%, (Média da frequéncia da disciplina na turma) Como uma mesma disciplina pode ser leci-
onada em dias diferentes, a média de frequéncia da mesma em uma determinada turma é
dada por:

I
Yo qi
i=1 %t
Amt=——— (5.1
onde I € o nimero de dias da semana em que a disciplina é lecionada, a;t é a média arit-
mética da frequéncia do dia i na turma t e A;;; € a média da frequéncia da disciplina m na
turma t;



2%, (Peso da disciplina na turma) O peso da disciplina m na turma ¢ é dado entao por:

Amt
e = =, (5.2)
Z j=1 A] t
onde P,; € o peso da disciplina m na turma ¢, M € a quantidade de disciplinas da turma, e
Aj; € amédia da frequéncia da disciplina j na turma ¢. O denominador corresponde a soma
da média de todas as matérias em uma determinada turma;

3% (Peso final da disciplina) O peso final de uma disciplina € dado por:

T
P
Pme: Zt_; mt

) (5.3)
onde PFy,y € o peso final da disciplina m no ano y € T € o niimero de turmas no respectivo
ano letivo.

Observe que, devido a forma como os pesos disciplinares sdo calculados, a soma dos
pesos para o conjunto de disciplinas de um determinado ano escolar deve ser igual a 1. Essa
caracteristica simplifica a comparagdo entre os pesos, permitindo a identificagdo de disciplinas
que apresentam menores indices de frequéncia, indicando um possivel desinteresse ou negli-
géncia por parte dos alunos. Da mesma forma, torna-se possivel reconhecer quais disciplinas
tém maior capacidade de engajamento.

Os pesos calculados para as disciplinas ofertadas no CEEAL para o Ensino Fundamen-
tal, Ensino Médio e NEJA encontram-se detalhados nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3, respectivamente.
As matérias cujos pesos foram deixados em branco ndo sao ofertadas ao determinado ano esco-
lar.

DISCIPLINAS 6°ANO 7°ANO 8°ANO 9°ANO
Geografia 0,0989  0,0998  0,1001 0,0997
Matematica 0,1015  0,1025  0,0984  0,1023
Portugués 0,1027 0,099 0,099 0,1009
Historia 0,1013  0,0993  0,0997  0,1022
Educacao Fisica 0,0988  0,1024  0,1017  0,1022
Inglés 0,1002  0,0986  0,0972  0,0984
Ciéncias 0,0995 0,098 0,1005  0,1001
Letramento de Matematica 0,1010 0,1023 0,0998
Letramento de Portugués 0,0976 0,1037 0,1020

Artes 0,0985  0,0943  0,1015  0,0960
Resoluc¢io de Problemas Matematicos 0,0982
Producao Textual 0,1000
SOMA 1 1 1 1

Tabela 5.1 — Pesos para as disciplinas do Ensino Fundamental do ano 2022 do CEEAL. Fonte:
Santos, 2024.
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DISCIPLINAS

1°ANO 2°ANO 3°ANO

Geografia 0,0930  0,0883 0,0933
Matematica 0,0944  0,0852  0,0939
Portugués 0,0931  0,0858  0,0973
Historia 0,0949  0,0884  0,0703
Filosofia 0,0930  0,0844  0,0930
Projeto de Vida 0,0844

Quimica 0,0915  0,0868  0,0879
Biologia 0,0948  0,0664  0,0939
Educacao Fisica 0,0920 0,0851 0,0933
Inglés 0,0760

Fisica 0,0928  0,0883  0,0925
Artes 0,0873

Lingua Estrangeira 0,0689 0,0960
Sociologia 0,0851 0,0887
SOMA 1 1 1

Tabela 5.2 — Pesos para as disciplinas do Ensino Médio do ano 2022 do CEEAL. Fonte: Santos,

2024.

DISCIPLINAS NEJAI NEJAII NEJAIII NEJAIV
Geografia 0,1359 0,1571
Matematica 0,1647 0,1441 0,1492 0,1630
Portugués 0,1621 0,1508 0,1523 0,1385
Historia 0,1524 0,1372

Filosofia 0,1312 0,1406

Projeto de Vida 0,1514

Quimica 0,1322 0,1529
Biologia 0,1306 0,1342
Educacao Fisica 0,1312 0,1396

Inglés 0,1224 0,1428
Fisica 0,1515 0,1532
Artes 0,1394 0,1152
Sociologia 0,1240

SOMA 1 1 1 1

Tabela 5.3 — Pesos para as disciplinas do NEJA do ano 2022 do CEEAL. Fonte: Santos, 2024.
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O modelo de quadro de hordrios baseou-se em um modelo de multiplas mochilas, visto
no Capitulo 4. Considerando as disciplinas de um determinado ano escolar, cada disciplina
m, m=1,..., M, necessita de T tempos de aula que devem ser alocados ao longo de D dias
da semana. Cada dia d tem uma capacidade de seis tempos e cada disciplina m tem um peso
Pm, como calculado. O objetivo do modelo é que cada dia tenha o méximo de pesos possiveis.
(Santos, 2024)

maximizar z 5.4)

M~

sujeito a PmXame =2, d=1,2,3,4,5 (5.5)

—
~
Il
—

Mo iz iD=
M~

Xam:<6,d=1,2,3,4,5 (5.6)

1t=1

T
Y Xame=Cm m=1,...,.M (5.7

d=1t=1
Xagml < Xgmo, m=1,...,.M,d=1,...,5 (5.8)
Xdm3 < Xam,, m=1,...,.M,d=1,...,5 (5.9
Xdm3 < Xams» m=1,...,M,d=1,...,5 (5.10)

D

Y Xame=1l,m=1,..,M,t=1,...,T (5.11)

QU
L)

Xime<4, m=1,....M,d=1,...,5 (5.12)
t

x € BAmt (5.13)

Il
—_

Para esse modelo, foi utilizada uma varidvel artificial z que representa a funcio objetivo
5.4, e as varidveis X, sdo tais que:

(5.14)

1, se o tempo ¢ da matéria m é alocado no dia d,
Xdmt = L.
0, caso contrario.

A funcio objetivo 5.4 e as restricdes 5.5 equilibram a quantidade de pesos entre os
dias. As restricdes 5.6 impedem o modelo de alocar mais disciplinas do que comportam os seis
tempos didrios de aula. As restri¢des 5.7 alocam C,,, tempos de aula da matéria m na semana, ja
que as disciplinas possuem diferentes quantidades de tempo de aula obrigatérias. As restricoes
5.8 € 5.9 alocam sempre dois tempos de aula seguidos. As restrigdes 5.10 alocam trés tempos
seguidos caso a matéria necessite de cinco tempos semanais. A restricdes 5.11 garantem as trés
restri¢cdes anteriores. As restricdes 5.12 impedem a alocacdo de mais de quatro tempos de aula
de uma mesma disciplina em um mesmo dia. Por fim, a restri¢cdo 5.13 refere-se a x pertencer
ao espago bindrio de cardinalidade dmt. (Santos, 2024)

A implementa¢cdo do modelo utilizou-se do solver GLPK (GNU Linear Programming
Kit) (2024), software de cédigo aberto, em Python (Python Software Foundation, 2024, online).
A principal metodologia do solver para a resolug¢do de problemas inteiros € o branch-and-cut,
visto no Capitulo 4 na secdo 4.2.4.

Esse modelo distribui as disciplinas ao longo da semana de tal forma que a soma dos
pesos disciplinares de cada dia seja sempre o maior possivel. Como os pesos foram calculados
com base nas médias de frequéncia, idealmente o quadro de hordrios gerado ocasionard em
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médias de frequéncia mais equilibradas, amenizando possiveis desvantagens de um dia especi-
fico. Esses resultados podem ser observados na Tabela 5.1 abaixo, que contém um exemplo de
organizacdo disciplinar sintetizada como resposta do modelo, a soma dos pesos das disciplinas
alocadas no dia e a comparagao com a soma dos pesos das disciplinas no quadro de horarios
original.

SEGUNDA TERCA QUARTA QUINTA  SEXTA

Matematica Geografia Projeto de Vida Matemdtica Portugués
Matematica Geografia Projeto de Vida Matemadtica Portugués
Educacdo Fisica Portugués Histéria Quimica Fisica
Educacdo Fisica Portugués Historia Quimica Fisica
Filosofia Inglés Biologia
Filosofia Inglés Biologia
Y. pm (MODELO) 18,64 2791 25,53 28,07 18,59
Y. pm (ORIGINAL) 26,18 28,05 27,79 28,28 8,44

Tabela 5.4 — Sugestio de quadro de horérios fornecido pelo modelo com somatério de pesos do
modelo e do quadro original. Fonte: Santos, 2024,

Um dos desafios do modelo, conforme apontado por Santos (2024), € a auséncia da
consideracao da disponibilidade dos professores, que, a época do estudo, era o principal critério
para a organizacao do quadro de horarios no CEEAL. Nesse formato, o modelo funciona como
uma ferramenta de apoio a tomada de decisdo, oferecendo sugestdes iniciais que podem ser
ajustadas pelo gestor conforme as necessidades e restri¢des da escola.

5.2 PROBLEMA DA FREQUENCIA ESPERADA

Uma das maiores dificuldades na gestio escolar € o manejo adequado dos recursos finan-
ceiros. A oferta de merenda, por exemplo, frequentemente resulta em desperdicio de alimentos,
enquanto os recursos poderiam ser melhor alocados para oferecer refeicoes mais completas,
com receitas mais elaboradas e atraentes. Nesse contexto, um modelo de previsdao de frequén-
cia escolar poderia ser uma ferramenta valiosa, permitindo antecipar padrdes de frequéncia com
base em dados histéricos e varidveis contextuais. Isso possibilitaria aos gestores adotar estraté-
gias mais eficazes para manuteng¢do das instalagdes, organizag¢do de cardépios, gestdo da equipe
docente, além de estimar o consumo de dgua e energia elétrica.

No entanto, a modelagem da frequéncia escolar enfrenta desafios devido as suas vari-
acdes ao longo do ano, influenciadas por fatores como sazonalidade, eventos escolares e ca-
racteristicas especificas das turmas. Uma tentativa inicial de descrever esse comportamento foi
o ajuste dos dados a uma curva polinomial, mas mesmo com polindmios de grau elevado, os
resultados nao foram satisfatorios, pois o modelo ndo capturava adequadamente os padrdes e os-
cilacdes. Esse comportamento resulta em uma alta variabilidade dos dados, tornando a previsdo
pouco confidvel.

Para lidar com esse problema, foi proposto um modelo baseado na minimizacao das
distancias quadréticas ponderadas entre os dados, o que contribui para a regularizac¢do da vari-
ancia. Ele objetiva, ao reduzir oscilacdes extremas e suavizar a curva de frequéncia, fornecer
uma estimativa mais estavel da frequéncia estudantil.
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O modelo foi baseado nas formulagdes de quantizagao por minimos quadrados propostas
por Lloyd (1982), que estabelecem a distribui¢do otimizada de pesos para a fung¢do, atribuindo
valores diferenciados conforme a regido em que as varidveis estdo localizadas. A intengdo é
gerar uma frequéncia esperada baseada nos dados de frequéncias reais, minimizando a distancia
entre os dados ao penalizar valores muito abaixo do teto de frequéncia, o valor mais alto
observado dentro de um periodo considerado. O modelo é da forma:

n n
minimizar Y Y w;(y; —cj)? (5.15)
i=1j=1
sujeito a y; =c¢j, i=1,...n j=1,...,n (5.16)
Vi<t i=1,...n (5.17)

onde o indice i representa a quantidade de observagdes de frequéncias reais, c¢; os valores de
frequéncia didrios, y; as varidveis de decisdo que determinam a frequéncia esperada, w; os
pesos da fun¢do, e t o teto de frequéncia. Naturalmente, os valores de frequéncia observados
sdo ndo-negativos e, portanto, estd implicito que y; = 0.

Os pesos sdo dados por:

w; = , (5.18)

de forma que, quanto mais proximo do teto for o valor observado, menor serd o peso e, con-
sequentemente, menor serd o valor da funcdo objetivo, gerando valores de y; com pouca ou
nenhuma correcio. Por outro lado, quanto mais distantes os valores reais estiverem de ¢, maior
0 peso e maior serd a puni¢do da funcio objetivo, que priorizard a correcdo do y; associado.

Dessa forma, o modelo gera um vetor de frequéncia esperada que nunca serd inferior
a frequéncia real no periodo observado, a0 mesmo tempo em que proporciona previsdes mais
adequadas, contribuindo para a redu¢do de desperdicios.

O modelo foi implementado em Python (2024), com suporte das bibliotecas numpy (Har-
ris et al., 2020) e scipy (2020). O cédigo pode ser encontrado no Apéndice 8, secdo 8.4, junto
com os dados de frequéncia utilizados. Para a otimizagao, foi utilizado o método L-BFGS-B,
conforme discutido no Capitulo 4, devido a natureza das restri¢cdes do tipo caixa. Esse método
apresentou rapida convergéncia, atingindo os resultados em média ap0s trés iteracoes.

Para a geracdo das frequéncias esperadas, os dados de frequéncia foram segmentados
por bimestre e turno, com o objetivo de isolar possiveis efeitos sazonais. A comparacdo dos
valores reais de frequéncia com os valores gerados pelo modelo encontram-se no Apéndice 8,
secdo 8.6, em grificos de linha. E possivel perceber o comportamento observado: a frequéncia
esperada corrige valores muito abaixo do teto e tende a coincidir com os valores reais caso estes
estejam préximos do teto. Isso estabiliza o comportamento da frequéncia.

A Tabela 8.7 do Apéndice 8, apresenta uma comparagio entre o total de alunos presentes
nas observagdes reais e o total de alunos esperados, considerando diferentes expectativas. Para
isso, os dados de frequéncia foram somados para cada bimestre e turno, e a diferenca entre os
valores reais e os valores esperados foi calculada. Como referéncia para a comparagdo com o
desperdicio gerado pelo somatério dos dados fornecidos pelo modelo, foram utilizadas algumas
medidas de tendéncia central, como a mediana e a moda, e o teto. As diferencas evidenciam
quantos alunos foram previstos a mais ou a menos no periodo considerado. Por isso, a média
ndo foi analisada, visto que a comparagdo daria sempre zero.

E fécil notar que em nove dos dez casos apresentados na tabela os valores dados pelo
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modelo geraram o menor desperdicio ao prever uma quantidade de alunos presentes mais pro-
xima do real.

Uma observagdo importante é que, apesar da média sugerir que ndo causa desperdicio
pelo somatério das frequéncias esperadas, ela gera um problema logistico em comum com os
valores negativos das diferencas na tabela. Esperar menos alunos do que a frequéncia real é pior
para a gestdo do que gerar um desperdicio. Ela pode culminar em, por exemplo, o refeitério ndo
poder fornecer merenda a todos os estudantes e ndo ter tempo habil para corrigir o erro pois os
alimentos ndo foram devidamente preparados, descongelados ou comprados.

Esse € o principal problema da utilizagdo de medidas centrais como frequéncia espe-
rada — comumente elas se encontram muito abaixo da frequéncia real. Por outro lado, esperar
sempre o maximo de alunos possivel gera muito desperdicio. O modelo proposto oferece uma
alternativa baseada em dados que, por suas proprias restri¢des, nunca irdo prever menos alunos
do que as quantidades reais de ocorréncias passadas.

No entanto, o modelo apresenta algumas limita¢des que precisam ser consideradas. Um
dos principais desafios € que ele se baseia unicamente em dados histdricos, o que pode resultar
em previsdes imprecisas quando ocorrem variagdes significativas nos padrdes de frequéncia.
Fatores imprevistos, como atividades escolares ou feriados, mudancas no comportamento dos
alunos ou até mesmo eventos externos, como condi¢des climaticas adversas, podem alterar
significativamente a frequéncia real, comprometendo a precisdo das previsdes. Além disso, o
modelo ndo leva em consideracdo a flexibilidade necessaria para adaptar-se a tais mudangas
contextuais, o que limita sua eficicia em cendrios dindmicos.

Para melhorar a precisdo e a aplicabilidade do modelo, seria fundamental incorporar
varidveis externas que influenciem a frequéncia escolar, como a prépria organizacdo do quadro
de hordrios e eventos especiais. Além disso, uma melhoria significativa seria a implementagéo
de ajustes em tempo real, permitindo que as previsdes sejam continuamente atualizadas com
base em dados mais recentes. Isso poderia ajudar a minimizar a diferenca entre os valores
previstos e os reais, promovendo uma gestdo mais eficiente e evitando desperdicio de recursos,
como observado anteriormente.

5.3 TRABALHOS FUTUROS

Durante a realizacd@o deste estudo, ficou evidente que as metodologias empregadas tam-
bém poderiam ser aplicadas a questdo da merenda escolar, especialmente no que diz respeito a
composi¢do do carddpio. Em particular, a andlise de variincia poderia ser utilizada para inves-
tigar se a frequéncia dos alunos apresenta alguma tendéncia comportamental influenciada pelo
tipo de refeicdo oferecida. Essa hipétese surgiu a partir de relatos de professores do CEEAL,
que observaram o interesse dos alunos em determinadas refei¢des, enquanto outras pareciam
menos atraentes.

A merenda escolar, obrigatéria nas escolas publicas, € de responsabilidade da gestdo
escolar, embora a Secretaria de Estado de Educacdo do Rio de Janeiro (SEEDUC-RJ, 2024)
forneca carddpios sugeridos. No entanto, conforme relatado pelo gestor responsdvel do CE-
EAL, nem sempre é possivel seguir essas recomendacdes devido a desafios logisticos, como
a dificuldade de descongelar determinados alimentos a tempo para as refeicdes servidas pela
manhi da segunda-feira.

Como ndo havia um registro sistemadtico das refeicdes realmente servidas, a aplicacio
do modelo de andlise de varidncia tornou-se invidvel neste estudo de caso. No entanto, é pos-
sivel investigar os efeitos da merenda sobre a frequéncia escolar ao agrupar os dados com base
em determinados tipos de refei¢des. Outra abordagem interessante seria analisar se os alunos
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demonstram alguma tendéncia em relacdo ao tipo de proteina oferecida.

A identificacdo de uma tendéncia na frequéncia escolar associada a determinados ali-
mentos permitiria a atribui¢do de pesos a esses itens, de maneira semelhante a atribuicdo de
pesos disciplinares no problema do quadro de horérios. Esses pesos representariam a influén-
cia de cada alimento na presenca dos alunos, permitindo ajustes estratégicos na composi¢ao
dos cardédpios. Com isso, um modelo de geracdo de carddpios poderia utilizar esses pesos para
equilibrar as refeicdes ao longo da semana, buscando otimizar a frequéncia sem comprometer
0s requisitos nutricionais.

O problema de geracao de cardapios consiste em planejar quais alimentos serdo servidos
em cada refei¢do ao longo de um periodo determinado (por exemplo, uma semana ou um més),
garantindo uma distribui¢do equilibrada e variada. Esse planejamento deve levar em conta néo
apenas a escolha dos alimentos, mas também a quantidade adequada de cada item, respeitando
critérios nutricionais, orcamentdrios e logisticos. Além disso, € necessdrio evitar a repeticdao
de carddpios em dias consecutivos, garantindo diversidade na alimentacdo e maior aceitagdo
por parte dos estudantes. Esse tipo de problema pode ser abordado por meio de métodos de
otimizacdo, que buscam encontrar combinacdes ideais de refeicdes considerando restricdes e
objetivos especificos.

5.3.1 Modelo de geracio de cardapio

Um modelo de geracao de cardapio deve levar em conta que alguns alimentos podem ser
fracionados, permitindo que suas quantidades sejam representadas por nimeros reais, enquanto
outros s6 podem ser servidos em unidades inteiras. Para formalizar essa distin¢do, utilizamos
os seguintes indices:

« i: identifica o grupo alimentar ao qual o alimento pertence, i = 1,..., N;
. 7;: representa os alimentos do grupo i que devem podem ser fracionados;

* J;: representa os alimentos do grupo i que devem ser servidos em quantidades inteiras;

* k: indica o dia da semana em que o alimento serd servido, k=1,..., P.

Considere que o i-ésimo grupo alimentar contenha M alimentos que podem ser fra-
cionados e M alimentos que devem ser servidos inteiros. As varidveis do problema serdo

identificadas por Y;. . € YVire correspondem as quantidades de porg¢des dos alimentos j; e ]l,

respectivamente, do i-ésimo grupo a ser servido no k-ésimo dia.

Se o objetivo do modelo for minimizar custos, sejam c; ec: j. 08 custos relacionados as
i

porc¢des de alimentos fraciondrios e inteiros, respectivamente. A func¢do objetivo toma a forma:

P
)3 Z Ci: Ykt
1j =1 k=1
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Como o carddpio escolar deve assegurar niveis nutricionais adequados, as varidveis de-
vem estar sujeitas a uma série de restricdes que garantam esse equilibrio. Além disso, devem ser
estabelecidos limites minimo e maximo para as por¢des de cada grupo alimentar, assegurando
variedade em cada refeicdo. Para evitar repeticdes excessivas, certas categorias de alimentos,
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como carnes e saladas, podem ter suas por¢des limitadas dentro do periodo P, garantindo a di-
versificacdo dos cardédpios ao longo dos dias. Esse € modelo é amplamente discutido no trabalho
de Brasil (2023).

Uma possivel adaptacdo desse modelo, caso se verifique variagdo nos pesos dos ali-
mentos em relacdo a frequéncia, seria reformular o problema para a maximizacdo dos pesos
calculados estatisticamente. Para garantir que os custos sejam adequadamente considerados,
pode-se incorporar uma restricdo orcamentéria, levando em conta o valor da verba V repassada
pelo Programa Nacional de Alimentaciao Escolar (PNAE, 2024):

1

'[V]zI

ﬂ'[\/]z.

P
) Z éfiyfik <V (5.20)
i=17.=1k=1
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~
Il

Essa é apenas uma sugestﬁo de como abordar o problema. Se forem considerados pesos
de diferentes tipos de refeicdes ofertadas ao longo de um mesmo turno, como café da manha,
lanche e almoco, e tratar as varidveis como refeicdes ja preparadas, € possivel também elaborar
o problema como um modelo de multiplas mochilas que objetiva a maximizacdo do somatério
dos pesos ao longo do dia.
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CONCLUSOES

Este estudo teve como objetivo explorar a relagdo entre a frequéncia estudantil e o qua-
dro de horérios, além de propor acdes baseadas em dados para otimizar a gestdo dos recursos
escolares. Para alcancar esses objetivos, a pesquisa foi conduzida em duas etapas principais:
primeiro, a andlise de dados por meio de modelos estatisticos, e, em seguida, a aplica¢do dos
resultados obtidos em modelos de otimizagao.

Por meio do estudo de caso e da aplicagdo do modelo de andlise de variancia, identificou-
se uma forte relac@o entre a frequéncia estudantil e o dia da semana. As sextas-feiras se des-
tacaram negativamente, registrando, de maneira geral, as menores médias de frequéncia. Entre
as 42 turmas analisadas, 20 apresentaram diferencas estatisticamente significativas entre as mé-
dias de frequéncia da sexta-feira e de pelo menos outro dia da semana, conforme indicado pelo
teste de Tukey. Esse resultado acentuadamente negativo pode estar associado a fatores externos,
alheios ao controle da gestio escolar. No entanto, também foram identificados fatores internos
que podem ter contribuido para essa queda na frequéncia, como a alocacdo predominante de
tempos vagos e disciplinas eletivas as sextas-feiras.

Por outro lado, as tercas-feiras apresentaram, em sua maioria, as maiores médias de
frequéncia. Em 18 turmas, as médias das tercas-feiras se destacaram significativamente em
relagdo a pelo menos um outro dia da semana, conforme indicado pelo teste de Tukey. A
primeira vista, esse resultado ndo parecia estar associado a caracteristicas especificas do dia,
ja que as tercas-feiras seguiam uma estrutura regular, sem um nidmero excessivo de tempos
vagos, disciplinas sem professores ou eletivas — caracteristicas semelhantes as dos demais dias
da semana, com excec¢do das sextas-feiras.

A andlise mais aprofundada da relacdo entre frequéncia e dia da semana concentrou-se,
por fim, nas disciplinas ministradas em cada dia. Entre as turmas que apresentaram altas médias
de frequéncia as tercas-feiras, 8 tinham aulas de Matemdtica, 7 de Lingua Portuguesa e 5 de
Educacdo Fisica, totalizando 11 disciplinas identificadas. Observou-se uma forte correlagéo
entre a presenca dos alunos e essas matérias. Por outro lado, as baixas taxas de frequéncia
as sextas-feiras abrangeram um conjunto mais diversificado de disciplinas. Das 14 matérias
lecionadas nesse dia, 7 turmas tinham aulas de Lingua Portuguesa, 6 de Lingua Inglesa, 6 de
Arte e 6 de Ciéncias.

A identificacdo da correlacdo entre frequéncia estudantil, dia da semana e distribuicdo
das disciplinas € a principal contribuicao desta pesquisa para a literatura sobre fatores que influ-
enciam a frequéncia escolar. Como discutido, assegurar a matricula, a permanéncia do aluno na
escola ou o cumprimento de uma frequéncia minima néo € suficiente se o ambiente educacional
ndo for capaz de despertar e manter o interesse dos estudantes. Para além de simplesmente mo-



nitorar a assiduidade, a gestio escolar deve atuar estrategicamente para promover um tempo de
aprendizado equilibrado e produtivo entre as disciplinas, evitando que algumas matérias sejam
implicitamente percebidas como mais relevantes do que outras.

O software desenvolvido para a andlise de variancia e visualizagio dos dados de frequén-
cia foi concebido como uma ferramenta estratégica para o monitoramento da frequéncia estu-
dantil. Com ele, os gestores podem identificar padrdes e problemas, permitindo intervencdes
rapidas e eficazes. Sua aplicacdo se torna ainda mais simples e eficiente se a escola for integrada
a um didrio eletronico de frequéncias, que ja sistematiza os registros didrios, automatizando a
coleta e o processamento das informacdes.

Os resultados obtidos sobre a influéncia das disciplinas na frequéncia escolar motivaram
a formulacdo de um modelo de otimizacio para a organizacdo do quadro de horarios, baseado
no problema de miltiplas mochilas. O objetivo do modelo é maximizar o somatério dos pesos
didrios das disciplinas distribuidas ao longo da semana, levando em conta a relagcdo entre a
frequéncia dos alunos e as matérias lecionadas. O modelo considera um ponderamento das
disciplinas, refletindo seu impacto na assiduidade dos estudantes. No entanto, uma limitacao
importante € que ele desconsidera um fator essencial na organizacio do quadro de horarios no
CEEAL: a disponibilidade dos professores, que frequentemente orienta a distribuicao das aulas.

Além disso, foi desenvolvido o problema da frequéncia esperada, um modelo baseado
em minimos quadrados, cujo objetivo € minimizar a variabilidade entre os dados, gerando um
vetor de frequéncia esperada com comportamento mais estavel para previsdes. Os resultados
oferecem uma alternativa mais precisa para a estimativa de presenca de alunos, evitando os in-
convenientes causados pelas medidas centrais, que comumente se encontram abaixo dos valores
reais, e do uso do teto de estudantes matriculados, que pode levar a desperdicios. No entanto,
como modelo preditivo, ainda apresenta limitagdes, pois se baseia apenas nas observacdes de
um unico ano. Idealmente, sua formulacao deveria considerar uma série histérica de dados para
aumentar sua precisao.

Todas as ferramentas e modelos propostos podem e devem ser aprimorados para uma
aplicacdo mais eficaz na gestao escolar. Um ponto fundamental sobre os estudos em frequéncia
€ que eles devem ser conduzidos de forma continua e dindmica, considerando fatores sazonais
e eventos que possam impactar a assiduidade dos alunos. A andlise da frequéncia do ano ante-
rior se torna uma ferramenta valiosa quando comparada aos resultados académicos e utilizada
no acompanhamento das turmas a medida que avangam para novos anos e niveis de ensino.
Esse monitoramento permite a identificacdo de padrdes e a implementacao de estratégias mais
assertivas para a melhoria do desempenho e da permanéncia estudantil.

Trabalhos futuros podem explorar as possiveis implicagdes dos estudos de frequéncia
na elaboracdo de um modelo de geracdo de carddpios para a merenda escolar. Para isso, seria
necessdario definir critérios para agrupar as frequéncias de acordo com os alimentos servidos e
aplicar a andlise de varidncia para identificar se ha diferencas estatisticamente significativas no
comportamento dos alunos em fun¢do das refeicdes oferecidas. Caso essa relacdo seja com-
provada, os pesos atribuidos as refei¢cdes poderiam ser incorporados ao modelo de geragcdo de
cardapios, permitindo um planejamento mais estratégico da alimentagdo escolar.

Em resumo, este estudo destaca que a frequéncia escolar também ¢ influenciada por fa-
tores institucionais que podem ser otimizados. Ao adotar estratégias baseadas em andlise de
dados, os gestores educacionais podem criar ambientes mais propicios ao aprendizado, promo-
vendo melhores resultados para os estudantes.
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Figura 8.1 — Boxplots de frequéncias das turmas do Ensino Fundamental.




Valores

Valores

Valores

Valores

Valores

Valores

Turma 1001 Turma 2001 Turma 3001
o) 40 1o 40 1 8
40 |
" 30 ” 301
o v
30 k=] k=]
20 A
; g 2 o] 2 204
20 o g o 8 8
10 - © 0]
° o 10 1 o
seq ter qua qui sex seg ter qua qui sex seg fter qua qui sex
Turma 1002 Turma 2002 Turma 3002
S o] 1 40
40 | ¢ ¢
30 A
30
30 % 8 ]
9 2 3
20 - £
204035 20
o o]
10 1 o 107 + 10 A o}
seg ter oqua qui sex seq ter qua qui sex seg ter qua qui  sex
Turma 1003 Turma 2003 Turma 3003
40 T i ——
w0l ® o 40 [} o
35 o 35
30 | 30
S 25 o
201 [o] z 8 T 55
0
20 A o}
§ Q 20
10 Py 15 ¢
NS S T - RN EE st
seg ter oqua qui sex seg fer qua qui sex seg ter qua qui sex
Turma 1004 Turma 2004 Turma 3004
40 4 I 0 018 o o
% 40 35 4 o o
30 A " " 30 %
L 30+ v
o o
20 § = g 23]
& 20 1 20 8
10 o 15 -
RN FENE N - — RS S S
seg ter qua qui sex seq ter qua qui @ sex seg ter qua qui  sex
Turma 1005 Turma 2005 Turma 3005
40 1o [5)
35 A
30 A 30 1 o 15 1
(%} [l
[h] ]
251 5 5
2 20 g 151
20 o 1 10
15 ¢ o S g
w0 S N T S ST —r——
seg ter oqua qui sex seg fer qua qui sex seg ter qua qui sex
Turma 1006 Turma 2006
251 ©
30
20
wn
20 o
k=]
8 5 15
10 o
1018 o
d 1@
seg ter qua qui sex seg ter qua qui sex

Figura 8.2 — Boxplots de frequéncias das turmas do Ensino Médio.
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Figura 8.3 — Boxplots de frequéncias das turmas do NEJA.

62



8.2 Dados do modelo ANOVA
Cédigo da andlise de frequéncia;

Tabelas de dados.

8.3 Repositorio do software
Cddigo do aplicativo desenvolvido;
Executdvel;

Manual do usuario.

8.4 Dados do modelo de minimizaciao quadratica
Cédigo da implementagdo do modelo;

Dados de frequéncia por bimestre e turno.
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8.6 Graficos das frequéncias reais e esperadas por bimestre e turno
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Figura 8.4 — Gréfico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 1° bimestre, turno da manha.
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Figura 8.5 — Gréfico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 1° bimestre, turno da tarde.

65



600
500
400 1
300

200

100

1234567 & 9101112131415161718192021222324252627282930313233343536373839

27 BIM MANHA g 29 BIM MANHA MODELO

Figura 8.6 — Grafico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 2° bimestre, turno da manha.
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Figura 8.7 — Gréfico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 2° bimestre, turno da tarde.
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Figura 8.8 — Gréfico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 3° bimestre, turno da manha.
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Figura 8.9 — Grifico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 3° bimestre, turno da tarde.
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Figura 8.10 — Grafico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 3° bimestre, turno da noite.
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Figura 8.11 — Grafico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 4° bimestre, turno da manha.
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Figura 8.12 — Grafico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 4° bimestre, turno da tarde.
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Figura 8.13 — Grafico de linhas das frequéncias reais e das frequéncias esperadas geradas pelo
modelo do 4° bimestre, turno da noite.
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8.7 Tabela: Comparacoes entre valores reais e diferentes expectativas de frequ
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