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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma introdugao a teoria de cordas bosOnicas, uma area da fisica
tedrica capaz de quantizar a gravidade e unificar as quatro interacdes fundamentais da Natureza.
Estruturamos um desenvolvimento matemdtico, onde, primeiro tratamos as cordas cldssicas
sem os efeitos relativisticos. Depois trabalhamos em como as cordas se comportam quando
sao considerados os efeitos relativisticos. Também tratamos no estudo a descri¢do das cordas
na métrica do cone de luz, uma métrica que melhor descreve os resultados fisicos do modelo.
Este estudo vai abordar a descri¢do dos estados quanticos das particulas em um modelo de
particulas pontuais, para podermos comparar com os estados das particulas no modelo da teoria
de cordas. Além disso, vamos quantizar duas classes de cordas, as cordas abertas, que ficam fixas
a estruturas fisicas conhecidas como D-Branas e as cordas fechadas, que formam um segmento
fechado, sem extremidades e sdo livres para se mover no espago-tempo. Quantizando as cordas
abertas, chegamos aos estados quanticos do féton, em analogia com o modelo das particulas
pontuais. Por fim, quantizando as cordas fechadas, chegamos aos estados quanticos do graviton,
a particula que intermedeia a gravidade, em comparacao com o modelo de particulas pontuais.
Deste modo, serd abordado nesse estudo como a teoria de cordas descreve os estados de fotons e

os estados de gravitons.

Palavras-chaves: Cordas; Fotons; Gravitons; Interacdo; Particulas; Unificagao.



ABSTRACT

In this paper, we present an introduction to bosonic string theory, an area of theoretical physics
capable of quantizing gravity and unifying the four fundamental interactions of Nature. We
structure a mathematical development, where we first treat classical strings without relativistic
effects. Then we work on how strings behave when relativistic effects are taken into account. In
the study, we also deal with the description of the strings in the light cone metric, a metric that
better describes the physical results of the model. This study will look at the description of the
quantum states of particles in a point particle model, so that we can compare them with the states
of particles in the string theory model. In addition, we will quantize two classes of strings: open
strings, which are fixed to physical structures known as D-Branes, and closed strings, which
form a closed segment with no ends and are free to move in space-time. By quantizing the open
strings, we arrive at the quantum states of the photon, in analogy with the point particle model.
Finally, by quantizing the closed strings, we arrive at the quantum states of the graviton, the
particle that mediate gravity, compared to the point particle model. This study will therefore look

at how string theory describes photon states and graviton states.

Keywords: Gravitons; Interaction; Particles; Photons; Strings; Unification.
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1 INTRODUCAO

A teoria de cordas é uma das dreas mais importantes da fisica tedrica, porque ela se
propde a unificar as quatro forcas fundamentais da Natureza. O problema desta unificacdo é que
nao existe um modelo bem consolidado até hoje. O que existem sdo propostas bem construidas
de modelos capazes de fazerem essa unificagdo. Entretanto, ndo € tao simples e, como vamos ver
neste estudo, embora a teoria de cordas possibilite quantizar a for¢a de interacdo gravitacional,
a teoria também traz consigo alguns problemas que ficaram em aberto e abrem margem para
novos estudos, além de resolver estes problemas. Vamos vé-los com mais detalhes ao término
deste estudo, mas por agora nosso objetivo € introduzir uma motivacao para se iniciar o estudo
da teoria de cordas. Sendo assim, vamos comecar falando das quatro interagdes fundamentais da

Natureza.

Na Natureza, existem quatro interagdes fundamentais. A primeira e a mais forte € a Forca
Nuclear Forte, que € a forca que atua entre prétons e néutrons no nicleo atdomico e € responsdvel
por manter o nucleo coeso. Como a for¢a nuclear forte € a forca mais forte da Natureza, vamos
usd-la como referéncia para comparé-la com as outras forcas. Deste modo, vamos considerar que
a intensidade da forca nuclear forte seja 1. A segunda interacdo fundamental da Natureza € a
Forca Eletromagnética, que € a forca de interagdo entre particulas que possuem carga elétrica.
Supondo que a intensidade da forca nuclear forte seja 1, em comparagdo, a intensidade da
forca eletromagnética seria aproximadamente 1072, A terceira forca de interacdo fundamental
da Natureza € a For¢ca Nuclear Fraca, que € a forca responsdvel pelo decaimento radioativo
do nucleo atdbmico. Em comparacdo com a intensidade da forcga forte, a intensidade da forca
fraca seria aproximadamente 107>. A quarta e tltima forca fundamental da Natureza é a Forca
Gravitacional, que € a for¢a responsdvel pela interacdo gravitacional entre corpos com massa. Em
comparacio com a forca forte, a intensidade da for¢a gravitacional é aproximadamente 1073,
sendo esta a forca de interacdo mais fraca da Natureza. Esses dados podem ser encontrados em
(CHUNG, 2001).

Existe um grande problema em quantizar a interagao gravitacional, que € o fato desta
ndo ser uma teoria renormalizdvel, ou seja, aparecem infinitos ao quantizarmos as grandezas
fisicas, com os quais ndo podemos lidar usando o formalismo da teoria quantica de campos. No
modelo padrio, as interacdes fundamentais sao transportadas por particulas conhecidas como
Bosons. A interagdo forte € transportada por 8 tipos de glions, a inetracio eletromagnética é
transportada pelos fétons, a interacdo fraca é transportada pelos bésons W+, W~ e Z°, sendo
essas particulas as tinicas que possuem massa dentre as que transportam forc¢a de interacdo, e a
interacdo gravitacional tem que ser transportada pelos gravitons. Acabamos de citar quais sao

as particulas responsdveis por transportar as quatro interagdes fundamentais da Natureza. A
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teoria de cordas precisa trazer um modelo capaz de unificar todas estas interacdes. Neste estudo,
vamos mostrar como a teoria de cordas € capaz de descrever o f6ton e o graviton, duas particulas

responsaveis por duas das interagdes fundamentais da Natureza.

A teoria de cordas surgiu no inicio da década de 1960, visando ser uma teoria proposta
para explicar a for¢a nuclear forte. Na época, a teoria até obtinha bons resultados experimen-
tais, tais como o parametro de inclina¢do o, que vamos ver no capitulo 3 deste estudo, mas
adiantando, era uma quantidade mensurdvel que aparecia no modelo. Entretanto, a teoria trazia
consigo uma quantidade irrealista de dimensOes extras, auséncia de constituintes pontuais e a
incapacidade de explicar os hadrons. Nesta mesma época, ao fim da década de 1960, estava
surgindo a Cromodindmica Qudntica, que acabou sendo a teoria responsével por explicar a forca
nuclear forte. Evidéncias experimentais e tedricas convincentes para o modelo padrdo estavam

se concretizando, o que fez com que a teoria de cordas caisse em desuso por um tempo.

Até o inicio da década de 1970, a teoria de cordas, também conhecida como Teoria
de Cordas Bosonicas, que € especificamente a teoria que vamos trabalhar neste estudo, trazia
a ocorrénca de estados de tadquions, o que implica que o estado quantico de menor energia é
instavel, porém o que era mais incomum foi que a teoria trazia a presenca de particulas sem
massa, o que ndo ¢ comum entre os hddrons. Deste modo, a teoria podia ter uma serventia
para explicar os bosons, que sdo as particulas responsdveis por transportar forgcas de interagao.
Entretanto, a teoria de cordas voltou realmente a ganhar for¢ca em torno de 1974, quando foi
possivel identificar um estado quantico sem massa de spin 2, estado que podia ser identificado
como graviton. A teoria de cordas era capaz de quantizar o campo associado a for¢a de interagao
gravitacional e, dentro da mesma teoria, o campo associado aos demais bdsons podiam ser
encontrados. Em outras paldvras, a teoria de cordas na primeira metade da década de 1970 era
capaz de unificar as forcas de intera¢do da Natureza e trazer uma teoria quantica para a gravitagao.
Embora nés ndo vamos ver neste estudo, vale destacar que o passo seguinte foi introduzir a
supersimetria na teoria, também conhecida como teoria de supercordas. Na teoria de supercordas,
foi possivel identificar estados fermidnicos, tais como os estados dos elétrons e os estados dos
quarks, e o nimero de dimensdes diminuem de 26 para 10 dimensdes, em compara¢do com a

teoria de cordas bosonicas.

Com essa motivacgao histérica, podemos partir para o desenvolvimento da teoria, mas
antes € importante destacar algumas convencdes que vamos utilizar durante o estudo. A primeira
delas € a notacdo de produto escalar, que serd representada como A - B, sendo o produto escalar
entre A e B. A segunda convencdo € a conven¢ao de soma entre grandezas que carregam indices
de Lorentz. Ou seja, sempre que tivermos uma relacdo do tipo A, B* ou A* B, existe uma soma
implicita entre todos os termos com indices que t pode assumir. Existem outras convencoes e

relacdes importantes que vamos sinalizar ao longo do estudo nos préximos capitulos.

Desta forma, a seguir vamos falar sobre como é uma corda cldssica ndo relativistica,

para depois entrarmos com efeitos relativisticos na teoria. Vamos ver que existe uma métrica
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preferencial que nos ajuda a descrever melhor a teoria de cordas, que é a métrica nas coordenadas
do cone de luz. N6s vamos dar uma descri¢do para os estados quanticos de fétons e grivitons,
usando um modelo de particulas pontuais e por fim, vamos chegar a estados quanticos bem
semelhantes usando o modelo da teoria de cordas. Nosso objetivo, neste estudo, € chegar aos
estados de fotons, que sdo estados quanticos sem massa de spin 1 e aos estados de gravitons, que
sdo estados quanticos sem massa de spin 2. Vamos mostrar que a teoria de cordas € capaz de

fazer a descricdo destes estados quanticos.
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2 CORDAS NAO RELATIVISTICAS

Neste capitulo, vamos trabalhar a dindmica das cordas nao relativisticas. Este é um
passo inicial para, posteriormente, entrarmos nas cordas relativisticas e trabalharmos na sua
quantizacdo. Portanto, vamos desenvolver as equagdes de movimento da corda nao relativistica e

usar a mecanica lagrangeana para desenvolver sua dindmica.

2.1 Corda Classica

Primeiro de tudo, vamos imaginar uma corda ao longo do eixo x, que possa ser submetida

a oscilagdes. Vamos definir suas grandezas:

e Ty € atensdo da corda.
* a é o comprimento da corda.

* M € massa total da corda.

Deste modo, ja podemos escrever qual € sua densidade linear, sendo uma densidade de
massa homogénea:
M
a

Ho = 2.1

Vamos considerar uma fung¢@o de onda na corda y = y(x,7). Como a equagdo de onda na

corda ja € conhecida, podemos entdo escrever:

9%y wpdry

Tendo a equagdo de onda, nés sabemos que toda equagdo de onda carrega consigo a
informacao de sua velocidade de propagacao. Portanto, a velocidade de propagacao da onda na

corda € dada por:

Ty

2.3
m (23)

Vo =

Vamos considerar as fungdes de onda do tipo abaixo, em termos das quais, podemos

escrever a funcdo de onda mais geral possivel.
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y(t,x) = y(x)sin(wt + @) 2.4)

Tendo a funcdo de onda, nds vamos substitui-la na equagdo de onda na corda. Assim

obtemos a seguinte equacgao diferéncial:

2

sin(@z+ ¢) % + ;L,—:))y(x) o’sin(wr+¢) =0 (2.5)
I’y(x) , Mo _
922 +?ow y(x)=0 (2.6)

Essa, portanto, é a equacdo diferéncial que descreve o movimento da corda cléssica.

2.2 Condig¢oes de Contorno

Neste estudo, nés vamos trabalhar com duas condi¢des de contorno, a Condigdo de

Dirichlet e a Condig¢do de Neumann.

2.2.1 Condicao de Dirichlet

Na Condicao de Dirichlet, a corda tem as extremidades fixas em um ponto. Neste caso, a
corda ndo conserva momento, pois ela transfere energia para onde esté fixa. Portanto, para uma

funcdo de onda y(¢,x), a condi¢do implica que:

y(t,0) =y(t,a) =0 2.7

Figura 1 — Condi¢do de Contorno de Dirichlet

2.2.2 Condicdao de Neumann

Na Condi¢do de Neumann, a corda tem as extremidades livres para se mover. Por conta
disso, a corda conserva momento, pois ela ndo transfere energia para nenhum lugar. Deste modo,

para uma fung¢do de onda y(z,x), a condi¢do implica que:
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dy(t,x)
ox

_dy(t,x)
x=0 a dx

=0 (2.8)

Figura 2 — Condi¢do de Contorno de Neumann

2.3 Corda nado Relativistica: Formalismo Lagrangeano

Nosso objetivo agora € encontrar a lagrangeana do problema que trabalhamos na seccao
2.1 e escrever posteriormente a acdo que descreve o sistema. Portanto, vamos revisar alguns
conceitos da mecanica lagrangeana, encontrar as energias necessarias para montar a lagrangeana

e obter a acdo do sistema.

2.3.1 Conceitos da Mecanica Lagrangeana

Considerando a energia cinética T e a energia potencial V, a lagrangeana L do sistema é

dada por:

L=T-V (2.9)

Além disso, lembrando também que a Natureza segue o principio da minima agao, a acao

S do sistema é dada por:

S— /@L(t)dt (2.10)

Onde & representa um caminho x(¢) que o sistema pode percorrer no tempo. Outro
conceito importante da mecanica lagrangeana é que quando a variag¢do da agdo do sistema 6§
for igual a zero, obtemos as Equacoes de Euler-Lagrange que nos fornecem a dinamica do

sistema.
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2.3.2 Energia Cinética da Corda nio Relativistica

Dado o problema que abrimos na sec¢ao 2.1, nossa corda tem densidade linear ug e
tensdo 7y constante. Suas extremidades estdo em x = 0 e x = a. Para encontrar a lagrangeana do

problema, devemos primeiro escrever as energias cinética e potencial da corda.

A energia cinética € facil de escrever, pois tendo uma massa m e velocidade v, sua

estrutura geral é dada por:

1
TGERAL = 5””2 2.11)

Entdo nosso trabalho consiste em encontrar quem € m e quem € v da corda. Se a € o

comprimento da corda, entdo podemos escrever:

a:/oadx (2.12)

Agora vamos usar a expressao (2.1) e aplicar a expressdo (2.12).

M = ya (2.13)

dM = ypdx (2.14)

Temos a massa do elemento de corda, a velocidade € mais facil ainda de visualizar, pois

se y descreve a posi¢do da corda, a velocidade € facilmente escrita como:

dy

=5 (2.15)

v

Agora vamos juntar tudo na expressdo (2.11).

(1 dy 2_ al >
T_/EdM (E) —/O E(Hodx) (E) (2.16)

Essa € a energia cinética da corda ndo relativistica.

2.3.3 Energia Potencial da Corda ndo Relativistica

A energia potencial estd relacionada ao trabalho necessario para esticar a corda, ou seja,
ela depende da tensdo. Sendo ainda mais especifico, o trabalho é como a tensdo atua ao longo da
corda. Portanto, se d/ € a variacdo de comprimento da corda quando submetida a essa tensao, o

trabalho € dado por:
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d¥ = Tydl (2.17)

Entdo agora vamos analizar quem € d/. Primeiro, um pedaco infinitesimal da corda em
seu estado fundamental vai de (x,0) até (x + dx,0). Isso implica que o comprimento inicial
da corda é [; = dx. Segundo, ao haver oscilagdes, o comprimento da corda vai de (x,y) até
(x+dx,y+dy). Isso implica que o comprimento final da corda é /; = \/dx? 4 dy?. Deste modo,

a varia¢ao de comprimento € d/ = [y — ;.

dl = dx2+dy2—dx (2.18)
(%)
dl =dx4/ 1+ —dx (2.19)
ox
()
dl =dx 1+(==) -1 (2.20)
ox

Vamos realizar uma expansao na raiz quadrada dentro do paréntesis. A expansao mais

geral é dada por:

> (-1t (2n—-2
Vita=1+ Z (‘22,1 1) a' (2.21)

2
Neste caso, faremos a = <%> € vamos usar uma aproximacio para pequenas os-

xilacoes: ’%‘ << 1. Perceba que quando % € muito pequeno, o a também € muito pequeno.
Isso significa que quanto mais aumentarmos a ordem da soma, menor vai ser a contribui¢io dos
termos de ordem superiores, ja que a” serd cada vez menor. Portanto, ¢ uma aproxima¢do muito

boa considerarmos somente a primeira ordem. Sendo assim, temos:

N (—12@2-2)! (dy\?
dl_dx<1+1!(1_1)!22_1 (%) —1 (2.22)

dl ~ dx ~ (ay ) (2.23)
dx

Agora podemos pegar esse d/ que obtemos e colocar na expressdo do trabalho em (2.17).

Com isso, vamos poder escrever a energia potencial V da corda.

d7 =Todx 3 (ay ) (2.24)
dx
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V= /—T()( ) (2.25)

Essa € a energia potencial da corda ndo relativistica. Agora temos as grandezas necessdrias

para montar a lagrangeana.

2.3.4 Lagrangeana, Ac¢do e Variacdo da A¢ao da Corda ndo Relativistica

Vamos aplicar as expressdes da energia cinética (2.16) e energia potencial (2.25) na

expressao da lagrangeana (2.9).

VAR 2 1 v\ >

O que esta entre colchetes € a densidade lagrangeana .. Essa expressdo ja € a lagrange-

ana do sistema, agora vamos usa-la para obter a acdo (2.10).

[ a 1 \* 1 ay\?

O préximo passo para chegarmos nas equagdes de movimento do sistema € encontrar a

variagéio da acdo 6. Vamos entéo variar a fungdo: y(¢,x) — y(z,x) + 6y(t,x).

s [ [ as 10 (3 220) 1 (24 200)]

oot o ol (3 2T 30)
n (2 P )

Agora vamos separar as integrais em trés partes.

t
+/tf N /adx {uo@ 9(8y) _ . 9 3(5Y)] (2.30)
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Assim fica facil interpretar o que sdo essas partes. Note que o primeiro termo ¢ a préopria
agio S[y]. O terceiro termo pode ser desprezado, uma vez que é de ordem (8y)?. Nos resta,
entdo, o segundo termo. Logo, o termo do meio é a variagdo da agdo do sistema 4S. Vamos

entdo trabalhar em cima dessa variacao.

dy d(8y) dy d(6y)
05= ), dt/ [ 0% "o 0%x Tox (2.31)

Devemos reescrever os termos entre colchetes da seguinte maneira:

Iy 9(8y) _ 2 Iy 9%y
Moo —oi = or [MOE&’} — o550y
(2.32)
dy 9(6 d 92
~TH R =2 [Toa—§5y} + T 526y

Substituindo ambas as expressoes (2.32) na varia¢do da acdo (2.31), podemos simplificar

as integrais com algumas derivadas.

2
55— /{ y} art [ lToa Sy} dr — /tdt/ { Tog 2}5y 2.33)

Se os dois primeiros termos forem zero, a condi¢do AS = 0 vai nos dar a equacao de

onda que vimos em (2.2). Vamos entdo analizar os dois primeiros termos.

a 0 t
/0 luoa—i;Sy] dx (2.34)
lf

O primeiro termo (2.34) € nulo, pois, fisicamente falando, a derivada de yem ¢ e a

variagdo 0y ndo mudam pois os extremos estao fixos. O segundo termo ser zero:

/[f[ 9 Sy] dt =0 (2.35)
t; 8

Isso ocorre quando escolhemos ou a condi¢do de contorno de Neumann ou a condi¢do

de contorno de Dirichlet vistas anteriormente.

2.3.5 Momento da Corda nao Relativistica

A partir daqui, vamos trabalhar com algumas defini¢des para facilitar a escrita. A primeira

delas serd para as derivadas:
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y = d
= 8_);
(2.36)
Y d
'= 8ch

O momento € facil de escrever pois para uma massa m ¢ uma velocidade v, sua estrutura

geral € dada por:

PGERAL =my (237)

Colocando a massa da corda (2.14) e a velocidade (2.15) nessa expressdao, obtemos o

momento da corda P,.

a ay
P, = ——dx 2.38
y /O HUo ot ( )
Vamos variar esse momento no tempo.
a5 —/a IV 4 (2.39)
a  Jo Mo '

Agora vamos usar a equacao de onda (2.2) nessa expressao.

dr ox

a

a 2 0
b _ / 752 ar=1y |2 (2.40)
0o ox?

Nessa expressdo podemos ver nitidamente que na condicdo de Neumann (2.8), o momento

dp, . . . n
se conserva -5~ = 0. Prosseguindo, vamos definir mais alguns pardmetros.

Seja a densidade lagrangeana ., podemos definir as densidades de momento:

t — 0%

P =55
2.41)

-

(@X: _8Y’

Vamos usar a densidade lagrangeana obtida da lagrangeana (2.26) e as simplificacdes
definidas em (2.36).

_d Tl 72 1 2

:@t—a—y[zqu — 3T Y"?
(2.42)

P =g (s V2 = 3 To Y]

P =Y
(2.43)
P = T, Y
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Podemos reescrever a variacdo da acdo (2.35) como:

t
ss= [

t

P~ 8y),) di (2.44)

De imediato vemos que &?* = 0 na condi¢dao de Neumann, pois a variacdo da a¢do tem
que ser nula e 8y ndo zera a expressdo. Isso ndo é por acaso, pois &' zera na condi¢do de
Dirichlet. Pela forma com que esses parametros foram construidos, podemos dizer que a derivada
da densidade lagrangeana em relaciio a Y e Y’ nos d4 as densidades de momento associados a ¥
et

A condigdo de Dirichlet vai ser importante no estudo das D-Branas, que sdo objetos
fisicos onde as extremidades das cordas abertas estdo limitadas. Se as cordas abertas possuem
extremidades fixas as branas, o0 momento nao se conserva somente na corda e passa € ser
necessario considerar o sistema "corda mais brana"para haver conserva¢ao de momento. Portanto,

a corda aberta pode transferir energia para a brana.
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3 CORDAS RELATIVISTICAS

Neste capitulo, vamos descrever a corda relativistica cldssica, uma corda que vai levar
em conta as propriedades propostas pela fisica da relatividade. Vamos trabalhar em cima da
trajetoria que a corda realiza no espaco-tempo. Por exemplo, a trajetéria de uma particula pontual
relativistica, descreve uma linha no espago-tempo. Essa linha € chamada de Linha de Mundo.
Por outro lado, a trajetéria que uma corda realiza no espaco-tempo descreve uma superficie. Essa

superficie é chamada de Folha de Mundo.

3.1 Funcional de Area da Folha de Mundo

Dagqui para frente, serd interessante encontrarmos grandezas invariantes para construirmos
uma fisica mais geral e elegante. Duas das invariancias que € importante darmos aten¢do
sdo a Invaridncia de reparametrizagdo, que € quando a fisica de uma grandeza ndo muda
independentemente da parametrizacdo adotada, e a Invaridncia de Lorentz, que é quando a
fisica de uma grandeza ndo muda indepedentemente do observador inercial. Portanto, vamos

desenvolver um funcional de drea para a folha de mundo que apresente ambas invariancias.

3.1.1 Parametrizacdo da Folha de Mundo

Primeiro vamos considerar que a folha de mundo estd parametrizada em um espaco de
parametros e posteriormente vamos encontrar a drea de um pequeno elemento dessa superficie,
que € a folha de mundo. Como a folha de mundo € uma superficie bidimensional, temos dois

parimetros £ e £2, para descrevé-la.

2
E A
XB
el
dV-I
de?
A
4 1 X! dv
d¢ § 1

Figura 4 — Folha de Mundo
Figura 3 — Espaco dos Parametros
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As coordenadas da corda parametrizadas sao dadas por:

X(&'&%) = (x"(".&%).x2(£".6%).x°(&'.6%) 3.1

Pelas figuras 3 e 4, faz sentido definirmos d\71 e d\72 como:

v = g5de!
(3.2)
dvh = $%d&?

Para ser mais geral, vamos calcular o elemento de drea usando a expressdo da drea do

paralelogramo.

dA = [dV}| |dV5||sin(6)| = |dV} ] [dV5] 1/ 1 — cos2(6) (3.3)

dA = \/ |4V 2 VA |2 — dVi [2 a5 Peos?(8) (3.4)

Pela definicao de produto escalar, podemos simplificar o que estad dentro da raiz.

dA = \/ (dV -dV)) (dV5 - dVh) — (dV - dV3)? (3.5)

Agora vamos abrir 0s vetores dVl e d\72 usando as defini¢des (3.2).

— — — — — — 2
d d Jd d d d
a4 = dglde? (a;a;> (a;a@‘(a_;a_é) (3.6

Essa é a expressao geral para um elemento de drea de uma superficie parametrizada.

Deste modo, para encontrar o funcional de drea, basta apenas integrar esse elemento de area.

- - - - - o\ 2
X JX X JX X dX
A= [aglag (agl '8€1> <a§2'852> _ (aél 'a§2> (3.7

Faremos agora algumas defini¢cdes. Primeiro, o que estd dentro da raiz é o determinante

de uma métrica induzida g;;. Métricas induzidas sdo tensores métricos que possuem a seguinte

estrutura: g, = d, X" dpX" gyv (X%). Portanto, g = det[g;;|. Deste modo:

9% 9%\ (9% ox ox %\
g:<a I’ 1)( 2 2>_(_1'_2> (3.8)
¢t d¢ d¢* d¢ dg! d¢
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Vamos definir a matriz g;; de modo que o seu determinante dé€ este valor.

X X
8ij = agi'agj (3.9)
Abrindo a nota¢do temos:
X X 0X 9%
d d d d
e |55 R0 a0

N5}
e
o)
5]
e
N5}
e
)
NS}
e
9|

Portanto, podemos reduzir o funcional de 4drea usando o determinate da métrica induzida.

A:/d§1d§2\/§ (3.11)

3.1.2 Invaridncia de Reparametrizacio do Funcional de Area

Vamos provar agora, a invariancia de reparametrizacdo do funcional de drea. Primeiro
vamos reparametrizar em funcio de parametros &' (E1,E2) e E2(E!,E?), que misturam as coor-

denadas ! e E2. Pelo Teorema de Mudanca de Varidveis temos que:

dE'dE? = |det | 28 | | &1 aE2
(3.12)

dEVdE? = |det g—é dE'dE?

Para encurtar os cdlculos, vamos definir duas matrizes que sdo os argumentos dos

determinates das equagdes acima.

dE!
(3.13)

~ a~l

M= 9%

Note que ao juntar as duas equagOes em (3.12) e substituir as definicdes em (3.13)

podemos facilmente demonstrar a seguinte relacao:

]det[M,-j]] |det[M,~j]| =1 (3.14)

Essa relacdo vai ser importante, vamos guardd-la por enquanto. Nosso proximo passo €
considerar uma superficie S na nossa folha de mundo, com vetor dX de comprimento ds, tangente

a superficie. Deste modo:
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ds* = (ds)> = dX -dX (3.15)

Como o vetor dX estd no espaco dos parametros, € valido escrevé-lo da seguinte maneira:

S 0X .
dX = 5grdd!+

0X ., 90X .
aeds’ = gt

(3.16)

Perceba que estamos usando uma conven¢ao de soma, pois aqui estamos somando todos
os termos de diferentes valores que o indice i pode assumir, neste caso, i = 1,2. Por tanto,
vamos colocar (3.16) na definicao (3.15), lembrando que na multiplicagdo os indices tém que ser

diferentes.

X X dX
ds2:<aéld§> (a& ) 5& &gjdé A& (3.17)

Agora chegamos a um resultado interessante, note que a métrica induzida (3.9) estd na
expressdo. Significa que podemos escrever:

ds? = g;;dETAE (3.18)

Chegamos aonde queriamos, porque a partir de agora vamos mudar o olhar do problema.
Da forma que ds foi definido, ele ndo pode depender dos parametros. Neste caso, o mesmo ds

tem que poder ser escrito com parametros diferentes. Entdo vamos escrevé-lo!

ds? = g,y dEP dEY (3.19)

Tendo em vista que as equagdes (3.18) e (3.19) sdo iguais, nds temos:

_ JEr 9
8ij :gpqa_éi@ (3.20)
Agora vamos usar a segunda definicao em (3.13).
8ij :gpqﬁpiﬂqj = 8&pq (MT>iqu.i (3.21)
Tirando o determinante da equacdo (3.21).
— g (det[M])? (3.22)

Agora vamos voltar na expressdo do funcional de drea (3.11). Nela vamos aplicar a

primeira relacdo do teorema de mudanca de varidveis (3.12), ja simplificado com a primeira
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definicdo em (3.13) e dentro da raiz vamos aplicar a relacdo que acabamos de obter (3.22).
Lembrando que os indices ndo sdo mais importantes, o que importa € a identificacao dos

parametros que estamos usando.

A= / det [M]| d&' dE21 /3 (det[M])? (3.23)

A:/dg1 dE2\/Z|det[M]| |det[M]| (3.24)

Aplicando a relagdo (3.14), obtemos:

A:/dgldgz\@“ (3.25)

O mesmo funcional de drea descrito pela mesma estrutura nos novos parametros com-

prova sua invariancia de reparametrizacao.

3.1.3 Funcional de Area na Superficie do Espaco-Tempo

A partir dessa subsecdo, vamos mudar a notagdo. Faremos uma recapitulacdo do que
vimos no inicio desse capitulo, mas ja entrando com a notac¢ao usual da teoria de cordas. Deste
modo, primeiro vamos substituir os pardmetros &! e 2 pelos pardmetros T e &. Nesses novos
parametros, T vai representar o tempo na corda e ¢ vai representar o espaco na corda. Portanto,
neste caso, o tem um intervalo finito. Da mesma forma que vimos anteriormente, a folha de
mundo esta contida nesse espaco de parametros. Podemos dizer até que 7 e o sdo coordenadas

na folha de mundo, ja que mapeiam todo o percurso que a corda faz no espago-tempo.

Deste modo, vamos definir as coordenadas da corda. Nao vamos por um limite de

dimensdes espaciais, entdo vamos trabalhar num espaco de d dimensdes.

X4(1,0) = (X(1,0),X!(1,0), -, X%(1,0)) (3.26)

Na teoria vao existir dois tipos de cordas. As Cordas Abertas, que sdo cordas com duas
extremidades, e as Cordas Fechadas, que sdo cordas com as extremidades unidas uma na outra.

Entao € importante destacar que, por enquanto, estamos trabalhando com cordas abertas.

Vamos redefinir o funcional de drea nos novos parametros, entdo vamos refazer os

mesmos passos dos cdlculos que foram feitos antes. Igual em (3.2), temos:

av = 2%dr

(3.27)
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Ja sabemos que o funcional de drea tem que ter a estrutura da expressao (3.7).

A — [ drde ] (90X 90X\ (9X 9\ (X IX\*
- e\ [(5252) (50 °5a) ~ (525

Entretanto existe um problema aqui! Embora isso ndo seja 6bvio, se prosseguirmos com

os célculos do jeito que estd, 14 na frente o argumento dentro da raiz serd negativo. Isso nao € um
erro, mas € problematico e queremos deixar os cédlculos na forma mais simples possivel. Portanto,
podemos mudar o sinal do argumento da raiz, com base em trés motivos. Motivo 1: A expressao
ndo vai deixar de ser um funcional de drea, afinal as dimensdes permanecem as mesmas. Motivo
2: A expressdo ndo vai perder sua invariancia de reparemetrizacdo, pois podemos fazer esse
mesmo processo com A descrito por outros parametros. Motivo 3: A expressdo ndo vai deixar de
ser invariante de Lorentz, porque uma constante adimensional ndo vai mudar entre observadores
de Lorentz. Entdo vamos mudar o sinal do argumento da raiz, ja que estamos definindo um

funcional de area.

X 9X\? [9X 90X\ [9X X

X ax\> [9IX\ [IXx\*

Esse € o funcional de drea que ndés vamos trabalhar na teoria de cordas relativistica.

Ele serd essencial para construir a acdo da corda relativistica, também conhecida como A¢do
Nambu-Goto.

3.2 Acao de Nambu-Goto da Corda

O funcional de area (3.29) é um funcional invariante de reparametrizacdo e invariante de
lorentz. N6s queremos que a acdo da corda tenha as mesmas invaridncias. Portanto, é razodvel
pensarmos na acdo como um funcional que tenha o funcional de drea da corda embutido
nela. Entdo vamos fazer uma anélise dimensional, considerando L, T e M respectivamente as

dimensdes de comprimento, tempo e massa.

Primeiro de tudo, o funcional de area da corda tem que ter dimensdo de comprimento ao

quadrado.

[A] = L? (3.30)

A dimensdo da agdo ja € conhecida, ela tem que ter a forma:
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S]=———I81=7 Al (3.3D)

Agora chegamos a uma relacdo interessante! Note que a a¢do pode ser escrita em func¢io
do funcional de drea, desde que coloquemos algo que tenha dimensao de AT’I e seja invariante
de reparametrizacdo e invariante de lorentz. Vamos garantir a primeira invariincia, pois, se
colocarmos uma constante fisica, isso ndo vai afetar a invariancia de reparametrizagdo, uma vez
que a constante independe dos pardmetros. Desta forma, podemos sempre acrescentar constantes.
Entretanto, aqui entra outro problema, pois essa constante tem dimensao, significa que ela pode
ser sucetivel a mudancgas nas transformagdes de Lorentz. Portanto, precisamos pegar constantes

que sejam invariantes de Lorentz.

Vamos pegar a dimensdo dessa constante e multiplicar por 1 duas vezes. A dimensao ndo

pode mudar!

M M LT> M%  [F]
T T

— .. = = (3.32)

Agora ficou melhor! Porque ¢ dimensdo de forga por velocidade. Precisamos achar
uma constante com dimensado de for¢ca e uma constante com dimensao de velocidade que sejam
invariantes de Lorentz. Essas grandezas ja existem! Trata-se da velocidade da luz c e a tensdo da
corda Tp. Embora ndo seja 6bvio ainda, aqui vamos fixar a tensiao da corda como uma grandeza

invariante de lorentz porque 14 na frente vamos associé-la a energia de repouso. Portanto:

L= (3.33)

Agora podemos escrever a acdo completamente. Como um sinal ndo muda as invariincias,
vamos definir um sinal na frente das constantes. Também vamos por os limites de integracao.

Neste caso, 7 € [t;,t¢] e 0 € [0,01]. Agora vamos escrever a acdo completa:

" e [ X ax OX\? /X \?
/z, / \/ 81’ 86 (%) (%) (334

Para facilitar o cdlculo, faremos as mesmas defini¢des que fizemos em (2.36).

suU — dXH

Xt =%
(3.35)

X/” — aaX”

- o

Aplicando essas defini¢des, obtemos a A¢do de Nambu-Goto da Corda Relativistica:
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Ty [ o1 . .
S:_?O/ti dr/o doy/ (X -x7)? = (%)% (X)° (3.36)

Obtendo a a¢do da corda relativistica, podemos deduzir as equacdes de movimento da

corda.

3.3 Equacgao de Movimento da Corda Relativistica

Sabendo que 7 é um parametro temporal e o é um parametro espacial, pela acdo de
Nambu-Goto (3.36) podemos extrair a lagrangeana e a densidade lagrangeana da corda relativis-

tica. Sao respectivamente:

L= —? OGI dG\/(X X')? = (X)* (x7)? (3.37)
L(X,X") = —? VXX (%) (x0)? (3.38)

Como vimos em (2.41), podemos definir duas densidades de momento a partir da

densidade lagrangeana. Sao elas:

_ 0%

P =S5
(3.39)

_ 902

D= Fxm

Essas derivadas sao faceis de calcular, basta usar a regra da cadeia e chegamos ao seguinte
resultado:

Pt — _T (X' X) XM —(X')> X"

u c \/(X-X’)Z—(X)Z(X’)z
(3.40)

PO — Ty (X-X') XH—(X)2 X"

n c \/(X-X’)Z—(X)Z(X’)Z

Agora esse resultado fica guardado, pois vamos calcular a variacao da acdo, para chegar

as equagdes de movimento. De imediato, podemos escrever a variagdo como:

is Ol ¢ .., 9% ,
5s= | dr/o do [a—x.ax+ax,.5x (3.41)

A variacdo pode entrar na derivada, essa é uma propriedade interessante, que se d4 da
seguinte maneira:
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SXH =5 (M) _a(sxk)

T o7

(3.42)
XM (XM

Portanto, usando essa propriedade (3.42) e as defini¢des em (3.39), nés podemos conti-

nuar os calculos.

o LI(8XM) o A(8XH)
6s= | dr/o dc[@u S+ P o (3.43)

Vamos reescrever os termos que estdo entre colchetes desta forma:

OXH 0 0Pt

'@ﬁ (&‘c = at [’@ﬁSX“} —ox* Bru
(3.44)

ABXH) _ 9 028

g U — 4 | pgoxk| - sxuigt

Ficamos entdo com essa expressao:
o o 0 S ”&@ﬁ 0 sy u&@g

5s= | ar [ do {% [ 7poxn] —oxn= b 2 [pgexn] - sxr Tt (3.45)

Daqui podemos simplificar algumas integrais com as derivadas.

65— | i} [Wﬁéxﬂ}z do + /, ! [936}(“]; dt

1y c 0Pt  0P°
—/f dt 1 do SX* | —H£ + K
1 0 ot 00

(3.46)

Dessa expressdo, o primeiro termo podemos zerar, pois nio existe variagao X* nos
tempos inicial e final: §X*(#;,6) = 6X*(t;,0) = 0. Se usarmos a condi¢do de contorno de
Dirichlet (2.7), ndo pode haver variacao nas extremidades, ou seja, em 6 =0 e ¢ = 07, 0 que
significa que podemos zerar o segundo termo nessas condi¢des: §X*(7,0) = 6X*(1,01) =0.
Portanto, nossa expressio ficou apenas com o terceiro termo. Como 65 = 0, podemos dizer
que o argumento da integral é zero, entretanto SX* £ 0, o que significa que todo o termo entre

paréntesis € igual a zero.

97y 9Pg
P + P =0 (3.47)

Deste modo, essa ja € a equacao de movimento da corda relativistica. Essa expressao

serd muito importante nos préximos célculos.
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3.4 D-Branas

Nesta se¢do, nés vamos falar das D-Branas, que sdo objetos fisicos aos quais as extremi-
dades das cordas abertas estdo fixadas. Inicialmente, as D-Branas representam o limite espacial
para as extremidades das cordas se moverem. Entretanto, veremos 14 na frente que as D-Branas
sdo objetos fisicos que trocam momento e energia com as cordas abertas. O "D"vem da condicao
de contorno de Dirichlet, onde as extremidades da corda sdo fixas. Neste caso, as extremidades
sdo fixas na dimensdo da brana. Portanto, branas sdo caracterizadas por suas dimensoes espaciais,

que limitam o movimento das extremidades da corda.

3.4.1 DimensOes das Branas

A dimensdo da brana vem indicada na nomeclatura. Por exemplo, uma DO-Brana é uma
brana adimensional, uma D1-Brana € uma brana de 1 dimensido, uma D2-Brana é uma brana de
2 dimensoes e assim por diante, ate a Dp-Brana, que € a brana de p dimensdes espaciais. Abaixo

estdo algumas representacdes visuais de branas até duas dimensdes.

A DO-Brana, por ser uma brana adimensional, sdo pontos fixos que prendem as extremi-

dades da corda sem permitir movimentac¢do em qualquer dimensao.

Figura 5 — DO-Brana

A D1-Brana, por ser uma brana unidimensional, confina as extremidades da corda aberta

a se moverem livremente em uma linha unidimensional.

—_————

Figura 6 — D1-Brana

A D2-Brana, por ser uma brana bidimensional, confina as extremidades da corda aberta

a se moverem livremente em um plano bidimensional.
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Figura 7 — D2-Brana

Ja a Dp-Brana, ou seja, uma brana com p dimensodes espaciais, nao tem uma representacao
p
visual precisa. Contudo, ela confina as extremidades da corda aberta a se moverem livremente

em um objeto fisico de p dimensdes espaciais extras.

3.4.2 Condicado de Contorno da Corda Aberta nas Branas

Agora nés vamos ver como as condi¢des de contorto se aplicam nas branas. O raciocinio é
bem simples, vamos olhar para a Figura 7. A condi¢io de Dirichlet se aplica na coordenada X> da
corda, pois nessa coordenada a posicio das extremidades da corda sdo fixas. Nas coordendas X!
e X2, as extremidades ficam com um movimento livre para percorrer toda a brana. Essa condicdo

de movimento livre nés vamos chamar de condicdo de ponto final livre, que € caracterizada por:

24 (1,0)= 2] (1,01) =0 (3.48)

Note que é bem razodvel definirmos a condi¢@o assim. No capitulo 2, nés vimos que a
condi¢do de Dirichlet zera o momento associado ao tempo &' = 0 e a condi¢ido de Neumann
zera 0 momento associado ao espaco ¥ = (), entretanto isso foi visto nos pardmetros da corda
ndo relativistica. Traduzindo para os parametros da corda relativistica, nos chegamos a condi¢ao
de ponto final livre que acaba sendo consequéncia da condi¢do de contorno de Neumann. Como
estamos trabalhando nas extremidades, evidenciamos os valores da coordenada o referente as

extremidades da corda.

Por mais que agora as D-Branas parecam objetos matematicos, na verdade elas sdo
objetos fisicos com densidade de energia calculdveis e propriedades notaveis. Entretanto, isso €

assunto para trabalharmos posteriormente, depois que falarmos de quantizacdo das cordas.
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3.5 Corda Relativistica Estatica

A corda relativistica estdtica se dd quando trabalhamos a corda em um tempo fixo, ou
seja, as linhas da folha de mundo que mantém 7 constante denotam Cordas Estdticas na folha de
mundo. Esse estudo vai ser importante porque por eles, vamos conseguir obter a tencdo da corda

Tp, que definimos ser uma invariante de Lorentz.

3.5.1 Conceitos de Relatividade Restrita

Aqui serd necessdrio fazer uma revisdo da Relatividade Restrita, pois faz parte do acervo
matematico que vamos usar nos célculos posteriores. Entretanto, ndo vamos entrar em detalhes,
pois ndo é o nosso foco. Embora essa revisdo se limite a um sistema de 4 dimensdes, tudo que
for descrito nesta subse¢do, também vale para um sistema de D dimensdes, sendo D = 1+d,

onde d € o numero de dimensdes espaciais.

Portanto, o sistema de coordenadas que vamos utilizar € o sistema de coordenadas de
Minkowski:

=

X = (X% x' X%, X3) = (ct,x,y,2) = (ct,X) (3.49)

A métrica que vamos utilizar € a métrica de Minkowski (-,+,+,+), descrita pela matriz:

-1 0 0 O
0O 1 0O

— 3.50

Nuv 0 010 ( )
0 0 01

A matriz n*V é a matriz inversa de 7,y. Essas matrizes podem ser usadas para subir ou
abaixar indices de outras componentes, por exemplo: by = 1,y b”. Com a métrica de Minkowski

também podemos construir as caracteristicas do nosso espago-tempo.

—ds = Ny dX* dX” (3.51)

A métrica também estd presente no produto escalar:

a b - a“ b” - n’uvau bV (3.52)

Uma propriedade interessante da métrica também estd na sua relacdo com a delta de

kronecker:
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Outro conceito da relatividade restrita que também vale o destaque, sdo as transformacgdes

de Lorentz. Essas transformacdes de coordenadas podem ser escrita como:

XH=LhxY (3.54)

Onde LY é a matriz de transformacdo. Nela estd embutido o fator de lorentz y e o fator 3.

y —vB 00
H = —2)/13 2)' (1) 8 (3.55)
0O 0 01

Além disso, também existe uma relacdo muito importante na relatividade restrita que

agrupa momento p, massa m e energia £ em uma Unica equacio.

E?>=m?ct+ p?e? (3.56)

Por fim, vamos falar dos principais quadrivetores. Primeiro temos o quadrivetor momento,

descrito por:

E
Pt = (PO:P17P27P3) = <;:anpyapz) (3.57)

E o quadrivetor velocidade, que € descrito por:

ul = (uo,u1,uz,u3) = (yc,vy,vy,v;) (3.58)

O quadrivetor momento pode ser escrito em funcdo do quadrivetor velocidade.

Pt =mut (3.59)

Por defini¢do nds temos que:

dx°  ,dt d vy
_ _ PPN R 4 3.60
H=¢ ds ¢ ds re ds ¢ ( )

Vamos guardar esse ultimo resultado com muita aten¢do, pois essa relacdo vai ser util 14
na frente. Com isso terminamos nossa revisao de relatividade restrita. Podemos agora voltar ao

foco principal.
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3.5.2 Parametrizacdo e Acdo da Corda Relativistica Estatica

A invariincia de reparametrizacdo nos permite escolher livremente a parametrizagcdo da
folha de mundo. Neste caso, vamos fixar as linhas de 7, de modo que 7 fique relacionado com
a coordenada X° = ¢7 do espaco de Minkowisky, em algum referencial de Lorentz. Em outras

palavras, fazemos as linhas de 7 serem cordas estéticas, associando cada 7 a um tempo ¢ estético.

Estamos parametrizando da seguinte maneira:

X%t,6) =ct(r,0)=ct (3.61)

Ou seja, estamos fixando T = . Isso implica que X*(t,6) = (ct,X(t,0)), onde X sdo

as coordenadas espaciais da corda. Portanto, vamos tomar as derivadas (3.35).
’ X
X = (C, W)

( o%
X' = (o,%)

Prosseguindo com a estruturacdao do problema, vamos considerar as extremidades da

(3.62)

corda fixadas em X! =0 e X! = a > 0, com valores nulos nas outras dimensdes espaciais:
X?=X3=...=X%=0.Como o espago da corda s6 depende de X!, podemos afirmar que X' é
uma fungio de o: X'(r,0) = f(o), onde f(0) =0 e f(0) = a. Com isso nds temos:

XH = (ct,f(0),0) (3.63)

E as derivadas:

X = (c,0,0)
(3.64)
X' =(0,f(c),0)

Podemos realizar produtos entre essas derivadas acima, lembrando que a métrica que

estamos adotando influencia no sinal.

(X =-¢
(X2 =(f)? (3.65)
X-X'=0

Agora vamos colocar esses resultados na acdo Nambu-Goto (3.36).
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Ty [ o1
s=-2 dr/ doy/c2 (1) (3.66)
t 0

S=-Ty / 7 de{f(o1) - £(0)} (3.67)

1

Iy
S= —(Tya)dt (3.68)

I

Essa € a acdo da corda relativistica esttica. A partir daqui seré facil obter uma grandeza
muito importante para a teoria de cordas relativistica, a tensdo da corda Ty, que definimos ser

uma invariante de Lorentz.

3.5.3 Valor da Tensao da Corda T

Nesta secdo estamos trabalhando com cordas estaticas, ou seja, ndo pode haver energia
cinética. Isso implicaque T =0 e L = —V. Como a lagrangeana L € o argumento da integral que

estd na acao, podemos ja escrever a energia potencial da corda estética.

V= Tya (3.69)

Essa expressdo tem uma interpretacdo bem interessante! Se a tensao da corda estatica for
Tp, independente do seu comprimento, Tpa é a quantidade de energia associada uma corda de

comprimento a.

Vamos lembrar que construimos a teoria de cordas relativisticas em cima da ideia de que
Tp € uma invariante de Lorentz. Queremos que V também seja uma invariante de Lorentz. Entao
se V ¢ a energia associada uma corda, podemos traduzi-la na energia mais fundamental possivel,

ue é a energia de repouso: E = mgc2, onde mg é a massa de repouso.
0

V =myc? (3.70)

Como a é o comprimento da corda, podemos definir a massa de repouso por unidade de

comprimento g:

mo

Uy =2 (3.71)
a

Entdo usando as trés ultimas expressdes que obtemos: (3.71), (3.70) e (3.69). N6s temos

o valor explicito da tensdo da corda.

Ty = o 2 (3.72)



Capitulo 3. Cordas Relativisticas 40

Uma observacdo que vale destacar, quando igualamos a energia potencial (3.69) a energia
de repouso, nds fazemos com que o comprimento a se torne um comprimento invariante de
lorentz. Neste caso, ¢ como se a se tornasse um comprimento fundamental associado a energia

de repouso.

3.6 Momento, Energia e Equagdo de Onda da Corda Relativistica

Nesta secc¢do, nés vamos definir uma nova grandeza fisica, a Velocidade Transversal v | .
Com essa grandeza podemos simplificar a acdo de Nambu-Goto e as expressdes dos momentos
que vimos em (3.40). Além disso, vamos calcular a hamiltoniana da corda relativistica a partir da
nossa nova acdo de Nambu-Goto simplificada. Da acdo vamos extrair o momento e a densidade
de momento total da corda relativistica. Vamos obter a tensdo efetiva e densidade de massa

efetiva da corda e calcular a equacio de onda da corda relativistica.

3.6.1 Velocidade Transversal da Corda Relativistica

Nesta subse¢do, vamos chegar na velocidade transversal da corda relativistica. Primeiro
devemos definir um parametro s que mede o comprimento ao longo da corda. Neste caso,
s(o) sera o comprimento da corda no intervalo de o =0 até o = o7. Como vimos na sec¢do
anterior, aqui vamos trabalhar em um tempo fixo. Entdo vamos tomar a variac¢ao infinitesimal de

comprimento da corda:

=

= ds X
ds = |dX — == 3.73

Note que o vetor %—)S( ¢ a taxa de variacdo de X em relacdo ao comprimento da corda.

Vamos provar que esse vetor € um vetor unitdrio!

9% X 0% 0% (do\' _|oR[ (do\?_(as\?ido)' o
ds ds do do\ds) |do ds ) \do ds ) ’

Assim provamos que esse vetor € unitdrio, isso vai nos permitir dar um passo importante

14 na frente. Além disso, € evidente que g—ﬁ ¢ tangente a corda, pois essa derivada € obtida em ¢

fixo, de modo que as linhas em ¢ constante sdo precisamente as cordas. Portanto, se ‘2)—)5 = 3—); . %—‘s’

e 2X ¢ tangente 4 corda, entdao 92X também é tangente a corda.
do ds

Neste caso, %—f € um vetor unitério e tangente a corda. Assim podemos juntar todas essas

informagdes do problema em uma representacdo mais visual.
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o+ do

t+ dt

t

Figura 8 — Representagdo da Velocidade Transversal v

Ja sabemos que cada linha de r constante € uma corda diferente, ou seja, a linha de ¢
constante € uma corda e a linha de ¢ + dt € outra corda. Note que a velocidade transversal V| é
a componente perpendicular da velocidade % e também perpendicular a corda. A velocidade
trasversal também € a componente perpendicular ao vetor unitario % tangente a corda. Com

esses dados podemos determinar quem € a velocidade transversal.

Para isso, vamos usar uma relagdo matematica que diz que para qualquer vetor i, sua

componente perpendicular a um vetor unitério 71 € dada por:

i, =ii— (ii-A)A (3.75)

Usaremos essa relacdo para determinar a velocidade transversal. Podemos usar a esque-

matizacdo da Figura 8 para termos uma orientacao.

. 9X [9X 9X\oX

Essa jé € a velocidade transversal, mas um resultado mais interessante é o quadrado dessa

velocidade.

S\ 2 - - - - - N 42
0X X [(dX 00X\ dX X 0X \ dX
- \2
== 22— |=— = | = RER i — 3.77
"= 1% ot \ar as | 9s T\ 5r 95 ) 3 -77)
5 2\ 2
Como %—f € um vetor unitario, entao <‘?9—)§> = 1. Neste caso, podemos simplificar nossa

expressao.
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% I% % oX ox
s 2_ — — — 8 — — O e—
(1) _<8t> 2<8t as> +(az 8s> (3.78)

X oX oX
= \2 e _ | z= =
(V1) _<a;> (a; as> (3.79)

Essa é a expressdo para o quadrado da velocidade transversal, vamos guardar esse valor

porque ele vai ser importante. NOs vamos reescrever a acao, energia e os momentos da corda

relativistica em funcdo da velocidade transversal.

3.6.2 Acdo da Corda Relativistica em Fung¢do da Velocidade Transversal

Conforme obtemos a velocidade transversal, nds podemos reescrever a agao em fungao
dessa grandeza. Primeiro vamos identificar X* como sendo X* = (cz,X). Assim podemos
determinar suas derivadas como X = <c, %—f) eX' = (O, g—’é) Faremos agora os produtos entre

essas derivadas:

(X2 =—+ (a—X)Z

t

(X')? = ((%()2 (3.80)

> vi_ (9X 90X
X'X—(W'%)

\

Podemos pegar esses produtos e substituir na expressao da agcdo de Nambu-Goto (3.36).

- -\ 2 -\ 2 -\ 2
Ty v o1 X 90X , . [9X X
S——?/,,. df/o do (E'%) | +<E> (%) (5.81)

N S\ 2 S\ 2 S\ 2
T (v o X X , [9X X
S__?/r,» df/o do (W'%) + e —<W> <%> (3.82)
2
S) — 1.

S

2
Vamos colocar em evidéncia (g—;) e simplificar a expressdo sabendo que (

Q|

Ty i[O ds\* | (0X oX , [oX oX
S‘_?/ti df/() do (%) (E'E) e \ar s -89
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ot ds

N 2 W o\ 2
To [Uf o ds \ 2 X X o0X
——0/ dr/ do | (Z) |2 (22) — (22 (3.85)
c Jy 0 Jdo dt
Por fim, € aqui que vai entrar a velocidade transversal

Ty ['f o1 ds \?
—?O/t dr/o dc\/(x) [2—72] (3.86)

Terminando as simplifica¢des, nés ficamos definitivamente com a agao de Nambu-Goto
escrita em funcao da velocidade transversal

o1 =2
_—To/ d‘L’/ dG( ) VL
L

C2

(3.87)
Essa relagdo vale tanto para cordas abertas quanto para cordas fechadas

3.6.3 Dinamica das Extremidades da Corda Relativistica
Ja vimos anteriormente que as extremidades da corda tem movimento livre nas D-

momento 2 de (3.40)

Branas. Portanto, aqui n6s vamos utilizar a condi¢do de ponto final livre (3.48) para abrirmos as
expressoes que ja obtemos. Primeiro de tudo, vamos tomar as relagdes em (3.80) e aplicar no
i 40).

(3.88)
S o N)
oX o9X )¢
o (e ()
‘@u = . — (3.89)
cin\/1——=%
(o} C
S o )
X 9X 2 (aX X
o ERE) 2
Tn=a v

(3.90)
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Vamos guardar esse resultado por enquanto! Queremos agora analizar o que acontece
. . . 0 0
com Z§. De imediato podemos afirmar que X 0— aait —ceX V=2
com:

5 = 0. Assim ficamos

(3.91)
2

Pela condigdo de contorno que estamos adotando para as extremidades, o momento 2§
tem que ser zero. Essa expressdo so vai ser zero se, € somente se:

X 9X

Daqui podemos jé tirar um resultado interessante. Vamos relembrar a expressdo da
velocidade transversal (3.76) e aplicar a condi¢do (3.92), nds obtemos que:

oX
VL:E:V

(3.93)

Note que a velocidade V das extremidades ja é uma velocidade transversal a corda! Porem,

agora vamos ver um resultado ainda mais surpreendente. Vamos pegar a condicao (3.92) e (3.93),
e aplicar no momento (3.90).

2y,

g=—3 - 5 (3.94)
-z

(1_ﬁ> 9Xu

PG =Ty ~——+ = d (3.95)
-2
V2 oX

DS =Ty Lok

(3.96)

Pela condicao de contorno que estamos adotando, esse momento também precisa ser
zero. Portanto, essa expressao sé vai ser zero se, € somente se:

‘_)‘:_‘ pu—

V| =c (3.97)
Nas extremidades, a velocidade transversal € a propria velocidade da corda e a velocidade
da corda tem o valor da velocidade da luz.

Por agora, terminamos nossa andlise da dindmica das extremidades, entretanto € inte-

ressante fazer um pequeno acréscimo. NOs escrevemos uma expressao mais refinada para #2,
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entdo vamos fazer o mesmo para gz; Vamos tomar as relagdes em (3.80) e aplicar no momento
ﬁﬁ de (3.40). J4 vou considerar a condi¢fo (3.92) para zerar o termo que leva X’ - X e vamos

considerar também a relacdo (3.73) para simplificarmos a expressao.

a%)” . Xy
Ty do dt

[ S 3.98
H c ds ‘_’f ( )
n o || ox
gt 10 1991 Y7 3.99
B2 72 Ot ( )
T2

Terminamos de refinar a expressdo. As relagdes (3.99) e (3.96) vao ser importantes mais

para frente, porque podemos colocé-las na equagdao de movimento (3.47).

3.6.4 Hamiltoniana da Corda Relativistica

A hamiltoniana de um sistema, descreve a energia total do sistema. Portanto, uma
grandeza importante de calcularmos é a Hamiltoniana da Corda Relativistica. Para isso, vamos
relembrar como se constr6i a Hamiltoniana, mas ja adiantando, vamos precisar do momento total

da corda relativistica.

Primeiro de tudo, a partir da acdo em (3.87), n6s podemos extrair sua lagrangeana L:

=2
L=-T, /Gl do (ﬁ) _M (3.100)
0

do c?

E da lagrangeana extraimos a densidade lagrangeana .Z":

d V2
L =-T, <—s> 1--L (3.101)
do
Pela natureza da mecanica lagrangeana, o momento total do sistema pode ser calculado
pela derivada da lagrangeana na velocidade generalizada. De forma anéloga, a densidade de
momento do sistema, € a derivada da densidade lagrangeana na velocidade generalizada. Deste

modo, é imediato que podemos obter a densidade de momento tomando:

P(t,0) = %ﬁ") (3.102)

Entéo, derivando a expressao (3.101) em V|, nds obtemos a densidade de momento da

corda relativistica:
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= T() \7J_ ds
P =— = 3.103
c? 72 do ( )

Integrando em todo o espaco, nés devemos ficar com o momento total da corda relativis-

tica:
(3.104)

Por defini¢do, a hamiltoniana necessita do momento, a velocidade e a lagrangeana do
sistema para compor a sua expressao, deste modo, podemos contrui-la da seguinte maneira:

(3.105)

H=P-V, —L

Deste modo, usando as expressoes (3.100) e (3.104), e fazendo as devidas simplificagdes,

podemos escrever direto a hamiltoniana da corda relativistica:

Tyd
0¢s (3.106)

Assim temos a hamiltoniana total do sistema. Vamos lembrar que ds = do (g—;) , de

modo que isso torna possivel remover a integral | do da hamiltoniana. Removendo a integral,
nés ficamos com a densidade hamiltoniana da corda relativistica:

(3.107)

Com isso concluimos todo o desenvolvimento da hamiltoniana da corda relativistica.

Nosso préximo passo € obter a equagao de onda da corda relativistica e terminar de simplificar
os momentos & € .

3.6.5 Equacgdo de Onda e Momentos da Corda Relativistica
Desenvolver a equacdo de onda na corda relativistica é importante, porque com ela

podemos tracar um paralelo com a equacao de onda na corda ndo relativistica. Assim podemos

identificar grandezas efetivas, tais como tensdo efetiva e densidade de massa efetiva, que estao

presentes na equacao de onda que estudamos no capitulo 2.
Portanto, vamos inicialmente trabalhar somente com as componentes espaciais dos

momentos. Usaremos as expressoes (3.99) e (3.96). Para sinalizar que s6 estamos usando as
X _
ar — 'L

componentes espaciais, tirei o indice . Também € importante lembrar que
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'@T:cT_g g_)é M;z
-
‘ (3.108)
- 72 oy
PO =-Ty-\J1-%. %
Agora vamos colocar esses momentos na equacao de movimento (3.47).
o | T |dX| 7, ) v: oX
— |22 = — | -Ty\/1——=-=—| =0 3.109
o | a0 T 2 s (3.169)
-
d T() ds \_/l 0 \_/f 8)?
— = | = |TH)\[l——= = 3.110
o |90 /2| a0 |10 2 s (5-110)

T() ds 1 811_ d _\_/f 8)?
290 [t o ae |\ @ Gs G111

2

Aqui vou justificar a passagem de (3.110) para (3.111). O pensamento é até que simples,

primeiro devemos pegar as equacdes (3.99) e (3.96), tomar 1 = 0 e jogar na expressao (3.47). Ou
seja, teriamos 3£o =— 3£o . Contudo, para yt = 0, pela expressdo (3.96), vamos ter & = 0,

. . ~ oP7f . <
porque a derivada vai zerar a expressdo. Neste caso, ficamos com —5-¢ = 0 e abrindo a expressio

X
(3.99) para u = 0, o que resta é 2 |, 1o = 0. Isso implica que o argumento dessa
para 1 q 9t | © P p q g
-4

derivada € constante, e portanto, nos permite fazer a passagem de (3.110) para (3.111).

Do que obtemos em (3.111), os do viao cortar nos dois lados, o ds vai passar do lado

.. . . 3 2%
esquerdo para o lado direito derivando e também ‘%L = %7)2(.

T 1 02X | V2 92X
Y. . =Tn-1/1——=.— 3.112
c? 72 dr? 0 2 0s? ( )

C

Chegamos aonde queriamos! Note que ficou bem fécil de interpretar. Vamos voltar 14
no inicio, onde escrevemos a equagdo de onda da corda cldssica (2.2). Por ela podemos separar
Ty e Yo para cada lado da equac@o e compararmos com a equacdo que recém obtemos (3.112).
Fazendo essa associa¢do, podemos definir uma tengdo efetiva 7, sy € uma densidade de massa

efetiva U, sy para a corda relativistica:
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Topp=To-\/1—%
(3.113)
Hepf = & T
-5

Aqui ja podemos fazer uma observacdo notavel! A tensdo efetiva da corda relativistica

tende a zero, quando nos aproximamos das extremidades da corda em V| = c. Feito essas

observacdes, vamos prosseguir com os célculos em (3.112).

1 1 02X vz 92X
. o= 1-=2 5= 3.114
72 ot? 2 0s? ( )

C2 V[
T2
1 1 ’X 0 V2 oxX
- : =— [{/1-=. = 3.115
c? 72 dt?  ds c? ds ( )
T2
Aqui vamos utilizar um passo matematico. Perceba que % = % (%—‘s’) = % ( % ) Entao
vamos aplicé-lo!
1 1 X 9 V2 oX| 1
. e YA ey s (3.116)
c 72 ot do c s| £
- o
C
1 1 X 9 |9 V2o 1
LN 1——L.X||.-— 3.117
c? 72 dr?  do | ds c? ds ( )
_c_2 o
1 1 X 9 |0 v2 ol 1| 1
- SR P DY SRS 3 ) (3.118)
c? 72 dr2  do |do c? &L &
- c do
1 1 ’X 9 -5 ax]
= I R e (3.119)
c 72 ot Jdo & do | &
T2
- 2 V2 -
1 %X -4 9 -= 90X
1 _ . 9 72 (3.120)
2 odr? 4 00 ds ole}
c do

Daqui para frente serd conveniente definirmos um novo parametro. Além de facilitar o

entendimento, esse parametro ajuda a nao ficar repetindo um termo grande nos calculos.
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Alo) = —do__ (3.121)

Além disso, é facil de ver que o pardmetro A(o) é independente do tempo, o que implica
que é um pardmetro exclusivamente espacial. Note que fixando A(c) = 1 nds obtemos uma

equacgao de onda bem notéavel!

1 92X 9%X
2 92 T ao2 (3.122)

Em A(o) = 1 temos uma equagdo de onda onde a velocidade da corda € a velocidade da
luz. Isso significa que em A(o) = 1 estamos fixando uma das extremidades da corda. Ja vimos

também que uma das extremidades da corda fica situada em o = 0. Agora estd ficando muito

interessante! Vamos continuar trabalhando em cima dessa ideia.

ds ds
| = do —do = ——— (3.123)

72
1— 20 1= 2L
6'2 C
Devemos lembrar que a hamiltoniana caracteriza a energia de um sistema, entdo podemos
afirmar que H = E, com essa notacdo fica mais intuitivo. Veja como € a expressao da hamiltoniana
da corda relativistica em (3.106) e compare com a expressdo que acabamos que obter. Vamos

tomar a variacao infinitesimal dessa hamiltoniana para sumir com a integral.

Tyd 1 d
aH = —20%  _ gp=_ % (3.124)
1_ﬁ To 1_ﬁ
2 2

Agora juntando (3.123) e (3.124) nés temos um resultado surpreendente! Encontramos

uma maneira explicita de parametrizar a corda em funcio da energia!

1
do = —dE (3.125)
Ty

. . ., dE P
De imediato, jd podemos ver que ;2 € constante.

dE
—=T1 (3.126)
do

Contudo, da para extrair resultados ainda melhores! Vamos integrar a expressao (3.125).
No lado esquerdo sabemos que os limites de integra¢do para ¢ sdo ¢ € [0, 1] J4 no lado direito
ndo € necessdrio saber os limites de integracdo, basta sabermos que a integral de dE tem que ser

a energia total do sistema. Portanto, refinamos ainda mais nossa parametrizac¢ao:
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E
o] = — 3.127
=7 ( )
Ainda da para extrair mais resultados. Vamos elevar ao quadrado a expressao (3.123).
2\ 2
Sabemos que P2 = (%—f) . Portanto, nds ficamos com:
ds \ 2 V2
— ) =1-= 3.128
(dO') c? ( )
ax\* 1 [ox
— S| =] =1 3.129
do 2\ ot ( )

A expressao (3.129) € uma condicdo de parametrizagdo, esse ¢ um resultado importante,
mas ainda estd incompleto. N0s sabemos que os parametros 7 € 0 sdo perpendiculares entre si,
entdo podemos afirmar que % . % = 0, sendo essa outra condi¢cao de parametriza¢ao. Nosso
objetivo é compactar as duas condi¢des em uma s, entdo vamos somar e subtrair zero a partir

dessa nova condi¢do. Vou grifar em vermelho o que for nulo.
a¥\* _ox 19% 1 (9%
<£>i%aca+z(a>:1
. N\ 2
(a1%0) - 3130

Chegamos a expressdao que compacta as duas condi¢des de parametrizagdo, isSo vai ser

importante mais para frente, vamos guardar esse resultado.

32
v z
=/ 1 — . desta forma nés podemos

substituir a raiz em (3.96) e o numerador em cima da raiz em (3.99), de modo que fazendo as

Por agora, n6s tiramos de (3.123) que g—; = %

devidas simplifica¢des, nds ficamos com:

w_ To ox*
PH = 2 ot

(3.131)

Assim temos as expressdes mais reduzidas para os momentos da corda relativistica. Nota
que se pegarmos a condi¢do de ponto final livre (3.48) das extremidades, pelas equagdes que
obtemos em (3.131), mais especificamente a segunda equagdo, nés chegamos a seguinte condi¢ao

de contorno:

= —

dXx dx
= = =0 3.132
do do ( )

o=0 0=0]
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Essa condicao de contorno serd ttil na se¢do a seguir.

3.7 Movimento Geral da Corda Relativistica

Nesta se¢do, vamos estudar o movimento geral para a corda relativistica, tanto para as
cordas abertas quanto para as cordas fechadas. Essa € a parte final do que se refere as cordas
relativisticas, pois vamos desenvolver precisamente a func¢do X (7, o) que descreve o movimento

da corda relativistica aberta e da corda relativistica fechada.

3.7.1 Movimento Geral da Corda Relativistica Aberta

Comecando pelas cordas abertas, vamos definir uma fun¢do de onda e deixar a teoria um

pouco mais geral, em termos de fungdes vetoriais.

S | - -
X(t,0)= 5(F(ct+6)+G(ct—G)) (3.133)
Agora aplicaremos a condi¢do de contorno % 0= 0, ficamos com:
o=
F'(ct)—G'(ct) =0 (3.134)

Considerando que ct pode assumir todos os valores possiveis, entdo ct assume todos os

valores de um argumento u = ct + ¢. Deste modo, pela equagdo acima nds temos:

dF(u)  dG(u) 2 = .
= q, O =Fu)+a (3.135)

Onde dj é um vetor constante que vem de uma integracdo. Com essa construg¢do, nés
podemos escrever uma expressao mais geral:
G(ct+0)=F(ct+0)+ad (3.136)

Prosseguindo, podemos jogar essa relacdo na funcio de onda (3.133). Como os vetores

F' sao indeterminados, podemos absorver as constantes nele.

X(t,0)= %(ﬁ(ct—i—c)—l—ﬁ(ct—d)—l—c_io) (3.137)

. 1. oy = do
X(t,0)= 5(F(ct+0')—|—?+F(ct—G)+?) (3.138)
X(t,0)= %(ﬁ(ct+6)+ﬁ(ct—6)) (3.139)
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—

Vamos aplicar a condi¢cdo de contorno % = 0, para obter:
0=0]
Fl(ct+0y)=F'(ct—0) (3.140)

Vai facilitar nossa andlise se tomarmos u = ct — 0], porque ai podemos escrever uma

dF(u) _ dF(u420))

relagdo do tipo —, d > que implica o fato da fungéo F ser peri6dica com perfodo de

pelo menos 2 o07. Integrando essa expressao, nds ficamos com:

Fu+20,)=F(u)+bo (3.141)
De novo, ZO € um vetor constante que vem da integracdo. Sabemos que ele precisa ser
um produto envolvendo 2 o7. Entdo vamos colocar também uma constante vetorial %, de modo
que Vy tenha unidade de velocidade. Por agora, nés vamos ficar com:
Fut20))=Fu)+20, 2 (3.142)
c
Vamos pegar a fun¢do de onda (3.139) e aplicar nas condicdes de parametrizagdo com-

pactadas em (1.130). Assim vamos obter:

(% [F/(cr+o)_ﬁ’(ct—c)] izic [cﬁ'(ct+c)+cﬁ’(n_a)D2 =1 (3.143)
G [F’/(ct+ 6)—F'(ct—0)+F'(ct+0)+F'(ct — o)Dz =1 (3.144)
<% [21’3’(ct+6)])2 =1— (ﬁ’(cH—G))Z =1
(3.145)
(% [_2ﬁ/(ct—o)])2 -1 (—ﬁ'(cz— o))2 —1
(if”(ctic))z 1 ‘ﬁ’(ctic)’zzl (3.146)

Acabamos de demonstrar que F’ é um vetor unitdrio. Podemos deixar ainda mais elegante

S€ €sCrevermos:

=1 3.147
au ( )

Deste modo, podemos afirmar que F(u) é uma curva parametrizada no espago e u é

o parametro de comprimento desta curva. J4 sabemos também que a curva € periddica em
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u— u+20 e o vetor F (1) muda pelo vetor constante 2% Vo. Orientando-se pelas equagdes

(3.147) e (3.142), temos explicitamente a parametrizacdo da corda aberta com extremidades

livres. Abaixo vou deixar uma representacdao mais visual dessa parametrizacao.

X3,

x1

Figura 9 — Representacdo da Curva Paramétrica de uma Corda Aberta com Extremidades Livres

Nosso objetivo agora é encontrar uma funcdo F que satisfaca as equacdes (3.147) e
(3.142). Entao faremos uma série de anélises até chegar a essa func¢do. Primeiro nds ja sabemos
que em & =0, temos X (1,0) = F(ct) pela expressio (3.139). Isso implica que u = ct, ou melhor
ainda, t = % quando ¢ = 0. A interpretagio que damos € que F'(u) € a posicdo da extremidade

o =0quandot = .

Continuando, na posi¢ao inicial, temos que u = 0, o que implica ¢t = 0 na posicao inicial.
Vamos dizer que na posi¢do final completamos um periodo, ou seja, u = 2 07, 0o que implica

t= 2—31 na posicao final. Deixando isso claro, vamos aplicar a condi¢do u = 0 na equagdo (3.142).

F(201) = F(0) 4+ ¥t (3.148)

Essa equagdo € bem familiar e também nao é uma surpresa! Temos uma equacao de
movimento cldssica do tipo "S = So + v¢". Mais uma vez, obter uma expressao assim nao € uma
surpresa, mas € sempre bom trabalharmos com o que ja conhecemos. Por exemplo, por analogia
j4 sabemos que ¥y é uma velocidade média, entretanto, como a funcio F se repete, podemos
associar a uma velocidade de repeticio da funcdo w. Pela mesma légica, podemos dizer que v €

uma velocidade média de qualquer ponto o da corda, calculada em qualquer intervalo de tempo

2%. Qualquer ponto da corda é uma fungdo periddica no tempo com periodo 2%.
A histéria ainda melhora se lembrarmos que 07 = % Estamos analizando as extremidades

da corda num intervalo de tempo At =ty —t; = %. Entao vamos explorar ainda mais o nosso

conhecimento classico, sabendo que X (¢,0) = F(ct), onde F é uma fungdo periddica, se a corda

tem comprimento / e gira com velocidade angular @, podemos escrever:
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X(1,0) = é (cos(@t),sin(@1)) (3.149)
Comot = %, temos:
F(u)= % (cos (%) ,sin <%>> (3.150)

Por ser uma fung@o periédica a cada 2 61, podemos dizer que 22 o =2 wm, onde m € Z.

Assim concluimos que € = £ m, entretanto, m = 1 j4 nos permite trabalhar em toda a corda.
c (&3]

Deste modo, ficamos com:

@ 'l
— = 151
c E G.151)

Guardaremos esse resultado, por agora vamos derivar a funcao (3.150).

=

dF(u) _d [f (COS(%>7Sin (ﬂ))] (3.152)

du  du |2 c
dF () _lo (_sin (@) cos (@)) (3.153)
du 2c¢ c c

Tomaremos o médulo ao quadrado desse vetor para termos a condi¢ao (3.147). Vamos

usar essa condi¢do para descobrir quem € o comprimento da corda /.

_ (lz_w) (s> (24) oo (24)) =1 (3.154)

2
(l_a)) =1 (3.155)

o 2
dF (u)
du

2
> = (3> — = 2—(5 (3.156)

Lembrando da relacdo (3.151) que recém obtivemos, temos em maos o comprimento da

corda:

_2E

| = — 3.157
T ( )
Melhor ainda! N6s temos a energia total da corda.
T
E=—-Tyl (3.158)

2
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Com isso temos tudo que € necessdrio para escrever a funcao de onda completa da corda

aberta. Vamos abrir a fun¢do (3.150) com tudo que ja obtemos.

ﬁ(u):niTo (cos(n?u),sin(n?u)> (3.159)
F‘(u) = % (cos (7;—?) ,sin (7;—?)) (3.160)

Agora nosso passo final € usar essa funcao para construir a funcao de onda geral (3.139).

%(,0) :% <%( (cos {611 (ct+6)1 sin {Gil (ctM)D N

(cos {Gil (ct— G)] ,sin {Gil (et — G)D )) (3.161)
X(t,0) :;_;(COS [Gll (ct-i—c)] +cos L_El (ct—(y)] | »

sin {l (ct+ G)} + sin Lfl (ct— G)] )

o1 1

Abrindo essas somas de senos e cossenos € possivel simplificar até chegarmos na seguinte

X(t,0) = %cos [?} (cos {%Ct} ,sin [?}) (3.163)
1 1 1

Deste modo chegamos ao fim. Essa funcdo de onda descreve o movimento da corda

funcdo:

relativistica aberta. O que vale destacar novamente é que nessa funcao entra o7 = % eE=1Tl.

Fazendo as devidas substitui¢des ela fica completa.

3.7.2 Movimento Geral da Corda Relativistica Fechada

Faremos agora uma constru¢do bem semelhante para a corda relativistica fechada. Muitos
dos célculos sdo repetidos, entdo vou tomar a liberdade de pular alguns passos e reaproveitar
construcdes que fizemos na subsecao anterior. Entdo vamos comegar definindo a estrutura da

funcdo de onda.

X(t,0) = =~ (F(u) +G(v)) (3.164)

Onde u = ct+ 0 e v =ct — 0. J4 vamos escrever direto como € essa funcdo de onda na

condicdo de parametrizagdo (3.130).
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ﬂ N ) ) ) ] 2 (3.165)
(E-13) = (P -0 L (3 [Fwede])) =1
ﬁ'(u)‘2:1
(3.166)
o 2
G'(v) =1

Tanto F’ quanto G’ sdo vetores unitdrios. Vamos falar agora exclusivamente da parame-

trizacao de uma corda fechada.

A folha de mundo de uma corda fechada € topologicamente um cilindro, entao faze-
mos uma identificacdo no espaco dos pardmetros do tipo (7,06) ~ (7,0 + 0,), onde o, € a
circunferéncia do circulo. Deste modo, as cordas fechadas podem ser parametrizadas usando
qualquer intervalo o de comprimento o, ou seja, o € [0, 0.]. No nosso caso atual, o] ja ga-
rante a periodicidade, pois a corda é fechada. Ao percorrer 07 voltamos para 0 mesmo ponto,
independentemente da posicao em o. Portanto, faremos a identificacdo do parametro o como
o ~ 0 + 07. Deste modo:

X(t,0+0))=X(t,0) (3.167)

(F(u) +G(v)) (3.168)

F(u+oy)—Fu)=GW)—G(v—o01) (3.169)
Vamos derivar em u € em v respectivamente:
Fl(u+0y) =F'(u)
(3.170)
G'(v—o01)=G )

Uma observagao que vale o destaque é que nao importa se ] € positivo ou negativo
no argumento dessas fung¢des, pois ja que ele € o fator de periodicidade, acrescentar ou tirar o]
faz voltar para o0 mesmo ponto da corda fechada. Sendo assim, ja vimos que essas fungdes sdao
unitdrias e agora em (3.170) vemos que as funcdes sdo periddicas. Como u e v sdao duas varidveis

independentes, F'(u) e G'(v) podem ser descritos como duas curvas fechadas parametrizadas
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G’ (v)

Figura 10 — Representacdo das Curvas Paramétricas de uma Corda Fechada

independentes na superficie de uma esfera unitdria. Abaixo € possivel ter uma representagcdo

mais visual.

O movimento da corda fechada tem que ser descrito por essas duas curvas parametrizadas.
Perceba que ha um ponto onde as duas curvas se cruzam, podemos chamar esse ponto de (ug, vo).
Neste ponto nés temos F”(ug) = G’ (vp). Podemos chamar esse ponto de "origem"e fixar valores

para produzi-lo, tais como ¢ = 7y € ¢ = 0yp. Analizaremos entdo as derivadas nesse ponto:

T
(3.171)

dX(é%:GO) — % [}‘;’v/(uo) _ G’/(Vo)} :6

Agora vamos interpretar com cuidado! A primeira equacio nos dé a velocidade no tempo

t =ty e no espaco o = 0Oy. Neste caso, definimos:

__ 9X(t,00)
Vioy =~

=cF'(up) (3.172)

Se F’ é um vetor unitdrio, a velocidade da corda fechada em t = 1y e 6 = 0) tem que
ter a velocidade da luz! Em outras palavras, a velocidade da corda na intercec¢ao das curvas

paramétricas € c.

Ja a segunda equacdo em (3.171) nos dd uma singularidade. A singularidade ndo nos
permite saber o que acontece no ponto, mas podemos saber o que acontece em sua vizinhanca.

Vamos fixar t = 1y e expandir em série de Taylor em torno de ¢ = oy.
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., -, 0X (1o, O 1 92X (1o, o
R(10.0) =X 10.00) + (0 o) X000 | 1 (g2 X (00
2%( ‘)’ ° (3.173)
3 10, 00
T3 (o ) do?
Simplificando nossa andlise, podemos definir:
( — —
0 =X(t,00)
= 92X (19,00)
T= # (3.174)
= 93X (t9,00)
\ R= (9(;)3 .
Assim finalizamos a expressao:
X(to,o):X0+§(G—GO)2T+§(G—60)3R+--- (3.175)

Faremos algumas anélizes em cima dessa expressdo. Primeiro, € notdvel que T e R ndo
sejam nulos em casos gerais e nao sejam vetores paralelos. Se crescermos valores de o até oy,
a corda se aprocima de Xy ao longo de T e quando o cresce para valores maiores do que 0y, a
corda se afasta de X ao longo de T.0Ou seja, perto de Xo, 6 — 0p é muito pequeno e T domina
a expansao por conta do expoente. Quando nos afastamos de Xo, 6 — 0 é maior e R domina a

expansdo. Devido ao termo com R se abre um cuspide.

Em outras palavras, na singularidade que se forma em ¢ = 0y, a corda forma um
"cuspide". De forma andloga, se um cuspide aparece em (up,vp), também vai aparecer em
(up +moy,vop+noy), onde m,n € Z, devido a periodicidade no espaco da corda fechada. Com
iss0, os cuspides aparecem e desaparecem periodicamente em varios pontos da corda, com
o passar do tempo. Sendo assim, dadas quaisquer duas curvas paramétricas F’ (u) e G (v) se
movendo na esfera, pode haver vérios pontos de intersec¢do diferentes. Cada um d4 origem a um

conjunto de cuspides.

De forma mais intuitiva, a proximidade dessas curvas ponto-a-ponto aumenta a oscilagio
do ponto referente na corda, quanto mais proximas as curvas paramétricas estdo. A volta também
€ verdadeira, dois pontos afastados nas curvas paramétricas representam menor oscilacdo nos
respectivos pontos coordenados na corda. No ponto em que essas curvas se cruzam, a oscilagao
aumenta tanto que naquele ponto, a corda forma um cuspide e a velocidade atinge a velocidade

da luz.
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3.8 Pardmetro de Inclinagdo o'

Até o momento, fechamos nossa anélise no que se refere ao movimento de uma corda
relativistica. Temos funcdes de movimento explicitas tanto para cordas abertas quanto para
cordas fechadas, bem como desenvolvemos grandezas importantes, como a energia total da
corda, momento, acdo e velocidade transversal. Como um bonus a esse capitulo, falaremos de
uma grandeza ainda mais importante na teoria de cordas e que serd necessaria nos capitulos

posteriores. Me refiro ao parametro de inclinagdo o’

O parAmetro de inclinagdo o existe desde os primérdios da teoria de cordas. Na década
de 1970, quando a teoria de cordas se propunha exclusivamente a investigar a interacao forte, o
parametro de inclinacao era medido experimentalmente e aparecia na acao da corda. Ao final
dessa secdo, vamos reescrever as grandezas conhecidas em fun¢io do parAmetro ', mas por

agora, vamos descobrir quem € esse novo personagem.

3.8.1 Momento Angular da Corda Relativistica

Para chegar ao momento angular da corda, precisamos entender conceitos como carga e
corrente conservadas. O lagrangeano de um sistema pode ser usado para deduzir a existéncia
de quantidades conservadas associadas a uma simetria. Ou seja, a simetria de uma lagrangeana
nos garante cargas conservadas e, em cima de uma mesma analise, a simetria de uma densidade
lagrangeana nos garante a existéncia de correntes conservadas. Estes conceitos sdo faceis de
demonstar, mas nao € o nosso foco. O que é importante frisarmos € que a expressao que nos

garante identificar correntes conservadas é dada por:

eJ¥ = % 8¢ (3.176)

Nessa expressdo ¢“ é o campo no lagrangeano, d, sdo derivadas nas coordenadas do
espaco-tempo, &' sdo pardmetros da transformacio de simetria e J? é a corrente conservada, onde
o indice i indica que hd uma corrente para cada parametro de simetria e o indice o representa as
componentes da corrente no espago-tempo. Vamos guardar essa informagdo por enquanto, para

vermos o que ¢ uma transformacgao de simetria.

As transformagdes de simetria sdo transformagdes do tipo X* — X* + §XH, em que
OXH = eMVX,. Esse eV é uma matriz de constantes infinitesimais. A invaridncia de Lorentz
exige que 6(nuy X* XV) = 0, entdo vamos seguir daqui para provar que €V tem que ser uma

matriz anti-simétrica.

8(Muy X X¥) =y S(XXY) = my (S(X*) X" + 5(X”) X¥)

(3.177)



Capitulo 3. Cordas Relativisticas 60

Essa equag@o s6 vai dar zero se, e somente se €*P for uma matriz anti-simétrica. Ou seja,
eMP = —gPH Saber que essa matriz € anti-simétrica vai ser importante na definicdo do momento

angular. Vamos retornar a equacao (3.176) e substituir pelos termos que ja conhecemos:

0.7
gungv = W 5Xﬂ = (@g Equv (3178)
Ity = 25Xy (3.179)

Chegamos a uma corrente conservada da corda relativistica. Aqui nés trataremos J, ﬁv
como uma matriz anti-simétrica, pois como ele estava sendo multiplicado por "V, se Jﬁ‘v
tivesse um termo simétrico a multiplicacdo iria elimina-lo. Entao € razodvel tratar J, ﬁ‘v como

anti-simétrico. Isso implica que:

1
eI, = ) etV (Xy 2§ — 21 Xy) (3.180)

O termo que estd entre paréntesis tem dimensado de corrente, entdo vamos tratar como
outra corrente conservada e chama-la de .Zf, . Essa nova corrente conservada também € anti-
simétrica e vamos ver que a carga associada a essa corrente também tem que ser anti-simétrica.
Embora ndo seja nosso foco, podemos demontar que a densidade de carga conservada associada
a uma corrente conservada € o termo o = 0 da corrente, ou sendo mais geral ainda, sdo os termos
temporais que aqui podemos chamar de 7. Portanto, a carga conservada associada a essa corrente
conservada € a integral do termo temporal da corrente em todo o espaco. Sendo ainda mais direto,

a carga conservada M,y é€:

(o] (o3
M“V:/o ///Jvdo':/o | (Xy ZE - PEXy)do (3.181)

Essa carga conservada € o momento angular e agora vamos argumentar o porqué. Vamos
considerar essa mesma carga conservada com indices M;;, sendo indices espaciais. Se fixarmos o
primeiro indice em zero, My;, temos as cargas conservadas associadas aos trés impulsos basicos
no espaco. Isto €, x, y e z. Agora quando i # j, temos trés cargas associadas as trés rotacoes
bésicas no espacgo, Isto €, xy, yz € xz. Deste modo, M;; mede o momento angular L; no formato

que ja € conhecido: L; = %8,~jijk.

3.8.2 Defini¢do do Parametro de Inclinacdo o’

Embora parega desconexo, foi necessario desenvolver o momento angular antes de
definirmos o pardmetro @', uma vez que o momento angular estd diretamente ligado a defini¢ao

desse pardmetro. Portanto, se considerarmos uma corda aberta em rotago rigida, &’ € a constante
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de proporcionalidade que relaciona o quadrado da energia com o momento angular em unidades

de 7. Em outras palavras:

M..
% =o' E? (3.182)

Sabendo que # tem dimensio de momento angular, entdo o tem a dimensdo do inverso
do quadrado da energia. Vamos imaginar agora uma corda aberta reta, girando rigidamente no

plano (x,y). O momento angular é | M, |. Portanto, temos que:

(e}
My :/ (X, P5— PTX)do (3.183)
0

Para prosseguir, precisamos das fungdes X (7,0) e Z7. Para nossa sorte, ja calculamos

essas fungdes! Vamos primeiro aplicar (3.163) na primeira equagdo de (3.131).

To 0 [0} To wct| . |[mct
@ﬁ =23 [¥cos {?1} (cos {71} ,sin {?1} >] (3.184)

Tt
Py = O cos (E) (—sin {E_ct} ,COS [n_ct]) (3.185)
c (o] (3] O1

Agora podemos separar todos os termos que entram em (3.183).

— 01 o rct X, — 9 no : et
Xi ”COS("l)COS(Gl) 2_”COS<"1>Sm<Gl>
(3.186)
t__T RO\ oin [ Ect t_ T o Tct
Pl = 2 cos ( o > sin <_61 ) DI = 2cos (_01 ) cos <_61 >

Prosseguindo com o célculo do momento angular:
%1 (o1 T To Tt o1 1; To Tt
Mi» :/ ( ! Ocos2 <—> cos? (—C) + ! Ocos2 <—> sin® (—C)> do (3.187)
0 Tc o1 o1 Tc o1 o1
%1 o011 no et Tt
M12:/ L0 cos? (—) (0082 (—C) +sin? (—c» do (3.188)
0 e (03] (03] (3]

T, [0
My, = 2 0/ cos? <E> do (3.189)
Tc Jo o1
2
2T,
My, = -1 9 (3.190)
2T

Tendo em maos 0 momento angular dessa corda, podemos calcular o parimetro @’ pela

defini¢do (3.182). Vamos lembrar também que 0] = % Portanto, juntando tudo, ficamos com:
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p 1

= 191
2hmeTy (3.191)

o

Desta forma, esse € o parAmetro o' em sua esséncia. Podemos usé-lo para escrever a

tensdo da corda 7.

1

= — 3.192
2hmea! ( )

Ty

Como a tencdo 7 aparece na expressao da acdo de Nambu-Goto da corda relativistica
(3.36), podemos escrever a a¢do com o pardmetro &’ que, até entdo, era um parimetro mensuravel

experimentalmente. Desta forma, a acdo fica escrita como:

1 Iy o ) 5 ) 5
S:_2ﬁ7tc2(x’/,i df/o do/ (X X7) =~ (%)? (x) (3.193)

Podemos concluir este capitulo aqui, pois 0 nosso proximo passo serd encontrar solu¢des
ainda mais gerais para a corda relativistica. Veremos no capitulo seguinte a necessidade de adotar
um novo sitema de coordenadas para descrever a nossa teoria. Esse novo sistema serd mantido

quando passarmos a quantizar a corda.
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4 CORDAS RELATIVISTICAS NO CONE
DE LUZ

Nesta secao, vamos desenvolver uma fung¢do que descreve o movimento ainda mais
geral da corda relativistica. Entretanto, nas coordenadas do espaco-tempo de Minkowski. O
problema de usar esse sistema de coordenadas € que ele nos entrega tanto resultados fisicos
quanto resultados nao fisicos. Para isso € necessario adotarmos o sistema de coordenadas do

cone de luz, que limita os resultados para somente os resultados fisicos.

4.1 Cordas no Sistema de Coordenadas de Minkowski

No capitulo anterior, ja estivamos trabalhando com o sistema de coordenadas de Min-
kowski, mas neste capitulo vamos obter uma expressao ainda mais geral para descrever o
movimento da corda relativistica. Veremos a seguir um novo calibre que vai nos ajudar a

construir essa generalizacao.

4.1.1 Calibre Mais Geral

Anteriormente haviamos usado um calibre estatico que fixava linhas de T constante
na folha de mundo. Neste novo calibre que vamos trabalhar, T € uma combinacao linear das

coordenadas da corda. Nesse caso podemos escrever:

nyX*(t,0)=2%rt 4.1)

Note que ao tomarmos ny, = (1,0,0,---,0) e A = ¢, voltamos para o calibre estdtico.
Entao s6 aqui ja vemos que o nosso calibre é bem razodvel para uma generalizacdo. Para um

mesmo T, se XI“ e X', como coordenadas do espaco-tempo, satisfazem a relagio, entdo:

ny (X;' —X5) =0 (4.2)

Isso implica que qualquer vetor que une dois pontos no espago-tempo, € ortogonal
ao vetor ny. Nessa construgdo que estamos tomando, serd importante que a corda ndo seja
semelhante ao tempo. Ela tem que ser semelhante ao espaco, como em um intervalo AX*. Esse
intervalo ndo pode ter componente temporal e resolvemos isso tomando um 7, exclusivamente
temporal. Assim tiramos a exclusividade de 7 e ¢ ter dimensdo espago-temporal. A partir de

agora, T e 0 sdo adimensionais. Sendo assim, temos a estrutura do nosso calibre, entdo agora
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vamos mexer nele. Primeiro vamos mudar a constante A para uma nova constante com A sendo

o fator de ajuste. Assim temos:

ny X*(1,6) = A (n-p)t 4.3)

Nessa equagdo a escala de n ndo importa. Entdo n - X vai ter unidade de comprimento

e n- p vai ter unidade de momento. Resta saber qual € a unidade de A. Fazendo uma andlise
dimensional na prépria equacdo (4.3), lembrando que 7 agora é adimensional, n6és concluimos
que 2 precisa ter unidade de velocidade sobre forga. A velocidade e for¢a candnica que carrega a
invariancia de Lorentz, no nosso estudo, € ¢ e Tp. Vamos lembrar também que redefinimos 7T em
(3.192). Aqui ainda farei mais um adendo, de agora em diante vamos trabalhar com o sistema de

unidades naturais. Em geral, tomaremos ¢ = 1 e A = 1. Deste modo, temos:

A2/ (4.4)

Dentro da nossa construg¢do do calibre, vamos fixar A = 2 o’ exclusivamente para o caso
de cordas abertas. Vamos fixar também A = ' exclusivamente para o caso de cordas fechadas.

Assim ficamos com:

nyX*(t,0) =20a' (n- p)t — Cordas Abertas
4.5)
nyX*(t,0) = a'(n- p)t — Cordas Fechadas

Agora trabalharemos em um calibre para o momento. Faremos a mesma constru¢do que

foi para o caso da posi¢do. No caso do momento, temos:

ny Z*H(t,0)=n-2"(1,0) (4.6)

Além disso, vamos exigir que o € [0, 7] para todas as cordas abertas e ¢ € [0,2 7] para
todas as cordas fechadas. Vamos considerar também duas parametrizagdes, sendo elas o € o,
pois queremos escolher um parimetro tal que n- 2%(,0) ndo dependa de 6. Neste caso, segue

que:

ny Z**(r,0) =a(o)n- £*(1,0) 4.7)

Podemos ir mais além e forgar o valor desse novo parAmetro &, de modo que faga a (o)
forcar o lado direito a dar algo que dependa somente de 7. Isso parte de ajustarmos a escala de ©

também, para cordas abertas e fechadas. Neste caso, teriamos que:

n-2%t,0)=a(r) 4.8)
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Onde a(1) é uma fungdo que s6 depende de 7. Agora vamos voltar 14 trds e comparar
duas expressoes. Primeiro, observe a estrutura da expressao (3.108) e note que &?* pode ser
facilmente jogado dentro de (3.104) e fazendo algumas manipulagdes, ndés podemos escrever

uma CXpI‘GSSﬁO para o momento total.

p= / P do 4.9)

Entdo agora vamos integrar a equacao (4.8) e ja considerar os limites de integracao

respectivos para cordas abertas e fechadas.

n [y P%do =a(r) [fdo — n-p =ma(t) — Cordas Abertas
(4.10)
n [T #%do = a(t) ["do —s n-p = 2ma(t) — Cordas Fechadas

Com essa passagem nos vemos que a(7) = “£ para cordas abertas e a(t) = 52 para

cordas fechadas. Entdo voltando em (4.8) nds temos que:

n- Pt = % — Cordas Abertas
(4.11)

n-Pv= % — Cordas Fechadas

Note que n- £" é constante, isso vai nos permitir descobrir quem € n - #°. Vamos

reescrever a segunda equacdo em (3.40) s6 que multiplicando por n.

Ty (X-X')-9¢[n-X]—(X)* dg[n-X]
¢ VE XXX

n-P°=— (4.12)

Em (4.5) podemos ver que tanto para as cordas abertas, quanto para as cordas fechadas,
n-X s6 depende de 7. Isso implica que podemos zerar o ultimo termo que deriva em o. Logo,

ficamos com:

Ty (X-X')-din-X]

SRRV SO g

(4.13)

Lembra que X’ - X = 0? Nés usamos essa condicdo para criar a condicdo compactada de

parametrizagdo (3.130). Pois entdo vamos usa-la denovo aqui, para no fim chegarmos em:

n-#°=0 (4.14)

Essa relac@o vai valer tanto para cordas fechadas, quanto para cordas abertas. Deste
modo, terminamos de construir nossos calibres. Vamos juntar (4.5) e (4.11) com um valor 3 que

vai diferenciar as cordas abertas das cordas fechadas.
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n-X(tr,0)=pa (n-p)t
(4.15)

n- ot — Blro)

Assim ficamos com 3 = 2 para cordas abertas e B = 1 para cordas fechadas.

4.1.2 Equacdo de Onda no Espaco de Minkowski

Nosso objetivo agora € usar os calibres que obtemos para chegar a uma nova equacio de
onda com soluc¢des ainda mais gerais para a corda relativistica. Entdo primeiro vamos investigar
as condi¢des que podemos extrair dos calibres. Vamos retornar a primeira equagao em (3.40) € ja

considerar que X’ - X = 0 e o sistema de unidades naturais.

T o T VAo o
" Tzznlaf'(X/>2;(9(§£’;£)((;,T)’26)] 4.17)
T @b

) =1 (4.19)

\ /_(X)Z (X/)Z
Por essa expressao (4.19), podemos fazer uma manipulacdo matemadtica, considerando

que X' # 0, chegamos a seguinte equacio de restri¢do:

X?1+xX%2=0 (4.20)

Usando o mesmo truque matemdtico que foi usado em (3.130), nossas equagdes de

restricdo sao compactadas em uma tnica equagao:

(X'+£X)?=0 (4.21)

Veja agora que a condigio (4.20) implica que X’> = —X? e X?> = —X'?. Essas relagdes
sdo cruciais para sumir com o menos dentro da raiz em (4.16). Entdo vamos continuar com os

calculos.

g _ | (X')2-X* XM
Cmal /(X)X 2mdl

(4.22)
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Vamos fazer as mesmas consideragdes para 24,

gon g, XX 1 (XPXW 1 (X)X (4.23)
_(X)Z(X/)z 2o (X’)2 (X’)2 2mo (X’)2 :
1 (X)2-X* X'
FoH = : = 4.24
2o’ (—X?) 2o (4:24)
Substituindo (4.22) e (4.24) em (3.47), n6s chegamos a uma equagao de onda!
Xt X" =0 (4.25)

Na subsecdo a seguir, nos trabalharemos em solucdes para essa equacio de onda.

4.1.3 Solugdes para a Equacao de Onda no Espaco de Minkowski

Iniciando nossa andlize, vamos considerar que existe uma D-Brana preenchendo todo o
espago, apenas para jd introduzir a ideia das branas no nosso estudo. Sabemos que o X*(7,0)

mais geral que resolve a equacdo de onda é dado por:

XH(2,0) = 3 (4(z+0) + g(s ~ o) (4.26)

Considerando que as extremidades da corda estdo em ¢ = 0 e 6 = 7. Nas condicdes de

contorno de Neumann, temos que:

X" (t,0) 1

S =5 (M (5~ g (x) = 0 @27)

As derivadas coincidem, entdo para isso dar zero, gt € igual a f* a menos de uma

constante cH.

gt =+ (4.28)

Retornando para a funcdo de onda.

1
X“(r,o):E(f“(r+6)+f“(r—c)+c“) (4.29)
Perceba que se f* é uma fung@o arbitraria, c* pode ser definido dentro de f*(1+ o) +

f*(t — o). Deste modo, ficamos com uma fung¢do até que previsivel, apds absorver a constante.

Xt (r,0)==(f*(r+o0)+H(t—0)) (4.30)

N =
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Agora veremos a outra condi¢@o de contorno de Neumann, onde o = 7.

oXt(r,m) 1, N
7—2(f”(f+7f) fHfr—m)=0 (4.31)

Note que f*(t+7) = f/*(t — 7). Se essa relagdo € verdade, f'* é periédico com
periodo de 27. Existe uma série de Fourier geral para funcdes periddicas. Ja vou escrevé-la direto

considerando a derivada, pois a periodicidade estd na derivada da fungdo f* (7t + o).

)=+ i (a cos(nu) + b} sin(nu)) (4.32)
n=1

Neste caso, u € um parametro arbitrario. Agora vamos integrar toda essa expressao.

)=+l u+ i (AF cos(nu) + B} sin(nu)) (4.33)

n=1

Daqui segue que fO“ ¢ a constante de integracgdo, A} e B sdo as novas constantes da

integragdo do seno e do cosseno. Faremos agora a passagem f* — f#(t+0).

o) =f +ft+o]+ i Atcos(nttno)+Bsin(nt+tno)) (4.34)

Com as fungdes f* em maos, podemos colocd-las na fungdo X*(7,0) em (4.30). Ja vou

abrir direto as somas de senos € cossenos € juntar os somatorios.

1 [ee]
X“(T,G):E <f0”—l—f0”+f1“r+f1”’c+f1“6—f1“ Z A} cos(nt)cos(no)

—AMsin(nt)sin(no) + B} sin(nt)cos(no) + B} sin(no)cos(nt) 435)
+A}cos(nt)cos(no)+Atsin(nt)sin(no)+ B} sin(nt)cos(no)

— Bt sin(no)cos(n 1)} )

XH(t,0)= (Zfo +2 £t T+ Z {ZA“cos(nr) cos(nG)—|—2B“s1n(nr)cos(n6)] ) (4.36)

n=1

Xt (t,o)=f+fl't+ i [A} cos(nt)+ BFsin(nt)] cos(no) (4.37)

n=1

Faremos mais algumas manipulacdes, desta vez envolvendo as constantes A, e B} . Para

facilitar, vamos chamar o termo que estd entre chaves dentro do somatério de 1(7) e agora
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trabalharemos somente neste termo. Depois de ajustarmos da nossa forma, retornaremos o 1(7)

para dentro do somatdrio.

int —intT int _ ,—inT
N(t) = Al cos(nt)+ B sin(nt) = A} (%) +BH (%) (4.38)

i

n(t) = ) (iAn“ et iAMeTINT L BHinT _BH eiim) (4.39)

n

n(r) = _% (IBM +iAM] T — [BE —iAl] e i) (4.40)

Note que podemos definir duas constantes complexas a partir das constantes A/ e B

Nossas constantes serao a,f = Bn“ — iA,,“ e a;;“ = Bn” + iAn” . O que vale o destaque € que dessas

novas constantes que criamos, uma é conjugada da outra.
i

n(t) = —3 (at et —alt e_i"T) (4.41)

Essa configuracdo nos permite escolher constantes reais sem tirar a generalizacao! O
ajuste fica em funcao das constantes complexas e seus conjugados. Portanto, vamos ajustar as

constantes reais dessa expressao.

iv2a (a*,ueinr_auefinr)
\/ﬁ n n

Sabemos que 1(7) vai entrar no somatério em (4.37), mas por agora vamos deixar

n(t)=-— (4.42)

esse resultado guardado. Existem outros termos que ainda podemos manipular. Vamos comegar
abrindo a densidade de momento ™ (4.22).

1 0 >
PH = — | fF+ 4+ Y n()cos(no) (4.43)
2nal dt |70 ! n;
T fl‘u 1 - dn(f)
PH = - 1 cos(no) (4.44)
1

C2mo! 2ol f T

Essa é a densidade de momento, se integrarmos em todo o espaco, obtemos 0 momento
total P* da corda.

[e)

u T T
pu— /0 do+2ﬂ1a,2d"(f)/0 cos(nc)do (4.45)

- 2ma ~ dr

Note que a segunda integral zera todo o segundo termo e a primeira integral da 7. Se

isolarmos flu , ficamos com:
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f'=20a'P* (4.46)

Deste modo, agora falta renomear fO“ para ficar um pouco mais intuitivo.

f=xt (4.47)
Vamos colocar (4.47), (4.46) e (4.42) na fung¢do de movimento X*(7,0) em (4.37).

cos(no)

Vn

Essa ja é a funcdo de movimento mais geral para a corda relativistica no espaco de

XH(t,0) =X 420/ Prr—iv2a ) (at e —at e "T) (4.48)
n=1

Minkowski. Lembrando que usamos a condic¢ao de contorno de Neumann, entdo essa solucio é

geral para essa condi¢ao. Podemos ainda tomar mais algumas defini¢des!
(ol =V2dPH

ol =at N (4.49)

* *
\OC,Hn = an” = an”\/ﬁ

Vamos por todas essas defini¢cdes na nossa fun¢cdao de movimento.

) cos(no) 4.50)

X (r,0) =X +V2a o) t—ivV2a ) (af, T —afe "
n=1

Esse somatério pode ser simplificado, porque ele é simétrico. D4 para escreve-lo como

uma soma onde »n assume todos os nimeros inteiros diferentes de zero.

. _inz COs(no
Xt(r,0) =X, +V20 o T+ivV2al ) afe int €0S(1.0) 4.51)
n#£0 n
Agora sim temos de forma explicita a solucao geral da equag@o de onda na condi¢do de
contorno de Neumann. Note que pela nossa definicao, ¢ como se o termo n = 0 do somatdrio
jé estivesse do lado de fora em oc()” . Isso ndo é por acaso! Por agora, vamos ver como sio as

derivadas desse X* que obtemos.

Xt=\V2ad'ay + V20" ) afe " cos(no)
n#0
(4.52)
XH=-iv2a' Y ale " sin(no)
n#0
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Deixando essas expressoes ainda mais elegantes, temos:

Xt=v2a' Y afe " cos(no)
nez

(4.53)
XM =—-iv2da' ) ofe " sin(no)
nez
Chegamos ao resultado que queriamos, porque pela equacdo de restricdo (4.21), é
conveniente sabermos quem é X’ 4= X. Vamos calcular quem € esse personagem agora e assim
vamos ter todo o acervo matematico necessdrio para comegar a trabalhar a teoria de cordas nas

coordenadas do cone de luz.

X£X'=v2o ) ol e "7 (cos(no) Fisin(no)) = v2a Y ok e INTETING(4.54)

nez nez

X£X'=V2d' ) oftemin(0) (4.55)

nez
Com (4.55) em maos, temos as solugdes para a equagdo de onda. Por agora, o desenvol-
vimento no espaco de Minkowski para por aqui, porque ja extraimos tudo que era interessante
extrair. De agora em diante vamos trabalhar no sistema de coordenadas do cone de luz, que serd

o sistema em que efetivamente vamos estruturar toda a teoria de cordas.

4.2 Cordas no Sistema de Coordenadas do Cone de Luz

A expressao que calculamos para X* em (4.51) ja é uma fungdo de movimento geral
para a corda relativistica na condi¢do de contorno de Neumann. Entretanto, ela retine todos
os resultados fisicos e também nos d4 resultados ndo fisicos. Ter algo assim na nossa teoria
€ problematico, por isso precisamos limitar os resultados para somente os resultados fisicos.
Portanto, é exatamente aqui que entra o sistema de coordenadas do cone de luz. Escrevendo nossa
teoria nesse sistema de coordenadas, extraimos somente os resultados fisicos na nossa solugao

geral. Entdo em primeira andlise, vamos entender o que € esse novo sistema de coordenadas.

4.2.1 Sistema de Coordenadas do Cone de Luz

O sistema de coordenadas do cone de luz, vai entrar com duas coordenadas novas, que
sdo escritas em func¢do de duas coordenadas do espaco de Minkowski, isto €, a coordenada
temporal e uma das coordenadas espaciais. Podemos chamar as coordenadas originais do espaco
de Minkowski de X” e X! e as novas coordenadas do sistema do cone de luz de X+ e X .

Portanto, por defini¢do elas sdo escritas como:
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x+ (X0 +xh)

S

(4.56)
X

Sh-

(x0—x)

Por essas defini¢cdes, podemos construir a métrica do cone de luz. Com base na métrica
de Minkowski que ja conhecemos (3.50), € notdvel que a nossa nova métrica em vez de ter
componetes na diagonal principal na primeira e segunda linha, terd componentes fora da diagonal
nessas linhas, que sdo os termos cruzados. D4 para ir além considerando que dois termos
da métrica sdo idénticos, quando dX TdX~ = dX dX™'. Na construcio do intervalo —ds?,
a componete que vai entrar no lugar de (dX°)? e (dX')? serda —2dX"dX~. Assim ficamos

explicitamente com:

—ds? = —2dX T dX ™+ (dX?)? + (dX3)? + -+ (dx9)? (4.57)

Podemos definir com precisao a nossa métrica do cone de luz, pois ela deve satisfazer a

relagdo (3.51). Chamaremos essa métrica de 1] e notavelmente ela deve respeitar:

Onde i e j sdo as demais coordenadas espaciais. Vamos escrever a matriz explicitamente.

0 -1 00 0
1 0 00 0
A 0 0 10 0 1sq
Twv=149 0o 01 0 (4.58)
(0 0 00 - 1

Indo mais além, pela defini¢do de produto escalar (3.52), observamos as propriedades
a; =—a ea_ = —a". Veremos a seguir que as mesmas defini¢des vao valer para 0 momento

no cone de luz.

4.2.2 Energia do Cone de Luz

Antes de falarmos da energia do cone de luz, vamos fazer a mesma construcao para o

momento no cone de luz, de forma andloga a que foi feita com as coordenadas.
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(P’ +pHy=—p~

S

(4.59)

L

p =5 =ph)=-p"

Agora vamos interpretar cada informac¢do que temos até o momento.

e X é o tempo do cone de luz.

* X~ é o espaco do cone de luz.

 pT é aenergia do cone de luz.
Embora ndao tenhamos demonstrado a energia, vamos encontrar uma relagdo para a
energia do cone de luz Ej., associada ao momento. Saindo um pouco da teoria de cordas,

usaremos a fun¢@o de onda de uma particula pontual com energia £ e momento p como base.

Uma funcao que satisfaz a equagdo de Schrodinger, na mecanica quantica é dada por:

|ty

i (

ct—pX) _ o (poXO+5X) _ b (pux*) (4.60)

a

<
—
\.N
>
N—
Il
m|
St~
=
|
L
\>_</1
Il
m\
>~

Passaremos para o sistema do cone de luz.

w(t,X) = et (P+ X Hp-X"4p2 X2t tpyX?) (4.61)

Na mecénica quintica, o operador hamiltoniano H, responsavel por extrair o auto valor
da energia do sistema, é definido como H y = i ﬁaa—‘;’ = E y. Passando para a coordenada X° do
espaco de Minkowski, temos uma situagdo parecida. i ﬁ% = % y. Portanto, assumindo que X

¢ o tempo do cone de luz, passando para as coordenadas do cone de luz, devemos ter uma relagao

do tipo: ih (98)(—"1 = % . Temos algo interessante aqui! Vamos aplicar essa tltima condi¢ao na
fungdo de onda (4.61).
E; _
“pr=—_=p (4.62)

Ou melhor ainda, no sistema de unidades naturais, onde ¢ = 1, ficamos com:

p =E; (4.63)

Deste modo demosntramos que p~ € a propria energia do cone de luz. Assim terminamos
toda a introducdo ao formalismo do cone de luz. Adiante vamos trabalhar toda a teoria de cordas

escrita neste formalismo.
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4.2.3 Cordas Relativisticas no Cone de Luz

Voltaremos a trabalhar com as cordas, s6 que agora vamos passar todo o nosso estudo

para o formalismo do cone de luz. Primeiro devemos definir o vetor n* = (%, %, 0,--- ,O) , de
modo que nos € garantida duas relacdes importantes.
n-X=X"
(4.64)
n.p=p*

Podemos jogé-las nos calibres que desenvolvemos em (4.15). Definindo também 27+ =

n- 2" e fazendo algumas manipulagdes, nosso calibre se tranforma em:

Xt=Bd ptt
(4.65)
p+ — % P
Vamos definir também as coordenadas transversais como X! = (X 2 x3 ... x4 ). Essas

defini¢des sdo para simplificar! Prosseguindo, vamos abrir a equacao de restricao (4.21) nas

coordenadas do cone de luz. J4 vou separa nas respectivas componentes.
( X2 = 20Xt X 4 (X1)2

X"? = 2X"H X'+ (x'T)? (4.66)

(22X X' =2(FX - X"TFXT- X" £X-XT)

Juntando tudo e igualando a zero, temos:

XXX TX T X XX X)) (XD (X +2X X =0 (4.67)

22X X)X £X )+ (X £XxT)? =0 (4.68)
Derivando X em (4.65) nés temos que X = B &’ p* e X'T = 0. Entdo continuando a
expressao:

—2Ba' pt (X X))+ X £X)? =0 (4.69)

(X~ LX) = ﬁla, ﬁ( L+ XY 4.70)
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Escrevendo desta maneira estamos assumindo que p™ # 0. Essa expressdo estd colocando
tanto X ~, quanto X’~, em termos de X’. Sabendo disso, podemos deduzir X~ em termos de uma
Unica constante de integra¢do. Vamos chamar essa constante de integragéo de X, , porque assim,
vamos ter os parametros livres da nossa teoria. A evolu¢dao completa da corda € determinada por
X!(t,0),pTe X, . Vamos trabalhar em cima disso! Devemos escrever solugdes gerais para X~ €
X! que ainda ndo estdo bem determinadas. Mas antes vamos redefinir X *. Agora serd importante
lembrarmos da primeira relagao em (4.49), pois isolando o momento total P, ficamos com:
o

V2o

Por essa expressdo, tomando p™ e substituindo na primeira equac@o em (4.65), nés vamos

Pt =

4.71)

obter algo consistente para X . Mas antes, vamos agora particularizar o nosso problema para
o caso de cordas abertas, ou seja, quando B = 2, pois assim podemos comparar com a solu¢éo

(4.51), que utiliza a condi¢do de contorno de Neumann, assim se referindo as cordas abertas.

Xt =V2a'o," 7 (4.72)

Vamos comparar agora com a solucdo geral (4.51). Note que caimos em (4.65) se

fixarmos Oc0+ =1, XO+ =0e an+ = (. Deste modo, temos explicitamente que:

XT=V2d't (4.73)

Abrindo agora as solucdes gerais para X/ e X ~:

( . -
n

n#0
4.74)
1 (o)
X (2.0) =Xy + V200 T 4iv2e0 Y e 0
) n#0 n
E também:
X' +xT=\20a Z OCnI efin(ric)
nez

4.75)

XX~ = VIT Y g, e i)

nez

Agora temos algo interessante, por conta da condi¢do que alcancamos em (4.70). Vamos

pegar as duas expressdes em (4.75) e aplicar nessa condigao.
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2
11
V2o Y o, e n(0) :2a,2p+< 'Y afe” fic) (4.76)

nez DEZ
1 .
oY Z o e n(t+o) _ pr Z apl ocql —i(p+q)(t+0) 4.77)
nez DP,qEZ

Podemos definir n = p + g, ja que n estd somando em todos os nimeros inteiros, mudar

a forma como chamamos 7 ndo faz diferenca.

V2ol Y o e 0 = — Y ) —in(t+0) (4.78)

nez n,peZ

V2o Y o, —2p+ Y o (4.79)

nez n,peZ
~ 1
V2ol a, =55 Zzan’p o) (4.80)
pe

Agora temos a solu¢do completa! Com ela podemos trabalhar qualquer problema de-
finindo pt, X, Xé € as constantes (xnl . A seguir, vamos definir uma grandeza que serd muito
importante no estudo da teoria de cordas, 14 na frente veremos que essa grandeza estd associada

a energia de uma corda.

4.2.4 Modo Transversal de Virasoro

Dada a expressdo importantissima que alcangamos em (4.79), aqui serd necessario
definirmos uma nova grandeza. Essa grandeza serd chamada de Modo Tranversal de Virasoro

L;-. Definiremos como:

1
Li=35) o0 (4.81)
PEZ
Simplificamos a expressao (4.80).
!y — 1 1
200, = FLn (4.82)

Tomando n = 0 e lembrando da primeira equacdo em (4.49), nés obtemos outro resultado

que serd muito importante.

v2a'a, = = LO =20 p~ (4.83)
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1
2pTp :JL(# (4.84)

Vamos guardar bem esse resultado, porque ele vai voltar a aparecer em outros desenvol-

vimentos! Continuando, da expressdo (4.83) podemos definir:

_ 1 1
o, =—L 4.85
n \/2_05/p+ n ( )

Com isso, podemos jogar esse &, na segunda equacdo em (4.75).

X X" = % Y Lyen(0) (4.86)
nez

Também vimos que essa expressdo equivale a (4.70) entdo vamos juntar todas as informa-
¢Oes s6 para deixar bem destacado. Lembrando também que 3 = 2, como estamos trabalhando

com cordas abertas.

X £X" =

1 , 1 .
- Ll e—ll’l(TiO’) — (X[ ixll)z (4.87)
B 4a'pt

Por agora vamos parar por aqui, mas retornaremos a esses calculos 14 na frente. Os modos
transversais de Virasoro também sdo modos de expansdo das coordenadas X (7, 0). Isso € até
que bem fécil de demonstrar, pois basta substituirmos as constantes o, (4.83) e o, (4.85) na

funcgao geral X~ (4.74). Vamos obter:

cos(no)

1 ' .
X~ (1,0) :XO—FFL#’H—I% Y Lie " (4.88)

n#0 n

Demonstramos explicitamente que os modos transversais de virassoro sao os modos
de expansao das coordenadas X . Apds deixar isso bem evidente, nosso proximo passo sera

trabalhar outra grandeza importante que é o quadrado da massa M? da corda relativistica.

4.2.5 Quadrado da Massa da Corda Relativistica M?

Essa grandeza sera a virada de mesa da teoria quando falarmos de quantizagdo, porque
ela vai nos ajudar a interpretar os estados das particulas. Portanto, primeiro vamos partir da
equacdo relativistica da energia (3.56) e ja modifica-la para o sistema de unidades naturais onde

c=1.

E*=P*+M? (4.89)
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Além disso, a relacio M?> = —P? tem que ser verdadeira sempre que estivermos traba-

lhando com o quadrivetor momento.

_ 1
M2:—P2:2p+p —pIpI:aLé—plpl (4.90)

Note que usamos o resultado (4.84). Pela definicao de L,f em (4.81), tomando n = 0,

ficamos com:

1 1 1
M2 = — Z OC_IPOCPI—p[pI: 706010601-1-2—06/ Z OC_IPOCPI—pIp] (491)

M = é %aofaohré Y ala) | -p'p (4.92)

p#0
Também usamos a terceira equacao em (4.49) nesse desenvolvimento. Note que o que
estd dentro do somatorio € o médulo ao quadrado de Ocpl , que antes definimos ser uma constante
complexa. Desta forma, todos os termos de indices positivos do somatdrio é exatamente igual
a todos os termos de indices negativos, pois € simétrico. Entdo podemos escrever o somatorio
como sendo duas vezes ele proprio limitado de 1 até +oo. Vamos também renomear o indice p

para n.

I (1 -
M2 = w E a()l (XOI + Z Oc,fl OCnI — plpl (493)

n=1

Abrindo os OCOI pela primeira expressao em (4.49), vemos que o primeiro termo vai cortar

com o ultimo termo e no fim, vai restar somente o somatorio.

|
= ; (4.94)

Entdo vamos agora alcancar a nossa expressao final, escrevendo tudo em funcao das

constantes anI , mais uma vez usando as defini¢cdes em (4.49).

M?* = Ll (4.95)

1
o/

M
S
S

Essa € a expressdo final para o quadrado da massa da corda relativistica! Mais para
frente vamos ver que essa grandeza serd quantizada e tera um papel fundamental na teoria. A
mecanica quantica vai adicionar uma constante extra em M 2 para as cordas abertas e fechadas,
de moto que ird nos permitir encontrar estados que batam com as teorias fisicas. Podemos entdao

encerrar o estudo sobre as cordas relativisticas por aqui, porque j4 extraimos todas as informacdes
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necessdrias para compreende-las. Também trabalhamos com sua descri¢ao na métrica do cone
de luz, que € a base dessa teoria fisica. Nosso proximo passo serd quantizar a teoria, entretanto,
antes de quantizarmos a corda, vamos compreender como € a quantizac¢io das particulas pontuais.

Esse serd o tema do préximo capitulo.



80

5 TEORIA QUANTICA DE CAMPOS E
PARTICULAS PONTUAIS

A Teoria de Cordas € uma teoria que busca explicar as quatro for¢as fundamentais da
Natureza. Para isso € necessario reformular a natureza das particulas elementares. Entretanto,
precisamos entender como € a natureza dessas particulas no modelo de particulas pontuais, para
entdo explica-las no formalismo da teoria de cordas. Neste capitulo, nés vamos trabalhar exclu-
sivamente com particulas pontuais e demonstar como construimos o estado de duas particulas
extremamente importantes, o Estado de Foton e o Estado de Grdviton. Aqui vamos continuar
usando a métrica do cone de luz e trabalhar com campos escalares, tais como vamos poder

representar o campo eletromagnético e o campo gravitacional.

5.1 Teoria Cléassica de Campos

Nosso ponto inicial para esse capitulo € entender o que € um campo escalar, pois ele
serd fundamental para trabalharmos a dindmica de uma particula. Portanto, o campo escalar
¢(t,X) sera uma tnica fungdo real do espago-tempo, sendo um campo invariante de Lorentz
e um campo que nao carrega indices de Lorentz. Veremos a seguir que o campo d)(t,)? ) estd

diretamente relacionado a densidade de energia das particulas que vamos trabalhar.

5.1.1 Densidades de Energia

Cléssicamente falando, n6s ja sabemos que a energia cinética da particula € proporcional
ao quadrado da velocidade dessa particula. Tratando uma fisica de campos escalares, a densidade
de energia cinética .7 € definida como sendo proporcional ao quadrado da taxa de variacdo
do campo escalar com o tempo, de forma parecida que é definida a energia cinética que ja

conhecemos em (2.11).

1
T = E(&o@))z 3.1

Para qualquer instante 7, .7 é uma fun¢ao da posicdo, de modo que a energia cinética
total é a integral de .7 no espago. Devemos definir também uma densidade de energia potencial
¥, entdo vamos adotar uma densidade de energia potencial de ordem quadratica e que seja facil

de identificar o ponto de equilibrio.

— %mz 2 (5.2)
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Aqui devemos levantar uma questio, podemos montar uma densidade lagrangeana do tipo
< = .7 —¥?Ja adiantando, a resposta é ndo, porque uma lagrangeana com essa estrutura nao
seria um escalar de Lorentz. Se a densidade de energia cinética varia no tempo, € razodvel supor
que custa energia fazer um campo variar no espago. Entdo devemos escrever uma contribuicao

extra, onde variar no espaco € uma perda de energia.

1
V= E(aiﬁb)z (5.3)

Temos assim nossa densidade lagrangeana.

fzﬁ—%’—”//:%80¢80¢—%8,-¢8,~¢—%m2¢2 (5.4)

1 1
L= =" v — o m’ ¢ (5.5)

Tendo a densidade lagrangeana, podemos escrever a acdo do campo escalar livre, de
massa m. Lembrando que estamos considerando um espaco de D = d + 1 dimensdes, onde d € o

nimero de dimensdes espaciais.

1 1
S:/de <—§n’“’8ﬂ¢8\,¢—§m2¢2) (5.6)
Daremos um nome também para o0 momento conjugado do campo.

= 3609 900 (5.7)

Ja vimos como € a estrutura de uma hamiltoniana em (3.105), entdo podemos identificar
o momento p — IT e a velocidade ¥ — dy¢. Entretanto, ja vimos que o momento conjugado € a

propria velocidade (5.7). Entdo torna-se imediado escrever a densidade hamiltoniana.

H =T & (5.8)

1 1 1 1 1 1
H = P9 =5 PN +3 019 +5m* 9% = S99 + 5999 + S m 9 (59)

H = % (T + 9,9 9;¢ +m* ¢*) (5.10)

Essa € a densidade hamiltoniana do campo escalar livre, de massa m. Vamos lembrar que
a hamiltoniana € a energia total do sistema, entdo basta integrar a densidade hamiltoniana em

todo o espaco.
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E= % / dx (T2 + 0,009 +m* ¢?) (5.11)

Chegamos a energia total do campo escalar livre, de massa m. Nosso préximo passo €
encontrar uma equagdo de movimento para o campo escalar, também conhecida como Equagdo
de Klein-Gordon.

5.1.2 Equacdo de Klein-Gordon

Daqui em diante ndo tem mistério! Vamos chegar na equa¢do de movimento da mesma

forma que chegamos os casos anteriores, tomando a variacdo da a¢ao 6.5 = 0.

8S:%/de (—=n*V 8(dupdv9) —m*S(¢-¢)) =0 (5.12)

%/de (—=n*V20,(8¢)dvd —m*28(¢)¢) =0 (5.13)

Podemos cortar as constantes! Perceba que o primeiro termo do argumento da integral
pode ser simplificado por uma integracao por partes. Ja vou encurtar direto sem necessariamente

abrir essa intergral, mas fazendo uma integracdo por partes no primeiro termo, ficamos com:

1 00 80+ [ 6 (414 8(0) A0 — P 8(9)9) =0 (514

Nos limites de integragdo, o termo que escapa da integragdo por partes tem que ser zero,
nele temos a variacdo do campo escalar e ja vimos em célculos anteriores que esse termo sempre

zera nos limites da integracdo. Aqui ndo seré diferente.

/de5(¢) (n*¥ 3ydud —m*9) =0 (5.15)

Considerando que §(¢) ndo é zero, tudo que estd entre paréntesis é zero! Vamos definir

também 9* = nH 9, d,. Temos entdo nossa equagdo de movimento.

(02 —m*) ¢ =0 (5.16)

Essa ja € a equacdo de Klein-Gordon, uma das equagdes mais importantes da teoria
de campos. Veremos entdo solugdes para esta equagdo. Nela temos a base da descri¢do das

particulas pontuais, como veremos mais adiante.
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5.1.3 Solucdes para Equacdo de Klein-Gordon no Cone de Luz

Pela subsec¢do anterior, temos em maos a equagcdo de movimento do campo escalar. Basta
escreve-la nas coordenadas do cone de luz, que € o sistema de coordenadas que vamos usar até o
final deste estudo. Além do indice I que usamos para representar individualmente as coordenadas
tranversais, vamos usar um indice T para representar os vetores que retinem todas as coordenads

tranversais, por exemplo, X7 = (X 2 x3,... x4 ). Neste caso, nossa equacdo fica como:

L9 9 9 9
IX* ox~ ' ox! oX

mz) O(XT, X", Xr)=0 (5.17)

Nosso campo escalar ainda ndo estd bem representado, pois vamos fundamentar nossa
teoria de uma forma melhor, no espaco dos momentos. Um artificio matematico que podemos usar
para passar nossa funcao do espaco das posi¢des para o espaco dos momentos € a Transformada

de Fourier. Entao faremos ela em em um espaco com D dimensoes.

po(p)e'* (5.18)

0(X) =3

Essa é a forma da transformada de Fourier em D dimensdes. Vamos fazer ela para o
campo nas coordenadas do cone de luz, entretanto, a coordenada X ™ nflo ser4 transformada, pois
ela tem uma interpretacdo interessante que nos € bem ttil. Ela representa o tempo do cone de luz!
Vamos transformar somente as outras coordenadas, isto €, a coordenada X — vai esta associada ao
momento p* e as coordenadas transversais X! vio estar associadas aos momentos tranversais
p’ . Como X' nio serd transformado, duas dimensdes vao ficar comprometidas, pois X 0ex!
estdo amarrados a essa coordenada. Embora o mesmo valha para X, que sera transformado,
vamos deixar evidente que para as coordenadas tranversais faremos a transformagao em D — 2

dimensoes.

o(xt X", Xr) = / dp” / dP=2Pr o (X*, p* Pr)e X PR (5.19)
Podemos aplicar esse campo na equacdo de Klein-Gordon (5.17). Ja vou simplificar

derivando diretamente a exponencial e a constante ox ;D r pode sumir pela expressdo estar

igualada a zero, assim ficamos com:

a —
/dp /dD 2Pre X P FiXrFr <2lp IxF plpl—m2)¢(X+,p+,PT):O (5.20)

Para a integral ser zero, o préprio argumento da integral tem que ser zero e sabemos

também que a exponencial ndo é zero. Portanto, ficamos com:
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(2ip+a)%—p’p’—m2> O(XT,pT Pr)=0 (5.21)
. 9 1 1.1 2 + ,t B
l&X_’L_ﬁ (p'p'+m”) )X, p",Pr)=0 (5.22)

Essa equacdo que obtemos € de primeira ordem no tempo do cone de luz e com uma
estrutura formal semelhante a estrutura da Equacdo de Schrédinger. Podemos parametrizar X

- +
em funcdo de 7, nosso novo tempo, de modo que X = 2.

.m* 9 1 11, o) P -
(’,F%‘F (PP +m )> 3 9(T.p" Pr)=0 (5.23)
. 0 1 11 2 + B
i =5 (PP +m) ) 9(z,p" Pr)=0 (5.24)

Essa equagdo (5.24) serd muito mais interessante de trabalharmos, como vamos ver logo
adiante. Essa estrutura entre paréntesis € bem caracteristica por um detalhe muito sutil. Pois

entdo, vamos retornar a esse cdlculo, agora isolando P2,

Sabemos que P> = —m?, por (4.90) e que P> = —2pT p~ + p! p pela métrica do cone

de luz. Se igualarmos ambos os resultados, ao isolar p—, temos explicitamente que:

1
p :ﬁ(plpl%-mz) (5.25)

Nossas expressoes estdo comegando a ficar cada vez mais amarradas. Por agora nao
vamos dar um significado, vamos apenas guardar esses resultados, pois mais a frente trataremos
com mais detalhes. O que € importante destacar € que (5.24) nos d4 uma equag@o de movimento
para o campo, bem semelhante a equacao de Schrodinger, e ela foi obtida a partir da equagao
de Klein-Gordon nas coordenadas do cone de luz. J4 a equagdo (5.25) € uma compactacio do
momento p~ escrito em funcdo de p* e p! que podemos por na equacio de movimento. Mais
para frente trataremos com mais detalhes. Agora vamos fazer a transicdo da Teoria Cldssica de

Campos para a Teoria Quantica de Campos.

5.2 Teoria Quantica de Campos

Na teoria quantica de campos, nds tranformamos os campos cldssicos em operadores
de campo, ou seja, os campos sdo operadores. [sso ndo € surpresa, uma vez que na mecanica
quantica nds tratamos as grandezas como operadores. Entdo essa é a maior mudanga que vamos

adotar.
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5.2.1 Campo Quantico Representado por Operadores de Criagdao e Aniquilacdo

Nesta subsecdo, veremos em detalhes como a mecénica quintica aparece na toria de
campos, entdo primeiro vamos resolver um caso, até que razoavel de desenvolver. Vamos tomar

PX-E1) Sabemos que

um campo cdssico semelhante a solu¢do de ondas planas (p(t,f( )=aé (
esse campo aplicado na equacgdo de Klein-Gordon nos entrega a equacao relativistica do quadrado
da energia. Pois bem, se adicionarmos o conjugado neste nosso campo, ele aplicado a mesma
equacdo se limita a dar somente solugdes reais, isto é, E = E,, = ++/ p? + m?. Pois entdo, vamos

adicionar um fator de normaliza¢do ao campo e no fim temos:

- 1 1
¢P(t7X):W 2Ep

O campo é normalizado pelo fator de normalizacdo que vem na frente, o que estd

(a(t) ¢PX g (1) e iPX ) (5.26)

entre paréntesis forca nosso campo a dar solucdes reais e as fungdes a(t) e a*(r) sdo varidveis
dindmicas que determinam a configuracdo do nosso campo. Por isso, inclusive, a exponencial nao
carrega um termo temporal, a parte temporal ja estd contida nas varidveis dindmicas. Note que
construimos uma situacao mais geral possivel para a solu¢cdo de ondas planas! Nessa construgao,
V € o volume do espaco. Vamos imaginar uma caixa de lados L, L, -, Ly, nosso volume tem

que ser:

V=Ll L (5.27)

Se considerarmos que o campo € periddico nessa caixa, o que € razodvel supor por ser

uma onda, vamos exigir que:

piLi=27n; (5.28)

Ondei=1,2,---,d e n; € Z. Note que acabamos de quantizar o momento! D4 para ir

além, porque devido a condicao de periodicidade, podemos afirmar a seguinte relacao:

L L, L .
/ ax! [ax?... / dxd 21K _ g (5.29)
0 0 0

Vamos guardar essa relagao! Como temos o campo, nosso passo seguinte € aplica-lo na

acao (5.6). Deste modo, temos:

(5.30)
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Note que ao abrir esses quadrados, alguns termos vao cair na relagdo (5.29). Entdo
podemos remove-los da soma de integrais, pois as integrais desses termos sao nulas. Os tnicos
termos que ndo cai nessa condi¢ao, sdo os que vem das multiplicagdes cruzadas e essas por sua
vez, matam as exponenciais, ja que eiPX =P X — 1, portanto, ao fim da nossa andlise ficamos

com:

:4V1Ep fa [t (25’(”6"*@—2p2a<r>a*<r>—2m2a<r>a*<t>) (5.31)

:2VIEp/dt (a(t)d*( (PP ) )/dd 5:32)

Perceba que [ d?x =V, ou seja, a integral em todo o espaco é o préprio volume do

espago e isso corta com o termo de volume 14 na frente da expressio. Além disso, p> +m?> = E pz_

Portanto, simplificando a expressao temos a nossa acao.

- 3%, /dt( —E2a(t)a (z)) (5.33)

S = / dr (—d(t)a*(t) - %a(r)a*(r)) (5.34)

Podemos fazer exatamente o mesmo cdlculo para a hamiltoniana, ou energia total em
(5.11), todos os passos necessdrios para este cdlculo sdo exatamente os mesmos, entdo podemos

pular direto para o resultado, ja que o cdlculo € praticamente idéntico.

1 E
H= Ed(t}d*(t) +7”a(z)a*(t) (5.35)
Voltando a trabalhar na agéo (5.34), vamos lembra que a(r) é uma func¢do complexa.

Significa que podemos escrever a(t) = g1 (1) +iq»(t). Desta forma, a acdo fica escrita como:

1 . . E
s= (55 @2+ad) -2 @2 rad)) (536)

S = i/dt Lq?—ﬂq? (5.37)
& 2E, " 27"

Nesta andlise, g € ¢ sao o que podemos chamar de Coordenadas Generalizadas. Ambas
sdo fungdes de ¢, mas estamos omitindo o (¢) nos célculos para ndo precisar ficar repetindo
toda hora. Nao € tdo importante transportar essa informac¢ao o tempo todo. Seguindo adiante,

podemos ja extrair a lagrangeana da a¢ao que obtemos em (5.37).
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1 5 Ep »
L= E — g ——q; 5.38
Essa lagrangeana tem cara de oscilador harmoénico! Podemos jé extrair o momento
conjugado.
JdL _ g
_ —_— 5.39

Voltando para ag¢do, sabemos que sua variagio € zero. Portanto, vamos seguir com esse

calculo até chegarmos na equag¢dao de movimento.
2 1 oy Ep 2
5S:Z/dt 837 - L8(4?) ) =0 (5.40)
i=1 p

i/dt L gis4i—Er2gi6q:) =0 (5.41)
~ 2E, qi04i 3 qi04i | = .

Podemos simplificar e fazer uma integracao por partes.

2 1
[4i 0Gi) 1 + Z/dt (— E—561i6'1'i—Ep61i561i> =0 (5.42)
i=1 P

Ja sabemos que o termo que escapa para fora da integral na integracao por partes € nulo

e como a integral estd igualada a zero, seu argumento precisa ser zero.

2
1
Z—&a(—¢+@%):o (5.43)
i=1 EP

Para essa expressao ser verdade, o termo entre paréntesis precisa ser zero!

1
—Gi+Epqi=0 (5.44)
Ep

Gi=—E; qi (5.45)

Essa ja é a equacdo de movimento do campo! Com isso também podemos escrever:

i(t)=—E]a(t) (5.46)

A solucgdo dessa equacao diferéncial ja € bem conhecida. A solucdo pode ser escrita

como:
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a(t) =ape ’Ef’t—i—a e (5.47)

Agora vamos retornar para a hamiltoniana (5.35). Podemos fazer substituicdes pelo que

acabamos de obter.

H=5 (—iEpape ' +iE,a* ,e'™r") - (iEpalye'™' —iEya_pe ')
4 (5.48)
7P (ape—zE,,t _}_a*_pezE,,t) . (a;ezE,,t —}—a_pe_’E"t)
1 —2iE 2 2 | E
H= 2E (E a,a, E apa_pe ="' —Eja” a,e” ”t+E . a_p)
. (5.49)

-pP * —2iEpt * * 21Ept *
+= (apay+apa_pe +d* yaye”r +d a )

E,
Note que quando colocamos - em evidéncia para todo mundo, 0s termos com exponen-

cial se anulam.

E * *
H=— > (2apa —|—2a p) =E, (apap—i—afpafp) (5.50)

Essa € a hamiltomiana do campo, note que a dependéncia temporal desapareceu. Isso
significa que a energia é conservada. Na teoria quantica, a hamiltoniana deve se tornar um
operador, nés fazemos essa passagem tornando a,, e a_, Operadores de Aniquilagdo e aj, e a* ,
se tornam Operadores de Criagdo. Os conjugados vao ser denotados por Dagger (1). Como
estamos lidando com operadores de criacdo e aniquilagdo, a relacdo de comutacao padrao deles

¢ dada por:

[ama/i] p.k
(5.51)

[ap,ar) = [a;,au =0

J4 generalizamos os indices na relagdo de comutagdo. As fungdes a(t) como operadores,

ficam escritas como:

a(t) =a,e'Er! +aipeiEl’t a(t) = —iE, (ape*"EP’ —aT_peiEP’>
(5.52)

aJ’(t) = a; el Ept +a_, e tEpt aT(t) =iE, (cﬁ elEpt —a_, efiEpz)

Vamos reescrever a hamiltoniana (5.50) nesse formalismo também!
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H=E, <a;ap—|—aT_pa_p> (5.53)

Exite outro operador que serd extremamente importante no nosso estudo. Esse operador
€ o Operador Momento Transportado pelo Campo. Na teoria cldssica de campos j4 existe uma

expressao que fornece o momento transportado pelo campo, essa expressao ¢ dada por:

P [ 550

O célculo para essa expressao segue os mesmos passos do cdlculo feito para obter a acio
do campo em (5.34) e de forma andloga, os mesmos passos do cédlculo que se faz para obter a
hamiltoniana em (5.35). N6s substituimos o campo escalar que estamos trabalhando, os termos
que transportam exponencial vao ser nulos na integral devido a condi¢do (5.29), a integral que

vai sobrar serd o proprio volume do espaco [ d%x =V e ao término desses cdlculos, vamos obter:

po_tP (a*(t)a(t) —a(t)a*(r)) (5.55)

Mais uma vez, nés vamos pular alguns célculos pois sao repetidos. Nosso proximo passo
é abrir as fungdes a(z), usando a solugdo (5.47). Devemos considerar as derivadas e o conjugado
dessa fun¢do. O desenvolvimento € idéntico ao que foi feito para obter a hamiltoniana em (5.50),
até mesmo a etapa dos termos com exponenciais, que vao se anular e os termos sem exponenciais

que vao se somar. No fim, escrevemos o0 momento da seguinte maneira:

P=p(ayap—a* ,a_p) (5.56)

Aqui é importante tomar cuidado para ndo confundir os momentos. O momento P é o
momento transportado pelo campo. J4 o momento p é o momento da particula descrita pelo
campo. Como vamos transformar essa expressao em um operador, substituimos pelos operadores

de criagdo e aniquilacdo. Entdo quanticamente, temos:

ﬁ:p‘(a;ap—aipa_p> (5.57)

Ja estamos perto de terminar essa subsecao. NOs vamos trabalhar agora efetivamente no
Operador de Campo. Na pritica vamos tomar o campo escalar (5.26) e substituir as funcdes a(r)
e a*(t) pelas suas versdes escritas pelos operadores de criagdo e aniquilagdo. Deste modo, nosso

operador de campo fica escrito como:

0,1, %) = —— 1 <a(r)e"1"X +aT(z)e*"1”?) (5.58)

V \2E,
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O passo seguinte € abrir as funcgdes (5.52), neste campo.

(PP(I’X) = W\/m

-

[(ape_iEf’t +aipeiEPt) dPX 4 (a;eiE"t +a_pe_iEPt) e P } (5.59)

5 1 1
(pp(t’X):W\/TTp

Devemos considerar algumas observagdes. Primeiro, £, ndo muda, independente de
trabalharmos com p ou —p, pois E,, = ++/ p? + m?, da forma que foi definido. Segundo, a_, e

[ap e—zEpt—i—zp-X +aT—p elEpt—Hp-X +a;r7 elEpz—le +a—p e—zEpt—sz] (5.60)

a* , contribuem com sinal negativo para o momento. Note que se invertermos o sinal de p, os
termos até trocam de lugar na expressdao. Entdo vamos generalizar e varrer todo o espago dos

momentos.

r(0.0) = T L (et g t-i5%) s
vV F V2Ep

Esse é o Campo Quantico "mais geral"que podemos escrever até o presente momento. O

que € importante ressaltar € o fato de termos quantizado o campo escalar. Agora nds estamos

trabalhando verdadeiramente com uma teoria quintica de campos! Podemos ir ainda mais além

e fazer o mesmo desenvolvimento para o operador hamiltoniano (5.53) e o operador momento

transportado pelo campo (5.57).

H= ZEpapap
P
(5.62)
P= Zﬁa;ap
P

Por fim, obtemos respectivamente o operador hamiltoniano "mais geral"e o operador
momento "mais geral"que podemos escrever até agora. Conseguimos cumprir o objeto de fazer
uma representacdo do campo quantico, escrito pelos operadores de criacdo e aniquilagido. Nao
somente isso, mas também representamos o operador hamiltoniano, que fornece a energia total
do sistema, e o operador momento, pelos operadores de criacdo e aniquilagdo. Nosso proximo
passo ¢é estudar o Estado de Vicuo e como o estado de uma particula é representado na mecanica

quantica.

5.2.2 Estado de Vacuo e Estado de Particulas

Na subsecdo anterior, vimos que 0 nosso sistema se comporta como um oscilador

harménico. Entdo vamos assumir um estado de vdcuo |Q) como o estado fundamental do
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oscilador harmdnico. Como o estado de véacuo € o estado de menor energia, aplicar o operador
de aniquilagdo neste estado tem que dar zero, pois ndo € possivel descer para um estado inferior

a €SS€C.

a,|Q) =0 (5.63)

No nosso estudo também vamos assumir que o vicuo é um estado de energia zero. [sso
implica que se aplicarmos o operador hamiltoniano no estado de vicuo, também tem que dar

Z€10.

H|Q) =0 (5.64)

No estado de vdcuo ndo existe particulas. Para elevarmos o estado para o estado de uma
particula devemos aplicar um operador de criagdo no estado de vacuo. Deste modo, podemos
extrair o momento e a energia da particula aplicando respectivamente os operadores de momento
e o operador hamiltoniano no estado que resulta do operador de criagdo aplicado no estado de

vacuo. Vamos ver como € se aplicarmos o operador momento ao estado de uma particula.

Iga; Q) = Ziéa,ﬁaka; Q) = Z%a,ﬁ ([ak,a;] —|—a;ak> |Q) (5.65)
k k
Paj|Q) =Y kaj ([ak,aﬂ Q) +af a IQ>) (5.66)
¥

Note que pela condi¢do (5.63), o ultimo termo entre paréntesis € zero. J4 o primeiro

termo, podemos usar a condi¢ao (5.51).

Pd}|Q) = Ziéa,i Spi |Q) (5.67)
k
Pd}|Q) = pa}|Q) (5.68)

Esse resultado € até que esperado! Aplicando o operador momento, extraimos o vetor
momento do estado de uma particula, que se configura por a; |Q). Agora se fizermos 0 mesmo
para o operador hamiltoniano em (5.62), realizando os célculos com as mesmas etapas, vamos

obter:
Hd))|Q) =E,a}|Q) (5.69)

O que também € um resultado esperado. Ao aplicar o operador hamiltoniano, extraimos a

energia total do estado de uma particula. Pela forma que definimos, o estado a; |Q) tem energia
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positiva. Ou seja, o estado de uma particula tem energia positiva. Prosseguindo, para terminar de
deixar completo nosso estudo, basta ressaltarmos como € o estddo de multiplas particulas. Nao é
mistério que serao multiplos operadores de criagdo aplicados no estado de viacuo. Cada operador

de criagdo € responsavel por criar uma particula.

ah a, --al |Q) (5.70)

Antes de falarmos das particulas mais importantes, devemos prestar atencdo que o
operador momento foi fundamental para a constru¢@o da estrutura deste formalismo. Nao somente
1ss0, mas também vimos anteriormente que 0 momento pode ser expresso em coordenadas do
cone de luz. Portanto, € interessante definirmos como € o operador momento nas coordenadas do

cone de luz.

5.2.3  Operador Momento no Cone de Luz

Antes de escrevermos o operador momento no sistema de coordendas do cone de luz,
devemos escrever como ¢é o estado de uma particula nesse sistema de coordenadas. A mudanca
mais significativa é que nosso sistema vai ficar parametrizado em p* e Pr. No serd necessario
parametrizar em p~, porque p~ jd pode ser escrito em fungio de p* e Pr, como evidenciado em
(4.90).

1 11 2
= +m 5.71
P50 (p'p'+m’) (5.71)
Desta forma, nestes novos parametros, a; B serd o operador de criacdo e a ot By serd o
T ’

operador de aniquilagdo. Assim o estado de uma particula pode ser escrito como:

T
af 512 (5.72)

Seguindo essa linha de pensamento, usando como base o operador momento construido
em (5.62), podemos construir os nossos novos operadores momentos no sistema de coordenadas

do cone de luz.

p . P4y B Gpt By
p+a T
AT I 7
= a ) 3
P4 b %pt B (5.73)
P+7_‘T
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Agora temos as ferramentas necessdrias para trabalhar as particulas mais importantes.
A seguir vamos ver como se constréi o estado de féton, a particula responsavel pela forca de
interacao eletromagnética e vamos ver também como se constrdi o estado de griviton, a particula

responsdvel pela forca de interacdo gravitacional.

5.3 Estados de Fotons e Estados de Gravitons

Nesta secao, € importante recapitularmos o que fizemos na se¢do anterior, para algumas
informacdes ndo se perderem. O primeiro ponto é como construimos o estado de uma particula,
que foi fazendo uso de operadores de criacdo e aniquilacdo destas particulas. Isso nos leva ao
segundo ponto, de onde vem os operadores de criagdo e aniquilacdo das particulas? Essa € a
informacdo que muitas vezes passa despercebida, mas se acompanharmos desde o inicio, esses
operadores surgiram do campo quantico, que se originou de um campo escalar que descreve a
particula. Lembra quando usamos a funcao de ondas planas? Pois entdo, os operadores de criacido
de aniquilacao de particulas surgem do campo que descreve as particulas. O f6ton € a particula
que descreve a forca de interacdo eletromagnética, que € descrito pelo campo eletromagnético
ou também conhecido como Campo de Maxwell. Significa que os operadores de criacdo e
aniquilacdo do féton vao surgir do campo de Maxwell. Ja o graviton € a particula que descreve
a for¢a de interacdo gravitacional, que é descrita pelo Campo Gravitacional. Significa que os

operadores de criacdo e aniquilagdo do graviton vao surgir do campo gravitacional.

5.3.1 Campo de Maxwell

Quando falamos de campo de Maxwell, estamos nos referindo ao campo eletromagnético.
Uma caracteristica que vale ressaltar € que o campo eletromagnético tem Invaridncia de Calibre,
ou seja, ele € invariante sob as transformacdes de calibre. Vamos explorar muito essa propriedade
neste estudo! Na teoria eletromagnética, nds trabalhamos com um potencial vetor A, (X) e a

for¢a do campo eletromagnético € dada por:

F'uv - a'uAv - avA’u (5.74)

Existe uma relacdo que podemos usar como equagdo de movimento. Ela € até que bem

conhecida e diz que dy, F*V = 0. Abrindo essa rela¢do, nos vamos ter a seguinte equagio:

D?AH —9H (3-A) =0 (5.75)

Onde 9> =9, d¥ e dyAY = 9 -A. Como estd igualado a zero, podemos inverter o sinal.
Pois bem, temos uma equacdo de movimento, falta agora definirmos uma cara para o potencial
vetor A*(X). Seguindo os passos da se¢@o anterior, vamos usar a transformada de Fourier deste

potencial vetor.
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AR (X) = / dPpAH (p)e'PX (5.76)

(2m)”

Agora podemos aplicar na equacgdo (5.75). Como estd igualado a zero, ja vamos eliminar

a constante!

/ dPpAH(p) d* [e'P] - / dPp At (p) ot (9 [¢7¥]) =0 (5.77)
/deA“(p) (=p*e'?X) —/deA“(p)a“ (ipe'?*) =0 (5.78)
/deA“(p) (p*e'?X + 9" (ipe'?™)) =0 (5.79)
/deA”(p) (p*e'?* —p-PHePX) =0 (5.80)

Para essa integral ser zero, o argumento dela tem que ser zero. O que com certeza ndo €

zero e podemos cortar da equagdo € a exponencial.

p*A*(p)—P* (p-A(p)) =0 (5.81)

Perceba a semelhanga entre essa equagdo e a equacgdo (5.75). Vamos usar muito essa
equacdo! Entretanto, por agora vamos deixar este resultado guardado. Nosso objetivo € terminar
de estruturar a matemdtica do campo de maxwell, portanto, agora falta definir os parametros de
calibre.

§AL(X) = dy e(X) (5.82)

Onde £(X) é um pardmetro real. No espaco dos momentos a histdria é outra, pois sai do

escopo dos reais e passa estar no escopo dos complexos.

§Au(p) =iPye(p) (5.83)

Neste caso, €(p) é um pardmetro complexo e uma consequéncia é a seguinte propriedade:

e(—p)=¢"(p) (5.84)

O fato de &(p) ter essa propriedade, garante que A (p) tenha a mesma propriedade, a

defini¢do foi construida para ser assim.
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(8Au(p))" = —iPue"(p) =i (—Pu) &(—p) = 8Au(~p) (5.85)

Tudo que nos € interessante ja foi evidenciado nesta subsecao. Agora vamos trabalhar o

formalismo do campo de Maxwell no cone de luz.

5.3.2 Campo de Maxwell no Cone de Luz

No sistema de coordenadas do cone de luz, teremos os potenciais vetores A™(p), A~ (p)

e Al(p). Seus parimetros de calibre sdo definidos usando (5.83).
(AT (p)=ipTe

SA~(p)=ip ¢ (5.86)

( SA(p)=ip'e

Nas transformacdes de calibre, sempre podemos escolher o valor de €. Como ja sabemos
que p* # 0, vamos definir:

£=— (5.87)

Faremos entio uma transformacdo de calibre para A™. Por simplicidade, vamos estar
omitindo que A € funcdo de p em alguns termos, mas apenas devemos lembrar que estamos

trabalhando no espaco dos momentos.

.A+
A’*:A++6A+:A++ip+£:A++ip+l—+:A+—A+:0 (5.88)
p

Pela invariancia de calibre, podemos afirmar que:

AT (p) =0 (5.89)

Essa € a primeira condic¢ado de calibre do cone de luz para o campo de Maxwell! Agora
vamos comecar e desamarrar as expressoes. Primeiro de tudo, vamos pegar a equacao (5.81)
e tomar i = +. De cara, pela condicdo (5.88), nds zeramos o primeiro termo. Ficamos com o

segundo termo igual a zero e como P* # 0, nés temos que:

p-A=0 (5.90)

Abrindo esse produto escalar no sistema de coordenadas do cone de luz, temos:
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Usando a condig¢do (5.89) para cortar o termo do meio, nds obtemos:

1
A (p) = = (p'A") (5.92)

Podemos usar (5.90) para reduzir a equagdo de campo no espaco dos momentos (5.81)

cm:

p*Af(p) =0 (5.93)

Nao ¢ interessante fazermos essa equagdo para [ = +, porque € trivial. Veremos como
ela se dd para u = I. Vamos ter duas situagdes. Situacdo 1: A/(p) = 0 se p? # 0. Situacio 2:
Al(p) # 0 se p> = 0. Ambos os casos devemos olhar com muito cuidado! Primeiro, 0 A~ (p)
é determinado em funcdo de A!(p), portanto nio é interessante que A’(p) seja nulo. Deste
modo, partindo do ponto que a situagio 2 seja verdadeira, teremos todos os A’(p) como graus
de liberdade do campo de maxwell, ou seja, D — 2 graus de liberdade. Ja na situacdo 1 ndo
exite nenhum grau de liberdade do campo de maxwell na teoria. Sendo assim, tudo aponta que
devemos usar a situa¢do 2. Deste modo, todos os cédlculos que foram feitos para ¢, anteriormente,

podem ser feitos para A”.

5.3.3 Estado de Foton

Chegamos a uma conclusao surpreendente na subsecao anterior, pois podemos definir de
imediato como € o estado de f6ton. Sabemos que os calculos ja feitos para ¢, vao se repetir para

0 campo Al (p), com as coordenadas I do cone de luz sendo os graus de liberdade. Neste caso,
It
- p
escritos em p* e Pr. O estado de vdcuo ainda é |Q), o que implica que o estado de um f6ton é

vamos ter operadores de criacdo e aniquilacdo escritos como a)' e a{,, que também podem ser

definido por:

It
alf. ;1) (5.94)

Neste formalismo, / vai indicar a polarizagdo, pois ele estd associado a dire¢do do foton.
Neste caso, vao ter D — 2 polarizagdes possiveis para o féton. Em outras palavras, existem D — 2

estados de um féton linearmente independente para cada ponto em que p> = 0. Um estado geral

serd portanto uma superposi¢ao linear:

D—1
IZZ a5 1Q) (5.95)
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Este é o estado geral de um féton, onde &; € o vetor de polarizag¢do do féton. Como
discutimos anteriormente, foi possivel obter o estado de f6ton a partir do campo de Maxwell,
que € o campo responsdvel pela interacdo eletromagnética. Nosso proximo objetivo serd chegar

no estado de griviton, a partir do campo gravitacional.

5.3.4 Campo Gravitacional

Como vimos anteriormente, definimos o estado de f6ton, a partir do campo de Maxwell.
Agora nds vamos definir o estado de graviton, a partir do campo gravitacional. Em primeira
andlise, a métrica de Minkowski que trabalhamos até aqui (3.51) ndo leva em consideragcdo
os efeitos do campo gravitacional. Isso € devido ao campo gravitacional ser muito fraco, para
diversos fendmenos fisicos. Portanto, devemos construir uma métrica que leve em consideragao
os efeitos do campo gravitacional. Vamos chama-la de g,y (X ). Queremos trabalhar com campos
gravitacionais fracos, que em geral, é o que acontece para muitos fendmenos fisicos, ja que a
gravidade ¢ a forca de interacdo mais fraca. Para isso, a métrica do campo gravitacional g,y (X)
tem que ser a propria métrica de Minkowski mais uma pequena flutuagdo na mesma métrica de

Minkowski que vamos chamar de /1y (X).

guv(X) = Nuv +hyv(X) (5.96)

O termo Ay (X) é um pardmetro importante para estudarmos ondas gravitacionais, mas

este ndo € o nosso foco. Vamos tomar algumas defini¢des importantes.

WY = nﬂa T]Vﬁ haﬁ

5.97
h=n*Yhyy 697

Também existem propriedades da métrica do campo gravitacional que devemos destacar!

A matriz g,y (X) é uma matriz simétrica e existe uma relagdo dela com a delta de Kronecker.

guv = 8vu
(5.98)
g% gav = 5&

Na Teoria da Relatividade Geral, a gravitacdo € regida pelas Equacoes de Einstein. No
caso de campos gravitacionais fracos, as equacdes de Einstein podem ser expandidas em termos

de hyy. Isso vai ser muito importante, porque essa expansao, depois de linearizada, € dada por:

02 HY(X) — 0 (9" R(X) + 0¥ (X)) + 9 0¥ h(X) = 0 (5.99)

Seguindo com os célculos, assim como fizemos anteriormente, s que com outros campos,

vamos tomar a transformada de Fourier de 1" (X).
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Y (X) = 5 ;) _ / dPp Y (p) e X (5.100)

Agora o proximo passo € aplicar essa fun¢do na equacao de campo (5.99). Ja vou cortar

o que € constante, porque a equacao estd igualada a zero e colocar em evidéncia a integral.

/de(h“v(p)az [eip.X] _hva(p)aaau [eip'X} —hua(p)%cav [eip-X]

L h(p)akaY [¢7X]) =0

(5.101)

/deeiP'X (=p* Y (p) + Py P* V¥ (p) + Py PV h'*(p) — PE PV h(p)) =0 (5.102)

Para essa expressao dar zero, o argumento da integral tem que ser zero. Sabemos que a
exponencial ndo € zero, entdo o que esta entre paréntesis € zero. Vou trocar o sinal e simplificar a

expressao.

P> Y (p) = Po (PH RY®(p) + PY W% (p)) + P* P h(p) = 0 (5.103)

Essa é a Equacdo para Campos Gravitacionais Fracos no Espaco dos Momentos. Vamos
chamar essa equagdo de S*V(p). Note a semelhanca com a equagio (5.99), néo é por acaso. Agora
devemos tomar a variagdo do campo A*Y(p). Note que estd no espago dos momentos, entao
sua variagdo estd no escopo dos complexos. Vamos definir da mesma maneira que definimos a
variagdo de A, (p) em (5.83), s6 que agora vamos nos atentar aos indices, ja que estamos lidando

com um campo de dois indices.

ShY(p) = iP*€¥(p)+iP" " (p) (5.104)

Aqui é importante destacar que na gravitagdo, a invariancia de calibre € a invariancia de
reparametriza¢do. Entdo de imediato, vamos ver como € a variacdo de S*V(p), nossa equacdo de

movimento.

SSHY (p) = p> Sh*Y (p) — Py (P Sh¥%(p) + P¥ Sh*%(p)) + P* P¥ Sh(p) (5.105)

O ultimo termo podemos abrir usando a segunda propriedade em (5.97), em seguida

abrimos todos os termos usando (5.104).

8"V (p) = p* 8h*Y (p) — Py (P* Sh¥*(p) + P¥ 8h*%(p)) +P* PV nyuy 6H*Y () (5.106)
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SSHY(p) =ip® (P* eV + PV e!) —iPy P* (PV €%+ P%e¥) —iPy PV (P* €% 4 P¥ M)

(5.107)
+iP*PYnyy (PP eY + PV eH)

Perceba que no tltimo termo € possivel fazer a distributiva de 1y, neste caso, vamos
trocar os indices v por u do ultimo termo. Vamos fazer a distributiva no que é importante

destacar.

SSHY(p) =iPt p* eV +iPY p* et —iP* PV Pye® —iPH Py P*e” —iPY PH Py e®

(5.108)
—iPY Py P*e! +iPH PV PH ekt +ipt pY pH et

Sabendo que Py €% = P* e = p- € e que Py P* = p?, podemos simplificar tudo para:

SSHY(p) =iPH p? eV +iP¥ p*eH —iPHPY (p-g)—iP" p?e¥ —iP'P* (p-¢)

R o 3 (5.109)
iP"p e* +iP*PY (p-e)+iP*P" (p-e)=0

Temos nitidamente que a equacdo de movimento possui invariancia de calibre e isso
implica que a equagdo possui invariancia de reparametrizagdo. Todas as informagdes que nos
interessa foram obtidas aqui, agora devemos trabalhar o formalismo do campo gravitacional no

cone de luz.

5.3.5 Campo Gravitacional no Cone de Luz

No sistema de coordenadas do cone de luz, vamos ter os campos A/, k! h=1 ht= pt+

e h~ . Podemos escrever os parametros de calibre usando (5.104).
([ Shtt =2iptet

Oh™~ =ipTe +ip e" (5.110)

| sntl=iptelviplet

Resolvi destacar estes trés campos porque sempre vamos ter a liberdade de fixar €T, £~

e &/ de modo que a invariincia de calibre nos permita colocar:

Shtt =86nt—=6n"=0 (5.111)

Essa serd a condi¢ao de calibre do cone de luz para o campo gravitacional. Isso implica

que os nossos graus de liberdade ficaram em funcio de 4"/, h~! e h~~. Daqui para frente vamos
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abrir a equacdo de movimento (5.103) e buscar desamarrar essas expressoes. Um bom ponto de

partida € tomarmos [t = + e V = +. Todos os termos vao zerar e s6 vai sobrar o ultimo.

(p1) h=0—h=0 (5.112)

Usando a segunda defini¢do em (5.97):

h=nuh" =—n"" - T+h"=0—n"=0 (5.113)

Aqui podemos afirmar que a matriz 4’/ ndo tem traco! Com 4 = 0, a equagio de movi-

mento se torna:

SHY(p) = p*h*Y — Py (PR RY* + PV hH%) = 0 (5.114)

Ainda dé para ir além, pois fixando somente ¢ = +, vamos zerar todos 0s campos com

indices + e o que vai restar sera:

—p TPy hV* =0 — Pyh¥* =Py h** =0 (5.115)

Com essa condicao, reduzimos ainda mais a equag¢ao de movimento.

pPPh*Y =0 (5.116)

Essa € a equacdo de movimento do campo gravitacional. Ja vamos voltar nela, por agora

vamos analizar a condi¢do (5.115). Primeiro vamos abri-la para v = I.

—pth—p Wt +PH =0 (5.117)

Lembrando que W't =0, ficamos com:

1
— = P (5.118)

Agora em segunda andlise vamos abrir a condi¢do (5.115) para v = —.

—pth —p PR =0 (5.119)
Lembrando que 4~ = 0, ficamos com:

1
h— = FPIh’I (5.120)
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Perceba que 4~ é escrito em fungio de 7! e h~! é escrito em funcdo de 4. Ou seja,
se determinarmos /’/, em principio, vamos ter todos os campos necessarios para descrever o
campo gravitacional. Agora vai ficar interessante, porque se abrirmos a equa¢ao de movimento

(5.116) para h'’, ficamos com:

P’ =0 (5.121)

Note que chegamos a uma situacao parecida com a que analisamos no caso do campo
de Maxwell. Aqui podemos tirar duas conclusdes, ou p> =0e h'’ #0, ou p> #0e h'/ =0.
Devemos olhar com cuidado! Primeiro, o fato do campo gravitacional exigir que 4 seja bem
determinado, ndo é interessante que esse campo seja nulo. Portanto, vamos considerar p> =0 e
h!’ sdo os graus de liberdade do campo gravitacional. Em outras palavras, os graus de liberdade
do campo gravitacional D-dimensional cldssico sdo transportados por um campo tensorial
transversal simétrico e sem traco. As componentes de /!’ satisfazem as equagdes de movimento
de um escalar sem massa. Deste modo, o tensor 4’/ tem tantas componentes quanto uma matriz
quadrada, simétrica, sem trago, de tamanho D — 2. Vamos calcular o niimero de componentes

deste tensor!

n(D)==(D-2)(D—1)—1 (5.122)

| =

Dessa nossa expressdo, 5 estd ali porque a matriz é simétrica, o termo (D —2) (D —1) &
porque estamos considerando as colunas e linhas referentes aos indices — e 1, s6 que tirando o
que seria equivalente a uma coluna inteira devido aos elementos da diagonal, devemos lembrar
também que as colunas e linhas com + sdo todas nulas. Por fim, o termo —1 € para ndo

desconsiderar a componente 4~ ~ da diagonal. Simplificando essa expressao, ficamos com:

n(D) = %D(D—B) (5.123)

Este é o nimero de componentes nao nulos do tensor #*Y nas coordenadas do cone de
luz. Daqui por diante, todos os cédlculos que foram feitos para ¢, e A’ anteriormente, podem ser

feitos para h'”.

5.3.6 Estado de Graviton

Estamos construindo conclusdes surpreendentes, pois ja podemos definir de imediato o
estado de graviton. Sabemos que os calculos ja feitos para ¢, e A’ vio se repetir para o campo
h! | com as coordenadas transversais do cone de luz sendo os graus de liberdade. Neste caso,
vamos ter operadores de cria¢do e aniquilagcdo escritos como ag Te af,J , que também podem ser
escritos em p* e Pr. O estado de vdcuo ainda é |Q), 0 que implica que o estado de um graviton

€ definido por:
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17y
all s 12) (5.124)

Da mesma forma que definimos o estado de f6ton em (5.95), um estado de um graviton

geral vai ser uma superposi¢do linear, assim teremos:

D—1
1Jt
”ZZ J;IJap+’ﬁT Q) (5.125)

Este é o estado geral de um graviton, onde &;; é o tensor de polariza¢do do graviton
e & = 0. A condigdo cldssica de auséncia de trago se torna a auséncia de trago do tensor
de polarizagdo do graviton na teoria quintica. Deste modo, temos n(D) estados de gravitons
linearmente independentes na nossa teoria. Assim fechamos as representacdes dos estados de uma
particula no modelo da particula pontual. Nosso objetivo para o capitulo seguinte € representar o

estado de uma particula e chegar no estado de féton pelo modelo de cordas abertas.
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6 TEORIA DE CORDAS ABERTAS
QUANTICAS RELATIVISTICAS

Chegamos a parte que mais nos interessa deste estudo, pois aqui vamos demonstrar
efetivamente como a teoria de cordas € uma teoria fisica que também serve para descrever
particulas. Em especial, com a teoria de cordas abertas, vamos ser capazes de descrever os
estados de foton. Aqui vamos ver também que a teoria de cordas abertas ndo se sustenta sozinha,
ela estd amarrada a uma teoria de cordas fechadas. Vamos ver a teoria de cordas fechadas no
capitulo 7 e ela serd necessdria para descrever o estado de graviton. Por agora, nosso objetivo é
montar uma teoria quantica de cordas abertas. Nessa teoria, serd muito importante considerarmos

a presenc¢a de uma D-Brana que preenche todo o espaco.

6.1 Dinamica das Coordenadas Tranversais

No capitulo anterior, vimos que as coordenadas trasnversais sdo os graus de liberdade
necessdrios para descrever uma particula, isso considerando a métrica do cone de luz. Embora
tenhamos usado para descrever particulas pontuais, com as cordas nao sera diferente. Por isso vai
ser muito importante chegar em um operador X’ (7, &) para a corda aberta. Com uma expressao

dessas vamos saber como € a dindmica da corda aberta nas coordenadas tranversais.

6.1.1 Hamiltoniano da Corda Aberta no Cone de Luz

Lembra do capitulo 3, quando construimos a teoria de cordas relativistica e exigimos
que ela deveria ser uma teoria invariantes de reparametrizacdo? Pois entdo, a hora de cobrarmos
isso chegou, porque se construimos expressdes invariantes de reparametrizacao e invariantes
de Lorentz, todas essas expressdes que valiam para os calibres que estivamos adotando, vao
valer para o calibre do cone de luz. Neste capitulo vamos revisitar muitas das expressdes que
desenvolvemos 14 atras. Comegando pela relagio (4.70), considerando 8 = 2 que é para cordas

abertas, vamos abrir essa expressao.

i 1 . . i
(X~ +X") = rETs XX+ xTx"T £ X' X"+ x"T X" (6.1)
p
2o/ 2pt 20/ 2pt

Essa equacdo € muito facil de decompor devido ao . Com isso, temos:
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- 11 (yIy] 1yl
X" = g oy (XIXT+X"TXT)
(6.3)
—_ L 1 (yIyl Iyl
X' = 7 gpr (XX XX
Vamos 14 atras resgatar a expressao (4.22). Fazendo = — e substituindo pela primeira
equacao em (6.3), vamos ficar com:
T— _ 1 1 1 (XIXI +X/1X/1) (6 4)
2o’ 20 2pt '
Também € imediato que fazendo u = I em (4.22), vamos ter:
x! .
T — X' =2na 27 (6.5)
2o

Essa equacdo € importante, porque podemos joga-la em (6.4). Fazendo as devidas

simplificagdes, vamos obter:

R B B 2 (2ma)’
T— _ ! (74 (74 H 1
= na 3 Iy ((2m) PP +(2m/)2x X (6.6)
_ T . . X/[x/l
P = | PP (6.7)
2p 2ra’)

Vamos deixar esse resultado guardado, daqui a pouco vamos usé-lo. Faremos uma pausa
para deduzir a hamiltoniana. Na mecénica quantica o operador hamiltoniano € definido como
H = iﬁ%. Em unidades naturais o / desaparece e vamos desaparecer também com o i. Isso
ndo significa que a hamiltoniana ndo é complexa, mas sim que esse i pode estar aparecendo em
outros termos que compde a hamiltoniana. Por razdes ldgicas, vamos trocar ¢ por T, pois € o
parametro associado ao tempo que estamos trabalhando. Se analizarmos o operador momento na
mecanica quantica, P =1ih %, podemos fazer a mesma andlize, s6 que diferente da hamiltoniana,

vamos associar o momento p~ a derivada na coordenada X+ do cone de luz. Entdo ficamos com:

HH%

(6.8)
- 2
P X

Prosseguindo com os célculos, vamos relembrar também do X+ em (4.65), quando § = 2.

B S
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H=2dp p~ (6.10)

Podemos ir além e abrir p~ usando a defini¢do (4.9). Vamos lembrar que os limites da

corda aberta viode o0 =0 até o = 7.

T
szwp+/<m3ﬂwac) 6.11)
0

Essa € a hamiltoniana da corda aberta. Agora € nitido onde vai entrar a equacgao (6.7).

Vou escrever toda a expressao e ja fazer as simplificacoes.

. 1 "
0 (27[06/)

(6.12)

Escrevemos a hamiltoniana da corda aberta em operadores que dependem do tempo 7.
Devemos dar atencdo a isso! Pois bem, vale destacar é que a hamiltoniana que obtivemos em

(6.10) € exatamente igual ao modo transversal de Virasoro Lé em (4.84). Ou seja:

H=Ly (6.13)

N3do vai ser importante agora, porém mais adiante vamos trabalhar nisso. Por agora
tiramos bons resultados para a hamiltoniana. Nosso proximo passo € fazer uma andlise de como
as condicdes de contorno da corda aberta vao ficar na mecanica quantica, mas antes devemos

definir o pilar mais importante, que sdao os operadores e algumas relacdes de comutacio.

6.1.2 Operadores e Relagoes de Comutacdo Candnicas

Podemos comecar esssa subse¢do falando dos operadores mais importantes que vamos
usar. No capitulo 4 vimos as varidveis dindmicas do nosso sistema, que agora serdo tratadas como
operadores. As mais importantes sdo X, , X I p* e p!. Porém, hd uma questio a se considerar,
estes operadores podem depender do tempo ou ndo. Em geral, podemos tratar a mecanica
quantica de duas formas. Podemos usar a Representacdo de Schrodinger que € quando o estado
de um sistema evolui no tempo e os operadores ficam inalterados. Ou podemos usar também a
Representacdo de Heisenberg que € quando os operadores evoluem no tempo o estado do sistema
fica inalterado. A grosso modo, vamos ter duas versdes de operadores, sendo elas suas versoes
dependentes do tempo e as que ndo dependem do tempo. Vamos chama-las respectivamente de
Operadores de Heisenberg e Operadores de Schriodinger. A relacdo € até que simples de passar

de um para o outro, vamos ver como funciona na pratica!

Seja o(7) um operador de Heisenberg e o o operador de Schrodinger correspondente,

Ssempre vamos poder escrever.
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a(t) = e oe ! (6.14)

Prosseguindo com o estudo, vamos postular algumas relacdes de comutacdo. Na mecanica
quantica, a relacdo de comutacdo candnica entre a posicdo € momento numa mesma direcao
€ ih, enquanto que em direcoes diferentes € zero. Isso € muito importante destacar, poque os
operadores de posi¢ao e momento nio vdo comutar se forem ambos da mesma direcdo. Deixando
isso claro, como os operaodres vao carregar os indices do cone de luz, eles ndo vao comutar
se compartilharem o mesmo indice do cone de luz, com excecdo dos indices + € — que sao
amarrados. Resolvemos essas questdes dos indices colocando a matriz n*Y do cone de luz no
comutador. Podemos ir além e deixar ainda mais completo, porque os operadores carregam
a informacgdo o, que vai indicar em qual ponto da corda estamos trabalhando. Faz sentido
a posi¢do e 0 momento ndo comutar no mesmo ponto, mas comutar em pontos distintos da
corda. Neste caso, vamos colocar uma delta de Dirac no comutador para gantir que posicao e
momento ndo comutem no mesmo ponto da corda, mas comutem em pontos diferentes. Feito

essas consideragdes vamos postular nossas relacdes de comutagao.
( [X!(t,0), 2% (r,0")] =in" §(c — o)
Xo Pt =i
(X/(z,0),X/(1,0")] = [2"(7,0), 2% (1,6")] =0 (6.15)

X, . X!(z,0)] = [X;, 2" (1,0)] =0

[p+,XI(T,G)} — [p+,<@ﬂ(f,6)} -0

\

Faremos aqui duas ressalvas, a primeira delas € que no exemplo usamos operadores de
Heisenberg, mas as mesmas relacdes vao valer para os operadores de Schrodinger, uma vez que
a passagem (6.14) ndo muda essas relagdes de comutacao, isso € até que facil de demonstrar. A
segunda ressalva é que foi proposital escrevermos X, e p™ como operadores que ndo dependem
do tempo, porque se compararmos essas relacdes de comutagdo e a hamiltoniana que obtivemos
em (6.12), esses operadores comutam com a hamiltoniana e por isso eles nao tem dependéncia
temporal. Deixando estas relacdes bem esclarecidas, vamos agora trabalhar as condi¢des de

contorno da corda aberta.

6.1.3 Condicdes de Contorno da Corda Aberta na Mecéanica Quantica

Neste capitulo, estamos transformando o que antes eram grandezas escalares ou vetoriais,

em operadores. Deste modo, as condi¢cdes de contorno da corda aberta vao se tornar equagoes
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de operadores. Trabalhamos bastante da condicdo de contorno de Neumann (2.8) e como as
coordenadas tranversais sao os graus de liberdade do nosso sistema, a condi¢do de contorno de

Neumann sera:

dsX!(1,06) =0 (6.16)

Sempre que 6 = 0 e o = 7. Essa condicdo diz que o operador d;X’(7, o) desaparece nas
extremidades da corda aberta. Agora vamos desenvolver outras expressoes importantes usando
os comutadores que postulamos em (6.15). Vamos tomar a primeira relacdo de comutagdo e

aplicar a expressao (6.5).

X/(z,0")

XI<T56)7 27ra/

=in"8(c—0o) (6.17)

(X!(z,0),X/(t,6")] =2na’in" §(c — o) (6.18)

Agora derivamos em o os dois lados da equacdo.

% [X!(r,0),X'(1,0")] = % 2ndin™ §(c—0o')] (6.19)
aXI(’L',G) oJ AN 11 J /
T’X (1,0)| =2moa'in %5(6—6) (6.20)
[X"(t,0),X(1,0")] = Zﬂa’in”%S(c— o) (6.21)

Vamos reescrever essa equagao acima de um jeito diferente, trocando os indices I e J de
lugar, colocando um sinal negativo e também trocando de lugar os pardmetros ¢ e ¢’. A regra

serd mantida, a equacao sé serd reescrita.

— [XY(z,0"),X"(1,0)] = —27105’1‘11”%5(0’— o) 6.22)

Uma propriedade da delta de Dirac, € que se inverter o sinal do argumento, ela tem que dar

a mesma coisa. Ou seja, 6(0’ — ) = §(0 — ¢’). O sinal ao lado de fora também pode entrar no

argumento da derivada da delta, ou seja, —%6(6/ —0)= % (0 —o’). Além disso, podemos

fazer as derivadas independer do parimetro, de modo que %5 (6'—0)= %5(6 —0’). Com

isso, fazendo essas trés manipulagdes, podemos fazer o lado direito da equacgdo voltar para a
forma original em (6.21). J4 no lado esquerdo, vamos inverter a ordem do comutador, que vai

fazer ele ficar negativo e cancelar os sinais de menos.
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[X!(z,0),X"(r,0")] =2na’in” %5(6 —0) (6.23)

Somando a equacdo (6.23) com a equacao (6.21), dobramos o lado direito.

(X!(z,0),X"(1,06")] + [X"(7,0),X(1,0")] :47ra’in”%6(o— o) (6.24)

Prosseguindo, precisamos simplificar essa soma de comutadores. Agora vamos mexer
somente no lado esquerdo da equagdo. Por facilidade, vamos dizer que [X/(7,0),X"(7,0")] +

[X"(7,0),X’(t,0")] = B, s6 para ndo ter que ficar repetindo essa soma toda hora.

B=X!(t,0)X"(1,6")—X"(z,6)X!(1,0)+ X" (z,0) X’ (1,6') - X’ (1,6") X" (1,5) (6.25)

B=X!(z,0)x"(z,6")+ X" (1,6)X’ (1,0

) ] (6.26)
—X'(1,6")X"(,0) = X" (,6")X!(1,0)
Vamos somar zero nessa equago:
Xl(t,0)X’(1,0") = X!(1,0)X/(1,6') =0
(6.27)

x"(t,0)x"(1,6") - X"(1,06)X"(1,6') =0

Uma observacao importante, a ordem dos termos acima pode ser invertida, devido ao
terceiro comutador em (6.15). Se X/ (7, 6) comuta com X’ (7, 6”), suas derivadas também vio

comutar. Dito isso, jogaremos (6.27) em (6.26) e ficamos com:

B=X'(t,0)X"(1,6") +X"(z,0)X’ (1,6') + X! (1,0)X’ (1,6') + X" (1,0)X" (7,0") 6.28)
—X/(1,6")X"(1,0) - X" (1,6")X'(1,0) — X (,6")X'(,0) = X" (r,6")X (1,06)

B={X"+X"}(1r,0) {X' + X"} (r,6") = {X) + X"} (r,0') (X' + X"} (1,06)  (6.29)

B=[{X"+X"} (r,0),{X" + X"} (1,0")] (6.30)

Chegamos aonde querfamos, porque definimos B como sendo o lado esquerdo da equacdo

(6.24). Desta forma, podemos escrever:



Capitulo 6. Teoria de Cordas Abertas Quédnticas Relativisticas 109

(X +X} (5,0, (X + X7} (r.0)] = 4ma'in 250 —0') (63D

E se fizermos a subtra¢do? J4 vou adiantar o resultado.

(X -X"} (z.0). (X ~X"} (1.0)] = 4nd'in 25(c-0)  (632)

A explicacdo do desenvolvimento de (6.32) € bem imediata. Lembra dos termos que
somam zero que usamos em (6.27)? Pois entdo, os termos positivos de (6.27) vao se agrupar
com os termos cruzados negativos e 0s termos cruzados positivos vao se agrupar com os termos
negativos de (6.27). Isso significa que estamos trabalhando com a mesma soma em médulo, o
que implica que em médulo o resultado tem que ser o mesmo. Entretanto, embora o médulo ndo
mude, a ordem dos sinais dos termos cruzados mudam. Como os termos que vem de (6.27) ndo
vao interferir no resultado, inverter o sinal dos termos cruzados vai significar inverter o sinal do

resultado. Portanto, podemos juntar (6.31) com (6.32) e generalizar essas expressoes.

[{X'£X"} (r,0),{X'£X"} (1,6")] = i4noc’in”%5(c— o) (6.33)

Esse resultado por si s6 ja € muito bom, contudo da para extrair ainda mais informacdes.
Uma vez que sé os termos cruzados contribuem para o comutador, eliminar os termos cruzados

significa que o comutador vai dar zero. Assim podemos escrever:

[{X'£X"} (r,0),{X' X"} (1,6")] =0 (6.34)

Com isso temos todas as ferramentas necessdrias para desenvolver a dinamica das
coordenadas transversais de uma corda aberta quantica relativistica. Vamos ver adiante, como

escrever X/(7,0) em termos dos operadores de criagio e aniquilacio.

6.1.4 Coordenadas Tranversais em Termos dos Operadores de Criacdo e Ani-
quilacdo

No capitulo anterior, vimos a importancia de escrever os operadores responsdveis pelo
movimento de uma particula em termos dos operadores de criacdo e aniquilagdo. Na teoria de
cordas ndo serd diferente, s6 que o operador responsavel pelo movimento da corda aberta € o
X!(t,0). No capitulo 4 desenvolvemos uma expressio para esse operador (4.74), porém essa
expressao nao era quantizada. Nesta subsecao vamos quantizar essa expressao! Nosso ponto de
partida serd a primeira equagdo em (4.75), destacando que o € [0, ] para cordas abertas. Vamos
mexer nessa equagio, de modo a mudar os limites de ¢. Neste caso, quero que ¢ € [—7,0].

Entdo vou escrever:
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X' —x"(1,~0)=V2a' ¥ afe ") = Al(7,0) (6.35)
nes
Por agora vai ser uma vantagem chamar toda essa expressdo de um operador A/(7, ).
Mais para frente vamos nos livrar dessa nomenclatura, mas por equanto vai simplificar nossos
cdlculos. Perceba que A/(t,0 +27) = Al(t,0), essa periodicidade é muito importante. Se

fizermos A/ (7, o) ter um intervalo de o € [, 7], podemos escrever:

vl 7
AI<T,G) — { X' +X (Tv 6)7 o c [0777'-] (636)

X' -X"(t,~0), o¢€|-n0]

Se quisermos calcular o comutador [A/(7,0),A?(7,6")] € necessdrio calcular quatro

tipos de comutadores. Vou listd-los abaixo.

([ [{X'+X"}(1,0),{X) + X"} (z,0")], c,0' €[0,7]

{X'+X"} (1,0),{X! —X"}(z,—0")], o€[0,n],0'€[-x,0]
(6.37)
[{XI-X"} (1,—0),{X/+X"}(1,0")], o€[-x0],0 €[0,x]

| [{X'=X"} (1,—0),{X) —X"} (7,-0")], 0,0 € [-mx,0]

O primeiro comutador nds ja calculamos em (6.31). O dltimo também € f4cil de ver ao
usar a equacgdo (6.32) e a propriedade da delta de Dirac de poder trocar livremente o sinal do

argumento.

(X' =X"} (r,—0),{X) —X"} (r,—0")] = —47roc’in”ﬁ3(—6+6’) (6.38)

(X —x") (r,—0), {X’ —x"} (1,—0")] :47roc/in”%5(0—6/) (6.39)

O dltimo comutador d4 o mesmo resultado que o primeiro comutador, sé que com limites
diferentes para ¢. Resta agora avaliar os comutadores do meio. Seguindo a mesma linha de
raciocinio, usando a equacdo (6.34), da para ver que os comutadores do meio vao ser nulos.

Portanto, somente o primeiro e o tltimo comutador vao contribuir e assim podemos escrever:

[Al(1,0),47(1,0")] =4nd'in" L5(c—0'), o,0€[-m,7] (6.40)
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Podemos abrir os operadores A/ (t,0) e A’(1,6”) pela definigio em (6.35).

_ d
V2 Y ale ™) V2ol Y ) e (e :47roc'zn”%6(6—6’) (6.41)

meZ neZ
—im(14+0) —in(1+0’) a /
Y e e [a), 0] =2min” =—&(c — o) (6.42)
mne’ do
—imo —ino’ —i(m+n)T a /
Y % e [af, 0] =2min” =—&(c — o) (6.43)
mnel do

A partir daqui, vamos trabalhar a equacgao (6.43) separadamente. Vamos realizar a opera-
¢do § L 0 Tdoelac [ 27 46" ¢’ nos dois lados da equagdo, onde a,b € Z. O lado esquerdo

vai ser chamado de B e o lado direito vai ser chamado de C. Deste modo, vamos ter:

B

1 2 iac (2T ! ibo! —imo _—ino’ —i(m+n I ,J
mfo doe'“? [y" do’e Z e e e ilmin)T [ocm,ocn]
m,ne,
(6.44)

— 1 2= iac (2T 3.~! ,ibc’ :n1J 0 !
C=q1m Jo doe?? [y7do’e”? 2min® 756(0 — o)

Essa contrugdo € tal que B = C, respeitando a relacio (6.43). Fazer essa separacdo vai

facilitar os cdlculos. Entdo por agora, vamos trabalhar em B e depois trabalhamos em C.

1 2r ;.
B— Z 4_752 do %% e tmc/ do’ e ibo' e~ ino e—z(m-i—n)’c [arrlmanj} (6.45)
m,nez
=Y 1= / do el / do’ !0 emilmmT (gl g d]  (6.46)
mnGZ

Vamos separar do somatério a parte da soma em que m = a € n = b. Veja que as

exponenciais que transportam o ¢ ¢’ vao desaparecer no termo extraido do somatdrio.

1 n .
B—= Z 4_71.2 A doé (a—m) / do' e i(b—n)o’ e —i(m+n)t [ang’anj]
m,nez,
it (6.47)
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B— Z #i 1 )[ei(a—m)c]o 1 [ei(b—n)o’]o e—i(m—i—n)r[al ocj}

ez (a—m 2n i(b—n) 27 e
s (6.48)
1 0 _;
T i 0125 (0], e larb)e o], 0]

_ -1 27 (a—m) 22 (b=n) 1\ —i(mn) T [ ] o d
B= Y i a—m—n) {enr e S M L

mnel

m#£a
noth (6.49)
1 .
—i(a+b)7 1 ,,J
+a2n2me (@t)T T ! o]

Esses termos entre chaves sdo zero e a justificativa € bem simples. Se abrirmos a expo-
nencial como fung¢ao trigonométrica, o argumento vai ser multiplo de 2 7, porque a,b,m,n € Z.
Portanto, a parte que compde 0 seno vai zerar junto com a parte imagindria e a parte que compde
o cosseno vai ser 1, que vai se cancelar com o —1 fora da exponencial. Em outras palavras,
estamos afirmando que {eizn(“_m) —1 } = {eizn(b_") —1 } = 0. Significa que todo o somatoério

vai ser nulo, restando somente a parte que estd fora do somatdrio.

B=¢ "7 [0 o] (6.50)

Tendo em vista que a e b sdo valores inteiros arbitrarios, podemos mudar o nome para

a=me b =n. Por fim, ficamos com:

B=¢ 1" (gl o] (6.51)

Concluimos aqui a simplificacdo de B. Agora vamos trabalhar em C (6.44).

c=1 Mdoem“/Mdo’eib"’in”isw—o’) (6.52)
27 Jo 0 Jo )
in" 27 e [T ke /

C:ﬁ/o doe'*? — /0 do’ "% §(c — o) (6.53)

inl/ 2w o d 7
= [ doeir =[] (6.54)
T Jo do
in” 27 _ i
C=—— do e'9%jbel’® (6.55)

_27r0
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bnll r2rm .
PN [T g eilatb)e (6.56)
2w Jo

Lembrando que podemos mudar os nomes de a € b. Em (6.51) mudamos paraa =m e
b=n.

I’ZT[” 2

C= do elmtn)o (6.57)

2w Jo

Vamos analizar essa integragdo! Aqui temos dois casos, o primeiro é quandom+n=0e

neste caso a exponencial vai desaparecer € a integral vai dar 27.

2r

2r
do ot (m+n)o

= [ do=[o)),={2n-0}=2x (6.58)
m+n=0 0

0

O segundo caso é quando m + n # 0 e a exponencial ndo desaparece. Vamos resolver

este caso.

2r .

1 1
doé

m+n#0:m [ei(m-kn)c}zn:i(m——i_n) {ei27r(m+n)_1} (6.59)

(m+n)oc

0

Veja que caimos numa passagem parecida em que vimos em (6.49). O termo entre chaves
vai ser zero usando literalmente a mesma justificativa. Neste caso {eizn(mﬂ) — 1} =0eisso

implica que a integracdo é zero quando m +n # 0.

=0 (6.60)

21 .
/ do é (m+n)o
0 m+n#0

Juntando o resultado que obtemos em (6.58) com o resultado recém obtido (6.60),

podemos determinar essa integracdo por meio de uma delta de Kronecker.

27 ,
| doe (m+1)C — 2 1 S0 (6.61)

Determinamos a integral, agora vamos substuir em (6.57). J4 vou deixar simplificado.

C=—nN" 8pnino (6.62)

Nao queremos zerar toda a nossa expressao, entdo podemos ja fixar que m+n = 0 e isso

implica que m = —n. Portanto, também podemos escrever:

C=mn" 8pino (6.63)
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A presenca da delta de Kronecker nos permite essa escrita. Agora podemos juntar (6.63)

com o que obtemos em (6.51). Lembrando que B = C, de modo a respeitar a relagdo (6.43).

e—i(m+n)f [ani’ anj] — mTl” 5m+n,0 (6.64)

(o), 0] = mn" §pynpe T (6.65)

Perceba que € irrelevante manter a exponencial nessa expressao, porque se m+n # 0,
independente do valor da exponencial, a delta de Kronecker vai zerar tudo. Se m+n =0, a
exponencial vai desaparecer e a delta de Kronecker também. Ou seja, ter essa exponencial ali ou

nao, nao muda o resultado, entdo podemos simplificar tirando a exponencial.

[, )] =mn" Spinp (6.66)

Essa € uma relacdao de comutagdo fundamental, devemos guardar bem essa informacao,
porque vamos usa-la bastante. Devemos agora relembrar nosso objetivo. Queremos escrever o
operador responsavel pelo movimento da corda aberta X!(7,6) em termos dos operadores de
criacdo e aniquilacdo da corda. Para isso, precisamos provar quem sao os operadores de criagdo
e aniquilagdo da corda. J4 podemos ter uma ideia pois estamos usando uma notac¢ao proposital,
mas ainda nio € evidente, entdo vamos provar efetivamente. Deixando isso claro, serd importante
calcular alguns comutadores. Vamos comecar pelo comutador entre X/(7,0) e X/ (1,06") (6.18),

vou integrar em ¢ os dois lados da equacgao.

/On do [X/(1,0),X'(1,0)] :/07r do2rno/in”’ (o —o') (6.67)

T T
[/ do X!(z, G),XJ(T,G’)] =2nao'in? / do §(c — o) (6.68)
0 0
Pelas propriedades da delta de Dirac, sabemos que [y do §(c —0o’) = 1.

T
[/ doX'(z,0),X/(r, o’)} =2na'in? (6.69)
0

Vamos guardar o lado direito da equacio e abrir somente o comutador. Primeiro, vamos

ver como se comporta essa integragdo. Usaremos a primeira equacao em (4.74).

& I & I I . I —ing€0S(n0)
/ doX (T,G):/ do | Xy +V2a o5 t+iv2a Z(xne mt—~ 2 (6.70)
0 0 n#0 n
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i ] ; 0
/ doX'(t,0)=X{n+ V2 af tn+iv2a/ Zoc,fe‘””M (6.71)
0 n#0 n

0:

1 = 0. Deste modo,

Como n é um ndmero inteiro diferente de zero, temos que [sin(n0)]

todo o termo que carrega o somatorio € zerado.

T
/ doX!(t,0) =X{n+V2a' of tn (6.72)
0

Podemos j4 inserir o resultado dessa integracao em (6.69).

[X01n+v2a’oc01r7r,XJ(r, G/)} =2na'in? (6.73)
[Xo’-i—\/Zoc’ OCOI‘L',XJ(‘L',G/)} =20/ in" (6.74)

Vamos lembrar de quem é aol . N6s podemos determinar a partir de (4.71).

al =V2a'p' (6.75)

Nio é um mistério p! comutar com X/, pois dando uma interpletacdo para esses ope-
radores, p! é o momento nas direcdes I e X! sdo as velocidades associadas a este momento e
canonicamente, momento comuta com sua respectiva velocidade. Portanto, podemos determinar

que:

[, X (7,6")] =0 (6.76)

Deste modo, em (6.74) vai restar:

Xy, X' (1,6")] =2a'in" (6.77)

Agora é a hora de expandir X’ (7, 6”). Usaremos a primeira equagio em (4.53).

X'(r,0)=v2a’ Y o) e " cos(no) (6.78)

nez

Essa expressao serd jogada no comutador (6.77), sé que vamos dar novos nomes. Faremos

n se chamar n’ e ¢’ pode ser chamado de ©.

X{, V2o Y ade " Teos(n' o) | =2a/in” (6.79)

n' ez
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Y e "Tcos(n' o) [X), )] = vV2alin” (6.80)

n'ez
Vamos mexer no somatoério. Veja que vai dar a mesma coisa! N6s vamos extrair o termo
n’ = 0 que faz o cosseno e a exponencial darem 1 e vamos manipular os sinais da exponencial e
do indice n’ no comutador para dar a mesma coisa, de modo a mudar os limites do somatdrio.
Nao vamos precisar fazer essa manipula¢ao para o cosseno, porque o sinal no argumento do
cosseno nao importa. Se o argumento do cosseno for positivo ou negativo, ele vai dar o mesmo

valor. Pois bem, vamos para as modificagdes.

> .1 ./
X o]+ ) [XOI, are T+’ " cos(n' o) =V2ain" (6.81)
n'=1
Agora vamos realizar a operagao % fon cos(nm) = 0. De imediato o primeiro termo no

lado esquerdo e todo o lado direito da equagao vai zerar. Vamos ficar com:

=) . .y 1 T
Y [XOI, ole T4 al " T] - / cos(nm)cos(n’ ) =0 (6.82)
n'=1 0

Essas manipulagdes foram propositais para eliminar o somatdrio. A integracdo que se
formou vai ser zero quando n # n’. Porém essa integral dd % quando n = n’. Deste modo, nessa
construcdo o lado esquerdo da equacdo vai zerar para todos os valores do somatdrio, exceto para
n = n'. Vamos prosseguir com esse dnico termo do somatdrio e também ja vamos eliminar as

constantes por estar igualado a zero.

(X, o] e "+l "] =0 (6.83)
(X{ o)) e ™+ [X],a?,] " =0 (6.84)
(X, o)) e =~ X, 0] "7 (6.85)
(X¢, 0] (—e 27 = [Xg, 07, ] (6.86)

Agora entra uma analise sutil. Os comutadores sdo constantes quando fixamos o valor
de n. Entretanto, a exponencial ndo € constante ao fixar o valor n porque 7 é varidvel. Temos
entdo um valor constante vezes um valor varidvel sendo igual a um valor constante. Essa relacao
sO vai se sustentar se ambos os comutadores forem zero. Zero vezes um valor varidvel vai dar

zero. Lembra que em (6.81) extraimos do somatério os termos em que n' = n = 0? Pois entdo,
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os valores de n que estamos trabalhando em (6.86) sdo todos n # 0. Isso implica que esses

comutadores vao ser nulos para todo n # 0.

X4, o] 0 (6.87)

n#0 -

Esse resultado € importantissimo, porque por ele, podemos zerar todo o somatdrio em

(6.81). Assim ficamos com:

Xy, 0] =vV2a’in” (6.88)

Lembrando da relagao (6.75):
[XOI V2ol p’ } —V2d/in? (6.89)

X, p’] =in" (6.90)

Um resultado assim era até que esperado. Como nas relacdes de comutagdo candnicas,
podemos dizer que na mecanica quantica, os operadores XOI e p’ sdo hermitianos. Ou seja,
XOI =xTe p’ = p’7. Ja estamos bem perto de identificar os operadores de criacdo e aniquilagio
da teoria. Por agora, vamos lembrar da origem do ¢,/ desenvolvida no capitulo 4 (4.49). Como

estamos fazendo uma abordagem quéntica, o conjugado vai se tornar um dagger (7).
(
of = vaalp!

ol =al\/n (6.91)

I _ 17 T
ka—n_anT_anT\/ﬁ

Prosseguindo, vamos revisitar a relacdo de comutagdo candnica (6.66). Nela devemos
analizar dois casos. O primeiro caso € quando m e n s3o nimeros inteiros positivos. Esse ¢ bem
facil de visualizar, porque m + n nunca vai dar zero, a ndo ser que ambos sejam zero. Neste caso
a delta de Kronecker sempre vai zerar a expressao € mesmo que ambos sejam zero, ter m = (0

também zera a expressao.

(o) )] = [a,ﬁ, an”} —0 (6.92)

Usando as passagens em (6.91):

[apal] = anal"| =0 (6.93)
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O segundo caso € quando m e n sdo ndmeros inteiros e de sinais opostos.

(a0l ] =mn" 8o =mn" 8, (6.94)

De novo, usando as passagens em (6.91):

o0/ | =mn™ 5, (6.95)
[a,f, Jn,alt \/ﬁ} = mn" Sy (6.96)
[a,,ﬁ,a,{*] - \/'% N S (6.97)

A delta de Kronecker vai zerar sempre que n # m, entdo podemos fazer m = n sé para

cortar a fracdo e nao mexer na delta e nem nos indices do comutador. Assim ficamos com:

)

[anﬂ,aﬂ =1 8 (6.98)

Estdo bem aqui os operadores de criagdo e aniquilacao! O primeiro caso (6.93) e o
segundo caso (6.98) nos dao a defini¢ao candnica dos operadores de criacdo e aniquilacao da
corda aberta. Basta comparar com a defini¢do deles no caso das particulas pontais em (5.51).
Portanto, agora a! T serd o nosso operador de criacio e a! serd o nosso operador de aniquilacio.
Chegamos a um resultado muito importante, porque temos tudo para determinar quanticamente
o operador de coordenada X/(7, o). Usaremos a primeira equagiio em (4.74) e vamos aplicar

(6.75) nessa equacao.

, c
X'(r,0) =Xy +2d' p't+iv2a/ )] ocn’e””M
n#0 n

(6.99)

Faremos a mesma modificacao no somatorio que fizemos em (6.81), s6 que agora como
1

esse somatorio tem um termo -, isso deve ser levado em conta. Na prética vamos ter que garantir

a apari¢do dos termos negativos.

cos(no)

X'(r,0) =X/ +2a' p't+iv2a Y () e " —af, e7) (6.100)
n=1

Por fim, usamos as passagens em (6.91).

X'(r,0) =X +2d' p't+ivV2a’ Z (anl\/ﬁe*im—an” \/ﬁeinq‘-) cos(no) (6.101)
n=1 n
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X'(t,0) =X{ +2a'p't+ivV2a ¥ <a,{e—"'” _aft e””> %\/’T‘) (6.102)
n=1 n

Este é o operador de coordenadas tranversais da corda aberta escrito em termos dos
operadores de criacdo e aniquilacdo. Com este operador € possivel determinar a dindmica das
cordas abertas. Chegamos a um resultado muito importante, pois estamos cada vez mais perto de
representar as particulas por meio dessa teoria. Nosso proximo passo serd trabalhar uma 4lgebra

que também € muito importante na teoria de cordas. Vamos desenvolver a Algebra de Virasoro.

6.2 Algebra de Virasoro

Determinar a dlgebra de Virasoro serd um passo fundamental para o desenvolvimento
da teoria. Aqui nds vamos revisitar os modos transversais de Virasoro, que determinamos no
capitulo 4. Esses modos transversais de Virasoro aqui vao se chamar Operadores Transversais
de Virasoro, uma vez que estamos tratando com uma abordagem quantica. Em seguida, vamos
calcular alguns comutadores importantes, envolvendo este operador, para depois determinarmos
a Algebra de Virasoro Extendida Centralmente. Com isso vamos ter o real comportamento da
algebra de Virasoro. Nosso objetivo aqui € construir uma base matemadtica importante para

determinar a dimensionalidade do espago-tempo na préxima secao.

6.2.1 Operador Transversal de Virasoro e Operador de Massa ao Quadrado

Primeiro de tudo, vamos desenvolver os operadores transversais de Virasoro. Para isso,
podemos reaproveitar o desenvolvimento dos modos transversais de Virasoro (4.81). A ideia € a
mesma, entretanto, vimos na subsecio anterior que os operadores Ocp[ podem ndo comutar. Neste
caso, a ordem do termo OcnI, » OCpI
nods ja podemos afirmar que a ordem nao vai importar para os n # 0 do operador de Virasoro. A

dentro do operador de Virasoro importa. Pelo comutador (6.94)

ordem s6 vai importar quando n = 0. Portanto, o unico operador que vamos modificar € o L&.

1 1
Ly == Za_’pap’:EaO’ocO’-l—i Za_’pocp’—i—i Y ofal, (6.103)
PEZ p=1 p=1

(o)
A soma % Z ol » Ocpl atua muito bem no estado de vdcuo, porque primeiro ela aniquila e
p=1
depois ela cria, devido a essa propriedade, € importante darmos prioridade a essa soma. Faremos

entdo uma modificacdo na ultima soma.

[}

| =

1ocp’ al, = 21 (! o)+ [a),al,)]) (6.104)
pP= pP=
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Aqui aplicamos a passagem (6.94):

1

N |

(o] 1 (]
Zlocploci'pzE 21 (a! o)+ pn'") (6.105)
p= p=

Muita atengao neste trecho, porque € um ponto de extrema importancia. O que vamos
ressaltar aqui, 14 na frente vai se tornar o ponto determinante para definir a dimensionalidade do
espago-tempo. Nesta passagem, vamos ver 14 na frente que a teoria de cordas exige um espago
de 26 dimensdes. A parte em que temos pn'/, implica que o p vai se repetir uma quantidade
equivalente a quantidade de coordenadas tranversais, quando somamos os operadores de Virasoro
para todas as coordenadas transversais. Ou seja, o p vai se repetir D — 2 vezes. Aqui a dimensao

j4 estd aparecendo nos nossos calculos. Teremos entdo:

Ve 0 Ly 1 i
5;;1 %% =3 p; (ap ey +p(D—2)) (6.106)
Iv 10 _ 1y 1 1. 1y
2 Zo‘p“—p:§ )3 -pOp t+35 ) p(D-2) (6.107)
p=1 p=1 p=1

Desta expressao, € nitido que % Z p (D —2) diverge. Essa é uma soma que vai para

p=1
infinito. Por agora, isso é muito problematico, esse infinito aparecer nos nossos calculos. Vamos

tira-lo do operador transversal de Virasoro e definir este operador somente até a parte que

converge. Deste modo, temos:

L&:EaOIaOJr— Zla,pocer— a ocplziocolaoqLZoc,pap (6.108)
Vamos lembrar das relagdes (6.91).

Lé‘ =o' ppl + Z palﬁalf (6.109)

p=1
Este vai ser o nosso operador transversal de Virasoro definitivo. Agora ndo ha problema
neste operador, entretanto, ndo podemos ignorar o termo divergente que tiramos do operador. Vai
ser necessario fazermos uma modificagdo. Em todas as expressdes onde anteriormente aparecia o
modo transversal de Virasoro L&, agora vai aparecer o operador transversal de Virasoro mais uma
constante indeterminada referente ao termo divergente Lé + a. Por exemplo, vamos modificar a

espressao (4.84):

| |
2oc’p*:1FL§—>2oc’p*zlF (L&+a) 6.110)
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Agora faremos a modificacdio no operador massa ao quadado M? (4.90).

1 1 -
M? = o <Lé—|—a) —plpl = (a'p1p1+ Z pafal{—ka) —plpl (6.111)
p=1
1 (]
M= <a+ Yy palﬁalﬂ> (6.112)
p=1

Este serd nosso operador massa ao quadrado definitivo, perceba que a constante a
influencia na massa, por isso devemos dar bastante aten¢ao ao termo divergente. Para nossa
teoria, estes dois operadores que deduzimos L& e M? vio ser os operadores mais importantes.

Agora vamos calcular alguns comutadores que vao fazer parte dos nossos cdlculos futuros.

6.2.2 Propriedades de Comutagdo do Operador Transversal de Virasoro

Antes de partirmos para os cdlculos € importante destacar que devido as propriedades
(6.91), podemos afirmar que o operador transversal de Virasoro também vai ter a seguinte
propriedade: L+, = (L,f) " Essa propriedade € bem fécil de demonstrar! Nao podemos esquecer

que para n # 0 continua valendo a relacio (4.81), ou seja, L, = % Z ocnl_ » apI . Agora vamos
PEZL
ver as propriedades de comutagdo dos operadores de Virasoro. Comecaremos pelo comutador

L. o).

o] =3 L e palol) =3 X (ol lof o] o oo f) 119
145 pE

Usando a relagc@o de comutagdo fundamental (6.66):

1
|:L$7 anj] = 5 Z (anlz—pp 71” 5p+n,0 + (m - p) TIU 6m7p+n,0 apl) (6~1 14)
PEZ
1
[Ljn_a anj} = 5 Z (p 5p+n,0 an{—p + (m - p) 5mfp+n,0 apj> (6.115)
PEZ

Devido as deltas de Kronecker, na primeira soma s6 vai sobreviver o termo em que

p = —n e na segunda soma sé sobreviver o termo em que p = m + n. Assim eliminamos o
somatorio.

Ltaf] = , 1) =+ (-2na) 6.116

m> O | = 2 (_nam+n_nam+n> ) (_ nam+n) (6. )
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[L;, a,{] = —na)., 6.117)

Essa € a primeira relacao de comutagdo. Agora vamos calcular a préxima relacdo de

comutac¢do, que serd [L,J,;,X ! ]

1 1
[L%Xé] ) Z [O‘n{ p p>X0] 2 Z (O‘rr{—p [ocpj,X(ﬂ ""[ m— p>X0} ) (6.118)
pEZL pEZL

Pelos resultados (6.87) e (6.88), a primeira soma sé vai haver termo nao nulo quando

p =0 e a segunda soma s6 vai haver termo ndo nulo quando p = m. Assim ficamos com:

Lo Xb| =5 (o [0 XE) + o X8 7)== [X6, 0] o) = ~iv2an" &) (6.119)

| =

[Ll } —iV2d ol (6.120)

Esta € a segunda relacdo de comutacio. Nosso préximo passo é fazer o comutador de dois
operadores transversais de Virasoro. Fazendo este comutador vamos determinar a nossa algebra
de Virasoro. Pois bem, a estrutura do operador transversal de Virasoro que estamos adotando
¢ aquela que determinamos 14 no capitulo 4 em (4.81). Entretanto, vai ser bom fazermos uma
modificacdo nessa expressao, de modo a ordena-la normalmente, ou seja, faze-la atuar bem no
estado de vacuo. A ordem normal € quando algo primeiro aniquila e depois cria. Deste modo,

podemos escrever a mesma expressao da seguinte maneira:

Z kock+ Zak L (6.121)

k>0 k<0

Este € o operador transversal de Virasoro ordenado normalmente para atuar bem no

estado de vacuo. Agora vamos calcular quem € [Lnﬁ,L,ﬂ .

1 1
L] = ) ol el L]+ ) ol ol L] (6.122)
k>0 k<0

o] =L 3 (o ] [t nt] )
- (6.123)
(o [t td] [ 2] )

Usando a primeira relacdo de comutagdo desenvolvida em (6.117), temos:
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1
[Lfn'yLﬂ =5 Y (ko) o)+ (m—k) o, i, 08)
| k20 (6.124)
+ ) Z ((m —k) O‘kl O‘nﬁ—k+n + kan1+k anlz—k)
k<0
[L$7Li_} Z ko +k +5 Z kanJrk —k +5 Z m— k m k+n ak
256 220 250 (6.125)

+5 Z (m—k) o ey s
k<0
Agora veremos alguns casos que € importante levar em conta. Além disso, devemos
garantir a ordenag@o normal para a expressdo continuar atuando bem no estado de vacuo. Entdao
vamos trabalhar cada caso, o primeiro deles é quando m +n # 0. A estrutura que montamos
em (6.125), nesta ordem, € proposital, pois este € um dos casos que vamos poder juntar os

somatorios.

[L,j;,LnL - LY ke ocn+k+2 Y (m—k) ol 0 (6.126)

} ""* 0 205 keZ

Na primeira soma, podemos fazer k — k —n. N@o vai mudar a soma, pois k vai passar

por todos 0s niimeros inteiros.

mi—n

[LL L

1
”m—o—rg&O:E Z k I’l m+n kak + = Z m — k m+n kak (6127)
keZ

keZ

Note que algumas somas vao se cancelar. No fim, ficamos com:

1
keZ keZ

17l 1
[Lm,Ln ] )mﬂ#o = (m—n)LL,, (6.129)

Chegamos ao primeiro comutador que nos d4 uma 4lgebra interessante. Essa é a Algebra
de Virasoro Sem Extensdo Central, também conhecida como Algebm de Witt. Agora trataremos
0 proximo caso, que sera trabalhando a expressdo (1.125), s6 que para m +n = 0. Neste caso,

vamos ter n = —m.
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o]

Y ka,) ol nt3 Zkakm —— Z m—k) ol of
=0 20 (6.130)

Zm k) ol ol
k<0

wm] :

l\)l’—‘ [\)l»—t

Vamos fazer algumas modifica¢gdes. Na primeira soma faremos k — m + k. Na segunda
soma faremos k — m — k. A terceira soma vamos manter inalterada k — k. Por fim, na quarta soma
faremos k — —k. Devemos ficar bem atentos aos limites do somatdrio ao fazer as modificagdes!

Deste modo, vamos ter:

1 & 1 >
k=—m k=m+
6.131
1 & ] 1 i ( )
k=0 k=1

Desta expressao, todos os termos tem ordem normal, exceto a primeira soma. Por conta

disso, vamos mexer na primeira soma e depois voltar para o cdlculo do comutador.

& 1 ,
E Z m+k kOCk EZ kOCk—i—[OCk,OC })
k= | ";O (6.133)
kZl
= 1 L1
5 Y mrkaliol=23 (m—kalio+5 ) (m—k) [ ol}]
2 250 25
e (6.134)

J4 fizemos um célculo semelhante anteriormente, mas sempre ¢ bom dar destaque porque
estamos lidando com passos bem delicados. Vamos usar a passagem (6.94) no segundo somatorio

do lado direito.

| Q- 1 & 1 &
5 Y, (m+k) a—lk‘xklzg ) (m—k) a—lkakl+§ Y (m—k)kn"
k=—m : =0 k=0 (6.135)
ts Y (m+k)olpoy

~
I
—_
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Lembrando que o N’/ vai se tornar o niimero de dimensdes transversais D — 2.

(m—k)a’, ol +(D-2) ka k)

Y (m+k)alof =
=-m 0 (6.136)

| =
~
~
Il

+ (m+k) OC_]k akl

e T
s s

—_

k

Vamos dar um nome para a soma que vamos trabalhar separadamente mais tarde.

l\)l'—‘

I\)I_‘

3 3 ! mk ka 6.137
R P e L Y DY 6.137)

Por agora, podemos retornar as expressoes (6.136) e a defini¢do (6.137) para dentro do

comutador que estavamos trabalhando anteriormente em (6.131). Vou reordenar os somatorios.

[}

1 1
[Lé»Lfm} => Y m=kalig/+5 Y (m—k olof
2k:O 2k m+1
1 (oo}
—|—§Z(m—k) kock+ Z (m+k) ol oy (6.138)
k=0
1 (oo}
+§Z(m+k) al ol +(D—2)A(m)

»
I
_

Os dois primeiros somatérios podem se juntar e os dois dltimos somatérios também!

(o] 1 oo
Y (m—k)aliol += Y (m—k) ol oy
k=0 2=
(6.139)

(m+k) ol o +(D—2) A(m)

[L,J?;,Lf } -

NI*—*

_|_

gk

k=1

Novamente, os dois primeiros somatérios podem se juntar!

[L;,Lfm] =Y m—k)al ol + Y (m+k) aliol +(D—2) A(m) (6.140)
k=0 k=1
J4 estamos bem préximo de terminar de definir nossa algebra. Agora devemos identificar

quem é A(m). Existem dois cédlculos matemdticos que mostram que:

L 1
Z k=—-m(m+1)
k=1 2

(6.141)

m

1
Y E=—m(m+1)2m+1)
\ k=1 6
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Substituindo esses resultados em (6.137) e fazendo as devidas simplificacdes, vamos ter:
L3
A(m) = = (m®> —m) (6.142)

Temos A(m) bem determinado, podemos voltar para o célculo do comutador (6.140).

Vamos extrair o termo k = 0 do primeiro somatorio.

[L,;,Lfm} =mag o+ Y, (m—k) ol ol +Y (m+k) aly ak’+% (m® —m) (6.143)
k=1 k=1

Note que dessa expressdo, algumas somas vao se cancelar, entdo podemos simplificar
um pouco mais. Cortando as somas que se cancelam, os somatdrios resultantes podem se juntar

em um so.

o D-2
[Lé,Lfm} =mog o +2m Y ajkak’+( > ) (m® —m) (6.144)
k=1

Agora vamos colocar 2m em evidéncia!

1 - D
[Li,Lfm] =2m <§oc01a01+ ) a_’kak’> + ( 5 (m®> —m) (6.145)
k=1

Perceba quem € a expressao que esta entre paréntesis. Este € o Lé que determinamos
(6.108). Vamos lembrar também, que quando comegamos a calcular este comutador, determina-
mos que (L, Ly ||, _o = [Lin> L), pois se m+n =0, entdo m = —n. Deste modo, chegamos
ao seguinte resultado:

(D—-2)
12

L L —omLE+ (m® —m) (6.146)

] ‘ern:O

Com isso, podemos juntar os dois caos para escrever uma expressao mais geral. Vamos
juntar o primeiro caso (6.129) com o segundo caso (6.146). Deste modo vamos ter nossa algebra

bem construida.

(D-2)
12

3

Loyl i
[Lm L ] — (m—n) L, + (m® = m) Spino (6.147)
Com isso, o conjunto de operadores L,f, com n € Z, que satisfazem essa expressao,
definem a Algebra de Virasoro Extendida Centralmente. O segundo termo da expressio é
chamado de termo central porque ele comuta com todos os operadores dessa dlgebra. Esse mesmo
termo vai desaparecer quando m = 0 e quando m = +1. Assim finalizamos as propriedades de

comuta¢do do operador transversal de Virasoro, que serd importante neste estudo.
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6.3 Dimensionalidade da Espaco-Tempo

Nesta secdo, faremos um dos célculos mais importantes da teoria, pois ele vai determinar
a quantidade de dimensdes que a teoria de cordas precisa ter para ser consistente. De inicio,
vamos trabalhar com uma quantidade conservada que obtemos 14 no capitulo 3, em (3.181).
Vimos que as cargas My nos fornecem o momento da corda relativistica, ou melhor dizendo,
estas cargas sao os momentos da corda relativistica. Demonstramos que a depender dos indices
de Lorentz, elas podem representar tanto os momentos lineares quanto os momentos angulares.
A partir daqui, ja ficou bem claro quem sdo os M;y. Sdo os geradores de Lorentz! Vamos partir
daqui e determinar uma expressao mais geral. Essa informacao € importante, porque existe uma
4lgebra na qual os geradores de Lorentz devem respeitar. Essa dlgebra é conhecida como Algebra

de Lie de Lorentz e n6s ndo vamos deduzi-la, porque este resultado ji € conhecido.

MM MPC) = intP MY® — in"P MM +inHo MPY —in¥® MPH (6.148)

Essa equacdo deve ser satisfeita pelos mesmos operadores M"Y de qualquer teoria
quantica invariante de Lorentz. Satisfazer essa relacao é crucial para a quantizacio da corda,
porque se ndo for possivel construir esses operadores a teoria ndo € invariante de Lorentz. Entdo
vamos partir daqui, ndo vou abrir todos os comutadores mas tem um que vai ser interessante de

ser aberto. Veremos como é o comutador entre M~/ e M~/ nas coordenadas do cone de luz.

MM =in~ MY —in"" M +in M —in"M =0 (6.149)

Perceba que esse comutador da zero, pela dlgebra de Lie de Lorentz nas coordenadas do
cone de luz. O nosso grande objetivo neste momento € determinar quem € o [M I M7 ] da teoria
de cordas e garantir que ele dé zero. Esse vai ser um célculo importante, porque para garantir
que este comutador dé zero, vamos precisar fixar a quantidade de dimensdes do espago-tempo da
nossa teoria. Por agora, devemos determinar quem é o operador M*V da teoria de cordas abertas,
antes de coloca-lo para comutar. Vamos usar a expressao (3.181), considerando os limites de

integragdo da corda aberta sendo ¢ € [0, ] e substituindo (4.22) na expressio.

MM = !
2o’

T
/ (XHXY — XV X*)do (6.150)
0

Vamos abrir X* usando (4.51) e X* usando a primeira equagio em (4.52). Devemos
nos atentar a uma informag@o, da forma com que construimos M"Y, essa grandeza era uma
carga conservada, ou seja, nao pode depender do tempo. Isso significa que devemos eliminar
tudo que depende do tempo na expressdo. Nao € tdo trivial, mas vamos olhar para ambas as
expressoes. Veremos o primeiro termo de X*, que é X¥, ele s6 vai ser independente do tempo

quando multiplicado pelo primeiro termo de X #, que é v/2 o/ 060“ . Vejamos o segundo termo
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de X", que é vV2a' OtO“ T, esse nunca vai ser independente do tempo, ndo importa com qual
termo ele agrupe de XH, portanto, esses termos nao vao entrar na expressao. Por fim, o terceiro
termo de X*, que é o somatorio, sé vai ser independente do tempo, quando multiplicarmos
pelo somatério de X* assumindo que n = —n, para cancelar as exponenciais que carregam a

dependéncia temporal. Em geral, vamos ter que:

, cos2(no)

XXV =Xx{V2aay +i2a" ) ottt ———=+ -] (6.151)
n#0 n
Tudo que estd dentro de [- - -] tem dependéncia temporal e portanto nio contribui para o

gerador de Lorentz M"Y, Deste modo, ficamos com:

1 T i I
, (6.152)
(o}
+i20' ) cos (n0) (et ot —ayal)
n#0 n

| 1 ]
M* = T V2 (XY oy — X5 o) +iow Y p (et a,—a) at) (6.153)

L n#0 i

1 1 ]
MUY = | T2 (X5 o' =X oy ) +icd'm Y - (af - o at,) (6.154)

L n#0 i

Vamos aplicar a primeira relagdo de (4.49).
1 1
MHY = T | ®2 o (X P —XyP*)+ia'w ;) - (et at,—a) at) (6.155)
n
|
MM = (xF P — X PH) +% Y - (afat,—aal) (6.156)
n#0
o |
M"Y =X} P —X{ Pt —i ) - (et oy — o, al) (6.157)
n=1

Chegamos a uma 6tima estrutura para o gerador M*Y. Agora vamos deduzir quem é o

gerador M~!. Um bom ponto de partida é a expressdo que acabamos de obter em (6.157).

(o]

M*’:X(;p’—xép*—iz

n=1

(a o) —al, )
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Entretanto, existem alguns problemas nessa estrutura. Para termos um M —I satisfatério,
ele precisa ser hermitiano e de ordem normal. Vamos garantir as duas condi¢des, comegando
pela hermiticidade. O primeiro termo € hermitiano, porque X, comuta com p! e o terceiro
termo, aquele do somatorio, também € hermitiano. Entretanto, o segundo termo ndo é hermitiano,
porque Xé nio comuta com p—, uma vez que p~ tem p! na composicdo. Entdo podemos tornar
tudo hermitiano se fizermos a seguinte modifica¢cdo no termo do meio:

M :Xo_p[—l (Xsp~+p X5)—i ).

oo —al o~
> = ( n“%n )

n=n

S [ =

Ainda falta garantirmos a ordenacdo normal, ou seja, o operador precisa atuar bem no
estado de vacuo. vamos garantir isso entrando com os operadores transversais de Virasoro, que
ja foram ordenados normalmente. Usaremos (6.110) para substituir os p~ e usaremos também

(4.85) para substituir os ¢, .

o 1
M =X s (%6 (Lg +a) + (L5 +a) X3)

; =1, Lo (6.158)
n=1
Iy 1 1, gL i vl 1
n=

Nessa estrutura podemos ver que M~/ tem ordenacio normal e portanto, ele é satisfatério.
Agora temos tudo que € necessdrio para calcular o comutador [M~/,M~7]. Esse ndo é um
calculo trivial, mas ele vai fazer uso de todos os comutadores que viemos trabalhando até aqui.
Embora seja um calculo muito longo, os passos que vamos utilizar sdo identicos ao que viemos

trabalhando até o momento. Por conta disso, vou por direto o resultado.

a2
) (6.160)

Agora vem o grande ponto alto desses cdlculos, pois vimos em (6.149) que o comutador
(M~ M~7] tem que dar zero. Esse comutador s6 vai dar zero se o termo que estd entre chaves

der zero. Ou seja, temos:



Capitulo 6. Teoria de Cordas Abertas Quédnticas Relativisticas 130

D-2 1 |D-2

Para essa expressdo dar zero, precisamos fixar:

(6.162)

Perceba que a partir de uma dnica expressdo, nos determinamos a dimensionalidade
do espago-tempo e o valor da constante a. Na teoria de cordas, nds vamos trabalhar com um
espaco-tempo de 26 dimensdes. A teoria posterior a essa, isto é, a teoria de supercordas vai
determinar um espaco-tempo de 10 dimensdes por meio de um cdlculo similar. Nés ndo vamos
entrar na teoria de supercordas neste estudo, entdo vamos ficar com as 26 dimensdes. Por agora,
com o valor da constante a = 1, podemos reformular algumas expressdes. Primeiro, a expressao

(6.110) vai se tornar:

Za/p:% <L&—1) (6.163)

Também vamos mexer na hamiltoniana da corda aberta, que determinamos em (6.13).

H=Lf —H=L§+a=L§ —1 (6.164)

Por fim, vamos mexer também no operador massa ao quadrado (6.112).

21 [ I
M =5 | -1+ ) pay'a, (6.165)
p=1
Com isso estamos um passo mais proximo de mostrar como a teoria de cordas vai ser
usada para representar as particulas. Em espacial, a teoria de cordas abertas vai poder ser usada
para representar o estado de féton. Sendo assim, nosso préximo passo serd trabalhar no espago

de estados da teoria.

6.4 Estado de Foton na Teoria de Cordas Abertas

Nesta secao, vamos mostrar com clareza, como a teoria de cordas pode ser usada para
descrever as particulas. Em espacial, a teoria de cordas abertas vai poder ser usada para descrever
o estado de foton. Além disso, desta teoria vamos deduzir os estados de tdquions, que seriam
estados hipotéticos de particulas com massa negativa. Para ser mais rigoroso, o quadrado da
massa que € negativo. La na frente vamos falar dos tdquions, por agora nosso objetivo € definir o

espaco de estados.
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6.4.1 Espaco de Estados da Teoria de Cordas Abertas

Devemos construir os estados fundamentais da corda quantica. J4 temos em maos 0s
pares de operadores candnicos que trabalhamos, sendo eles (XOI ! ) e (XO_, p+). Deste modo,
vamos definir os estados fundamentais para todos os valores dos momentos como ‘ p+,f’7> e
este também vai ser o estado de vicuo para todos os operadores de criacdo e aniquilacao da

teoria de cordas. Deste modo:

1
a,

p+,13T> —0 (6.166)

Onde n > 1 e I sendo as dimens¢des transversais vamos dizer que I =2, --- ,25. Ao todo,
tem 24 dimensoes transversais, porque fixamos a dimensionalidade do espaco-tempo em D = 26
e as outras duas sao as dimensoes referentes as coordenadas 4+ e — do cone de luz. Seguindo
adiante, ja sabemos que criamos estados a partir do estado de vacuo com operadores de criagao.
Entretanto, na teoria temos infinitos operadores de criacao para cada uma das 24 coordenadas
transversais do cone de luz, uma vez que o indice n vai de 1 até infinito. Com essas informacdes,
vamos escrever um estado base geral |1), que serd determinado como todos os operadores de

criagdo possiveis aplicados no estado fundamental.

=111 (an”)l"" P Fr) (6.167)
n=11=2

Onde A, ; é o nimero de vezes que o operador de criacdo aparece. Esse estado base
geral informa quantas vezes os operadores de criacdo atuam no estado fundamental. Importante
ressaltar também que a ordem entre eles ndo importa, uma vez que todos os operadores de criacdo
comutam entre si. Contudo, queremos um ntimero finito de operadores de criagdo atuando no
estado fundamental. Isso significa que para cada |A), tem que haver finitos 4, ; # 0. A teoria
de cordas descreve um numero infinito de particulas diferentes, porque o espago de Hilbert
das cordas é um espaco vetorial de dimensao infinita, ele é gerado por um conjunto infinito de

estados base linearmente independentes.

6.4.2 Operador Ntimero N+

Existe uma soma que veio aparecendo nas nossas expressoes anteriores € ela tem um
comportamento interessante. Essa soma aparece no operador M? em (6.165) e no operador Lé

em (6.109). Vamos dar um nome para este somatério! Ele serd o operador niimero N-.

Nt = Zna,{*a,{ (6.168)
n=1
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Esse somatdrio representa a soma dos operadores ndmeros padrao para cada operador
de criagdo e aniquilag¢do da corda. Vejamos algumas propriedades de comutagdo deste operador.

Vamos coloca-lo para comutar com o operador de aniquilacdo [N Lal } .

[NL,anI} =n [afa,{,a,{} =n (an” [anl,a,ﬂ + [an”,anl} a,f) (6.169)

Vamos lembrar que dois operadores de aniquilacdo comutam entre si, portanto vamos ter
[an],a,{] = 0 e pela relagdo (6.98) sabemos que [a,{*,a,ﬂ =—1.

[Ni,a,{] = —na/ (6.170)

Agora faremos o comutador com o operador de criagdo, este € até mais simples, uma vez

que ja calculamos (6.170).
N4alt| = [NHal, | =nal, 6.171)

[NL,a,fq — nalt 6.172)

Vamos guardar estes resultados! Outra propriedade importante é que pelo operador N+

ser de ordem normal, ele aniquila o estado de vacuo.

Nt ‘p+,ﬁr> —0 6.173)

Agora vamos reescrever os operadores Lé (6.109) e M? (6.165), em fungio do operador

nimero que acabamos de definir.

L= p!pl + N
(6.174)

M? =4 (-1+N?)

1
o

Perceba que N entra aditivamente na expressio de M>. D4 para ver facilmente que para
todos os estados da corda, vamos ter M? > —%. Aqui ja podemos ver que extem estados com
M? negativo, porque o menor estado possivel para M2 é menor do que zero. Embora isso jd nos
chame aten¢@o, vamos fechar nossos olhos por enquanto, porque voltaremos aqui logo logo. Por
agora, falta vermos como o operador niimero vai operar no estado base. Primeiro vamos ver seu
comportamento ao operar em alguns operadores de criacdo no estado fundamental. comecaremos

] -
com o estado a; ‘ p+,PT>.

NLozéT ’p+,ﬁ7> = ([N%a?} +a§NL> ‘p+,ﬁT> (6.175)
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Vamos lembrar das relagdes (6.173) e (6.172) que recém obtemos.

N* ol ’p+,ﬁr> = [l ’p+,ﬁr> +ay N (p+,l3r> =24y )P+»13T> (6.176)

Note que o resultado é um autoestado de N*- com autovalor 2. Vamos fazer o mesmo

paraa a2 ‘p PT>

NLagTag ‘p+,ﬁr> = ([N%aé’q —|—a‘3”NL> ag( ‘p+,I3T> (6.177)

NLa3 ag‘p P > [NL ] T‘p P >+a3TNLa§‘p PT> (6.178)

NLa3 aT‘p PT>—3a”a§r‘p Pr >+a”2a ‘p+,ﬁr> (3+2)a T’p PT> (6.179)
Nla3 aT’p Pr >—5a éT‘p+,ﬁT> (6.180)

Pelas equacdes (6.176) e (6.179), ja é possivel ver que existe uma relacio de recorréncia.
Por essa relacio, ja podemos ter uma nogdo de como N atua no estado base geral. Ele vai atuar

da seguinte forma:

NEtIL) = Z nAr|A) (6.181)

||[\1N

De modo que os autovalores associados a este autoestado é:

(6.182)

uMm

L L

Com isso temos a descricao mais geral do operador nimero atuando nos estados base.
Nosso préximo passo € ver efetivamente onde aparecem as particulas. Comegaremos com o
tdquion, para depois partirmos para o féton e por fim falar brevemente das particulas com massa

positiva.

6.4.3 Estados de Taquions Representados por Cordas Abertas

Neste formalismo que construimos, o estado mais simples é o estado fundamental,
considerando que o estado fundamental descreve alguma classe de particulas, vamos aplicar o

operador M? a este estado para descobrir qual é a massa ao quadrado das particulas neste estado.
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IR ; IR }
Mz(p+7Pr>=a <—1+NL) ]p+,PT>: p+,PT>+ENi]p+,PT> (6.183)

o

M2 ‘p+>ﬁT> =

— p+,ﬁT> (6.184)

Chegamos a um resultado um tanto estranho, pois o autovalor de M? no estado ‘ p+,I3T>
deu um valor negativo. Ou seja, este estado fornece particulas com autovalores de massa ao
quadrado negativos. Os campos escalares que tem o quadrado da massa negativo, sdo chamados
de taquions. Isso € problematico porque o quadrado da massa ser negativo é um forte sinal de
instabilidade.

M>=—— <0 (6.185)
o

Vamos voltar a falar dos tdquions mais a frente. Aqui foi importante identificarmos a
possivel existéncia deles. O passo seguinte € encontrar os estados de fétons e como ja sabemos,

o féton € uma particula sem massa.

6.4.4 Estados de Fotons Representados por Cordas Abertas

Partiremos agora para os estados excitados, vamos aplicar um operador de criacao no

estado fundamental e descobrir qual é o quadrado da massa das particulas no estado alf ‘ pt,Pr >

— 1 =
ol |ot B = o (<1l o ) 6150
Wl | i) = [ ) Nt Fr) s

— 1 = 1 T D 1 T P
Mal|p* B} == gl o )+ gt ) = o (1 el [t Fr) (6188)

M2l |p* Br) =0 (6.189)

Esse resultado € interessante, porque os estados a{T ‘ p*,PT> sdo estados de particulas
sem massa. Como esse estado pode existir para qualquer / = 2,--- 25, existem 24 estados sem
massa. Deste modo, o estado geral sem massa tem que ser uma combinagdo linear de todos os

estados base.
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25 .
Y &al'|pt Fr) (6.190)
1=2

Este € o estado geral sem massa, desenvolvido pela teoria de cordas abertas. Devido a
sua semelhanca com o estado de f6ton em (5.95), este serd o nosso estado de féton da teoria de
cordas abertas. Com esse resultado, at€ o momento, podemos afirmar que os estados quanticos
da teoria de cordas abertas incluem estados de tdquions e estados de fétons. Assim como na
interpretacdo anterior, o vetor & serd o vetor de polarizac¢do do féton e a grande diferéncia é
que quem carrega as informa¢des dos momentos da particula agora € o estado e ndo mais os
operadores, como foi no capitulo anterior. Aqui nds obtivemos um resultado surpreendente,
pois usando o modelo de cordas abertas, chegamos a descricao do estado de uma particula bem
importante. Com tudo que desenvolvemos até aqui, vou falar brevemente na proxima subse¢ao

sobre os estados de particulas com massa positiva.

6.4.5 Estados de Particulas com Massa Positiva

Os estados de perticulas com massa positiva, sdo os proximos estados excitados, onde o
operador nimero vai extrair autovalores maiores do que 1. Vou falar exclusivamente dos estados
onde o operador nimero extrai autovalor 2, mas dado o estudo que fizemos até aqui, ja temos
uma base forte para saber como s@o os estados com massa positiva posteriores. Pois bem, vamos
falar dos estados a11 t alj f ‘ pr, f’T> e azlT ‘ p*,l_’}>. O primeiro em especial, tem um nome, eles
sao chamados de Estados Tensores de Uma Particula. Entdo vamos fazer algumas andlizes
rdpidas. Ambos vao nos dar +é como autovalor de M>. O niimero de estados total de particulas
com essa massa, tem que ser a soma de numeros de estados para ambas as configuracdes que

vao dar estados de particulas com essa massa.

Pois bem, comegando pelo mais simples, o estado azl t ‘ p*,ﬁ7> sO depende de um indice

para coordenadas transversais e portanto, essa configuracdo vai fornecer D — 2 estados. Ja o

estado al”aljT

p+,13T> depende dos indices / e J. Fazendo um célculo rdpido e considerando a
comutagdo entre os operadores de cria¢do, vemos que essa configuragio vai ter % (D-2)(D-1)
estados. Somando ambos e considerando que D = 26 na nossa teoria, no total vamos ter 324
estados para particulas com massa ao quadrado igual a %. Cada estado |1) da corda quéntica vai
representar o estado de uma paricula de momento fixo. Assim se faz os célculos para estados de

particulas com massa positiva.

6.5 Equacdes de Movimento do Taquion e do Foton

Na sec¢do anterior, a teoria de cordas nos levou a estruturas que descrevem particulas

como taquions e fotons. Nosso objetivo principal, em principio, foi alcangado, porque desde
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0 comeco queriamos mostrar que existem outras formas de descrever as particulas e a teoria
de cordas € um modelo que se propde a descrever particulas. Portanto, nosso préximo passo €
escrever equacdes de movimento para essas particulas. Vamos comecar escrevendo um estado

geral dependente do tempo. Definiremos um estado base, sendo ele:

It I T
anl PR ank

p+,l3r> (6.191)

Com isso € até que imediato escrevermos um estado geral dependente do tempo.

v, T) = / dp™ dPr .. (r,p+,ﬁr) alt...q ’p+,ﬁT> (6.192)

Essa constru¢do € bem conhecida, por isso € imediata. Tendo essa base, podemos escrever
um estado de tdquion e um estado de f6ton, ambos dependentes do tempo, com base no que ja

vimos na se¢do anterior.

|Wa T)taquion = f dp+dﬁTW<Tap+vﬁT> ‘p+,ﬁ7‘>
(6.193)
‘W7T>foton = f dp+dﬁT Y (T7p+7ﬁT> alﬁ. ’P+7ﬁT>

Agora vamos trabalhar na hamiltoniana. Devemos lembrar que na mecanica quantica
existe a relagdo i% |v,7) = H |y, 7). Também ja sabemos quem é o operador hamiltoniano
(6.164) e ainda podemos ir além, pois usando a primeira equacao de (6.174), podemos escrever o

operador hamiltoniano como:

H=oao p'p'+Nt -1 (6.194)
Deste modo, temos a seguinte relacio para um estado geral:

. 11 1

= Vi, = (o p' o' +N* = 1) iy (6.195)
Daqui tiramos facilmente como € essa relacdo para os estados de tdquions e para os

estados de fétons. Nao vou mudar o nome porque nio é necessario, mas o N da relaciio é seu

préprio autovalor quando aplicado o operador nimero no estado. Isso significa que para o estado

de tdquions vamos ter N = 0 e para os estados de f6tons teremos N+ = 1. Assim podemos ji

escrever de imediato:

.d
la_l»{-/: (a/plpl_l)w
(6.196)

.0 1.1
i =o' p'ply
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Onde a primeira equacao € para o estado de tdquion e a segunda equagdo € para o estado
de foton. Estas j4 sdo as equacdes de movimento do tdquion e do féton. Contudo, apenas a nivel
de comparagao, vamos relembrar como € a equacao de campo nas coordenadas do cone de luz.
No capitulo anterior, desenvolvemos uma equacao de campo no sistema de coordenadas do cone
de luz em (5.22). J4 sabemos quem é X+ pelos calibres que construimos em (4.65). Lembrando

que para as cordas abertas, teremos 3 = 2. Pois bem, juntando essas relagdes, vamos ter:

i 91 3
(z—afp+ Frimbyes (P’P’+m2)) 20/ p* ¢(,p" Pr) =0 6.197)

(i%—a’ (p1p1+m2)> ¢(t,pT,Pr)=0 (6.198)

2 _ —é e o féton € uma particula sem

Sabemos que o quadrado da massa do tdquion € m
massa, ou seja, m> = 0. Entdo teremos as respectivas equagdes de campo para o taquion e para o

féton.

(i% —a (P[PI - %>> ¢taquion(fvp+7ﬁT) =0

(6.199)
(i(% —o (plpl“f_o)) ¢foton(77p+,ﬁT) =0
<i% - alplpl + 1) ¢taqui0n(f,p+,ﬁT) =0

(6.200)

(i% - a/plpl) ¢f0ton(f7p+,ﬁT) =0

Agora compare essas equacgdes de campo com as equacdes de movimento que escrevemos

em (6.196). Vou até reescreve-las para ficar mais nitido.

(i%—a’p’p’H)u/:O
(6.201)
/A SN |

Qm—app)%—o
Para ficar ainda mais parecido, devemos lembrar do capitulo anterior, que podemos escre-
ver, exclusivamente para o caso do féton, o campo como sendo @ for0n (T, p T, Pr) = Al (T, p™, Pr),
que sdo as componentes trasnversais do campo de calibre. Assim, a equacao de campo do féton

fica escrita como:

(i% —ao'plpt ) Al(r,pt Br) =0 (6.202)

Acabamos de mostar a correspondéncia entre as fungdes de onda da mecanica quantica e

as fun¢des de campo da teoria de campos. Vimos no caso do féton que as fun¢des de onda t€ém
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indices, o que implica que para a correspondéncia ser mantida, as fun¢des de campo também
tém que ter indices. Com isso concluimos nossa andlise sobre as equagdes de movimento. Agora
dedicaremos o fim deste capitulo a uma das parguntas que ficou em aberto. Afinal, quem sao os

tdquions?

6.6 Taquions e Decaimento da D25-Brana

Vamos concluir o capitulo 6 falando sobre a fisica dos tdquions, pois desde a descoberta
da teoria de cordas abertas, o tdquion era um grande mistério. Varios desenvolvimentos iniciados
em 1999 esclareceram o papel do tdquion de corda aberta e aqui vamos entender com clareza

qual € esse papel e como o tdquion de corda aberta € crucial para manter a teoria.

Ja sabemos que o campo associado ao estado de tdquion é um campo escalar, pois ele ndo
carrega indices. Deste modo, vamos considerar a densidade lagrangeana de um campo escalar
cléassico (5.5). N6s vimos como € o potencial deste campo escalar em (5.2), entdo vamos entrar

mais a fundo nisso e observar seu comportamento.

V(o) V(o)

a ]

M2>0 M?<0

Figura 11 — Potencial do Campo para M> > 0 Figura 12 — Potencial do Campo para M? < 0

O caso do tdquion € o caso da figura 12, entdo vamos observar a primeira grande diferénca.
Na figura 11, o ponto ¢ = 0 € um ponto de equilibrio estavel, enquanto na figura 12, o ponto
¢ = 0 € um ponto de equilibrio instdvel. De imediato temos uma instabilidade na teoria do campo
escalar do tdquion, entdo vamos entender essa instabilidade. Primeiro vamos considerar somente
a parte livre do tdquion lagrangeano e entrar com as interagdes depois. Para isso, vamos usar o
potencial (5.2) e posteriormente muda-lo com a inclusdo de interagdes. Para simplificar ainda
mais a nossa andlise, faremos o campo depender somente do tempo, ou seja, ¢ = ¢ (¢). Neste
caso, teremos V2 ¢ (t) = 0. Pois bem, aplicaremos este campo na equagio de Klein-Gordon
(5.16).
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do(r) 2.
——2 —M ¢t =0 (6.203)
d?¢(1) 2.

2 +M* ¢t =0 (6.204)

Se M? for positivo, a solu¢io dessa equacio diferéncial serd:

o(t) =Csin(Mt+ o) (6.205)

Onde C e g sdo constantes. Perceba que com M? positivo o campo pode permanecer
em ¢ = 0 para sempre, ou simplesmente ficar oscilando em torno de ¢ = 0, isso € um ponto de

equilibrio estével. Agora vamos ver o caso do taquion, quando M? é negativo. Podemos escrever

que M? = — 32, onde % > 0. Assim vamos ter a seguinte equacdo diferéncial:
o) o
— t=0 6.206

A solucdo dessa equacdo sera:

¢(t) = Acosh(fBt)+ Bsinh(f 1) (6.207)

Note que nesta solucdo, a medida que o tempo vai para infinito, o campo vai para infinito.
O taquion até pode permanecer em ¢ = 0 para sempre, mas qualquer perturbacao infinitesimal
faz ele tender a esses infinitos, isso € um ponto de equilibrio instdvel. Acaba sendo contraintuitivo
esperar que o tdquion permanega em ¢ = (. Serd muito problemadtico para a teoria o potencial do
tdquion ndo ter um ponto de equilibrio estdvel e ja vamos ver o porqué. O tdquion ja foi motivo
para a teoria de cordas ser desacreditada, durante um periodo de tempo.

1

Por agora, sabemos que o quadrado da massa do taquion é M? = — 7 € com isso podemos

escrever a parte livre do potencial do taquion (5.2).

I

T (6.208)

V(9) =

Este termo tem que entrar no potencial total do tdquion, entdo vamos deixa-lo guardado.
Devemos entender melhor a teoria que estamos construindo. A teoria de cordas abertas que
estamos estudando é uma teoria de cordas de uma D25-Brana. Siginifica que existe uma D25-
Brana que preenche todas as dimensdes do espaco. A D25-Brana € um objeto fisico que possui
uma densidade de energia constante 755, que pode ser calculada com exatiddo. A partir disso,
podemos até afimar que essa teoria de cordas abertas € a propria teoria da brana D25. Vimos no

capitulo 3 que as cordas abertas possuem suas extremidades ligadas a uma D-Brana, isso implica
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que os taquions sao estados de cordas ligados a uma D-Brana. Podemos dizer que uma D-Brana
com cordas abertas presas é um estado excitado da D-Brana sem as cordas. Entdo aqui vem o
pulo do gato, porque uma vez que o tdquion sé possui um ponto de equilibrio instavel e qualquer
perturbacdo pode faze-lo cair para os infinitos, o estado de tdquion representa uma excitacao que
pode diminuir a energia da D-Brana. A prépria existéncia do tdquion diz que a brana € instdvel.

D4 para notar o quanto os tdquions ji foram problemédticos?

Se o taquion constribui para descrever a fisica da D25-Brana, a densidade de energia
dessa brana € uma contribui¢do para a energia potencial do sistema e deve ser incorporada ao

potencial do tdquion. Se tivéssemos que escrever um potencial para o tdquion, terfamos portanto:

1
Viaquion(9) = Ths — ﬁ¢2+p¢3 4. (6.209)

Todos os termos cuibicos ou de ordem superior vao representar o efeito das interacoes.
Neste potencial que construimos, em ¢ = 0 vai ter somente a D25-Brana, com densidade de
energia T»>5. Se a D25-brana for instédvel, ela vai decair. Se ela decair infinitamente, teriamos
um mundo sem D25-Brana e af a teoria de cordas abertas cai por terra! Portanto, o potencial do

tdquion deve ter algum ponto de equilibrio estivel em ¢ = ¢*, de modo que V;aguion(¢*) = 0.

Neste ponto, a instabilidade da brana vai desaparecer.

Vlaquion ( ¢ )

Figura 13 — Potencial do Tdquion de Corda Aberta

Essa proposta representada pela equacao (6.209) e o grafico da figura 13 foi verificada
de forma convincente pela teoria de campos de cordas abertas. Perceba que quando o tdquion
alcanga o minimo estdvel, a D25-Brana desaparece. Todas as cordas abertas também devem
desaparecer, porque suas extremidades estdo confinadas as D-Branas. Entretanto, j4 sabemos que

as cordas fechadas podem existir na auséncia de D-Branas. Deste modo, podemos considerar que
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toda a energia armazenada inicialmente na D-25 Brana vai para cordas fechadas e as particulas
que surgem como excitagdes de cordas abertas desaparecem. J4 ficou claro que a teoria de cordas
estd incompleta sem a inclusdo de cordas fechadas, ainda ndo explicamos o estado de graviton e
a explicacdo deste estado, s6 vai aparecer na teoria quando incluirmos as cordas fechadas. Com
isso podemos fechar este capitulo com essa motivagdo, para no proximo, desenvolvermos a teoria

quantica das cordas fechadas.
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7 TEORIA DE CORDAS FECHADAS
QUANTICAS RELATIVISTICAS

Chegamos ao ponto alto do nosso estudo e agora vamos falar do que falta para a teoria
de cordas estar bem amarrada. A grande caracteristica do modelo proposto pela teoria de cordas,
em comparagdo com os outros modelos conhecidos, € que o modelo de cordas € um modelo de
gravitacdo quantica. Em outras palavras, a teoria de cordas se compromete a trazer um estado
de graviton para ser introduzido junto com os estados das demais particulas. N6s ainda vamos
ver neste capitulo que entre as excitacdes de cordas fechadas, ha estados sem massa com spin 2.
Nenhum hidron conhecido tem essa propriedade. Estes estados sem massa de spin 2 vdo poder

ser identificado como estados de grivitons.

Vimos no capitulo anterior que a teoria de cordas abertas exige a inclusdo de uma teoria
de cordas fechadas. Em razdo disso, dedicaremos este capitulo ao desenvolvimento de uma teoria

quantica de cordas fechadas.

7.1 Dinamica das Cordas Fechadas e seus Operadores

A grande vantagem de termos detalhado bem o capitulo anterior é que neste vamos poder
pular muitos cdlculos, ja que varios desenvolvimentos que foram feitos para as cordas abertas,
também vao valer para as cordas fechadas, com pequenas diferengas que vou sinalizar. Entao
primeiro vamos deduzir um operador que descreve o movimento geral da corda fechada, escrito
em termos de operadores de criacio e aniquilacio, para depois falar dos operadores transversais
de Virasoro da corda fechada. Tendo tudo isso bem construido, podemos partir para o operador

de massa ao quadrado e o operador hamiltoniano.

7.1.1 Movimento Geral da Corda Fechada

Uma corda fechada tem caréter periddico na extencao dela prépria, ou seja, vai existir
uma periodicidade na coordenada o da corda. Desta forma, tratando com uma maior simplicidade,
podemos considerar que uma corda fechada sdo duas cordas abertas, porém em vez de ter suas
extremidades fixas a uma D-Brana, as extremidades estao fixas umas nas outras, formando um
segmento fechado. Em que essa interpretacao simplifica? Podemos tratar o movimento de uma
corda fechada como uma superposi¢do de dois tipos de movimentos, um movimento que vai pela
esquerda X, (7 + ) e um movimento que vai pela direita X5 (7 — o). O movimento a esquerda

vai no sentido de —o e o movimento a direita vai no sentido de +o.
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X (t,0)=X"(t+0)+ X! (t—0) (7.1)

Devemos lembrar que para as cordas fechadas, fixamos ¢ € [0,27]. A condicdo de

contorno que vamos utilizar, serd uma condi¢do de periodicidade, ou seja, podemos dizer que:

X*(t,0)=X"(r,0+27) (7.2)

Vamos definir também duas novas variaveis.

U=7T+0
(7.3)
V=T—0
De modo que:
XM (t,0) =X (u) + X' (v) (7.4)

Perceba que em ¢ — ¢ + 2 7, as varidveis u e v aumentam e diminuem em 2 7. Portanto,

pela condicao de periodicidade (7.2), temos:

X (t,0) =X" () + X' (v) =X (u+2m)+Xp (v—27) =X (t,0+27)  (7.5)

Xtw+2n) - X w) =X (v) - X (v—2m) (7.6)

Por este resultado podemos ver que os movimentos que ocorrem para a esquerda e para
a direita sdo dependentes um do outro. Também € possivel afirmar que as derivadas destes
movimentos sdo periddicas. Os cdlculos que seguem daqui sdo bem semelhantes ao caso das
cordas abertas, no sentido literal mesmo, os passos sdo exatamente 0s mesmos, com a Unica
ressalva de que aqui estamos tratando duas cordas abertas unidas uma na outra pelas extremidades.
Muitas das relacdes que desenvolvemos anteriormente continuam valendo aqui. Os calibres em
(4.15) ainda valem, com aten¢@o de que para cordas fechadas temos B = 1. As equagdes de
restricdo em (4.20) e (4.21) também sdo validas aqui. As densidades de momento (4.22) e (4.24)
continuam valendo. Entdo vou escrever direto as expansoes das derivadas, ja que os cdlculos sdao

repetidos.
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m__ Jo = U _—inu

nez

=VE Lkt

nez

(7.7)

A primeira equagdo € derivada em u e a segunda € derivada em v. O passo seguinte €

integrar ambas as equagdes em suas respectivas varidveis.

(
XL —2XL“+\/ Oco utiy/% Z Ot“ —inu
n#O
(7.8)
X=X S vtiy g Y - Lopgminy
\ n;éO

Note as semelhancas com as expressoes (4.53) e (4.51). Agora devemos usar as expres-
soes em (7.8) para aplicar a condicao de periodicidade (7.6). Muitos termos vao se cancelar, mas

fazendo estes calculos, vai restar:

oy =ag (7.9)

S6 existe um operador o,/ de modo zero na teoria de cordas fechadas. Vamos guardar

esse resultado! Agora escreveremos o operador (7.4) completamente.

1
X”(I,G)ZEXOL“M/ 2 T (t+o)+ Z oc“ ~in(t+0)
n;éO
2% TV V2 n#on

Simplificando e usando a condi¢do (7.9):

1 o' e—inr
X“(T,G)zi(X()L”+X§“>+\/2a'a0“r+m/?; -
n#0

(af e +ate™"%) (7.11)

Devemos lembrar que Xé‘ He X§ * sdo constantes de integracdo. Além disso, o fato de
analizarmos o movimento da corda pela esquerda ou pela direita, ndo tem que importar. Isso
significa que sem perda de generalidade, podemos afirmar que Xé s X(f H= XO“ . Com essa
afirmacao, temos Xé K +Xée k= 2X0“ e portanto, o operador que descreve o movimento da corda

fechada fica escrito como:
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o' —intT ) )
XH(t,0) =X +V2d af e+ 5 ¥ ¢ — (o} "+l e ) (7.12)
n#0

Este ja € o operador que determina o movimento geral da corda fechada. Por agora
faremos um ultimo célculo, antes de passar para a proxima subsecdo. Vamos ver quem € o
operador ocO“ , mas ja adianto que o resultado é previsivel, pois dard algo semelhante ao caso
da corda aberta (4.71). Pela nossa andlise feita a partir dos cdlculos em (4.9), vemos que uma

expressao capaz de calcular o momento total, pode ser escrita como:

P“:/Wwdc (7.13)

Aqui ja escrevi direto a operacdo que fizemos 14 tras, pois 14 haviamos construido o
raciocinio. Essa expressdo continua valendo, entretanto devemos lembrar que os limites de
integracdo da corda fechada véo estar em o € [0,2 7|. Pois bem, aplicaremos (4.22) e em seguida

vamos derivar o operador que recém obtemos em (7.12).

21
Pt = do XH 7.14
0 2mo ( )
U 2n 1 ey o —inT u inc ~ MU0 —inc
P :/O dos—— [ V2aaf' 1[5 ¥ e (@ e+ e ) (7.15)
n#0

Perceba que ao integrar dentro do somatdrio nestes limite de integragdo, o resultado serd

nulo, ou seja, todo o somatorio desaparece na integracgao.

PH =

20/ aft 27 V2o o 2
—0/ do=-—2=2n s (7.16)
0

2o’ 2T o

a/
oy = ,/?P“ (7.17)

Como vimos para as cordas abertas, um resultado assim ja era esperado. Seguindo em
frente, vamos trabalhar nos operadores de criacdo e aniquilacdo da corda fechada, mas ja adianto

que também nao serd tdo diferente do caso da corda aberta.

7.1.2  Operadores de Criacao e Aniquilagdo da Corda Fechada

A diferenca mais expressiva que vamos ver nestes operadores, se comparados com as

cordas abertas, é que a corda fechada fechada vai ter dois tipos de operadores, tanto para criagdo,
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quanto para aniquilacdo. Mais para frente vamos ver que a mesma caracteristica vai ocorrer para
os operadores transversais de Virasoro e os operadores nimeros da corda fechada. Por agora,
falaremos dos operadores de criag¢do e aniquilac@o. Primeiro de tudo, as relacdes de comutagao
vistas em (6.15) vao se manter e 0 mesmo para os comutadores (6.33) e (6.34). Perceba que a
estrutura que usamos para definir as relacdes de comutagdo entre os operadores de criagdo e
aniquilacdo e consequentemente chegar na propria defini¢cdo canodnica de operadores de criacio e
aniquilacdo é exatamente a mesma. Os célculos sdo literalmente os mesmos! A grande diferenca
é que o operador @&, estd associado a0 movimento 2 esquerda e o operador ;" estd associado
ao movimento a direita. Mas isso ndo muda o desenvolvimento das expressdes e a relacdo de

comutacdo fundamental (6.66) se mantém para ambos os operadores.

[_nlw _nj] =m Tl” 6m+n,0
(7.18)
[aniv anj} =m 77” 5m-i-m()

Também acaba sendo um tanto 6bvio que os operadores referentes a0 movimento a

esquerda comuta com os operadores referentes a0 movimento a direira. Deste modo:

(), /] =0 (7.19)

A segunda e terceira relacdo de (6.91) vai continuar valendo, s6 que agora para ambos 0s

operadores. Devemos lembrar também que essas relacdes vao valer paran > 1.

o =ay\/n, al,=a;'\/n

(7.20)
0, =ay/n, al,=a\/n
J4 podemos afirmar que a,/" e a!" sdo operadores de criagio, enquanto que a,/ e @! sdo
operadores de aniquilagdo. Deste modo, as relagdes (6.93) e (6.98) continuam valendo.
r [al,a]"] =n" 8,.,
[asa]T] =1 8 (7.21)

=1 =01 _ [1f 70t — [, 1 ,J] — [,1t ,J%] —
[am,an] = [amT,anT] = [am,an} = [amT,anﬂ =0

Alcancamos o objetivo desta subsecao, que era determinar os operadores de criagdo
e aniquilacdo e suas relagdes de comutacdo. Veremos mais algumas relacdes de comutacao
apenas para deixar o estudo um pouco mais completo e em seguida vamos falar dos operadores

transversais de Virasoro. Pois bem, como serd o comutador entre XOI e OCOJ ? Vamos montar o

comutador e ja aplicar a relacdo (7.17).
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Xy, 0] = ,/%/ Xy, p’] :i\/%/nn (7.22)

Compare este resultado com o caso das cordas abertas em (6.88). Veja como € parecido!

De forma andloga as cordas abertas em (6.87), temos também:

Xy, 0,

n } ‘n#() [X oL,

i ] |nio =0 (7.23)

Da para ver que a estrutura da teoria de cordas fechadas é bem parecida com a estrutura

da teoria de cordas abertas. Veremos agora os operadores transversais de Virasoro.

7.1.3 Operadores Transversais de Virasoro da Corda Fechada

De inicio, é razodvel esperarmos dois tipos de operadores transversais de Virasoro, sendo
eles um para os modos com barra l:é e outro para os modos sem barra Lé. Faremos da mesma
maneira que fizemos com as cordas abertas, primeiro definiremos os modos transversais de
Virasoro, quando ndo nos preocupamos com entidades que comutam ou ndo comutam e depois
defineremos os operadores transversais de Virasoro, quando a comutagdo passa a importar,
seguindo os mesmos passos do capitulo anterior. Pois bem, no capitulo 4 desenvolvemos a

expressdo (4.70), vamos comegar por aqui. Sabemos que para as cordas fechadas, § = 1.

AP B |
(X~ +£x’' ):EF( (' 4+ x')? (7.24)

Vamos derivar X*(t,0) (7.12) para u = 1.

. 11 i
(X_:tX/_)__,z \/_050 + Z e—ln‘L' nI ln6+ nle 0')

n7é0
7.25
” | | | 2 (7.25)
44/ = Z e int ((—ane—mo_anlemc)
2 n#0

o — 1— 1 OC/ —intT I lnG ~1 —inoc

(X~ +X )_OC’Zp"' Z +a, e ")
) (7.26)

05/ I i I i
71}’['5 =, —Iinoc Iino
Z e Le "0 —a e"0)
nez

(X—j:X/—) — 4p+ Z efznr nI 1n6+ nlefincr) + (—nlefino_anleina)) (7.27)
nez
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nez
(7.28)
2
(X— _X/—) — # < Z —intT ((anlein0+ —nle—mcr) (—nle—incr . anleino)))
\ nez
( 2
(X— —|—X/_) — ﬁ 2 Z —nle—in‘ce—in0>
nez
(7.29)
2
(X— _X/—> — $ (2 Z anle—inreincr>
\ nes
( 2
(X_ —|—X/_) _ p% —nlefin(rqtc)
neZ
(7.30)
2
(X_ —X/_) _ }% ( anleln(rc)>
\ nez
(X— —l—X,_) _ # Z —nI —plefi(n+p)(r+c)
n,peZ
(7.31)
(X— _X/—) _ % Z anl (Xplefi(rﬁp)(rfc)
P n,peZ

Como estd somando em todos os niimeros inteiros, podemos fazer n = n — p e continuar

a soma no somatorio.

nes Z
(7.32)
(X— _X/—) _ 1% <Z anl—p ap]) e—tn(’r—d)
\ neZ \pez
Vamos aparecer com % 14 dentro dos paréntesis.
( 2 1 I 1
(X_ +X/—) — F 5 —nip —p e—ln(T+0')
neZ PEZ
(7.33)
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Chegamos a defini¢do dos modos transversais de Virasoro da corda fechada. Eles sdo os
termos que estdo entre paréntesis. Note que sdo idénticos ao que desenvolvemos em (4.81). Isso
€ um excelente resultado, porque como os modos de Virasoro da corda fechada sao idénticos
ao modo de Virasoro da corda aberta, os passos para se chegar nos operadores transversais de
Virasoro da corda fechada também tem que ser idénticos aos passos que foram usados para
chegar no operador transversal de Virasoro da corda aberta! Isso significa que os resultados vao
ser bem semelhantes, até mesmo para os operadores nimeros. Falaremos disso mais adiante, por

agora podemos j4 definir os modos de Virasoro.

Ly=; Z _nI—p _pl
PEZ
(7.34)
Lr=53Y o ,af
PEZ
Retornando para a expressao (7.33).
(X~ +X) = 2 ¥ [fein(eo)
nez
(7.35)

X —x")=2Y Lfein0)
nez

S|

Vamos trabalhar agora no lado esquerdo da equagio. Devemos derivar X (1, 0) (7.12),

desta vez para U = —

(X—:txl—): /206/06074— Z efznr n 1n6+a e an')
0
/ 27 (7.36)
OC Z efznf —nf finc_anfeinc)
n7§0
(X :i:X/ Z efznr a, mG—l—OC e inO')
/ nek (1.37)
OC —inT (5 — finO' — inc
Z e —a, ")
nez o !
(X :|:X/ Z 7lnT emG_'_ an e lnc) + (dni efincr _ ani einc)) (7.38)

nez
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X~ +X")=Vv2d Y @, e (o)

nez
(7.39)
X~ —-X")=Vv2d Y a, ¢ ")
nez
Podemos igualar as expressoes em (7.39) com (7.35).
\/2_06/ Z &, e n(t+o) _ Z LJ_ —in(1+0)
nez P+ nez
(7.40)
‘/206'206 e n(t—o) _ ZLL —in(1—0)
\ nez nEZ
20'a, = %1
(7.41)

fy— _ 2 7L
20 o, —,,—+Ln

Chegamos a outro resultado semelhante ao caso das cordas abertas (4.83). Ainda da
para ir além, pois se &, = o, por (7.9), entio se fizermos n = 0 em (7.41) e aplicarmos essa

condicdo, podemos afirmar que:

Ly =Ly (7.42)

Muita atencdo aqui! Estamos trabalhando com modos transversais de Virasoro, mas logo
vamos ver que eles vao se tornar operadores. Por defini¢cdo, esses operadores ndo sdo iguais! Mas

a atuacao deles no espaco de estados pode ser. Deste modo, teriamos algo do tipo:

Ly |A,A) =Ly |A, 1) (7.43)

Onde |A , 7L> vai representar nosso espaco de estados. Bom, isso € assunto para a proxima
secao, agora nosso objetivo € transformar os modos transversais de Virasoro em operadores
transversais de Virasoro. Para a nossa felicidade, ja sabemos como fazer isso, pois o processo é

idéntico ao que foi feito para cordas abertas. Nas cordas fechadas vamos obter:

l_l(J)_ — %PIPI _|_NJ_
(7.44)
L(J)_ — %plpl _|_NJ_

Onde:
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yai It =1

N Z na,'a,
(7.45)

1 — It 1

N—= Z na,'a,

nez

Perceba que N = N, isso vai ser importante. Outra coisa, apenas para mostrar a
semelhanca, veja como essas expressoes sao parecidas com a primeira equagdo em (6.174) e a
defini¢ao do opeador nimero em (6.168). Além disso, vimos no capitulo 6 que onde antes havia
um modo de viroso, depois passou a haver um operador de Virasoro mais uma constante a, que

depois descobrimos que a = —1. Aqui ndo vai ser diferente, por exemplo, as expressoes (7.41)

VA0 ser reescritas como:

(7.46)
2070, =2 (Ly — 1)

Na teoria de cordas abertas, tinhamos um espaco-tempo de 26 dimensdes, 1sso também
tem que se manter na teoria de cordas fechadas, porque uma corda aberta pode se fechar para
formar uma corda fechada. Ambas t€ém que coincidir no nimero de dimensdes € como o nimero
de dimensdes estd amarrado ao valor da constante a, ambas as teorias também tém que coincidir
neste valor. Por agora podemos dar por concluida as nossas andlises referentes ao operador

transversal de Virasoro da corda fechada.

No capitulo anterior falamos bastante das propriedades de comutacdo dos operadores
transversais de Virasoro, pois nosso objetivo era construir uma base matemética necessdria para
calcular o comutador [M I M/ } , que ia nos dar a dimensionalidade do espaco tempo. Aqui
ndo sera necessario fazermos estas analizes, mas a titulo de curiosidade, todos os calculos sdo
bem parecidos. Alguns resultados sdo os mesmos porque os operadores L;- e L satisfazem a
algebra de Virasoro. Embora ndo vamos utilizar estes resultados, vou deixa-los abaixo apenas
para titulo de curiosidade.

(

[l_’i#’ anj] =—n an{+n [L$> anj} =—n an{Jrn

[Li,a)] =0 [LL,al]=0 (7.47)

(LX) =i/ %l [Lhx)]=-i\/%a)

O préximo passo € construir a o operador de massa ao quadrado da corda fechada.




Capitulo 7. Teoria de Cordas Fechadas Qudnticas Relativisticas 152

7.1.4 Operador de Massa ao Quadrado da Corda Fechada

Nosso ponto de partida serd encontrar quem € o p~ da corda fechada. Entdo vamos
visualizar as expressdes em (7.46). Faremos n = 0, onde valem as relagcdes (7.9) e (7.42). Vamos

manipular essas expressoes!

1 1 _
Vaaiay = (2Lé—2> = <L§+L§—2> (7.48)

Agora vamos substituir o, usando a relagdo (7.17). Ja vou simplificar as constantes.
_ 1 =
oy = (LOL - 2) (7.49)

- 1 L7l

Partindo daqui ficou fécil, pois sabemos que o operador massa ao quadrado tem que

respeitar a relacdo (4.90), entdo vamos substituir p~ nesta relagdo.

1 _ 2 _
M2=2p" o (L5 +13—2) —p'p' = = (g +15-2)-p'p" @51

Agora abrimos os operadores de Virasoro usando (7.44).

) 2 (o 7 L o I I ool I I
M=\ PPN+ P PN =2 —pp (7.52)
1 2 1 2 4
Mol L S NL L S L SN T ] 7
pr+a,N TP P+ o PP (7.53)
2 2 4
M? = ENL + aNL - (7.54)
2 _
M2 = = (Ni A 2) (7.55)

Chegamos por fim no operador massa ao quadrado que vamos utilizar na teoria de cordas

fechadas. Vamos concluir esta se¢ao falando agora do operador hamiltoniano.

7.1.5 Operador Hamiltoniano da Corda Fechada

O operador hamiltoniano pode ser derivado de forma ainda mais simples, pois podemos
reaproveitar o raciocinio construido em (6.9), com a diferénca que para a corda fechada, teremos

B = 1. Ficamos entdo com:
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H = a/p+ P (756)

Agora substituimos p~ pelo que obtemos em (7.50).

H=dp"

o (L&Jri&—z) =L +Ig—2 (7.57)

Por fim, abrimos os operadores de Virasoro usando (7.44).

o o _
H:ZpIpI—I—Nl—I—ZpIpI%—NL—Z (7.58)
o _
H:Ep’p’+NL+NL—2 (7.59)

Chegamos a uma expressao satisfatéria para o operador hamiltoniano. Com isso, deter-
minamos todos os operadores importantes para o entendimento da teoria de cordas fechadas. O
proximo e ultimo passo serd trabalharmos no espaco de estados, para comecar a determinar os

estados das particulas.

7.2 Estado de Graviton na Teoria de Cordas Fechadas

Nosso grande objetivo é chegar nos estados de graviton e isso vai ser possivel pela teoria
de cordas fechadas. Faremos a constru¢ao do espaco de estados de forma similar ao que foi feito
com as cordas abertas. A grande diferénca é que na teoria de cordas fechadas, existem dois tipos

de operadores de criagcdo e aniquilacao.

7.2.1 Espaco de Estados da Teoria de Cordas Fechadas

Na teoria de cordas fechadas, o estado fundamental ainda é representado por ‘ P, ﬁT>,
que também vai ser o estado de vicuo para todos os operadores de criacdo e aniquilacdo da teroia
das cordas fechadas. O estado base geral para se criar particulas na teoria de cordas fechadas,
exige atuacdo dos dois tipos de operadores de criacio a!" e @ no estado fundamental. Deste
modo, faremos a mesma construgdo feita em (6.167) para determinar o estado base geral da

teoria de cordas fechadas.

wn=[ffie” ] A ]a) oo

Dessa construgdo, A, ; e 4, ; possuem o mesmo papel visto na teoria de cordas abertas,

estes valores vao representar o numero de vezes que os seus respectivos operadores de criacdo
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vao atuar no estado fundamental. Estas ndo sdo as tnicas semelhancas entre as duas teorias,
pois com essa construcdo e tendo em vista que o operador niimero manteve o mesmo formato,
podemos determinar sua atuagdo no estado base geral. A atuacdo dos operadores nimeros precisa

ser igual ao que foi visto em (6.181).

( o 25
NYAAY =Y Y nd|a.4)
n=11=2

(7.61)
oo 25
N A = Y Y mhs|A,4)

\ m=1J=2

Partindo daqui, podemos ja determinar os estados das particulas. Ja temos todas as

ferramentas necessarias!

7.2.2 Estados de Taquions Representados por Cordas Fechadas

O primeiro estado que vamos analizar € o estado fundamental ‘ p*,PT>. Comecaremos

aplicando o operador massa ao quadrado (7.55) no estado fundamental.
2|t B = 2 (NN —2) |t B 7.62
p T )= E + - P IT ( . )

- 2 - _ - -
M2|p* Br) = = (N[t By )+ |t Br) =2t Br)) (.63

Assim como foi para as cordas abertas, o operador nimero aniquila o estado fundamental.

M2 ‘p+7ﬁT> -

— |p*.Fr) (7.64)

Deste modo, chegamos os estados de tdquions de corda fechada. Perceba que o autovalor
do operador massa ao quadrado aplicado no estado fundamental é —%, ou seja, quatro vezes
mais do que o quadrado da massa dos tdquions de corda aberta (6.184). Esses tdquions de
corda fechada ainda s@o pouco compreendidos, e o potencial dos tdquions de corda fechada
ainda ndo foi calculado de forma confidvel. Espera-se que a instabilidade desses tdquions seja a
instabilidade do proprio espaco-tempo. Nao vamos entrar em muitos detalhes, nosso objetivo

estd na proxima subsecao.

7.2.3 Estados de Gravitons Representados por Cordas Fechadas
O préximo estado que vamos analizar sera o estado all t dlj f ‘ p+,13T>. Lembra que os

estados da teoria de cordas fechadas sdo construidos com operadores de criacdo atuando em pares
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no estado fundamental. Deste modo, para esta configuragio existem (D — 2)2 estados possiveis.

Vejamos qual é o quadrado da massa das particulas neste estado.

— 2 — —

J4 sabemos como € a atuagdo do operador niimero, entdo vou escrever direto os autovalo-

res que eles vao extrair deste estado.

" - 2 T -
Mal'al"|pt Fr) = = (1+1-2)a["al"|p* Fr) (7.66)
Mal'a" |t Fr) =0 (7.67)

Esse estado fornece particulas sem massa! Em primeira andlise parece um candidato
promissor para o estado de graviton. Vamos escrever o estado geral para estas particulas sem

massa, como sendo uma combinacao linear de todos os estados base que garantem este resultado.

25
Y Rua{'al"|p" Fr) (7.68)
1J=2

Nessa construgdo, R;; é uma matriz quadrada qualquer de dimensdo (D —2), uma vez
que I e J possuem (D —2) dimensdes. Por comparag@o, ja poderiamos associar este estado
geral (7.68), ao estado de graviton que desenvolvemos em (5.125), essas associagdes seriam
semelhantes ao que fizemos com o estado de féton. De antemao seria muito bom se o estado
geral do graviton j4 viesse bem determinado assim, mas devemos tomar cuidado com um detalhe
cruscial. Em (5.125), o tensor de polariza¢do do graviton &;; é uma matriz simétrica sem trago,
enquanto que no estado que recém obtemos em (7.68) a matriz R;; € uma matriz quadrada
arbitraria. As duas coisas ndo podem se associar diretamente, devemos mexer ainda na matriz
R[].

Faremos a partir daqui algumas manipulacdes em cima desta matriz, afim de obter
uma matriz que seja possivel de ser associada ao tensor de polarizagdao do graviton. Pois bem,
toda matriz quadrada se decompde em uma parte simétrica e uma parte anti-simétrica. A parte

simétrica de R;; vamos chamar de Sj; e a parte anti-simétrica serd chamada de Aj;.

Ry =S +An (7.69)

Vamos tratar agora somente a parte simétrica. Podemos escrever:

1
D-2

oS (7.70)

Sy =(Sy—
1 (IJ D2

5[]5) +
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Onde S = S = 8" §;;. Perceba que podemos escrever a parte simétrica dessa maneira,
pois os termos que foram acrescentado se anulam e a equacgdo se torna trivial. A vantagem de
escrever desta forma é que acabamos de decompor a parte simétrica de R;; em mais duas matrizes.
O que estd entre paréntesis representa uma matriz e o que estd fora do paréntesis representa outra
matriz. Ambas precisam ser simétricas, entdo agora vem o pulo do gato! Se aplicarmos 5/ em
qualquer uma dessas matrizes, forcamos elas a assumirem somente os elementos da diagonal.
Vamos ver o que acontece quando forcamos a matriz entre paréntesis a assumir os elementos da

diagonal, aplicando &%.

1 1
5”5,1—ﬁ6”6115:5—m(D—2)S:S—S:0 (7.71)

For¢cando o termo entre paréntesis a assumir somente os valores da diagonal, o resultado
€ nulo. Isso significa que a matriz entre paréntesis € uma matriz simétrica sem traco. Em outras
palavras, em (7.70) podemos afirmar que a parte simétrica de R;; € uma matriz simétrica sem
traco mais um multiplo da matriz unitdria. Vamos dar nomes! A parte simétrica sem traco serd

chamada de Sy, e vamos definir ' = %. Deste modo, a parte simétrica fica decomposta em:

Sy =S +S &y (7.72)
Deste modo, decompomos a matriz Ry; em trés partes, sendo elas uma parte simétrica

sem traco, uma parte anti-simétrica € uma parte com somente elementos na diagonal.
Ryy=Sy+Ay+S 8y (7.73)

Finalmente, S;; serd nosso candidato ideal para o tensor de polarizacio do graviton. Com
tudo isso, o estado que estdvamos trabalhando em (7.68) se subdivide em trés grupos de estados

linearmente independentes.

25
Y (Su+Ay+S8y)altal ‘p+,PT> (7.74)
1J=2

25 25 25
Z S[Ja{Ta'IJT‘p+,PT>+ Z A[]ClllTa_ilT‘p+,PT>+ Z S/(S[]alITO_lle‘p+,PT> (7.75)
1J=2 1J=2 1J=2

25 25 25
Z 511611”671]T ‘P+7PT> + Z Aualﬁdlﬁ )P+7PT> + Z SlalﬁéﬂlT ‘P+7PT> (7.76)
1J=2 1= f

Falaremos a seguir de um por um. Comegando pelo terceiro conjunto de estados:
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25
Y Salfall ‘p+,ﬁr> 1.77)
1=2

Estes s@o os Estados de Dilaton, que representam os estados de uma particula de um
campo escalar sem massa. O campo de dilaton possui propriedades surpreendentes e exige um
estudo mais avancado. Apenas para titulo de curiosidade, o valor esperado do campo de dilaton
controla o acoplamento das cordas. O acoplamento das cordas € um nimero adimensional que

define a forga das interacdes das cordas.

Agora falaremos do segundo conjunto de estados:

25
Y Aual'alt|p*,Fr) (7.78)
1J=2

O segundo conjunto de estados representam os estados de uma particula do Campo
de Kalb-Ramond, um campo tensorial anti-simétrico com dois indices. Para falar do campo
de Kalb-Ramond também € necesséario um estudo mais avancado, porém podemos dizer que
este campo se acopla nas cordas de forma andloga como o campo de Maxwell se acopla nas

particulas.

Por fim, falaremos do primeiro conjunto de estados:

25
Z ]Jallele‘p+,PT> (7.79)
1J=2

Finalmente chegamos aos tao esperados estados de gravitons! Podemos comparar com
os estados desenvolvidos em (5.125). Perceba que ambos os estados t€m os mesmos indices
de Lorentz e vimos que o vetor de polarizacdo do graviton também pode ser representado por
S;7. Ambos os estados carregam o mesmo momento ¢ a auséncia de massa. Esse resultado é
surpreendente porque mostra que a teoria de cordas fechadas tem estados de grévitons. Apareceu
os estados quénticos do campo gravitacional na teoria! Podemos dar por concluido os principais

objetivos do nosso estudo.

7.3 Equacdo de Movimento para os Estados sem Massa

Semelhante a construg@o que fizemos em (6.192), podemos escrever os estados gerais

dependentes do tempo para as particulas sem massa da seguinte maneira:

v, 1) =/dp+df’T Vi (r,pﬂﬁﬁ a{*d{*’pﬂﬁﬁ (7.80)
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Pois bem, vamos lembrar do operador hamiltoniano (7.59) e aplica-lo ao estado de

particulas sem massa.

= a/ o =g —_ =
Hal'al"|p* Fr) =T 0! o' al " |p* Br) + (NE R =2) afta" | Br) )

Pelos calculos que fizemos em (7.66), ja sabemos que o segundo termo vai dar zero!

_ o, o
Hal”alfr )p+,PT> =5

A S 5
p'p'al"al" ot Pr) (7.82)
De imediato vemos que para os estados de particulas sem massa, o operador hamiltoniano
pode ser escrito como:
a/

H:?I# (7.83)

Porém, sabemos também que H = i d;. Podemos juntar as duas expressoes e aplicar o

estado yyy, que representa o estado de particulas sem massa das cordas fechadas.

a/

idr iy <T7P+,ﬁT> =3 P vy (T,PJF,?T) (7.84)

Neste caso, yj; contém os estados de gravitons, Kalb-Ramond e dilaton. Vamos agora
escrever a equacao de campo referente a estes estados. Aqui seguiremos 0s mesmos passos que
fizemos para os estados de tdquions e os estados de fétons na teoria de cordas abertas. Vamos
tomar a equagdo de campo no sistema de coordenadas do cone de luz em (5.22), tendo em mente

jd quem é X, pelos calibres em (4.65). Lembrando que para as cordas fechadas, teremos f§ = 1.

] d 1 o
(a’—lﬁ% Tt (Plpl‘i‘mz)) o pTo(t,pt,Pr)=0 (7.85)

Como estamos trabalhando com estados de particulas sem massa, teremos m?> = 0.

J o ﬁ
(i% - gp’p’) o(z,p",Pr)=0 (7.86)

Essa € a equacdo de campo para as particulas sem massa da teoria de cordas fechadas.
Chegamos ao fim do nosso estudo e o que podemos dar um destaque importante é que nos
estados sem massa da corda fechada, encontramos campo de gravitons, campo de Kalb-Ramond
e campo de dilaton. Embora desde o inicio nos quiséssemos encontrar somente os estados de

gravitons, encontrar estados a mais, torna a teoria ainda mais elegante e muito mais rica.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Chegamos ao fim da jornada, com um importante resultado demonstrado. Desde o
comeco, nosso objetivo era fazer uma introdugdo a teoria de cordas e mostrar que o modelo
proposto pela teoria pode ser capaz de unificar as interacdes fundamentais da Natureza. O
modelo é bem ambicioso em se propor a unificar todas as interacdes fundamentais. No nosso
estudo, mostramos como chegar ao estado do féton e ao estado do graviton usando a teoria
de cordas. Como consequéncia, mostramos que a teoria de cordas € capaz de descrever uma
teoria de gravitacdo quantica. Se formos fazer uma andlise geral de tudo que vimos até aqui, nds
conseguimos juntar a interagdo eletromagnética e a interacdo gravitacional em um tnico modelo,
que faz uso de cordas abertas e cordas fechadas e ainda tratamos essa unificagdo quanticamente.

Isso por si s6 € surpreendente!

Embora nao tenhamos falado em nosso estudo, nessa mesma teoria que trabalhamos,
vao surgir bosons de calibre ndo-abeliano, necessdrios para transportar a interacao das forgas
nucleares fraca e forte. Com isso, temos consolidada a Teoria de Cordas Bosonicas, que garante
a obtencao dos estados das particulas que transportam as for¢as de interagdes fundamentais da
Natureza. Essa teoria exige um espago-tempo de 26 dimensdes e seus estados quanticos podem

representar os bosons que conhecemos, incluindo o graviton.

O préximo passo € introduzir a supersimetria na teoria. A supersimetria € uma simetria
que relaciona os bésons com os férmions. Devemos lembrar que os bésons transportam forca
de interacdo e os férmions sao particulas que constituem a matéria, tais como os elétrons e os
quarks. Deste modo, a supersimetria unifica a matéria com forcas de interacao. Introduzindo
a supersimetria na teoria de cordas, nés obtemos a teoria de supercordas, que surgiu entre o
final da década de 1970 e o inicio da década de 1980. Na teoria de supercordas surgem estados
fermiOnicos, tais como os estados de quarks e os estados de Iéptons, e ela reduz o niimero de
dimensdes do espago-tempo para dez. Com isso, € possivel dar mais um passo para uma teoria

de grande unificacio.

Embora ndo tenhamos feito a grande unificagdo neste estudo, tudo que foi construido
aqui pode ser uma base de grande valor para sustentar uma possivel continuacdo. Afinal, partimos
da descri¢ao de um modelo de cordas cldssicas ndo relativisticas, passamos pelas descricao das
cordas relativisticas e chegamos a sua quantiza¢do. Ao longo deste estudo, portanto, mostramos

o caminho para se chegar a teoria de cordas bosoOnicas.
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