UFRR]}

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE FiSICA
LICENCIATUTA EM FISICA

A PROPAGACAO DE ONDAS DENTRO DE UM MATERIAL CONDUTOR NA
ELETRODINAMICA DE BORN-INFELD

GUILHERME RAFAEL FERREIRA DOS SANTOS

ORIENTADOR : MARIO JUNIOR DE OLIVEIRA NEVES

SEROPEDICA, RJ
2023



A PROPAGACAO DE ONDAS DENTRO DE UM MATERIAL CONDUTOR NA
ELETRODINAMICA DE BORN-INFELD

Monografia apresentada ao Curso de Gradua-
¢do em Fisica da UFRRIJ, como requisito par-
cial para obten¢do do titulo de Licenciado em

Fisica

SEROPEDICA, RJ
2023



UNIVER SIDADE FEDERAL RURAL DO RIO DE JANEIRO

U F R RJ NSTITUTO DE CIENCIAS EXA TAS
U ROAY ¢ ORM RURAL C[)ORDENACAO DO CURSO DE FISICA

ATA DE DEFESA DE MONOGRAFIA 2023
MODALIDADE: LICENCIATURA EM FISICA

P*{l NENTl\& ‘\O

aile da Monografia: A PROPAGAC/\O DE ONDAS DENTRO DE UM MATERIAL
ONJUTOR N.A ELETRODINAMICA DE BORN-INFELD”
Nome do Aluno: Guilherme Rafael Ferreira dos Santos
Matricula: 2017185068
' Nome do Orientador: Mario Junior de Oliveira Neves
Nome do Co-orientador: Ndo possui
Data da Apresentagio: 27/07/2023
Hordrio: 10:30h
Local: Sala de Instrumentacdo, Prédio de aulas praticas da Fisica II, DEFIS/ICE/UFRRJ — Campus
de Seropédica

COMPOSICAO DA BANCA:
residente / Qrientador: Mario Junior de Oliveira Neves

¢ niro Tituluar: Rodrigo de Sousa Gongalves

-Iembro Titular: Leandro Roméio Fernandes Lima

Membro Titular: Lucas Modesto da Costa

AVALIACAO DO CANDIDATO:

%Aprovado () Aprovado com corre¢des () Ndo Aprovado

e S— S —

Seropédica, 27 de julho de 2023

Al 6» i

Presidente / ()nun(ndur

Ak A Jege i




. T s

Membro Titular

Jinnw et sl Gty

Membro Titular




Agradecimentos

Em primeiro lugar agraco a Jesus, por toda a for¢ca e sustentagdo até aqui, sem ele
nada disso seria possivel, amo vocé, obrigado Jesus!

Também agradeco o amor, compreensdo, sustento e incentivo dos meus pais, Mar-
cio Ferreira dos Santos e Raimunda Ferreira de Abreu, vocés foram fundamentais nesse
processo, obrigado.

Agrago a minha esposa Jennifer Cruz de Souza, por sempre me apoiar, amar, auxiliar
e estar sempre ao meu lado independente de qualquer coisa, muito obrigado meu amor!
Além disso, ndo tem como nao agradecer a vida dos meus sogros e amigos, Adriana
Pessanha e Vicente Cruz, sem vocés ndo conseguiria ter chegado até aqui, muito obrigado
por tudo.

Agradeco a minha grande amiga Brenda Borba e toda a sua familia, Fibio Borba,
Adriana Borba e Eloah Borba, a qual me apoiou, alegrou e orientou durante esses anos.
Agradeco meus amigos que sempre me apoiam, Wendel Alvarenga, Daniel Ferreira, Wes-
ley Lima, Yuri Cardoso, Joao Pedro e Jonatas Coelho. Também Agradeco a todos os mo-
radores do alojamento M2 quarto 226, vocés foram minha segunda familia, em especial,
meu amigo Jorge Luiz, por toda forga e ensinamento. Agradeco a vida de todos da igreja
Assembleia de Deus da Grama, em especial o pastor Jaime Mello e sua familia, sem eles
ndo conseguiria ter forcas para ter chegado até aqui.

Agradeco ao professor Doutor Mario Junior, que sempre esteve disposto a me orientar
e ajudar, durante toda a monografia, obrigado professor. Também agradeco ao professor
Claudio Maia por ter me ajudado durante esse tempo de graduagdo, obrigado professor.

Por fim, agradeco a Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, que me proporci-
onal a oportunidade de estd finalizando um curso de exceléncia. E agradeco também ao
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPQ) que financiou
essa pesquisa.

Agradeco a todos que me ajudam direta e indiretamente.

Amo todos voceés.

ii



Resumo

Neste trabalho serd desenvolvido a eletrodindmica nao-linear (NLED) de Born-Infeld,
para isso, serd revisado a eletrodinamica de Maxwell destacando os invariantes de Lo-
rentz e o formalismo Lagrangeano. Mostramos como o caminho da formulacdo de uma
NLED genérica, com isso, obtém-se as equacdes de movimento de qualquer NLED. A
partir disso, aplica-se o Lagrangiano de Born-Infeld, nas equacdes de movimento obti-
das, assim, tem-se a eletroestédtica de Born-Infeld, obtendo o campo elétrico, o potencial
elétrico e a correspondente energia potencial.

Por meio das equacdes de campo, adquiri-se o tensor energia-momento na eletrodina-
mica de Born-Infeld, que carrega consigo a auto-energia do elétron, o vetor de Poynting
e o tensor pressao de Born-Infeld. A seguir, introduzimos a prescri¢ao de linearizagao
de uma eletrodindmica nado-linear na qual um campo magnético (B) externo tem papel
fundamental. Assim, a linearizagdo € aplicada para o caso de Born-Infeld. Com isso,
propomos que as solu¢des de ondas planas para as equacdes linearizadas, e estudamos as
propriedades da propagacdo de onda, como o indice de refracio do meio e o fenomeno da
birrefringéncia. Usando a lei de Ohm, estudamos a dispersdo e absor¢do de ondas planas
num meio material submetido a um campo magnético externo. O caso da densidade de

corrente com condutividade magnética também ¢é estudado.
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1 Introducao

Sabe-se que o eletromagnetismo é uma das forcas fundamentais da natureza, que des-
creve todos os fendmenos associados a carga elétrica na escalas macroscopica € micros-
copica. A eletricidade e 0 magnetismo eram tratados como dreas completamente distintas
até o inicio do século XIX. O primeiro relato datado do fendmeno elétrico foi na Grécia
Antiga, pelo filésofo Tales de Mileto (640-550 a.C), que observou que ao atritar o ambar
com a pele de carneiro, alguns objetos eram atraidos pelo ambar. Apds isso, o primeiro
artigo sobre os estudos das cargas elétricas, s6 foi publicado séculos depois, por H. Caven-
dish, que mediu experimentalmente a Lei de Coulomb, chamada assim em homenagem
a Charles Augustin de Coulomb (1736-1806). Foi o primeiro trabalho publicado com
resultados quantitativos, a respeito dos efeitos elétricos.

Contudo, s6 na Idade Contemporanea que a eletricidade foi estabelecida, por Mi-
chael Faraday (1791-1867), que ficou conhecido como o pai da eletricidade, entre varias
das suas descobertas, uma delas foi a Lei de Faraday-Lenz. Pela primeira vez na histo-
ria, consegue-se unificar a eletricidade e o magnetismo experimentalmente. Se apoiando
nos resultados de Faraday, André Marie Ampere (1775-1836) e James Clerk Maxwell
(1831-1879), iniciaram a descri¢gdo matematica do eletromagnetismo, conhecida atual-
mente como as equacdes de Maxwell. Compostas por quatro equagdes, chamadas de
Lei de Gauss, Lei da auséncia de monopdlios, Lei de Faraday-Lenz e a Lei de Ampere-
Maxwell. Com isso, Maxwell observou que além de conseguir descrever matematica-
mente os campos, elétricos e magnéticos, havia uma simetria de dualidade entre os cam-
pos, e ao analisar as ondas de campo, percebeu que se propagavam com velocidade finita
¢, no vacuo, ¢ = 3 x 108 m/s. Maxwell revolucionou a visdo da eletricidade e do magne-
tismo, unificando estas teorias, que deu o nome de eletromagnetismo de Maxwell. Claro
que sua teoria foi desenvolvida e aprimorada com o decorrer do tempo e impactou di-
retamente no surgimento da fisica moderna e contemporanea, que compreendemos hoje.
Albert Einstein (1879-1955) publica seu trabalho intitulado Sobre a eletrodindmica dos
corpos em movimento (1905), com base nos trabalhos de Maxwell, a fim de desenvolver a
Teoria da Relatividade Restrita, além disso, observou que o eletromagnetismo € essencial-
mente uma teoria relativistica, e prop0s extrair as propriedades relativisticas das equagdes
de Maxwell.

A eletrodinamica de Maxwell descreve com boa aproximacdo os fendmenos eletro-
magnéticos para campos elétricos e magnéticos fracos. Para sistemas fisicos de campos
muito intensos, como Buracos Negros e estrelas de néutrons, as solucdes tedricas indicam

que as eletrodinamicas nao-lineares podem descrever tais sistemas. Com isso, diversas



eletrodindmicas nao-lineares, eletrodinamica ndo-linear (NLED), t€ém sido propostas na
literatura. Nesse trabalho, serd desenvolvida a eletrodindmica de Born-Infeld, a qual foi
publicada em 1934 por Max Born, para solucionar o problema da divergéncia da carga
elétrica na origem, motivado pelos resultados da mecanica quantica a obter um valor finito
para a auto-energia do elétron. Com isso, Born propds uma NLED para compreender, o
porqué na mecanica cldssica a auto-energia no elétron era entio divergente.

Esse trabalho é baseado nas propriedades da eletrodinamica de Maxwell. Visto isso,
no segundo capitulo, € apresentada uma revisdo das equagdes de Maxwell, os potenci-
ais escalar e vetor associados aos campos elétricos e magnéticos, € as transformacoes
de calibre. Apds isso, um breve resumo a respeito da Teoria da Relatividade Restrita é
mostrado, iniciando com as transformagdes de Lorentz, as notacdes de Einsten, os quadri-
vetores e a notagdo covariante do eletromagnetismo. Dessa forma, aplica-se a formulagdo
de Euler-Lagrange para o campo de Maxwell, para obter o correspondente lagragiano. Em
seguida, foi desenvolvida eletrodindmica de Maxwell para um meio material, abordou-se,
os tensores de deslocamento elétrico e polarizacdo magnética, e por fim, o lagrangiano
de Maxwell para um meio material. Além disso, foi possivel escrever as equagdes de
movimento por meio deste lagrangiano no caso de um meio material. Posteriormente,
desenvolveu-se a criacdo de uma NLED genérica, com um lagrangeano, invariante de
Lorentz e pelas transformacdes de calibre. Expandindo o lagrangeano genérico em sé-
rie de MacLauren, trunca-se a série até o termo quadrético, os coeficientes sao definidos
de acordo com os invariantes. A fim de recuperar o lagrangeano de Maxwell, conforme
se afastar do campo. Assim, adquire-se as equacdes de movimento de qualquer NLED.
Na secdo seguinte, serd aplicado o lagrangeano proposto para uma NLED geral, e como
exemplo, desenvolve-se para o caso da ED de Born-Infeld. Obtém-se entdo o campo elé-
trico, potencial elétrico e a energia potencial na eletrostatica de Born-Infeld. Além disso,
mostramos brevemente outros exemplos de NLED, que sdao bem discutidas na literatura.

No terceiro capitulo, abordamos as leis de conservacdao na ED de Born-Infeld. A
conservacao da carga elétrica é expressa no formalismo covariante. Apds isso, de posse
das equacdes de campo, e do Lagrangiano de Born-Infeld, chegou-se ao tensor energia-
momento. Ademais, trés grandezas fisicas de suma importancia sdo extraidas do tensor
energia-momento, como a densidade de energia do campo, o vetor de Poynting, e o tensor
de pressdo de Born-Infeld.

No quarto capitulo, iniciou-se o estudo da propaga¢do de ondas num condutor na
NLED de Born-Infed. A prescri¢do de linearizagdo da teoria € introduzida por meio de
um campo magnético externo, que consideramos uniforme e constante. Com isso, obteve-
se as equacoes de campo linearizadas, e propomos as solu¢des de ondas planas. A fim

de compreender como as ondas se comportam dentro dos materiais, utilizamos a Lei de



Ohm, e posteriormente, a Lei de condutividade magnética. As solugdes para os indices de
refracdo no meio material sdo obtidos, assim como as propriedades de absor¢do da onda.
Com isso, foi possivel analisar como a direcdo que o campo magnético externo faz com a

direcdo de propagacdo da onda, que modifica o indice de refragdo do meio material.



2 Eletrodinamica nao-linear

2.1 Revisao das equagdes de Maxwell

As equagdes de Maxwell sdo fundamentais para a compreensao dos fenomenos ele-
tromagnéticos. Por meio delas, é possivel descrever a propagacdo dos campos elétrico
e magnético no espagco-tempo. Em primeiro momento, essas equacdes sao apresenta-
das no curso de Fisica 3, na forma integral. Contudo, no curso de eletromagnetismo I,
utilizando-se dos teoremas do rotacional e do divergente, as equagdes de Maxwell da

forma diferencial sdo

V-E = % p, (Lei de Gauss) 2.1
V-B = 0, (Lei da auséncia de monopolos magnéticos) 2.2)
VXE = —aa—]: , (Lei de Faraday-Lenz) 2.3)

VXB = uJ—+ ciz aa—];: . (Lei de Ampere-Maxwell) 2.4)

Note que, as equacoes de Maxwell podem ser restringidas ao vacuo no caso das fontes
nulas, ou seja, p =0 e J = 0. As duas primeiras equacdes tém propriedades estdticas,
se as fontes sdo estdticas, enquanto que as duas ultimas s@o manifestados os efeitos da
eletrodindmica. A primeira € conhecida como a Lei de Gauss, trata-se do campo elétrico
independente do tempo (estacionério), onde, a distribuicdo de carga p, € a fonte do campo
elétrico. A segunda, € a lei da auséncia de monopdlios magnéticos, ou Lei de Gauss
do magnetismo, pois ndo hd observacdo de cargas magnéticas. Contudo, ha diversas
pesquisas no ramo tedrico e experimental nos quais a equagao do tipo Lei de Gauss,
mas com uma distribui¢ao de carga magnética p,,. A Lei de Faraday-Lenz, que descreve
a variagdo do campo magnético com o tempo, gerando o rotacional do campo elétrico, é
a primeira Lei que relaciona o campo elétrico com o campo magnético. A importincia
disso, estd na geracdo da corrente induzida pela variacio do campo magnético com o
tempo. Por fim, a Lei de Ampere-Maxwell, onde a variacao temporal do campo elétrico
somada a densidade corrente, gera um rotacional do campo magnético.

Usando a equagio (2.2)), pode-se definir um novo potencial, jd que quando o rotacional
de um campo € nulo, sempre € possivel obter um potencial associado a este campo. Logo,

postulou-se o potencial vetor, utilizando as transformacdes de calibre,

B=VxA, (2.5)



onde, A é conhecido como potencial vetor, trazendo uma descri¢gdo completa dos cam-

pos, por meio dos potenciais,

0A
E = —Vo-—, (2.62)
B = VxA. (2.6b)

Com estas relagdes, € possivel escrever as equagdes de campo em termos dos potenciais
para a descri¢@o das ondas eletromagnéticas.

Em 1905, Einstein propds a teoria da relatividade restrita, mostrando que as trans-
formagdes de coordenadas de Galileu, deveriam ser substituidas pelas transformacdes de

Lorentz (TLs), para particulas movendo-se proximas da velocidade da luz (¢) no vacuo :

- Y
—— (r cx) , (2.7a)
¥ = yv)(x—vt), (2.7b)
Y o=, (2.7¢)
7 =z, (2.7d)
onde o fator de Lorentz y(v) é definido por
1
VW) = —— (2.8)

b
V1 —p?
onde B = v/c é a razdo das velocidades. Observe, no limite v/c < 1, as transformagdes
de Galileu sdo recuperadas.
Com isso, as TLs, permitem escrever as coordenadas espaciais e temporal, em um
tinico vetor com quatro componentes, denominado quadri-vetor contravariante x* = (ct,r),

onde u = {0,1,2,3}. Dessa forma, pode-se escrever as TLs na forma matricial,
= Ay xY . (2.9)

Segundo a notacdo de Einstein, os indices repetidos sdo contraidos e Ay é a matriz das
TLs,

(2.10)

S = O O
- O O O



Isso para uma TL ao longo do eixo X, onde um referencial inercial se move em relagao
a outro com velocidade constante v ao longo da direcdo X. Assim, escreve-se os quadri-
vetores com grandezas de mesma natureza, e que se transformam de formas semelhantes,
de um referencial inercial para outro. Forma-se os quadri-vetores contravariantes para o

eletromagnetismo, obedecendo os postulados da relatividade,

F = (cp.]), (2.11a)
AY = (%,A), (2.11b)
10

Por meio da métrica de Minkowski, onde a diagonal principal tem o primeiro termo posi-
tivo (+1) e os demais negativos (—1). Os elementos fora do trago sdo nulos, a;; = 0 para
i # j, logo, n =diag(1,—1,—1,—1). Com isso, define-se o quadri-vetor covariante e as
operagdes de levantar e abaixar indices, x;, = My x*.

A partir disto, encontra-se as equagdes de Maxwell na forma covariante, com os po-

tenciais A sendo a base do Tensor antissimétrico de campo
F* = 9*AY —ovAH | (2.12)

e observe que este € invariante sob as transformacao de calibre. As componentes do tensor

F" definem a matriz de campo eletromagnético

0 —E*)c —EY/c —E%/c

v _ | EYe 0 -B B )13
| EY)e B 0 -B* | 1)
Efc —-B B 0

Para o caso sem fontes, as equagcdes de Maxwell apresentam a simetria de dualidade dos
campos: E/c — B e B — —E/c. Dessa forma, a simetria de dualidade nos permite definir

o tensor dual F*V,

0 -B -B B
g | B0 Ele —Ee) (2.14)
B —Ejc 0  EYc

B EY)c —E%Jc 0

Importante ressaltar, que o tensor dual também invariante de calibre. Define-se o tensor

dual como

1
Fn = EsﬂV‘>‘BF°°B, (2.152)



onde, eV®P ¢ o tensor de Levi-Civita, que permite mudangas ciclicas de indices, para
trocas par, mantém o sinal, caso seja impar, troca-se o sinal. Entdo, € permitido escrever

as equacdes com fontes,
0" = o J" (2.16)
e as sem fontes,
A F™ =0, (2.17)
Com o uso da (2.17), obtém-se a identidade de Bianchi,
OuFpp 4 0pFhy+ 03 Fp = 0. (2.18)

A equagdo com fontes (2.16), engloba as Leis de Gauss da eletrostdtica, e de Ampere-
Maxwell. Por conseguinte, a identidade de Bianchi inclui as Leis de Gauss do magnetismo
e de Faraday-Lenz. Com as propriedades relativisticas dos campos elétrico e magnético,
€ possivel definir as quantidades invariantes de Lorentz. O produto escalar entre dois
quadri-vetores é um invariante, ele tem sempre o mesmo valor em qualquer referencial

inercial, ou seja,
Ay A H=A.A". (2.19)

Os invariantes de Lorentz, por definicao, sdo independentes do referencial, e sdo formados

pelos tensores F*V e FHY,

g=_Lpvp, _ 1 (e E?— B—z) (2.20a)
oAy W 2\ Mo ) '
1 ~ €
=~ = y—‘(’) E-B. (2.20b)

Com os invariantes de Lorentz, consegue-se escrever a densidade do lagrangeano do

campo, por meio da equagdo de Euler-Lagrange

0L 0L
O AA o 2.21)

Assim, consegue-se definir o Lagrangeano de Maxwell, invariante de Lorentz e pelas

transformacoes de calibre :
1
Lu(Ay,0,Ay) = i FyF*Y —J,A" (2.22)
Ho
em termos dos campos E e B, temos

B2
LAy, 0pAv) = <80 E* - %) —op+A-J. (2.23)

| =



Dessa forma, serd possivel obter as equagdes de movimento, com base no lagrangeano
anterior.

Contudo, nao se definiu como o eletromagnetismo de Maxwell se comporta num meio
material. Ainda no formalismo covariante, tem-se os tensores de deslocamento elétrico e

de polarizacdo magnética :

0 —cDy —cDy, —cD,

D, 0 —-H, H

pv o= |9 S (2.24a)
¢Dy H. 0 -H,

¢D. —H, H, 0

0 cP,  cP, cP;

P, 0 M, M

vy = | T el (2.24b)
—cP, M. 0 M,

—cP, —M, M, 0

A partir desses tensores, consegue-se descrever a distribuicdo de cargas e corrente, que
advém da polarizagido V- P = —p,, onde P € o vetor de polariza¢io e p, € a distribui¢do

de cargas polarizadas
Jy = ouM* (2.25)

onde J) € a corrente associada as cargas livres. Desenvolvendo esse tensor, encontra-se o

quadri-vetor densidade de cargas e correntes polarizadas,
Iy =(—cpp.Jp) - (2.26)

Além disso, com a equacdo (2.26) recupera-se o vetor densidade elétrica e o campo auxi-
liar H

D=¢E+P, (2.27a)
B

=—-—-M, (2.27b)
Ho

onde P € o vetor polarizacdo, e M o vetor magnetizacdo. Consegue-se, estabelecer as

equacdes de Maxwell em meio material, na forma covariante,
oD =" (2.28)

Assim, pode-se escrever o lagrangeano de Maxwell para o meio material, de forma ané-

loga ao vécuo,

1 1
L= “ho FIFy — A I+ > F*M,y (2.29)



que em termos dos campos e dos vetores de polarizagao é
2

B
j:e—OEz———(bp—{—A'Jf—FE‘P“f—B'M' (2.30)
2 240

Por meio do lagrangeano, € possivel definir algumas relagdes de extrema relevancia
para o desenvolvimento das NLEDs. Com isso, define-se o tensor de deslocamento elé-

trico como a derivada do Lagrangiano pelo tensor de campo

0.7
D" = . 2.31
T (2.31)
Além disso, o vetor deslocamento elétrico e campo auxiliar H, podem ser descritos pelas
derivagoes
0.Z
D = — 2.32
°E (2.32a)
0L
H= —. 2.32b
B ( )
Ademais, o tensor polarizacdo e magnetizacio, em termos do lagrangeano é
1 0.Z¢
MY = —FHW — — | (2.33)
Ho oR vu

O lagrangeano € a base da teoria classica de campo, a partir dele, € possivel obter as
equagdes de movimento de quaisquer eletrodindmicas nao-lineares. Na préxima secao,

serd abordado o processo de construcao de uma NLED genérica.

2.2 As EDs nao lineares

A eletrodinamica de Maxwell é essencialmente uma teoria relativistica, invariante via
transformacdes de calibre, e com equacdes de movimento lineares nos campos. Até o
momento neste trabalho, foi apresentado apenas a eletrodindmica linear, a partir disso,
daremos inicio ao estudo das teorias ndo-lineares do eletromagnetismo. Existem diver-
sos tipos de NLEDs, entre elas estdo, Born-Infeld, Euler-Heisenberg, logaritmica, expo-
nencial e outras, nas quais, cada teoria tem seu proprio lagrangeano, com equacdes de
movimento ndo lineares nos campos. Importante ressaltar, que o formalismo cldssico de
campos da eletrodinamica de Maxwell é baseado nos invariantes de Lorentz, como ja
foi observado acima. A criagdo para qualquer nova eletrodinamica, precisa respeitar os
mesmos critérios. Com isso, postula-se um Lagrangiano genérico, que seja invariante, as
transformacdes de calibre e de Lorentz . ¢ ¢. Ademais, a expressdo analitica para um

lagrangeano ndo-linear mais geral é

L(FG) =Y cijTF 4. (2.34)
i,j=0
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No caso de sistemas fisicos de campos intensos, as propriedades da NLED sao cada vez
mais relevantes. No limite para campos fracos, volta-se para o regime da eletrodindmica

de Maxwell. Expandindo os termos da série, temos

ZC,’jﬁigj:C()()—f—C]of—f—Cmg—l—.... (2.35)
i,j=0

Analisa-se as constantes, coo pode ser nula pois € apenas uma nimero, o co; =0e cjgo=1
sao defini¢des essenciais para recuperacao do lagrangeano de Maxwell. Se consideramos
o vdcuo como invariante, por transformagdo de inversdo de carga (C), paridade (P) e
tempo (T'), sempre que houver transformagao de P ou 7', o invariante ¢ muda o sinal, pois
estd associado ao tensor de Levi-Civita. Para manter a invaridncia de ¢, sera colocado
que ¢ sempre tenha expoente par, logo, o indice j representa sempre um nimero par.
Com isso, obtém-se o lagrangeano com as devidas invariancias de CPT.

L(F,9) :,93—{—@03?2+c02%2+c129’%2+c3023_|_,,_ . (2.36)

Numa primeira aproximagdo, € permitido truncar a série nos termos de segunda ordem,
se considerarmos os coeficientes muito pequenos. Entdo, o lagrangeano aproximado para

qualquer NLED genérica é
L(F,G)=F +ca F>+cn9?. (2.37)

O lagrangeano de Born-Infeld para o campo critico muito grande, ¢ um exemplo de ndo-
linearidade aproximada de (2.37).

No caso de uma NLED geral, o lagrangeno na presenca de fontes é
L=L(F,9)-AJ". (2.38)

Com o uso da equacdo de Euler-Lagrange, (2.21), utilizando a (2.38)), tem-se as equagdes
de movimento de qualquer NLED,

ay(aZ(ﬁ,g)—Auﬂ‘) _ 0L(F. DA )

(0, Ay) Ay ’
3 0L (F,9)) dAJ")\ _ 0L(F.,9)—dAuJ") (239)
A 0(0.Ay)  9(0uAv)) Ay ’ '
Usando a regra da cadeia do lado esquerdo na (2.39),
0L JdF N 0L 909  JAJM)\ _ dZL(F,9)—d(AJ") (2.40)
"\0.7 0(d,Ay) 0¥ 9(d,Ay) 0(duAy)) 0Ay h
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. 0.7 .
Desenvolve-se apenas a derivada, ————, substituindo as (2.20al), (2.12) e o = 1, temos

d(duAv)
0F 1 [AFP)Fop  (FP)I(Fup)
I(0uAv) 9(9uAv) I(dudv) )’
0F _la(F“ﬁ)FaB
(0, Ay) 2 9(d.Ay)
07 _ _190aAp=9pda) op
d(duAv) 2 d(duAv)
0.7 _ % (1N ocB
30 Ay) = (5‘“8 8 o) F
0.F
= —F*, 2.41
3(0uAy) @41
: . 09 -
Com isso, pode-se desenvolver a derivada —=———, substituindo a (2.20a)), (2.12)),
9(0Avy)
09 _ 1 (AFP)Fep  (FP)I(Fup)
(3, Av) 9(duAy) d(duAv) |’
W 19(FP)Fy
0(d,Ay) N 2 9(9,Ay)
09 _ _la(aocAB _aBA“)ﬁaB’
d(duAv) 2 d(d,Ay)
Y _ 1 JIESY U vy o
(0, Av) = —Z(SQSB—BBBQ)F ,
09 ~
= _FHV, 2.42
30 Ay) (242)
.Z .Y
Define-se, 37 =%ze— 57 = Y4, reescreve-se a equagdo (2.39), como
. a @2\ _ u
Lz (—F")+ Ly (—F)] = 0T ) a<A“J). (2.43)

dAy

Observe, ao lado direito da equacgdo, € possivel separd-la em duas parcelas, uma com o
lagrangeano e outra com A,J", mantém-se 0 mesmo denominador. O primeiro termo €
nulo, pois o Lagrangiano néo depende de dAy, contudo, o termo J* é constante em relagdo

a derivada. Com isso, sobrara g’%’v‘, que por definicdo, € a delta de Kronecker, logo

—0u( L7 + LyF™) = -8y J*. (2.44)
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Assim, tem-se a equacdo de movimento para qualquer NLED genérica, em termos das

fontes e dos invariantes
(L7 FH + LgF*) = J" . (2.45)

A equacdo de movimento acima, mostra o comportamento para qualquer NLED no vécuo.
Fazendo um paralelo com as eletrodinamica de Maxwell, a € equivalente as leis, de
Gaus e de Amperé-Maxwell, ambas sdo caracterizadas pelo quadri vetor de fonte. Além
disso, as Leis, da auséncia de monopolo e a lei de Faraday-Lenz, ndo se alteram para o
caso nao linear.

Mediante a construcdo da NLED no vacuo cléssico, serd desenvolvido o comporta-

mento, da mesma, no meio material. Para isso, utiliza-se as equagoes (2.38) e (2.324),

AL(F,9%) —Au)")

vV __
D"V = Fo, , (2.46)
Aplica-se a regra da cadeia,
0L 0F 0L 99
v — —_
= BﬁFvy+ 09 Fyy’
0.7 09
v = a
DT o= 2 aFV,J+$gaFvy’
o(F*BF, d(FOBF,
D“V:—lfg( aB)—l—g( OLB),
4 a(Fv,u) a(FVIJ)
1 ~
DY o= 2 [fy (8%, 8y — 84 8% Fup + L (80,81 — sg)FaB} . (2.47)

Dessa forma, a equacdo de movimento para meios materiais € escrita em termos dos

campos produzidos, exclusivamente, por cargas livres,
DY = Lz FFY + Ly FHY (2.48)
Além disso, € possivel escrever a como
9D =" (2.49)

Na proxima secdo, serd abordado classes especificas de eletrodindmicas ndo-lineares

e para qual contexto, cada uma delas sdo aplicadas.

2.3 Exemplos de EDs néo lineares

Nesta secdo, serd mostrado algumas eletrodinamicas particulares, que estdo presente

na literatura, como, Born-infeld, exponencial e logaritmica.
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A eletrodinaAmica de Born-Infeld

A eletrodinamica de Born-Infeld, foi proposta por Max Born em 1934, com intuito
de mensurar a energia do elétron na origem, de forma que a auto energia seja finita na
origem. Porém, as aplica¢des ndo se limitaram apenas a compreensdo da auto-energia do
elétron, ainda no século XX, estudou-se o acoplamento da NLED de Born-Infeld com a
gravitacdo de Einstein, a fim de sanar os infinitos no centro da métrica de Schwarzchild. A
eletrodindmica de Born-Infeld introduz o pardmetro B ~ 102°V /m, onde B é chamado de
campo critico da teoria, e estd associado ao campo gerado pelo elétron na origem, a uma

distancia do raio cldssico, r, = €* /4megm, c>. A lagrangiana proposta por Born-Infeld é

a 2
Lo =€ p? 1—\/1 27 9 (2.50)

onde, B é o pardmetro livre com dimensio de campo no qual Born e Infeld postularam que
B ~ 10%°V /m, é o valor maximo que o campo elétrico pode assumir na teoria. A partir
deste momento, serd utilizado as unidades naturais em que 7 = ¢ = 1, e por consequéncia
€y = up = 1. Neste sistema de unidades, vamos tomar como referéncia a escala MeV de

energia. As unidades de campo elétrico e campo magnético na escala MeV ¢é

1 Volt/m = 2.27 x 10~ ¥ MeV? | (2.51a)
1Tesla(T) = 6.8 x 10 1"MeV? . (2.51b)

Assim, em unidades naturais, o campo critico de Born-Infeld é f = 2.27 x 10°MeVZ2. O

campo critico pode ser escrito em termos do raio como § = _47;2’ onde e = 0.30 é a carga
e

2

e

_ ~10—15 . 2
—4nme~10 méo

fundamental do elétron, m, — 0.5 MeV € a massa do elétron, € r,
raio cléssico do elétron.

A NLED de Born-Infeld satisfaz o principio da correspondéncia, que para campos
fracos, retorna-se a eletrodinamica de Maxwell. Entdo, expande-se o lagrangeano em
série de poténcia, com > (.F,9)

F2 g Fg? P

L~ F+—+— —
BI + —|—2B2+ ZB4 +ZB4

2 (2.52)

Observe que, no limite § — oo, todos os termos sdo nulos, exceto o primeiro (F) que
corresponde ao lagrangiano de Maxwell. Como mencionado anteriormente, uma caracte-
ristica da teoria de BI é a relacdio dos coeficients, cao = co2 = (2B?)~!. Usando a defini¢io
do tensor deslocamento elétrico @), ¢ possivel obter a dependéncia do vetor desloca-
mento elétrico em termos dos campos, elétrico e magnéticos. As derivadas de £z e
Ly,
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Lz = 16\ = (2.53a)
P
B> B
Ly = id . (2.53b)
5 27 92
U
Substituindo em ([2.48)), obtém-se
uv uv
pv—_ L , Y (2.54)
27 9 27 42
e Pyl
As componentes de D"V sdo dadas por
B’E+ (E-B)B
D — , 2.55a
/P B 1 (5B e
2B— (E-
= P’B—(E-B)E (2.55b)

VB —B(ET-B%) - (E-B)”
Para o caso de uma carga pontual e em repouso, o campo magnético € nulo, o vetor

deslocamento elétrico é
BZE
/B*—PB2EZ

Nesse caso particular, V x D =0, e o campo D € conservativo. Logo, pode ser escrito

D= (2.56)

como o gradiente de um potencial escalar. A Lei Gauss para a carga pontual em repouso
¢ V-D=Q3J(r), e asolugdo da Lei de Gauss é

Q 7 .

= a2 7 (2.57)

Iguala-se as duas equagdes (2.56) e (2.57), temos

2

E

0 7= p ) (2.58)
4mnrr /B4 — B2E2
Dessa forma, foi obtido o campo elétrico de Born-Infeld,

i,‘.

Ep(r) = % . (2.59)
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Na teoria de Born-Infeld é definido o pardmetro Pk = i, com o ryp sendo um

47
comprimento associado a escala de distancia onde a teoria é valida. Observe que, no

caso de r — 0, entdo o campo elétrico de Born-Infeld, tende a B, com isso, o campo
¢ bem-comportado na origem, diferente do campo elétrico Coulombiano. Contudo, se
r3 > Q/(4nP), recupera-se o resultado de Maxwell, sendo o limite de Maxwell na teoria
de Born-Infeld.

De posse do campo elétrico de Born-Infeld, pode-se obter o potencial elétrico associ-

ado a esse campo. Com a defini¢cdo de rg, temos

Vai(r) — / T Egi(r)-dr

Vi () Q/w dr (2.60)
BI\Ir) = — —, .
An Jr /A rot
coloca-se o rp2 em evidéncia, temos
Q o0 dr/
Vi = . 2.61
bi(r) 4mrg? Jr 4 (261)
14+ —
+ o2
Usando a substituicdo simples f—; = x/, a integral do potencial é
Q oo dx/
V = 2.62
onde x := r/rg. Com isso, o potencial eletrostitico de Born-Infeld é
Vi () Q [l 15 nt (2.63)
r)=-— — =y oy — .
BI 47rg 211 4°2°4° A |0

onde ,F; € uma funcdo hipergeométrica. O campo e o potencial eletrostaticos de Born-
Infeld estdo ilustrados na figura (I)). Nestas figuras, o campo elétrico dividido por Ey :=
Q/(4nr) é fungdo da varidvel adimensional x = r/ry. Similarmente, o potencial elétrico
por Vo = Q/(4mrp) € ilustrado como fungdo de x (figura da direita). Note que, nas figuras,
ambas as fungdes sdo finitas no eixo vertical, quando r — 0. A energia eletrostatica em
Born-Infeld, definida por Ug;(r) = Q V; (r), utilizando o potencial (2.63)),

0?

Unr) = 122 |

115 rt
) 2.64
47tr 1 ( )

b
Assim, foi possivel obter a eletrostatica de Born-Infeld. No limite r — 0, a expressdo da

energia potencial também € finita na origem :

Upr(r = 0) = 0.036MeV . (2.65)
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Figura 1 — Painel da esquerda : O campo elétrico de BI dividido por Ey como funcdo da
varidvel adimensional x = r/ry. Painel da direita : O potencial elétrico de BI
dividido por Vp como fungdo da varidvel adimensional x = r/ry.

2.3.1  Exemplos de outros eletrodinamicas nao-lineares na literatura

Além da ED de BI, outras EDNLs sdao bem discutidas na literatura. Algumas delas
estdo listadas abaixo :

1. Eletrodinamica de Euler-Heisenberg: As correcdes radiativas ao vacuo da eletrodi-

namica quantica submetido a um campo magnético gera o lagrangeano
20 2 2
Len=F+-— (4F°+79°) , (2.66)

onde o0 = 37 ¢é a constante de estrutura fina, m, = 0.5MeV é a massa do elétron,
ePs =7 =5x 10'9T ¢ conhecido como campo critico de Schwinger. A ndo-

linearidade se manifesta aqui por meio de .% e ¢ quadraticos.

2. Eletrodinamica exponencial: A EDNL conhecida como exponencial (e também a
logaritmica que veremos a seguir), tem aplicacao no estudo de buracos negros pon-
tuais carregados e no comportamento assimptético de buracos negros tipo Reissner-

Nordstrom. O lagrangeano desta EDNL &

(iﬂﬁ)
cgexp:Bz[e BZ 2B4 _1] ) (2.67)

onde 3 é o campo critico desta teoria.

3. Eletrodinamica Logaritmica: A ED logaritmica é representada pelo lagrangeano :

(2.68)

ar 2
ﬂnz—ﬁzln[l—J g]

B2 2p
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4. A eletrodindmica de Maxwell modificada (ModMax) : A EDNL que contém todas
as simetrias, inclusive também € invariante conforme, € conhecida como a eletrodi-

namica modificada de Maxwell. Esta € representada pelo lagrangeano

ZLyum = coshy.F +sinhyy . F2+9G2 (2.69)

onde y > 0 € um parametro real e positivo para garantir a unitariedade e a cau-
salidade da teoria. Esta € a tinica EDNL que preserva a simetria de dualidade e

conforme no mesmo lagrangeano.

Observe que, em todos os casos, as lagrangeanas dependem dos invariantes de Lorentz
e as de calibre. No limite em que os campos criticos vao para infinito, todas as EDNLs
reduzem-se a ED de Maxwell. Neste trabalho, estudaremos apenas a eletrodindmica de
Born-Infeld.
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3 As leis de conservacao na ED de Born
Infeld

3.1 O tensor energia-momento

Na fisica, as simetrias de uma dada teoria implicam em grandezas conservadas de
acordo com o teorema de Noether. Comecamos esta se¢cdo com a conservacao da carga

elétrica expressa pela equagdo da continuidade

dp
V. —=0. 3.1
J+ o 3.1
Integrando em todo o volume de uma regido R, a eq. da continuidade é
d
/d3r V-J+—/d3rp:o. (3.2)
R dt Jr

Usando o teorema de Gauss, a integral volumar da divergéncia de J € igual ao fluxo desta
densidade de corrente na borda da regido R. O segundo termo de (3.2)) ¢ a derivada em

relacdo ao tempo da carga total em R, logo

d
Joadasdor _g. (3.3)
oR dt

Se R se estende por toda regido do espaco, a integral de superficie € nula pelas fontes
serem localizadas, consequentemente, a carga total se conserva.

A equagido da continuidade sai imediatamente de (2.49) operando esta equac@o por dy
v, D™ = A" (3.4)

onde a contragdo do tensor simétrico dyd, com o tensor antissimétrico DV anula o lado
esquerdo de (3.4). Assim, a corrente é conservada em Born-Infeld pela equagio na forma

covariante
W' =0. (3.5
Ao desenvolver os indices da equagio (3.5),

o' = 9pJ0 + 017" + 0,07 + 937
a0 oJt 9sr o3
Wt Tae Tas
oJo 9oy o, o

dxg  Ox;  Oxy  ox3
a0 st 9s2 o
W T o
dp ol 0y N aJ,

o o dy = 9z (36)
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e tem-se a equacao da continuidade para a carga elétrica

p
V-J+g—0. (3.7)

Para compreender a conservagdo, de energia e do momento linear do campo eletro-
magnético serd utilizada a identidade de Biachi (2.18)) multiplicando-a por D*¥ como

D’uvalqup —I—D’Nava'u "‘D’uvapF‘uv - O . (3.8)

Aplicando a regra do produto das derivadas, para cada termo,

- 1* termo:

Ou(DFyp) = (9uD")Fyp + D™ (9uFip)

- 2% termo:

a\/(D'UVFpIJ) = (aVD”V)Fp#—I—D“V(aVFp#),
D™ (QFpy) = (D™ Fpy) — (WD) Foy (3.10)

Substituindo cada termo na equagdo(3.8)), obtém-se
du(D* Fyp) — (0uD* ) Fyp + 0y (D Foy) — (0vD*Y ) oy + DV 0p Fpy = 0. (3.11)

Repare que nos quatros primeiros termos, os indices u € v se contraem, entdo, podem ser
considerado um indice mudo, por consequéncia, podemos permutdlos. Entdo, na terceira

e quarta parcela, seré feito esse ajuste, que se soma aos dois primeiros termos

20,(D* Fyp) — 2(3,D™ ) Fyp + D™ p oy = 0 . (3.12)
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Aplicando as equagdes (2.48) e (2.49), na (3.12), desenvolvemos a equagdo como

0L 0L
Zalu(D‘Nva) - ZJVF\;p + ﬁFﬂvapFlJ\/ + @FﬂvapFlJ\l - O?

20,(D"™ Fyp) —2J vaJFg{lap( FyF*™) + ?;;flap( FnF™) = 0,

Au(D* Fyp) — JVFVP+3‘§18 (F,,VF“V)JF%;';%ap(FWﬁW) = 0,

D" E) ~ IFup+ S0y~ 7) + S 4) = o,
ay(D“VFVp)—% = J'Fyp,

Iu(DVFyp) —0pZ = J'Fyp,

Ou[(DVFyp) —8pZ] = J'Fyp . (3.13)
A ultima equacdo leva a Lei de conservagao
0,0p =J"Fyp (3.14)
onde @‘F; € chamado de tensor energia-momento (EM)
O, =D"Fp—8§2Z. (3.15)

Substituindo a equagdo (2.204), o tensor EM explicitamente em termos dos invariantes de
Lorentz é dado por

@g - DHvva_Slgg,
L L
@S - aJFVF\/p‘i‘@FV F\;p—s‘gg,
AL e ALy
e, = 37" FV*”LagS -2,
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Assim, o tensor energia-momento de Born-Infeld é

2.Z .Z
0.7 Y
Na auséncia de fontes, ou seja, com J* =0, a eq. - 3.14) reduz-se a 0,0"° = 0. Para

p =0, obtém-se o teorema de Poynting sem fontes

oupr
V-S+ e =0, (3.13)

onde S é o vetor de Poynting, cuja componente é S’ = ®,9, e a densidade de energia do
campo de Born-Infeld up; = ®”. Vamos obter estas duas componentes do tensor energia-

momento em termos dos invariantes .% e ¢. A densidade de energia é

0.Z 0.Z

Y — agFOVFvo ad\(E B)?’ -2,
¢ 0.Z
00 _ 9< .2
" = aJE—i_aJ(EB) -2,
2
0 — B Bz(E B) _BZ 1— 1_%_{4;2
Y BBt
_F_W

00 — 2.1 _%_%_52
/ 2/ %2

gt b +B2(1 2'? gz)—ﬁz

Q0 — pt
/ 2/ %2
5 B)? 1 B B2 _(E-B)?
oo _ B BP 4D (1 B* )_327
2.F
/1 -
0% _ B> +B°

/ 2,/ %2
(1 (1 2‘/ £§5>+B2

Y — gz ) (3.19)
ZJ
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Assim, a densidade de energia de Born-Infeld é dada por,

Lp1+B?
— B+ , (3.20)
27 9?
R
No limite 3 — o, recupera-se a densidade de energia do campo de Maxwell
1
UEM = E(EZ +B?). (3.21)

Para o caso de uma carga pontual Q em repouso, B=0¢ ¢ = 0. O campo elétrico é

1
dado por (2.59) ¢ ¥ = 3 Elzﬂ, logo, a auto-energia da carga pontual é

E3/B?
o \/1 “TT (/)

ugr = B* — (3.22)
T
L4 (r/ro)*
A componente ®° di o vetor de Poynting S
0L
S:ﬁExB, (3.23)
e usando o resultado de (2.53a), para Born-Infeld é
ExB
S— . . (3.24)
2F 92
CE
Voltando a eq. (3.14)), a componente p = j dd o teorema do momento linear
. oPJ .
o, — — = fi, (3.25)

onde fg = pE/ + (J xB)/ é a componente j da densidade de forca de Lorentz, P/ = §/ é

a componente do momento linear igual a componente do vetor de Poynting em (3.23), e
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T/ = —@'/ é o tensor de pressdo de Born-Infeld, cuja componente espacial é
o gy (2% )
e/ = ?)if [FOF] + F*F/] - 8 (%‘g% .z)
01 — SHIFURy) PR -8 (S0 -]
e/ = g"j [E{(—E7) +e* Bleikmpm] _ §i ( %'f;% g)
o — 3—5 [—EET 4 B B (878 + 515im) — &) (%f; 7= g)
0/ = g—'g[—EiEj +(8YB*~B'B/) - 8" (%"5% x)

511—542

. _ J ijR2 ipj .
gi — “EE+8B BB sl (3.26)

/ 2¢ {42 / ZJ %2

Substituindo o lagrangeano de Born-Infeld e o invariante ¢, obtém-se

—E'EJ — BB/ + §VE? — 8V Ly

e = : (3.27)
27 42
R
Por definicdo, ®/ = —T/, entdio o tensor pressdo de Born-Infeld é

E'E/ + BB/ + 8 (L — E?)
2.7 42
BB

No limite de B — oo, ja vimos que Zp; — -%, e todas as componentes do tensor energia-

TV =

(3.28)
1—

momento calculadas anteriormente sdo reduzidas para os resultados da ED de Maxwell.
Na proxima sec¢do, serd abordado a linearizagdo da NLED de Born-Infeld e estudare-
mos a propagacao de ondas num material condutor de acordo com a Lei de Ohm e também

com a Lei de condutividade magnética.
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4 Propagacao das ondas num material
condutor na ED de Bl

4.1 Linearizacao da ED de Born-Infeld na presenga de um

campo magnético externo

Estudar as solu¢des de propagacao de ondas numa eletrodindmica nao-linear € uma ta-
refa dificil visto que hé corre¢des de ordem infinita nos campos elétrico e magnético. Con-
tudo, podemos obter resultados interessantes se aproximarmos as EDNLs expandindo-as
em torno de um campo eletromagnético externo. No nosso caso, vamos expandir a ED de
BI em torno de um campo magnético externo, constante e uniforme para obter resultados
da propagacgdo de ondas até a aproximacdo de segunda ordem nos campos propagantes.

Esta prescricao do campo magnético de fundo € introduzida pela transformacgao
By (x) = () + B (.1)

onde Fé" ¥ ¢ o tensor de campo eletromagnético que usamos até o capitulo 3, e entdo os
invariantes sdo agora reescritos como .%( € %, como func¢des dos campos &y e A, f*¥ é
o tensor associados aos campos propagantes e € b, Fl’;v € o tensor de campo associado ao
campo magnético B externo, constante e uniforme. Explicitamente, esses novos tensores

sao
Y g ¥t — (—e", _giikpk ) : (4.22)
FY = oAy — VAl = (o, —eikak> . (4.2b)

Note que, o potencial a* é propagante e estd associado ao tensor f*¥. Expandindo o
lagrangeano de BI (2.50)) até a segunda ordem em f*V, temos

1 1 ~ 1
2 2
LY = oty gt =5 fnGs"
1 A
+§ QB'LNK f,quKk _J/J a' — J,uABlu ) (4.3)

onde os tensores de fundo sido

uv uv ~ uv
GB = C]FB +C2FB ,

0" = di " Fy™ + dy iy F™ . (4.4)
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e os coeficientes da expansao, no caso de BI, sdo dados por

o = 0-Lsr _ B o — 0-Lsr _o
ay() B A/ Bz + B2 ’ ag() B ’
7 B
A |y (BB
BZ.ZBI 1 angI
dy = — dy= B 45
2T | T BB T 970 ()

Usando o lagrangeano (4.3) no principio da agéo, as equagdes de campo linearizadas sio

Ju [lew—i-czﬁlv—%quwxfm} = J, (4.6)
Oufvp +ovfoutopfuw = 0. 4.7)

Na forma vetorial, as equagdes sdo escritas como

V-e+fB-V(B-e)=p, (4.8a)
Vxe+g—l;:0 , V:b=0 | (4.8b)
be+dB><V(B-b0):J+%+fB%(B-e), (4.8¢)

onde f=dr/ci =B 2ed=d/ci = (B> +p*>)"L.

Note que, mais uma vez, as equacoes de Maxwell para os campos e sio recuperadas
limite de f — o0, no qual d = f = 0.

As equagodes na forma linear (4.8) permite-nos trabalhar com as solugdes de ondas
planas neste meio sob acdo do campo magnético externo B. Na proxima secdo vamos

estudar a dispersdo e absorcao das ondas planas neste meio governado pela Lei de Ohm.

4.2 Propagacao de ondas no condutor Ohmico na ED de Bl

Como € sabido em eletrodinamica cldssica, para uma classe de materiais, como 0s

metais, a densidade de corrente elétrica é governada pela Lei de Ohm
J=oce, 4.9)

onde ¢ € a condutividade elétrica, caracteristicas do meio material e e o campo elétrico
linearizado. Substituindo (4.9) na Lei de Ampere-Maxwell em Born-Infeld, e as solugdes

de ondas planas
e(r,) = ey /KT b(r,1) =bg /KT (4.10)

obtemos as equacdes no espacgo das frequéncias ®
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k-eg+p> (B-k)(B-ey)=0, (4.11a)

kxey=wbyg , k-bg=0 , (4.11b)

kxb +M(B by) = —icey—B’wB (B-ey) —we (4.11c¢)
0 B2 1 B2 0) = —10€ 0 0 - .

Multiplicando por kx na equagdo (4.11b), a Lei de Faraday-Lenz em Born-Infeld ¢

k x (k x eg) = @ (k x by) . (4.12)

Do lado esquerdo, aplica-se a propriedade do triplo produto vetorial, k x (k x eg) = k(k-
eo) — eo(k?), e ao lado direito, serd substituido a equacio (4.11c)), logo

o(B x k
k(k-ep) —eo(k?) = _B(ZTX[V) (B-by) —icomey— P>’ B (B-ey)) —w’ey. (4.13)
Substituindo a Lei de Faraday-Lenz by = kﬁf", temos
2 2, . B xk 2.2
k(k'e0)+eo(0) —k +160))+132—_|_52(B><k)e()+l.)) () B(Be()> =0. (414)

Escrevendo esta eq. na forma de componentes, obtém-se que
]\41']'13()1':07 (415)

onde M;; € a matriz

B xn);(B '
( XII;Z)iBzXll)j_i_BZBiBj, (416)

()
M,-j:8,-j (1—n2+i0—)>—|—n,~nj—|—

escrita em termos das componentes n; = k;/®, na qual o indice de refracdo do meio é
definido por n = \/n;n;. As solugdes ndo triviais de (4.16) impdem que det(M;;) = 0, que

leva as equagdes

(Bxn)®> ©
]32——{—[32_16 = 0, (4173.)

Ne B2 o B 2
(n2—1—16)<1+@+l0—)>—<3xn) — 0. (4.17b)

— Lrig (4.18)
VTS B ) (Bxk)? |
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O indice de refragdo n; pode ser escrito como a soma da parte real (x) com a imagindria

(v), n1 =x+1iy, onde x e y satisfaz as relagdes

1+ig
- \2 ®
X+1 = =5
(eti) 1— (B21 )1 (B xk)?
14+i2
X =y 42xyi = e (4.19)

1—(B2+p2) ' (Bxk)?"
As partes real e imagindria de (4.19) levam ao sistema de equagdes

a(x*—y) = 1, (4.20a)

e
= — 4.20b
y T ( )

onde oo =1—(B>+P?) ' (Bxk)? ee= &~ Este sistema dd a equacdo polinomial em x
ot —ar—S =0, 4.21)

cuja solugdo fisica possivel é

VI+S+1
e (4.22)

2-2(B2+p2) -1 (Bxk)?

A parte imagindria de n; leva a

VI+S+1
bl GRS (4.23)

e lembrando que o = 1 — (B> +B%)~! (B x k)2, temos

I+ -
o (4.24)

2-2(B24B2)~1 (B xk)?

y:

Voltando a equacdo (4.1°/b)), sua solugdo é

(4.25)

i _\/1+B2/Bz—ez+ie(2+B2/B2)
2T 1+ (B-K/B)2+ie '

Tomando o conjugado complexo no denominador, temos

B
1+ (3

1+B%/B> —e* +ie(2+B%/p?)
(1+(B-k)2/B2)2 +e

2
12) — ie] , (4.26)

==
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Escrevendo ny = v/a+ib = x' +iy’, obtém-se o sistema de equacdes

X?—y? = q. (4.27a)
b

y = —, (4.27b)
2x

onde a e b sdo definidos por

_(1+BYp2 ) (B-R)Y/B+ (14 BY/B) (1 4¢) (4.282)
l+@+2+B-k2/BIB-R2B |

142+ (B-k)2/B*(2+B?/p?)

= . (4.28b)
1 +e2+ 2+ (B-k)2/B?(B-k)2/B?
Com isso, a solugdo deste sistema leva a equacao polinomial
b2
Yr—ax?— = =0, (4.29)

cuja solugdo fisica é

i [, b*
— % \/ 1+ at sign(a) . (4.30)

Para a parte imagindria, obtém-se que

2
’:\/%\/\/1+%—sign(a), (4.31)

onde sign(a) é a fungdo sinal de a.

Reunindo todos os resultados, obtemos as solugdes de n; e ny, respectivamente,

VI+S5+1 V1+S -
n = / (4.32a)

2 2B+ BY) T Bxk)? 22248 ((BrR2

np, = “\a \/\/1+ + sign(a \/‘a \/\/1+——s1gn (4.32b)

Note que, nesses resultados, as partes real e imagindria dos indices de refracao depende

do angulo em o campo magnético externo B faz com a dire¢do de propagacido de onda
k. Na situacdo em que B é paralelo a k, a solu¢do de n; reduz-se ao caso usual da
ED de Maxwell, enquanto que ny permanece com a contribuicio do campo magnético
externo, e também do campo critico B de BI. Portanto, na figura , consideramos as
partes real e imagindria de n; como fun¢des da frequéncia ®, para o caso em que B é
perpendicular a k. Essa figura é desenhada com os valores de p = 227MeV?, para um

campo magnético do tipo estrela de néutrons que tem um valor estimado de B= 10! T =
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g =0.5 MeV
B =227 MeV?
B =68 MeV?
Re[n1]
________ Im[nT]
0 1 2 3 4 5

w [MeV]

Figura 2 — As partes real (linha continua) e imagindria (linha vermelha pontilhada) da
solucdo n; como funcdes da frequéncia .

68MeV?, e para um material considerado condutor perfeito de 6 = 0.5MeV ﬂ A figura
mostra que R[n;] cai mais rapidamente com a frequéncia do que J[n;], ou seja, a
dispersdo e a absor¢do da onda vdo a zero no regime de altas frequéncias. Na figura (3),
as partes real e imagindria da solug¢do ny sdo ilustradas como fungdes da frequéncia ®
para o caso do campo magnético paralelo a direcdo de propagacdo de onda. A segunda

solucdo tem um comportamento similar ao da solugdo de n.

4.3 Propagacgao de ondas no condutor de corrente magné-
tica na ED de Bl

Nesta sessdo, estudamos os efeitos da dispersdo e da absor¢do de ondas governadas
pela corrente de condutividade magnética. A natureza desta corrente estd associada ao
balanco de quiralidade entre férmions left e right quando submetidos a um campo mag-
nético externo. Nesse caso, a densidade de corrente é proporcional ao campo magnético

e dado por
J=0By, (4.33)

onde ¢ € agora a condutividade magnética isotrépica do meio material. Para a nossa

prescri¢ao de linearizacdo, Bo = b + B, e as equagdes de campo para esta densidade de
1

No sistema natural de unidades, a resistividade elétrica tem a conversdo 1Q-m = 2.95 x 102 GeV L.
Portanto, a condutividade elétrica tem dimensdo de energia.



30

2.5
o = 0.5 MeV
2.0 B =227 MeV?
. B = 68 MeV?
1.50 %
£ \ Re[n2]
1.00
0.5/ ‘..
e Im[n2] :
S ———
0 1 2 3 4 5

w [MeV]

Figura 3 — As partes real (linha continua) e imagindria (linha vermelha pontilhada) da
solucdo ny como funcgdes da frequéncia .

corrente sao

k-eg+f (B-k)(B-eg) = O, (4.34a)
kxey = by, (4.34b)
k-bp = 0, (4.34¢)

k xby+d (BxK)(B-by) = —icby—ioB& (k)3(0) — foB (B-ey) — ey, (4.34d)

onde ja substituimos as solu¢des de ondas planas via integral de Fourier de e e b. Substi-

tuindo a equagdo [4.34b na[4.34d] temos

k><e0

k x

+d (BxKk) (B. kx e°> ——icon Ze" _ioB& (k) 8(0)— foB (B-eg) — wey,

0
(4.35)
Usando a propriedade da delta de Dirac, ®d(w) = 0,

k- (k-ey)+ ey’ —k>)+d (Bxk)(Bxk) eg+ico(kxey)+fo’B(B-e) =0,
(4.36)
Substituindo d = (B> 4-B?)~!, f = B2, e além disso, definindo o indice de refracio como
n; = ki/®, com n = \/hin;, obtemos a equacdo de onda

0,']' e()j =0 s (4.37)

onde os elementos de matriz O;; sdo dados por

(Bxn);(Bxn); .o

O;j=nmn;+(1-n%)§;; + B2 B2 —ia)s,-jknk+[3_2B,-Bj. (4.38)
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0 =r/2
6=0
B =2.5MeV?
B =2.0 MeV?
o =0.1 MeV
0 1 2 3 4 5

w [MeV]
Figura 4 — A solugdo n; de ll como fun¢do da frequéncia .

Mais uma vez, a solucdo nao trivial de (4.37) requer que det(O;;) = 0. Esta equagdo tem

as solugdes fisicas

2 2

(B?+B2) (1+2%—% 4+%)
n = \ B2+B2—(Bxﬁ)2 , (4.39a)

(B2 +B2) (1+;—;2+%,/4+g—§)
m = _ . 4.39b
27\ B+ B2 — (B xK)? (3.390)

As duas solucdes sdao funcdes reais, e portanto, ndo ha absor¢do da onda para uma
corrente magnética isotrépica. Em n; e ny hd também a dependéncia dos indices de
refracdo como fungdes do 4ngulo que B faz com a direcdo de propagacio da onda k.
Pode-se notar que, se B € paralelo a k, as contribui¢des de B ¢ de B se cancelam, e
teremos o caso dos indices de refracdo como func¢des apenas de ¢ e da frequéncia ®.
No caso em que B é perpendicular a k, o campo critico de BI ¢ a intensidade do campo
magnético externo contribuem para os indices de refracdo. A solugdo n; de (4.39a)) para
os casos e que B € perpendicular a k (linha preta), e que B € paralelo a k (linha vermelha)
estdo ilustradas na figura . Neste grafico, consideramos os valores de = 2.0MeV?,
B=2.5MeV? e 6 =0.1MeV. No regime de altas frequéncias ambas as curvas tendem a
um indice de refracdo médximo, tal que satisfaz a condi¢do de ny | > n, 1> onden;; ~ 1.6
e ny ~ 1.0, quando ® — eo.

O grifico da solucdo ny estd mostrado na figura (5). A linha preta corresponde a
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2.5 )
. B=2.5MeV
: B =2.0MeV?

2'0":. g =0.1 MeV

< ':

1.5+ % 0 = 11/2

1.0 TTTiromeseemreemeonee-e 850
0 1 2 3 4 5

w [MeV]
Figura 5 — A solugdo n, de (4.39b) como funcdo da frequéncia .

B perpendicular a Kk, e a linha pontilhada vermelha é a curva de B paralelo a k. Nesta
figura também consideramos B = 2.0MeV?2, B = 2.5MeV? ¢ 6 = 0.1 MeV. Agora, as
curvas atingem assintotas horizontais minimas para altas frequéncias, onde n, | ~ 1.6 e
ny|| = 1.0, onde @ — oo.

Desde que os indices de refracdo obtidos dependem do angulo cos® = B -k, o feno-
meno da birrefringéncia aparece como consequéncia destas solugdes. A defini¢cdo do
mesmo vem pela diferenca dos indices de refracao

51’1,’ =) —niL, (4.40)

onde i = 1,2, e ny| denota o indice de refragdo quando B € paralelo a k, e n;; quando B ¢

perpendicular a k. Usando as solugdes entdo obtidas, as variagdes dos indices de refracao
sdo dadas por

o2 c o2 B2 (52 c o2
Snp = \[1+4 ——s — — /44— — 1 — = Ja+ =), @41
o2 c o2 B2 o2 c o2
Sy = \[1+4 s+ — 1[4+ — — 1 \/4 . (4.41b
ny \/+2w2+2w t 2 \< l32><+ 1t o0Vt 2 ) ( )

As curvas da birrefringéncia como fungdes da frequéncia estdo mostradas na figura (6).
Para esse grifico, usamos p = 2.0MeV?, B =2.5MeV? e 6 = 0.1 MeV. A solugio dn,
atinge um minimo de birrefringéncia em 0n1,,;; ~ 0.6. Enquanto que, a solugio dn; atinge

um maximo de birrefringéncia em dny;;, ~ 2.6, quando @ — .
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Figura 6 — A birrefringéncia de dn; e dny como fungdes da frequéncia .
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5 Conclusao

O objetivo deste trabalho foi compreender como as ondas eletromagnéticas se pro-
pagam dentro de um condutor na teoria de Born-Infeld. Para isso, apresentamos a ele-
trodinamica de Maxwell e seu formalismo lagrangeano como uma revisao para o estudo
das eletrodindmicas nao-lineares (NLEDs). Posteriormente, apresentamos as eletrodi-
namicas ndo-lineares mais conhecidas na literatura, como Euler-Heisenberg, ModMax,
Exponencial e Logaritmica. Aplicamos o principio variacional e obtivemos as equagdes
de movimento para uma NLED genérica. Neste trabalho, dedicamo-nos a apenas a ele-
trodindmica de Born-Infeld (BI). Com isso, o campo elétrico, potencial elétrico e energia
elétrica de Born-Infeld de uma carga pontual em repouso foram calculadas e ilustradas
como funcdes da distincia neste trabalho.

No capitulo seguinte, usamos as equagdes de campo de uma NLED genérica e calcu-
lamos o tensor energia-momento do campo eletromagnético nad-linear. As componentes
do tensor energia-momento, como o vetor de Poynting e a densidade de energia contém
propriedades importantes do principio da conservacdo de energia do campo eletromag-
nético. Assim, para o caso de BI, calculou-se a auto-energia conservada para uma carga
elétron. O teorema do momento linear também foi obtido em termos da densidade de
for¢a de Lorentz, do momento linear do campo eletromagnético, e do tensor de pressao
de BI.

No capitulo 4, usamos a prescricao de linearizacdo da ED de BI, usando um campo
magnético externo, constante e uniforme. Assim, obtivemos as equagdes de campo de
BI linearizadas nas quais as solucdes de ondas planas mostram as propriedades da propa-
gacdo das ondas em termos do campo megnético externo e da direcdo de propagacio da
onda. Com o objetivo de estudar a dispersdo e absor¢cdo das ondas num meio material,
usamos a Lei de Ohm para calcular os possiveis indices de refracio do meio material
como funcdo do campo magnético externo, da condutividade do material e da frequéncia
da onda. As partes real e imagindria foram obtidas em termos do angulo que o campo
magnético externo faz com a dire¢do de propagacdo da onda, revelando que a escolha da
direcdo de B com k muda as caracteristicas das solucdes dos indices de refracio.

Por fim, usamos também a densidade de corrente de natureza magnética, onde o vetor
densidade de corrente é proporcional ao campo magnético para um material isotrépico.
Neste casso, as solugdes dos indices de refracdo ndo apresentam a absorc¢do das ondas
no meio material. Contudo, a dependéncia das solu¢des com dire¢do que B faz com
k também permanece neste caso. E assim ilustramos o comportamento destas solucdes

como fungdes da frequéncia da onda. O indice de refracdo n; (eq. {.39a) atinge um
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maximo para altas frequéncias. Para o caso em que B é perpendicular a k, a saturacio do
indice de refracdo € maior do que o caso de B paralelo a k. Todavia, o indice de refracao
ny (a segunda solugdo possivel) € inversamente proporcional a frequéncia. Quando B €
perpendicular a k, o decaimento é abrupto em comparagio ao caso em paralelo. Assim,
observamos que tanto o declinio das curvas quanto a sua saturagdo, dependem do angulo
entre B ¢ k.

De posse dos indices de refracdo da corrente magnética, foi possivel calcular a birre-
fringéncia do meio material, para as duas solucdes encontradas. Para as birrefringéncias
dos dois indices de refracdo, ha uma inversdo do gréfico, devido n; > nj|. Fazendo, com
que a solugdo on; decaia, e a solugdo de dn; sature numa birrefringéncia maxima para

altas frequéncias.
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