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Resumo

Operadores de Derivadas e integrais fraciondrios sdo definidos como derivadas e inte-
grais de ordem ndo inteira. O conceito de conceito de calculo fraciondrio ou fracional, que
significa mais geralmente integrais e derivadas de ordem arbitraria, seja real ou complexa
foi uma questdo que surgiu a partir de uma pergunta formulada pelo matematico francés
Marquis de L’Hopital a Wilhelm Leibniz: "O qué ocorreria com o operador derivada se a
ordem deste fosse 0,5 ?"Ao que Leibiniz respondeu : "Esse é um paradoxo aparente, do
qual consequéncias uteis serdo estabelecidas".

Nosso trabalho revisita algumas defini¢des cldssicas de operadores de derivada e in-
tegral fraciondrios e aponta eventuais aplicacdes em dreas como a Engenharia, Fisica,
dentre outras. Nosso objetivo € analisar a viabilidade de implementar esse conteudo em
um programa forma de graduacdo em Fisica. Entre estas definicdes iremos nos ater mais
centralmente nas de Riemann - Liouville e Caputo, entretanto outras definicdes também
sdo comentadas, contudo em nivel menos profundo, sdo elas: Griinwald - Letnikov, Wey],
Marchaud, Jumarie, Hadamard, Chen e etc.

Nesse trabalho iniciamos com uma inspec¢ao histérica do nascimento do célculo fraci-
ondrio, paralelos com o célculo diferencial e alguns de seus desdobramentos sdo tracados.
Focando sempre nas defini¢des de Riemann-Liouville e Caputo, mais comumente encon-
tradas na bibliografia da area e mais frequentes em trabalhos cientificos. Alguns exemplos
de sua operacionalidade sdo apresentados, como o cdlculo direto de derivadas de fungdo
constante, funcdo polinomial e fung¢do exponencial.

Também estudamos o formalismo variacional fraciondrio denominado FALVA !, este
obtido mais recentemente. Um paralelo com a fun¢do de dissipacdo de Rayleigh € tracado
e ao final fazemos uma andlise conclusiva sobre a viabilidade da implementagdo deste
formalismo em um curso regular de graduacao de Fisica.

Palavras chave: Cilculo Fraciondrio. Integrais e Derivadas Fraciondrias. FALVA.
Equacao de Euler - Lagrange. Funcdo de Dissipac¢do de Rayleigh.

'FALVA: Fractional Actionlike Variation Approach
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Abstract

Derivative operators and fractional integrals are defined as derivatives and no-ninteger-
order integrals. The concept of fractional calculus concept, means more generally inte-
grals and derivatives of arbitrary order, whether real or complex was a question that arose
from a question formulated by the French mathematician Marquis de L"Hopital to Wi-
lhelm Leibniz: "What would happen to the derived operator if its order was 0.5 ?"To
which Leibiniz replied : "This is an apparent paradox, from which useful consequences
will be established". Our work revisits some classical definitions of derivative operators
and fractional integral and points out possible applications in areas such as Engineering,
Physics, among others. Our goal is to analyze the feasibility of implementing this content
in a degree form program in Physics. Among these definitions we will stick more centrally
to those of Riemann - Liouville and Caputo, however other definitions are also commen-
ted, however at a less profound level, they are: Griinwald - Letnikov, Weyl, Marchaud,
Jumarie, Hadamard, Chen and etc. In this work we begin with a historical inspection of
the birth of the fractional calculus, parallels with the differential calculus and some of its
developments are traced. Always focusing on the definitions of Riemann-Liouville and
Caputo, more commonly found in the bibliography of the area and more frequent in scien-
tific works. Some examples of its operability are presented, such as the direct calculation
of constant function derivatives, polynomial function and exponential function.

We also studied the fractional variational formalism called FALVA, which was obtai-
ned more recently. A parallel with the Rayleigh dissipation function is drawn and at the
end we make a conclusive analysis on the feasibility of implementing this formalism in a
regular course of Physics graduation.

Keywords: Fractional Calculus, Integrals and Fractional Derivatives, FALVA, Eu-
ler’s Equation - Lagrange, Rayleigh’s Dissipation Function.
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1 Introducdo

O Calculo Fraciondrio ou Fracional' hoje, tem sido motivo de estudos em todo o
mundo, sendo considerado atualmente um assunto “quente” ndo por acaso, pode-se ob-
servar que o nimero de artigos publicados na 4rea vem crescendo a cada ano. Considera-
se que seu surgimento tenha ocorrido no ano de 1695, numa troca de correspondéncias
entre Guillaume Francois Antoine, o Marqués de I’Hopital e Gottfried Wilhelm Leibniz,
isso durante o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral cldssico. Nestas corres-
pondéncias Leibniz questionou sobre uma possivel generalizacdo da derivada de ordem
inteira para uma ordem arbitraria, I’HOpital entdo questionou-o sobre o caso especial em
que a ordem da derivada fosse 1/2. A carta resposta, datada de 30 de setembro de 1695,
apresentava uma reflexdo acertada de Leibniz, na qual afirmava que consequéncias im-
portantissimas adviriam desses desenvolvimentos. Com o intuito de compreender melhor
essa nova ferramenta, a partir do século XVIII, iniciam-se os estudos do Cdlculo Fraciona-
rio, como os apresentados por Euler e Lagrange, sendo o ultimo responsavel por uma das
propriedades mais uteis e elementares dentro do célculo, fraciondrio ou ndo, conhecida

como lei dos expoentes.

Entretanto somente no século seguinte o estudo desses objetos se deu de forma mais
sistematica, tendo sido matematicos como Laplace, Lacroix e Joseph Fourier os idealiza-
dores das principais contribui¢des para o periodo. Até o ano de 1823 o Célculo Fracioné-
rio ainda ndo havia sido aplicado a nenhum problema especifico de matemética ou qual-
quer outra drea do conhecimento, contudo neste ano, Niels Abel, matemético noruegués,
conseguiu solucionar a equagado integral fraciondria do famoso problema da tautdcrona

com o formalismo do cdlculo fracional CF, neste aparece uma integral de 1/2.

Essa nova perspectiva da aplicacdao do Célculo Fraciondrio fez com que varios autores

desenvolvessem novas defini¢des para derivadas e integrais de ordem fraciondria nas déca-

ICF: Célculo Fracional ou Fraciondrio



das subsequentes, contudo algumas dessas defini¢des entraram em contradicao aparentes
entre si. Uma dessas defini¢des, surgida ainda no século XIX; € a proposta por Liouville,
que posteriormente foi reformulada por Riemann, promovendo uma importantissima e

talvez mais difundida defini¢cdo denominada Derivada (e Integral) de Riemann-Liouville.

O periodo final do século XIX e o século XX foram particularmente importantes pois
proporcionaram nomes de peso no desenvolvimento matematico da drea, nomes como
Griinwald, Letnikov, Caputo, Riesz, Weyl, Jumarie e outros, sendo que o maior desenvol-
vimento das aplicacdes do Calculo Fracionério ocorreu a partir da década de 70, quando
avolumou-se o emprego do CF nos mais diversos ramos da Ciéncia. Nestes anos o CF
j& havia sido aplicado em vdrias dreas, como: Biologia, Eletroquimica, Estatistica, Re-
ologia e Fendmenos de difusdo . Em junho de 1974, ocorreu na Universidade de New
Haven, nos Estados Unidos, a primeira conferéncia internacional sobre o CF. Posterior-
mente outra conferéncia sobre o assunto foi realizada na Universidade de Stratchclyde,
em Glasgow, Escdécia, no ano de 1984. A terceira aconteceu em 1989 na Universidade
de Nihon, em Téquio, Japao, dentre outras. Essas conferéncias surtiram grande efeito no
estudo do CF, pois incentivaram varios novos pesquisadores, a0 passo que motivara os
jé estudiosos. Pode-se perceber tamanho crescimento nesse campo tendo em vista que
entre os anos 1975 até o ano 2000, mais ou menos 600 artigos sobre o assunto foram
publicados. Desde entdo o aumento do interesse sobre o desenvolvimento e aplica¢do do
calculo de ordem arbitrdria cresce exponencialmente no mundo, inclusive no Brasil. Um
grande desafio no Calculo Fracionario é conseguir uma representacdo geométrica deste,
e isso vem sendo trabalhado por diversos autores renomados da drea na atualidade, en-
tre eles: Igor Podlubny, Tenreiro Machado, Lorenzo e Harttley. Estes dois dltimos em
1998 conseguiram algo do tipo através de uma andlise numérica utilizando a derivada de
Griinwald-Letnikov . No Brasil, um dos pioneiros no estudo do Calculo Fracionario foi
o fisico Aguinaldo Ricieri, que em 1993 mencionou algo sobre o CF em seus estudos.
Existem ainda grupos de estudos no Parand que surgiram no final do século XX, estes
sdo formados por fisicos liderados por Abilio Lenzi . Vdrios outros grupos existem no
Brasil, como na Unicamp,Unesp, UFMG, CBPF, UFRRJ,UFSJ. A Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro UFRRJ tem uma linha de pesquisa ativa e bem estabelecida nessa
area onde os professores Cresus F. de L. Godinho, Everton M.C. Abreu, Ion V. Vancea e
J. Weberszpil tem trabalhos relavantes publicados nessa drea, também com trabalhos de

conclusdo de curso finalizados e em andamento, incluindo este.

No Capitulo 1 iremos estudar como fo1 a historia do célculo fracional, como foi de-



senvolvido essa dlgebra e os principais cientistas que contribuiram para a evolucao do CF

, também falaremos numa abordagem mais moderna dos operadores de ordem fraciondria.

Ja no Capitulo 2 iremos ver o nicleo central deste trabalho que sdo as introducdes ao
estudo das derivadas e integrais fraciondrias como existem diversos tipos de operadores
mas vamos explicar especificamente dois tipos que sdo de Riemann - Liouville e Caputo,
com o intuito de compreender estas defini¢cdes, enfatizaremos aqueles mais comuns na

fisica.

Por fim, no capitulo 3 iremos destacar o principio variacional fracional, que hoje
¢ bastante utilizado na Fisica o FALVA 2 como é conhecido, tem sido recorrentemente
aplicado em diversos sistemas fisicos para analisar problemas de teoria de campos, cos-

mologia, gravitacao, além das areas comuns ja estudadas dentro deste formalismo.

O objetivo desse estudo é mostrar a viabilidade de implementar esse formalismo no
ciclo basico de graduacdo, podendo estar alinhado a disciplina de métodos matematicos

ou mecanica analitica.

2FALVA: Fractional Action-Like Variational Approach



2 A Origem do Calculo Fracionadrio

Neste capitulo vamos abordar um pouco mais detalhadamente a questao histdrica da
evolucdo do cdlculo fracional, e os principais acontecimentos que proporcionaram sua
origem. Também iremos apresentar nesta se¢do uma interpretacdo matematica moderna

do CF, utilizando os operadores diferenciais (derivadas e integrais) [1].

Iniciamos este topico com uma motivacao que ird nos ajudar a compreender esta parte
inicial de estudo, tendo como ponto de partida o cdlculo diferencial e integral. Sejay = 2

e queremos saber qual € derivada desta funcdo (Primeira derivada) que é d—y = 2z, ¢
X

realizando novamente o processo de diferenciacdo temos como resultado Zi = 2 até esse
ponto estd tudo bem, porém nao € o nosso objetivo, vamos avangar um pouco mais, ainda
neste exemplo que € a nossa base de desenvolvimento, logo se o professor ou alguém
realiza a seguinte pergunta: qual € a derivada dela sendo o indice n valendo por exemplo

1.3, 2,7 entre outros?

Depois dessa pergunta vocé leitor(a) deve estar se perguntando como € possivel de-
rivar uma fun¢do qualquer como por exemplo polindmios, logaritmos, trigonométricas
entre outras sendo o indice da notacdo diferencial ndo é um inteiro e sim uma fracao,

dizima periodica e etc.?

Entdo através dessa questdo inicial que serd o tema do nosso trabalho onde vamos
descobrir como podemos derivar e integrar diversas funcdes utilizando o que chamamos
de ordem nao inteira ou ordem fracional, e entre outros assuntos que sdo extremamente

importantes para a elaboragdo deste calculo.

Vamos entender essa questdo em que iremos falar através dos paragrafos anteriores
de como iremos montar esse operador numa certa ordem e dai em diante comegar a ter

uma nog¢ao do desenvolvimento da Algebra fraciondria, ou seja partindo da idéia que

z . M ~ Ve M n z
a e-nésima derivada de uma fung¢fo é descrita por f™(x) = Zm,ﬁ{, porém se pensarmos



~ . . 1/2 _ d1/2y y 1
desta forma para um valor nio inteiro temos que f/?(x) = <172 onde n € igual a 5 por

exemplo.

De acordo com o exemplo de motivagio temos como principal pergunta ” E possivel
que a n-ésima derivada de y que definimos anteriormente como y" = ZZZ—}{ ser consisten-
temente definida com n fraciondrio? e com esta questdo, tiveram diveras pesquisas com
o objetivo ser consistentemente definida com n fraciondrio?, e com estd questdo tivemos
diversas pesquisas com o objetivo de obter uma resposta pra esta pergunta e também saber

se n pode ser também um nimero irracional ou complexo?”!

Mas segundo essa carta escrita por L "Hopital (1695) para Leibniz perguntando : "E
se n for 3 ? 7, que fol justamente a pergunta que fizermos anteriormente se for um
nimero fraciondrio?, isto é ainda nesta questdo que foi o estopim de um conjunto de
estudos de cdlculo fracional onde nessa mesma carta Leibniz respondeu "Assim, segue-se
que a derivada d*/*z serd igual a x\/dx : x, entretanto isso é um paradoxo aparente de
onde um dia serdo obtidas consequéncias titeis”, e foi levantado uma outra questao que é

se fosse um nimero irracional ou complexo?” [1].

Porém ndo parou por ai, ainda nestas mesmas correspondéncias tendo a participacao
de outros matemdticos como Johann Bernoulli e John Wallis, com o objetivo de discutir
a derivada de ordem geral que t€ém como fungao realizar o processo de derivacdo, ou seja
nao depende da ordem da derivada seja inteira, fracional, complexa entre outras utilizando

. . 1 . ~
o cdlculo diferencial para chegar neste resultado que é 3™ onde utilizamos a notagdo de
. . 1 . .
derivada fracional de ordem 5 e na forma diferencial como d'/?y.

Depois destas cartas escritas e discutidas sobre os diversos assuntos que o tema foi
crescendo aos poucos, que o cdlculo fracionério (CF) chamou a atencdo de diversos pes-
quisadores da época como Euler, Lagrange, Abel, Lacroix, entre outros que desenvolve-
ram trabalhos que chamou a atencdo da comunidade cientifica em que desde das corres-

pondéncias em diante que o assunto se tornou bastante na area das ciéncias.

Vamos iniciar as séries de contribui¢des com Euler, onde em 1730 ele relacionou o
L o d"p
indice de ordem inteira n com p que é uma fungdo de = que é dado por —.

dz™
Um pouco mais adiante 1772, J.L. Lagrange deu sua contribuicdo com a elaboracao
da chamada lei dos expoentes para operadores diferenciais de ordem inteira, sendo m e n

indices de ordem inteira em que iremos expressar Como:

'Onde I é o conjunto dos niimeros irracionais e C é o conjunto dos complexos .



= : 2.1
dz™ dx™  dx™tr @D
Onde essa expressao acima foi realizada devido a esta operacao dada por:
dy d™ am dv
= . 2.2)

dz™ dx™ dz™ dxn

Ja em 1812, Laplace definiu de maneira formal a derivada fracional através de uma
integral que foi mencionada num trabalho realizado por Lacroix em 1819, onde nestas

paginas do texto ele dedicou totalmente em obter a derivada de qualquer ordem.

Para obtermos um entendimento do trabalho de Laplace vamos exemplificar com a
funcdo y = =™, onde m € a ordem inteira da derivada. Entdo derivando sucessivamente

esta fungdo teremos:

y =ma™ !, (2.3)

Y =m(m—1)z" 2, (2.4)

y/// _ m(m _ 1)(m _ Q)Zlfm_g , (25)

Yy = m(m—1)(m —2)(m —3)...(m —n+ 1)a™™" . (2.6)

Analisando estas derivadas, mais especificamente a n-ésima derivada da funcdo y =
2™, com o intuito de obtermos uma relagdo geral que serd expressa entre m e (m — n)!

que € expresso pela razdao que € dada por:



m! _ m(m —1)(m —2)(m —3)...(m —n+1)(m —n)...3.2.1
(m —n)! (m—n)(m—n-—1)..3.2.1 '
2.7)
Onde m! e (m — n)! é expressa por :
m! =m(m —1)(m —2)(m —3)...(m —n+1)(m —n)...3.2.1, (2.8)
(m—n)l=(m-n)(m—-n-—1)..3.2.1. (2.9)

Observando a equagao (2.7) vemos que cada termo do numerador dado por m! com
cada termo do denominador que € expresso por (m—n), em que alguns termos em comum

serdo cancelados por serem iguais e assim temos que

Ainda fazendo uma andlise na expressdo anterior, onde podemos perceber uma rela-
cdo de recorréncia para a derivada da funcdo y = =™ que cada vez que o n diminui entdo

m sera mantido.

Finalmente podemos escrever uma expressao generalizada da derivada da funcao y =

2™, e de acordo com as equacdes anteriores temos que:

d"y m!
= men, 2.11
dzn  (m —n)! v 11)

Onde esta relacao € valida somente para m > n, e substituindo os indices m e n por

nimeros reais § e « e também os fatoriais pela fungdo gamma (I") temos que:

da%ﬂ _ F(ﬁ + 1) $ﬁ—o¢

dre  T(B—a+1) @12)

Para os mais interessados nos detalhes da funcdo gamma consulte [2]. Como préximo

passo para esse desenvolvimento utilizaremos o chamado de simbolo de Legendre para o



fatorial generalizado mais conhecido como a fun¢do Gamma (I") que € definido por:

F(w::L/QDx*ﬂe*fdt, (2.13)
0

que tem como propriedade [2] :

T(n+1) = nl(n) 2.14)
F'n+1)=n!.

Entdo a nossa expressao geral da n-ésima derivada de ordem n utilizando as proprie-

dade acima :

d"y L(m—1) _
= men 2.15
dzn T'(m—n+ 1):15 (2.15)

Para temos um entendimento dessa parte, ele dd um exemplo de aplica¢do da funcao
Gamma para fun¢do y = x, m = 1l e n = 1/2, portanto utilizando a defini¢cdo da equagéo

(2.15) temos que:

diy _ 2w (2.16)

ondeI'(0) =1eTl (2) = \/;

Fourier também contribuiu para o desenvolvimento da derivada fraciondria, definindo-
a por meio de operadores fraciondrios a partir da representacao integral (transformada de
Fourier) de f(z)

~ o / / a)cos[p(x — o)]dodp (2.17)
flz) = 2171 /_O:O fla)da /_o:o cos[p(z — a)dp . (2.18)

Liouville contribuiu também no CF e publicou em trés longas memorias, onde muitas



dessas publicacdes tiveram muito sucesso tanto nas definicdes para determinados proble-

mas e quanto na parte das aplicacoes.

O principal objetivo no desenvolvimento de Liouville foi o resultado das derivadas de

ordem inteira que definimos como:

D™me = q"e . (2.19)

Aqui m € um inteiro positivo, D é chamado de operador diferencial que é definido
n

como D"y = Wy e por ultimo a € uma constante qualquer que serd utilizada numa
x

ideia de derivacdo de ordem arbitraria que € descrita como

D"e™ = a”e™ (2.20)

v significa o indice de ordem arbitraria.

Ele assumiu que a derivada de ordem arbitréria, visto anteriormente da fungdo f(x)

pode ser expandida expandida que € numa série de poténcias descrita por:

f(z) = i cne™? . (2.21)
n=0

Esta série ¢ vélida para R(a,) > 0, isto € a parte real dos coeficientes é maior do que
zero, € como proximo passo vamos utilizar o operador diferencial que vimos na expressao

(2.20) na equacao (2.21) teremos como resultado :

DVf(z) = chale™". (2.22)
n=0

Onde a equacdo anterior é conhecida como a primeira férmula de Liouville para de-
rivada fraciondria, onde podemos generalizar para uma derivada de ordem arbitrdria (v),
onde v pode ser qualquer niumero: racional, irracional ou complexo,mas ha uma desvan-
tagem sobre esta expressdao que € na questdo de aplicacdo em que s6 pode ser aplicada s

para fungdes do tipo f(z) = Y02 ¢,e™.

Como foi dito no pardgrafo anterior que a primeira formulacao de Liouville tivesse li-
mitacdes mas ndo impediu de no desenvolvimento de outros trabalhos como por exemplo

a segunda formulacao onde nela temos uma integral bastante conhecida e vimos inicial-
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mente que € a fungdo gamma, logo temos que a equagdo € escrita como:

I = / w ey (2.23)
0

esta expressdo € valida paraa > 0e x > 0.

O préximo passo para a resolucio dessa formulagdo € utilizar uma mudanga de varia-
veis em que ¢ = xru mas no caso queremos isolar a varidvel v com o intuito de realizar a

. . . i ~
mudanca e também € a diferencial do problema, logo isolando u temos que © = —, entao
x

) dt . .
derivando u temos du = —, portanto a integral anterior temos que:
x

[=2° / el tdt | (2.24)
0

fazendo uma andlise da equacdo (2.24) temos um resultado bastante conhecido que é

a defini¢do integral da fun¢cdo Gamma, portanto reescrevendo a integral observamos que

I =2"T(a), (2.25)

e também podemos isolar o termo x~* da expressdo anterior como:

e (2.26)

em que / € a integral que estavamos resolvendo inicialmente (2.23).

Dando Continuidade ao desenvolvimento a 2¢ defini¢do iremos utilizar o operador
diferencial de ordem inteira (D") em ambos os lados da equacdo (2.26) e utilizando o

resultado da acima,

1 100
Drat = o [T urt D (e 227
x @) b U (e7™™)du , (2.27)

com o objetivo de resolver a integral acima, utilizaremos o conceito operacional de
derivadas inteiras para obtermos uma expressao generalizada e assim extrapolarmos a
idéia para o caso fraciondrio de ordem v que pode ser inclusive racional, irracional ou até

complexo,
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D'(e™™) = —ue ™", (2.28)
D?*(e™™) = uPe™ ™, (2.29)
D™ (e™™) = (=1)me ", (2.30)

A expressdo acima pode ser generalizada para algum expoente fraciondrio, o que
nos remete a forma D¥(e *") = (—1)"e *", com v evidentemente racional. Portanto

encontramos

v .—a __ ]' e a—1[/_1\v,—zu
DYt = r(a)/o WY (= 1) e du 2.31)
prg-a— U / = per=lemTu gy, (2.32)
['(a) Jo ' '

Potanto, a segunda defini¢cdo da formulacdo de Liouville da derivada fracionéria é

portanto

DYz~ = (—1)”MI’“”’ , (2.33)

[(a)
ambas as formulacdes apresentadas possuem restrigoes, a 1 s6 € permitida para funcdes
do tipo considerado em (2.21), e a 2* € util somente para func¢des do tipo £~ com a >
0. Portanto podemos dizer que essas defini¢des sdo restritas a um pequeno nimero de

fungoes.

Diferentes defini¢des de operadores fraciondrios foram apresentadas com diferentes
dominios de atuagdo e utilidade. Uma definicdo foi a generalizacdo do caso da integral
utilizada Lacroix e Abel para funcdes do tipo % ,a > 0, a outra foi a defini¢do de Li-

a

ouville, esta ttil para o caso de 7 ,a > 0. William Center observou que a derivada de

uma constante ndo era zero de acordo com o método de Lacroix-Peacock, para isso ele
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utilizou a unidade 2° mantendo m = 0 que pelo método de Lacroix no célculo de deriva-
das arbitraria de indice n = % (ainda que Lacroix tenha assumindo m > n) e acarretando

como resultado: [3]

d2z0  D(1) -

- = x2 (2.34)

drz  T(3)

dz2° 1
— = ) 2.35
dxz2 VT ( )

utilizando a segunda defini¢do de Liouville :

—1)2T(a+ 1 1

phye = EOT8) (2.36)

onde o indice de ordem fraciondria é v = % .

Logo Center tomou o limite quando @ — 07 e daf concluiu que tomando o lim = co

a—0t
temos que :
D22 = lim Dig™® (2.37)
a—0t
) (=1)20(a+ 1) ,
D2:° = lim 27 —(at3) — . (2.38)
a—0t F(CL

Porém ele ndo conseguiu ter uma conclusdo de qual deles € a correta, entdo ele afir-

mou que estas duas expressoes acima impde num dilema ao fato do entendimento de
dta
PR e quando tivesse as respostas concretas dai o problema serd resolvido.
x
Voltando a falar de Liouville onde foi o pioneiro na questao da resolu¢do das equagdes

diferenciais utilizando operadores diferenciais com o intuito de compreender a existéncia
n

de uma funcdo complementar descrita numa EDO do tipo “d_ 0 que possui uma

dx™
solu¢do complementar (3/.) descrita por y. = ¢y + c1x + cow? + ... + 12"}, onde

Co, C1, C2, ..., Cy $30 0s coeficientes de (y.).

Seja u um indice qualquer entdo utilizando a equagdo diferencial ordindria do tipo
d™y
dxt
blicac@o sobre a solu¢do complementar (y.) gerou muitas desconfiangas e confusdes na

= 0 poderia existir uma solu¢do correspondente para esta equagcdo porém na pu-

teoria de operadores fraciondrios.
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Estas publicacdes dos artigos tratando da fun¢do complementar representado por
(¢(x)), e foram elaborados pelos matemdticos Peacock e Greathead, mas o que chamou

a atencdo devido a questdo da indeterminacao desta fun¢do foi Greathead.

G.F.Bernhard Riemann também contribuiu na questdo de uma teoria de integracao
fraciondria, contudo ele nao fez publicacdes em vida, suas contribui¢cdes foram publi-
cadas ap6s sua morte onde foi publicado na suas obras completas em obras coletadas
"Gesamelte Werke [1892]". Em sua abordagem, ele procurou uma generalizag¢do da Serie

de Taylor e obteve como resultado

D) = o [ = 0 f(0)dt + (), 239

I'(v) Je
ele identificou na expressao acima uma ambiguidade no limite de integragcdo c, entdo
Riemann adicionou ¢ (z) como uma fung¢do complementar que foi essencial na tentativa
de mostrar o desvio da lei dos expoentes, como por exemplo nesta lei que mencionamos

que € expressa como:

DD f(x) = DMV f(). (2.40)

Esses dois operadores de ordens arbitrdrias .D_* e .D_” podem ser expressos como:

D) = i [ =0 @)+ 0(a). (241)
D f) = s [ = 0 O+ (), (242)

Onde os argumentos ¢ e x no operador diferencial sao limites de integracdo nas equa-
coes acima que ¢é valido quando o limite inferior ¢ € igual, contudo ele ficou preocupado

com essa medida do desvio para o caso em que D, *» D" f(x), ou seja quando ¢ # (.

A existéncia da funcdo complementar troxe muitas dividas e questionamentos na
comunidade cientifica, por que queriam uma explicacdo mais clara e objetiva sobre a
necessidade desta funcdo , a solucdo para a resolu¢do do problema a priori foi retirar
() das equacgdes acima, ja que as justificativas de alguns matematicos ndo surtiram o

efeito necessdrio que justificasse a sua manutengao .

Liouville em 1832 e depois Hargreave em 1848 escreveram sobre e-nésima derivada
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do produto, generalizado assim a regra de Leibniz, onde n € um inteiro positivo, numa

forma moderna a expressao € dada por:

[e.9]

D[f(x)g(x)] = >_ () D" f(x) D" "g(x), (2.43)

n=0

sendo que D" é o operador diferencial ordinério de ordem n, D¥~" é também um operador

diferencial s6 que fracional e por fim (Z) ¢ chamado de coeficiente binomial generalizado
r 1
que € dado por (V—H Expressdes mais modernas e generalizadas da regra de
I'v—n+1)

Leibniz podem ser encontradas em [1], alids essa bibliografia apesar de ja ser considerada

antiga, ainda hoje é frequentemente lembrada em trabalhos cientificos e teses.

Sonin escreveu um artigo sobre as On differential with arbitrary index (diferenciais de
indices arbitrarios), considerado talvez o trabalho mais recente fazendo mencao a defini-
cdo de Riemann-Liouville, neste trabalho que teve como objetivo terminar aquela questao
anteriormente falada sobre o tipo de operador diferencial fracionério que Riemann tentou
formular. O destaque principal do trabalho de Sonin foi a férmula integral de Cauchy da

e-nésima derivada que € expressa por [10]

D fz) = /C (Cf(odg, (2.44)

= o — z)ntl
ndo ha problema em se generalizar n! para valores nio inteiros desde que podemos con-
siderar ! = I'(v + 1). Contudo para valores nao inteiros de n o integrando deixa de ter
polos e passa a ter um ponto de ramificacdo, o que requereria um corte desse ramo. Essa
andlise todavia ndo faz parte do trabalho de Sonin e Letnikov ainda que eles o mencio-
nem [5]. Foi contudo H. Laurent em 1884 que publicou um trabalho que possibilitou que
a teoria de operadores fraciondrios alcangasse um nivel compativel para se consolidar de

forma a permitir um ponto de partida para o que conhecemos hoje mais modernamente.

A questdo principal de Laurent também foi a férmula integral de Cauchy, onde o
contorno ¢ foi um circuito aberto sobre uma superficie Riemanniana ao contrario do cir-
cuito fechado de Sonin e Letnikov. portanto o método de integracdo do contorno produz

a defini¢cao

Dy f () = o [ =0 (e, (2.45)

I'(v)

Onde a parte real Re(v) > 0, esta integral é para uma ordem arbitrdria, mas quando
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x > ¢ na equagdo anterior, temos a definicdo de Riemann mostrada na equacao anterior,
mas sem a fun¢do complementar ) (x) e numa versdo mais usada ocorre quando ¢ = 0,

isto é:

oD, (@) = o [ (@ =1y (0t (2.46)

1
L)
aqui a parte real Re(rv) > 0, e desta forma a integral fraciondria que muitas vezes é

descrita como a integral fracional de Riemann - Liouville.

Uma condig¢do suficiente para ocorrer a convergéncia em relacdo a equagdo anterior

serdo classificada como as fungdes de classe de Riemann expressa como :

f (i) =0(z'9) (2.47)

Onde essa fung¢do € valida para ¢ > 0, e como exemplo de func¢des desta classe sdo as

constantes e funcdes do tipo x* para a > —1.

Enquanto o outro tipo de fun¢do é quando o ¢ estd em menos infinito, ou seja a

equacdo de Riemann - Liouville é expressa por:

D f(z) = F(ly) JRCEDaOY (2.48)

Onde a parte real R(v) > 0 e temos que uma condigdo suficiente para que ocorra
a convergéncia de acordo com a equacao anterior serd classificada como as funcdes de

classe de Liouville expressada como:

f(=z) =0(z7""°) (2.49)

Onde essa fungdo € vdlido parae > 0 e z — oo, e um exemplo de funcdes desta
classe sdo as funcdes do tipo 7% para a < v > 0, porém se —1 < a > 0 e dependendo

dos valores de v, entdo poder haver uma unido das classes.

Onde esta relagdo sé € vdlida para valores reais de a e serem maiores que zero, ou

seja R(a) > 0.

Hermann Weyl também contribuiu bastante no CF num artigo onde ele define um

outro tipo de integral fracional expressa por:
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TV f () = Fj) = (2.50)

Onde esta integral € valida para a parte real de v ser maior que zero, ou seja v > 0.

Parindo da defini¢do da equagdo (2.50) e realizando uma mudanca de varidvel, onde

t = —7 entdo dt = —dr, logo a integral sera:
D) =~ [ () 2.51)
—ooV o = F(V) - T T)aT .
Tomando z = —¢&, entdo a expressdo (2.51) se torna:
1 o)
DIUf(—€) = —7/ L~ 2.52

Onde se deixarmos f(—¢) = ¢(£) na equagdo, entdo a expressdo anterior no lado

direito da equacdo de Weyl escrita na equacdo (2.52) deste trabalho , logo temos:

D rg(€) = —ij) [ e (2.53)

Em 1823 o eminente matematico Niels Henrik Abel apresentou o alicerce para o que
seria a motivagdo para o uso do cdlculo fracional. Ele possibilitou o que hoje € tida como
a aplicag¢do do formalismo no problema de obter o formato da curva onde o instante de
tempo que leva para a descida de uma massa, na auséncia de atrito, deslizando para baixo
de tal curva somente sob acdo da gravidade independe do ponto de origem dessa massa.

Abel demonstrou que tal curva € a tautocrona, e a equacao integral de Abel k € dada por

[6]:

k= /z(x — V2 p ()t 2.54)
0

o fator (x —t) é o "kernel"ou niicleo , —1/2 é o indice de ordem ndo-inteira represen-

tado por « e por fim f(t) é a fungdo a determinar.

Ja em nivel mais contemporaneo, o matematico Michele Caputo utilizou o CF na drea
da Engenharia para estudar viscoelasticidade e a sismologia 1967, onde teve um excelente
resultado pois conseguiu resolver estes problemas utilizando derivadas e integrais fraci-

onais e teve aplicagdes em outras dreas do conhecimento chamando a aten¢dao do meio
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cientifico, mais detalhes serdo apresentados sobre seu formalismo mais adiante [11].

Neste capitulo apresentamos de forma suscinta e resumida algumas idéias que pos-
sibilitaram o desenvolvimento do CF, como se originou esse nome e 0s seus principais
acontecimentos. Hoje existem muitas defini¢des e propostas modernas para um cdlculo
fraciondrio e até definicdes de derivadas deformadas ou conformaveis, diversos artigos
cientificos e livros abrangendo intimeras aplicagdes em engenharia, fisica, biologia, vico-
elasticidade, reologia dentre outras dreas. Nosso objetivo aqui entretanto ndo € tao audaci-
080, cCOmo proximo passo iremos apresentar no proximo capitulo o que entendemos serem
duas das defini¢des frequentemente utilizadas em artigos cientificos, apresentaremos de
forma um pouco mais destacada as definicdes de Riemann-Liouvile e a de Caputo, esta
utlima com menos énfase, j4 que decorre da primeira como uma mera integragao por par-
tes. Nao podemos nos distanciar contudo da proposta original de nosso trabalho que foi
estudar o formalismo de cdlculo fracional para verificar a viabilidade de sua implemen-
tacdo no curriculo de graduacdo de fisica, muito provavelmente de forma coadjuvante no

curso de métodos matematicos de fisica.
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3  As Definicoes dos Operadores
Fracionais Segundo Riemann -
Liouville e Caputo

Nesse Capitulo iremos enfatizar duas das principais definicdes de derivada fraciondria
(Riemann - liouville e Caputo), e apresentaremos as motivagdes para seu uso em algumas

importantes dreas de pesquisa.

Existem varias outras defini¢des que ndo iremos definir tais como Griinwald - Letni-
kov, Jumarie, Marchaud, Chen entre outros, mas o foco do nosso trabalho é sobre RL e

Caputo. !

3.1 A Integral Fracional de Riemann - Liouville

Antes de entrarmos no assunto propriamente dito iremos reelembrar o que dissemos
14 no inicio deste capitulo da histdria do calculo fraciondrio quando falamos da defini¢ao

de Riemann - Liouville onde gracas a ja citada férmula de Cauchy, escrita como:

BED f(x) = F(ly) / (o= O ()t (3.1)

Mas quando « € de ordem nao inteira e os limites de integracdo (a e z), a equacao

serd dada por:

1

PO @) = gy [ =0 @) 32

Onde a expressdo acima € denominada Integral fracional de Riemann - Liouville

IRL: Riemann - Liouville.
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(IFRL).

Outra notacao que é comumente utilizada para a IFRL é:

1

L) = [ =0 e, @ >a (33)

Daqui em diante utilizaremos essa notacao para Integral fraciondria de Riemann -

Liouville.

Vamos apresentar algumas propriedades da IFRL que serdo essenciais e tteis para

resolucao dos exercicios deste assunto.

al(cf(x)) = clali(f(2))], (3.4)
al? (f(x) £ g(x)) = I3 (f(2)) £a 17 (9(x)) , (3.5)
alf (17 f(2)) = I3 (f(2)). (3.6)

Agora iremos explicar melhor essas propriedades acima :

1. A primeira propriedade temos uma constante vezes a Integral de Riemann - Liou-
ville de ordem «, em que podemos tirar a constante pra fora do operador diferencial

e se torna o que vimos anteriormente;

2. Como segunda propriedade que temos a soma e a diferenca de Integrais de ordens
«, 3, em que temos como resultado a soma € a diferenca de operadores de indices

diferentes;

3. E a dltima propriedade temos a soma de inidices (o, ) numa Integral fracional de

Riemann - Liouville, terd como resultado a IFRL da soma de indices;

Mas os leitores podem estar se perguntando como podemos realizar uma operagao de

multiplicacio de integrais fracionais de Riemann - Liouville de ordens diferentes?

Para responder esta questdo iremos nesse momento mostrar o desenvolvimento para

chegarmos no resultado da equacdo (3.6).
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Partiremos da definicdo da IFRL apresentada em (3.3), e na sequéncia consideramos
a acdo de outro operador respeitando a defini¢do da integral Riemann - Liouville, neste

caso de ordem /3 na equagdo acima, e assim podemos escrever

JOLIE ()] = F(la) [ @=L s, 3.7)

reescrevendo a equagio acima determinando ,I” f(t) ficamos com:

TS = i [ao 0 o [ oo e

. . 1
observe que a expressdo acima temos aqui duas constantes —— € ——-, que nio depen-

[(a) ~T(P)
dem da varidvel ¢. Portanto podemos tirar ambas as constantes fora da integracao, isto é
realizar o mesmo procedimento que foi realizado na primeira propriedade da IFRL, logo

teremos como resultado uma integral dupla fracional expressa por:

LI = for [ @0 -9 ded. 69

nesta expressao acima as 1ntegra1s existem para fungdes f pertencentes ao intervalo de
integragdo [a, b], entdo podemos utilizar a definicdo do Teorema de Fubini para trocar a

ordem de integracdo e temos que:

LI = fp L LG0T -9 @, 3a0)

ST = Fsp [ F@de [0 g7 e Gan

F(a)

Analisando a equagiio acima observamos que o termo em parénteses (z — ¢)* (¢t —
€)P~1 é semelhante 2 uma mesma expressio de modo que um produto que possui —t € no
outro temos +t, mas fica a questdo como podemos proceder sobre o produto de funcdes

de indices fracionarios ?

Para ser respondida estd questdo vamos realizar uma mudanca de varidveis com o
intuito que a expressao que estamos resolvendo se torne mais simples de solucionar, logo

fazendo dt = £ + s(x — &), entdo derivando-a teremos dt = d§ — sd€, porém podemos
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reescrever a varidavel dt como dt = (1 — s)d¢&, entdo a nova integral serd:

LEI@) = For [ ) €6 — € s - 9P e sla 9
— N1 =) dsde, (3.12)

a expressao acima pode ser reesrita, apds as simplificagdes como:

2D f(2)] = F(oz)lF(B) / /01 fO)(x =& P11 —s)2 s ldsde.  (3.13)

1

2110 f(2)] = (T3

</ax f()(x - g)a—5—1d§> (/01(1 - S)a—lsﬁ_1d8) G14)

Fazendo uma andlise da expressdo acima temos um resultado bastante conhecido

)afl

no célculo fracional que é fol(l — s sP~1ds que é denominada funcio beta de Euler

B(a, 8) que é definido como:

B(a, ) = /01(1 —5)* s s, (3.15)
B(a, B) = m (3.16)

e substituindo esta informacao e retornando a integral acima temos que:

LI (0)] = L[ 1oe-ga) . e

1
[(a) +T(5)

mas de acordo com a expressdo anterior essa € a definicdo da IFRL de indices a e 3

JELIP f(2)] = JRIGIEEES (3.18)

somados, logo:
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2L f(2)] =0 I f(2). (3.19)

Onde 197 f(x) é expressa como:

1

a+p x) =
aIx f( ) F(CK)+F(6)

JNGEEN S

Este Resultado que chegamos € a nossa terceira propriedade da integral fracional de

Riemann - Liouville.

3.2 A Derivada Fracional de Riemann - Liouville

Avancaremos um pouco mais nos estudos de cardter fraciondrio na parte das defini-
coes segundo Riemann - Liouville, tentaremos destacar as suas caracteristicas que serao

essenciais para este estudo, assim como as aplicacdes em que se ela se faz util.

A defini¢do de uma derivada fracional de RL se baseia na questdo da derivagdo fra-
cional que € um operador inverso ao da integracao fraciondria, onde no caso da derivada
iremos utilizar o operador diferencial que vimos anteriormente no primeiro capitulo, em

que seré inverso a esquerda da integral fraciondria, ou seja:

d
S = f(t), (3.20)

porém, do cdlculo diferencia basico se entende que:

t
1F®) = [ f(t)der, (321)
€ consequentemente

I[f'(t)] = f(t) = f(0). (322

Mas se consideramos F que é uma fungdo primitiva de f(¢), entdo temos que a primi-

tiva da integral da fungdo serd expressa por:

d

d [t
Slf0 =2 [ fe)dn (3.23)
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d d

(1) =~ [F(t) = F(0)] (3.24)

d
SLI®) = 10

Também podemos considerar a lei dos expoentes que vimos na introdugdo do calculo
fracional neste trabalho, onde temos as ordens inteiras m e n e os operadores diferenciais
d

onde € definido como D = —.
dx

Agora iremos analisar a derivada de Riemann- Liouville em intervalos finitos num
eixo real de ordem «, onde iremos ter uma nocao do que € a derivada nos extremos, isto

¢ a derivada a esquerda e a derivada a direita.

Vamos considerar y ou f(z) € AC"[a, bl com —o0 < a < b < co. Sejam o € C' com
Re(a) > 0 e a # N. Logo as derivadas fraciondrias segundo formalismo de Riemann-
Liouville tanto a esquerda D+ e a direita DD,- num intervalo finito do eixo real, definidas

por D& y e Doy serdo definidas por [13]

(D £(2)) = (o) (I (), (3.25)
€ 4 .
(D f) = (e p(a)). (3.26)

Onde [a] é denominada a parte inteira de « isto é Re(«) em que é definido o n como

n=la]+ L,z >aen=[a]+ 1,2 >b.

E importante dizer que de acordo com derivada fracional de Riemann - Liouville
expressa nas duas equacdes acima, no caso de ordem real é equivalente a derivada de

ordem arbitrdria de uma integral arbitraria.

Uma grande questdo que todos estdo se perguntando € em ambas as expressdes acima
das derivadas fracional de RL a esquerda a direita contem esses dois termos que sao

I f(z) e (I f(x) o que significam e como determinar eles?

A resposta para esta questdo que ambas varidveis sdo chamadas de operadores de
integracdo que nada mais é que a chamada Integral fracional de Riemann - Liouville

(IFRL) em que iremos ver neste trabalho, logo elas sdo expressas por:
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1 T

7 f () = - / 5 _J; ()i)_aﬂdt, x> a (3.27)
1 b

I f () = - / (x _ft ()i)_aﬂdt, z<b (3.28)

entdo adicionando a defini¢do da IFRL na expressio da derivada de Riemann - Liouville

temos que:

o _ d n 1 * n—a
(DaJrf(I') = (%) F(n—a)/a (ZE — t) +1dt, Tz <a (329)
a — d n 1 b n—oa

Vamos considerar agora o € N entdo se n que definimos 14 no inicio deste trabalho
como a ordem da derivada neste caso inteira, ou seja « = n € N teremos nas derivadas
tradicionais onde vimos nos cursos de cédlculo diferencial e integral definidas em limites

no infinito, portanto [13]

(Dg+ f(z)) = f*(x) (3.31)

(Dy-f(x)) = (=1)"f*(x) ,n € N. (332

Onde f™(x) é a e-nésima derivada da funcdo f(z), em que quando o = 0, a expressdo

entao se torna:

(Dos f(x)) = Dy- f(x), (3.33)

e como resultado, retornamos a mesma fungéo f(x).

Quando fazemos uma mudanga no intervalo mas considerando o semi-eixo teremos
a derivada de Liouville, onde de acordo com a DFRL num intervalo ndo infinito iremos
considerar z < 0, § € C, n o menor valor inteiro que seja maior que R(a) > 0 e
R(B) >0,onden —1 <R(f) <nepf =n—aeld < R(a) < 1. Agora considerando
f(z) € AC™ nos intervalo (a,b) com —oco < a < b < +oo. Portanto as derivada de

Riemann - Liouville a direita e a esquerda sera
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D50 = (g5 15 100), 334
d\" .-
(D50 = (- ) B 1), (339

a integral fraciondria das expressdes acima sdo dadas por:

n—ao _ 1 v f(t>
B0 = F o / rEn==l (3.36)
c
ey _ L [
B0 = Fo o / oyt (3.37)

onde n = R(a) + 1, R(cr) > 0 e 2 < 0. Uma propriedade importante no estudo da DFRL
(Derivada Fracional de Riemann - Liouville) é a soma dos indices que mostramos no
inicio do capitulo sobre a lei dos expoentes no célculo fracional, portanto o que faremos

aqui € bem similar ao do inicio do capitulo. Seja dois indices a, § € R, logo as equagdes

se tornam:

I3 1] f(x) = 1370 f (), (3.38)
(&

L) f(a) =L f(x). (3.39)

Também ha a propriedade da subtracdo de indices que é valida num intervalo fechado

[a, b] sendo « e (3 indices, para o > [ > 0 temos que:

D] I f(z) =I5 f(x), (3.40)
c
D) I f(x) = I} " f(z). (3.41)

Quando Benoit Mandelbrot discutiu o problema do movimento browniano em seu livro
"The Fractal Geometry of Nature"ja apresentava inimeras relacdes entre o calculo dife-
rencial e a integral de Riemann-Liouville. Desde a dltima década, muitos trabalhos em
que processos de modelagem em equagdes diferenciais , estudos sobre difusdo, propaga-
cdo de ondas, estudos em reologia, processos de relaxa¢do dentre outros sdo abordados

com o formalismo fraciondrio de Riemann-Liouville. E sabido hoje que sistemas com
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graus de amortecimento podem ter um tratamento mais refinado se o cédlculo fracional
for empregado. Hoje, ha extensdes inclusive contempladas pelo calculo variacional fra-
cional, tema a ser abordado mais para frente, possibilitando incursdes até em areas como
Fisica da matéria condensada e Teoria Quantica de Campos. E nesse sentido a defini¢dao

de Riemann-Liouville possivelmente seja uma das mais revisitadas pelos autores.

3.3 Derivada Fracional de Caputo

Nesta secao iremos definir as integrais e derivadas de acordo com o cientista Michele
Caputo que através nas defini¢des de Riemann - Liouville e as principais caracteristicas e

comparacdes entre as definicdes apresntadas.

No contexto histérico, Caputo utilizou a sua defini¢do com aplicagdo na drea da En-
genharia que € a viscoelasticidade e a sismologia que teve um excelente resultado porque
conseguiu resolver estes problemas utilizando os operadores fracionais desenvolvidas por
Caputo, com isso teve diversas aplicacdes em outras areas do conhecimento, com isso
atraiu os olhares de vérios cientistas da época que tiveram vantagens que serdo discutidas

nesta secao.

Vamos definir a derivada fraciondria de Caputo (DFC) de ordem fracional o, com

n—1<R(a) < npor:

cD*(t) = D*f(t), (3.42)
e
cD(t) =1""*[D"f(t)]. (3.43)
Onde D" € a derivada de ordem inteira e /" € a integral fracional de Riemann -
Liouville.

Dando continuidade nas defini¢cdes segundo Caputo que as derivadas fracionais tanto

a esquerda quanto 2 direita com o > 0 2, isto € o € R. entdo temos que [4]

Lembrando que « é o indice de ordem fracional
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cDif(x) = o Dif(x),
cDpf(x) = 2Dy f().

(3.44)
Logo a defini¢do de Caputo segundo as expressdes acima serdo expressas por:
1 v [
C na
D _ / du, 3.45
o Dz /() I'n—a)ta (z—wu)ntl “ (345)
) (-1 (w
—1)y b (u
C na
D f(z) = / du. 3.46
a b f([E) F(?’L _ Oé) o (U _ :C)Oé—n-Fl u ( )
Onde ambas as equagdes sdo vélidas paran = [a] + 1, a € R} , a € R e tam-

bém como informagdo importante que ambas as expressdes possuem o termo f"(u) que
¢ chamada de derivadas ordindrias de ordem n . Como consequéncia desta defini¢dao
acima, eles sao classificados como operadores ndo locais, ou seja as derivadas a esquerda
[“D2f(z)] e a direita [C D§ f(x)] vio depender de seus respectivos valores tanto a es-
querda quanto a direita de z (¢« < u < z, ¢ < u < b), mas se a derivada de Caputo
estiver num instante ¢, entdo teremos que o valor do operador terd dependéncia nimerica

da funcdo neste instante.

Agora iremos ver algumas propriedades desse tipo de operador que envolveré as in-

tegrais fraciondrias .

Iniciando com estd propriedade que temos que para qualquer valor de o com o < 0,
isto é «v valor real para toda fungdo f no intervalo [a, b] e para algumas equagdes, logo

temos como resultados [4] :

DRI f(2) = flz),
LDp[Ef () = [f(=),
e DALIP)f(2) = fla),
s D LIp]f(2) = f().

(3.47)
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No préximo capitulo a titulo de comparacao, iremos fazer o célculo da derivada fra-
ciondria mediante as defini¢des de Caputo e Riemann - Liouville para as mesmas funcdes

em questao.

Também nao podemos deixar de deixar de mostrar uma propriedade que € na verdade
um teorema que € bastante conhecido no cédlculo diferencial que € o Teorema fundamental
do célculo (TFC), no caso em questdo do Teorema Fundamental do Calculo de Caputo
(TFCC) que significa que quando 0 < v < 1 e afun¢do f(x) for diferencidvel no intervalo

[a, b]. Logo podemos escrever

AL EDf () = f(b) = fla),
LPEDNf () = fla) = f(b),
(3.48)

E como a ultima propriedade temos a derivada de Caputo de uma fun¢do polinomial
(poténcia), entdo seja uma fungdo do tipo f(z) = (r—a)” com 3 < 0, portanto aplicando

a defini¢do de Caputo conclui-se

ap, s LB+ s

DS (x—a)” = TG—atl) (x —a) (3.49)
o s LB o s

Dy (x — b)) = TG—atl) (b—x) (3.50)

Quando § = 0 o operador de Caputo serd nulo, logo fazendo uma observacio deste
caso as derivadas de Caputo no intervalo 0 < o < 1 que vimos anteriormente s6 vale para

poténcias do tipo 8 < 0.

Se 3 > 0 entdo a defini¢do de Caputo no caso na integral diverge, ou seja ndo existe

a definicdo de Caputo neste caso [4].

Nesse capitulo apresentamos a defini¢ao de derivada fracional de acordo com M. Ca-
puto. Essa abordagem se mostra diferente ji4 no caso em que efetuamos a derivada de
uma func¢do constante, que ndo é zero para RL e da zero para Caputo. Hoje também se
encontram muitos trabalhos centrados nessa abordagem, que permite desde o estudo de
equagoes diferenciais fracionais, problemas sismologicos e de crescimento populacional.

O contraste entre as duas defini¢cdes apesar de parecer pequeno, submete-nos a um raci-
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ocinio de que como o formalismo matematico pode proporcionar variacao na andlise de

nossa realidade, sendo alterado tdo sutilmente.
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4  Operacionalizacdo do Calculo
Fracionario e FALVA.

4.1 Calculos Diretos

Neste capitulo iremos utilizar o cédlculo fraciondrio para tratar alguns exemplos com

o objetivo de ter uma melhor compreensao de sua utilidade em pesquisa.

Também iremos estudar um método variacional que sem duvidas utilizara estas defi-

ni¢ que € chamado de FALVA

Vamos iniciar nossa série de exemplos de como realizar os cédlculos utilizando as
defini¢cdes dos operadores fracionais com a DFRL de uma constante arbitrédria ¢, onde

ceR, e no final terd um resultado surpreendente e algumas caracteristicas.

Seja f(z) = ¢ (fungdo contante), onde ¢ € R, o 0 indice de ordem fracional e n = 1.

Determine a DFRL dessa fungao.

Primeiramente iremos aplicar a defini¢do da derivada fracional de Riemann - Liou-

ville que € dado por:

DR f(a) = o [ L (@)
D"1@) = e L @ =0 O 0.

Aplicando os dados do problema na defini¢do acima temos que

D(¢) = ci;r(la) /j(x — 1) (e)dt, @.1)

realizando o método de substituicao simples, isto € fazendo u = x — ¢, entdo derivando
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em relacdo a ¢ temos que du = —dt , mas nesse mesmo procedimento iremos fazer uma

mudanca nos limites de integracdo em que:

¢ Quando t = a, entdo temos que u = x — a;

* Quando t = 0, entdo temos que u = 0;

logo, reescrevendo a equacao (3.24) adicionando estas novas infromagdes teremos que:

« _ d C rma —«
€)= o) /0 wdu, 4.2)

agora iremos resolver esta integral para que em seguida possamos realizar o processo de

derivacdo, portanto temos

°(e) d c ut=e [0 43)
c)=— — .
deT(e) (1—a)| .~
substituindo os limites de integracao na expressao acima temos que:
d c (x —a)t™™
D%(c) = — 0— —"—— 44
(€) dx T'(«) [ -« ] “44)

T dz MNa) 1-«

depois que realizamos a Integral de Riemann - Liouville, agora iremos derivar este resul-

Do) = 2 (— ¢ (;c—a)la)’ 4.5)

tado acima para que possamos ter um resultado geral da DFRL da funcdo constante, entao

ficamos com

e T

e fazendo uma simplifica¢do no numerador e denominador do termo (1 — «), temos que

o operador de RL de uma constante generalizada ¢ dada por

D°(c) = —C(IF_(;))_& 4.7)
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Seja ainda f(t) = ¢, porém agora de acordo com a defini¢ao de Caputo

CDaf(t) = F(nl—a) /0 (t = went (;;JC)) du, (4.8)

observamos imediatamente que a derivada dentro do integrando € nula, que por si s6 ja

mostra diferenca entre os dois formalismos.

Dando continuidade nos exemplos de DFRL vamos agora para uma funcao polino-

mial do tipo f(x) = 2" .

Para comecar este exemplo vamos utilizar uma outra definicdo que € utilizada nas
derivadas fracionais segundo RL que € o operador a direita, mas pode-se utilizar tanto a
defini¢cdo geral, a esquerda entre outras, isto € sdo notagdes utilizando entdo escolha a que

for mais conviniente para voceé leitor(a), logo temos que:

De, f(x) = (j) s [0t e,

Substuindo os dados do problema na definicdo acima temos que:

1 d [*
D3l = o [ (=) 49
O—i—[ ] F(n—a)daca< ) ) ( )
analisando estd expressdo acima temos (x — t)~® e t" e antes de realizarmos qualquer
método de integracdo, vamos ajeitar um pouco,isto é vamos colocar o termo %! em

evidéncia e com isso obtemos

af.n 1 d (7 a1 AN

oD [z"] = F(ﬂ_a)dx/a z (1 - x) ¢t (4.10)
agora faremos uma mudanca de varidveis utilizando o método de substitui¢do para esta
integral, entdo seja v = t/x , logo derivando em rela¢do a ¢ temos du = dt/z, mas
precisamos de uma relagdo dessas varidveis, entdo podemos reescrever ¢ em termo de
u como t = xu onde dt = xdu, e mais um detalhe antes de reescrever a integral que
€ necessitamos realizar uma alter¢do nos limites de integra¢do por que a expressiao que
estamos resolvendo estd na varidvel ¢ onde

a.

* Fazendo t = a temos que u = <

CE’

* Fazendo t = x temos que u = 1;
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dando continuidade no exemplo, reescrevendo a expressdo obtendo esses dados

b d e
3+ [l’n] == F(l—a)d‘r/; (1 — U)OLil(.I'U)n.I'dU, (411)
fazendo uns ajustes dentro da integral passamos agora a
xn—i—l—a d T
Dife") = S [ w)e 4.12
oDile"] I'(l—a)dx g( W ety +12)

Esta integral € bastante peculiar podendo ser escrita atravéz de uma outra ja conhecida,

trata-se da funcdo beta que € definida como

1
Blap) = [ 71— 2 de.
0
Onde p e ¢ podem ser expresso através da comparacdo da definicdo de S com a integral
que estamos calculando, entdo fazendon = p—1,entdop = n+ 1, enquanto ¢ — 1 = —«
logo temos que ¢ = n—«, logo a soma € dada por p+q = n—«a+2, mas ainda precisamos
calcular a funcio beta para substuirmos na integral acima darmos prosseguimento no

exemplo, logo determinando /3 substuindo os dados temos que:

Bn+1,1—a)= qu(;; ?E}i;)()‘) , 4.13)

voltando ao exemplo utilizando o dado acima no operador de Riemann - Liouville teremos

aronl 1 i anaF(nH)F(l—a)
oD [2"] = I'(l—a) Az 'n—a+2) ’ (4.14)

agora iremos derivar esta expressao em relacao a x, depois de ter realizado o processo da

integral, logo temos que:

atm n—a+1l T+ 1I(1-a)
oD = T TTmoat2 (415)

fazendo as simplificagdes temos que a DFRL a direita da funcao é dada por

n—a+1I'(n+1) ,
IF'n—a+2) v

oD% [z"] = (4.16)
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Agora vamos utilizar deste exemplo genérico para calcular a DFRL de f(z) = 2

parac = 1/2en = 2.

Entdo utilizando a equagao (4.16) substituindo esses dados temos que:

[NIES

(2 — % + 1)F(2 + 1) 2—
F(2 — % n 2) x , “4.17)

calculando a expressdo acima temos que:

1 §F(3) 3
oD3[2?] = L Lak, (4.18)
" I'(3)
7 15
Usando I'(3) = 2! =2e (2) = g\g/% podemos escrever que
Lo 32 3
oDi[z?] = TN (4.19)

e fazendo as simplificacdes temos que a DF segundo Riemann - Liouville desta funcao

¢ dada por:

2 _ 8%
3T

Agora iremos realizar exemplos de integrais fracionais de Riemann - Liouville com

(4.20)

o objetivo do leitor(a) ter um entendimento melhor sobre o assunto e com isso ficar mais

simples e fazer a correlagdo da teoria e a pratica.
Seja f(x) = 2" de ordem v e n = 1. Calcule ,I2[f(z)] .

Primeiramente iremos aplicar a definicao da IFRL, para que em seguida possamos

resolvé-la, logo:

JO(f () = / Y — 1) 2t 4.21)
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Substituindo os dados do problema na defini¢do da Integral de RL temos que:

1 T
120" = o [ o =0t 422
S = gy [ e, @22)
observe que nessa expressdo acima temos (z —¢)*~! e t" e antes de realizarmos qualquer
método de integracdo vamos arrumar um pouco melhor esta expressdo,ou seja vamos

colocar o termo z®~ ! em evidéncia e com isso teremos:

1 T a—1
A2 = Fa / 201 (1 _ ;) | (4.23)

fazendo a mudanga de varidveis u = t/x, derivando em relacdo a ¢ obtemos que du =
dt/x, reescrevendo ¢ como ¢ = xu e tomando dt = xzdu, e por fim ajeitando os limites de
integracao

a.

* Fazendo t = a temos que u = ¢

x’

* Fazendo ¢t = x temos que u = 1;

continuando nosso desenvolvimento, reescrevendo a expressdao obtendo esses dados te-

mos que :

a—1

A3 (2") = ?(a) /;(1 —u)* (zu)"zdu, (4.24)

observando a integral acima na expressdao pode-se notar mais uma vez a semelhanca com

a fungdo Beta 3

Blq,p) = /01 (1 —z)7

fazendo a andlise na expressdao podemos identificar 5 como:

1

B(n%—l,a):/l w1 — u)o! (4.25)

onde na expressdo de [ vimos que p = n + 1 quando n = p — 1 enquanto ¢ = « quando

qg—1=a—-1.
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Calculando a func¢do beta dada pela relacdo dela com a fungao Gamma

_T(p)(q)
B(q,p) = T +q)
obtemos
Bln+1,a)= Hn + Dla) (4.26)

Fn+1+ «)
voltando agora para a expressdo da IFRL da fun¢do f(x) = z", adicionando a informagéo

da fun¢do beta temos que :

o my 2" T(n+ 1) («)
L) = T Tt 11 a) (4.27)

Fazendo simplificagdes na expressdo temos que a integral fracional da funcido x™

generalizada é obtida por:

ey = ST 428
ax($>_F(n+1+(X> ( )

Depois que vimos no exemplo uma funcao mais geral possivel, vamos a um exemplo
dado uma fungéo f(z) = x? (fungdo do segundo grau), n = 2 ¢ a = £. Calcule a IFRL

desta funcao.

Vamos utilizar o resultado que achamos no exemplo anterior e colocar os dados do

problema, para que em seguida possamos resolvé-la entdo temos que :

1, m2+%—1

odi (27) = =, 4.29
=) r2+1+3) 29

1 .CE%
od2 (2%) = : (4.30)

r(3)

1 x%
o2 (2%) = UE 4.31)

8

15

Onde usamos I' (2> = g/% e fazendo as simplificacdes temos que a Integral fra-

cional da fungdo f(x) = z? € expressa por:
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(4.32)

Fazendo uma observacdo dos tépicos das derivadas de Riemann - Liouville vimos
que a derivada de uma contante nao € igual a zero e sim um valor diferente de zero, e ae
que estd a caracteristica marcante, a vantagem de se utilizar as derivada de Caputo e o seu

grau de importancia em relagdo a RL.

Vamos ver mais exemplos utilizando as propriedades do operador de Caputo.

1
1. Seja f(t) = ¢* uma fungdo poténcia de ordem @ = 5 Calcule a Derivada de

Caputo dessa fun¢@o no intervalo te|0, 1].

* 2. Seja f(x) = (x—2)?, uma fungdo polinomial de grau 2 de ordem 8 = 2 e o = 5.

Determine o operador segundo Caputo dessa fun¢ao no intervalo ze[1, 2].

Resolvendo o primeiro exemplo inicialmente vamos reescrever a defini¢do da DFC, e

em seguida colocar os dados do problema, portanto temos que :

aCDgf(ﬁ) = ! /j (z _f:;(i)_n-i-l dt,

I'(n—«)
C 3 (42 1 /1 1A%
Di(t7) = dt 4.33
0 1( ) F(Q—%) 0 (l'—t)%_2+1 ) ( )
Onde f? € a derivada segunda da funcdo também pode ser escrita como %.

Depois que substituimos os dados do enunciado neste primeiro exemplo agora iremos

resolvé-la, logo temos que:

1 1 1 2
OD2(t?) = —dt, 434
0 1 ( ) F(%) /0 (l’ - t)_§ ( )
CDE(2) = /12(:5 —t)bat 4.35)
0 1 (g) 0 9 .

Onde F(%) = /7, e dando prosseguimento no exemplo temos que:
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1
SD;(t x—t)2dt. (4.36)

=l

Agora iremos resolver esta integral acima utilizando o métoddo de integracao que é
o de substitui¢do simples para solucionarmos esse exemplo. Seja u = x — ¢, entdo a
derivada de u em relagdo a ¢ serd du = —dt, porém quantos du’s temos na integral 1 dt
e positivo, entdo multiplicando ambos os lados por (—1) temos que —du = dt, porém

temos que mudar os limites de integrac@o ja que os valores estdo definidos na varidvel ¢,

logo temos que:

e Parat =1,temosqueu =2 — 1,

e Parat =0, temos que u = x

retornando ao exemplo, substituindo as informagdes acima temos que:

1

u2(—du), (4.37)
4 T

ﬁ:{:l

vamos integrar u e voltar a varidvel original e em seguida substituir os limites de

CD3 (1) = — u (du), (4.38)

integragdo, logo:

1 4 u%

0DE() = ——=5 (4.39)
2
4 ( t)3 rz—1

C 3 (42 T —1)2
D2(¢?) = —— , (4.40)
D) = — {Q(x _ t)i} o 4.41)

0 1 \/7_1' 3 . ) .

_ ;(x — 1)t (4.42)
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3
2

Njw

%x—wizgm—l) z2 (4.43)

3

[GVR )

voltando a expressao original e adicionando o resultado do limites de integracao te-

mos que :

1 8.(z — 1)% 83
c 2
D (t7) = 4.44
0+1 ( ) ?)ﬁ ) ( )
entdo, a Derivada de Caputo de ordem o = 1/2 da fungdo f(t) = t2 é:
1 8(x —1)2 — 8x2
c 2
D (t*) = — 4.45
0 1( ) 3\/E ) ( )
ou também podemos reescrever este resultado como:
1 4 2(1’—1)% — 23
§Di (%) = — ( ) (4.46)

3T ’

j& no segundo exemplo iremos utilizar a ultima propriedade que é da fun¢do polinomial

do tipo (x — @) para valores de 3 > 0, logo reescrevendo a DFC temos que

D3 +1)
I'f—a+1)
substituindo os dados do problema na equagdo acima temos que:

oD (x — a)ﬁ = (x — a)ﬁ’o‘ ,

3 1 Ir'2+1) 21
DIz —2)F =T (923 4.47
1 1 I3 3
1Dﬂx—mézré%m—%; (4.48)
2
com I'(3) = 2! que ¢ igual a 2, e I'(3) = \/m, portanto substuindo os resultados no

exemplo temos como resultado a DFC da fung¢do (z — 2)% ¢ dado por

(x—mézé;@—Qﬁ. (4.49)

Esses dois exemplos mostram o funcionamento operacional desses operadores fracionais.

DN o=

1D

Procuramos apresentar um efeito comparativo entre as derivadas de Riemann - Liouville
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e Caputo. Para isso procuramos utilizar as mesmas fungdes e o resultado foi bastante se-

melhante, logo podemos dizer neste exemplo sdo equivalentes os operadores fraciondrios.

4.2 FALVA

Nesta secdo apresentaremos de forma breve o formalismo variacional fracional co-
nhecido como Fractional Actionlike Variation Approach ou simplesmente FALVA [14].
Esse formalismo € realizado por um funcional de acdo, definido a luz de uma integral
fracional de Riemann-Liouville. Evidentemente podemos também implementar o proce-
dimento variacional em um funcional de acdo tradicional, entretanto nutrido de derivadas

fracionais ao invés das tradicionais derivadas temporais.

A abordagem do método FALVA ¢ classificada em dois casos, o primeiro em uma
dimensao (1-D) que é quando ha derivadas fracionais do tipo Riemann - Liouville, e o

segundo caso na definicdo de Cresson [14].

Explicando o primeiro caso do FALVA (1-D) temos como base o espago de confi-

1

guragdes do sistema ' numa certa estrutura matematica denominada variedade (M) de

dimensdo n, iremos definir a integral de acdo fracional como

Slal) = o [ L), ar), ) = ) .50)

[(a)
. dg < . o .
Onde ¢ = e ¢ a notacdo temporal da derivada , a € o indice de ordem fracional
T
(0 < a < 1), L(¢(7),q(7),7) é a funcdo lagragiana, ¢t € [a,t] é o tempo intrinseco

enquanto 7 € [a, b] é o tempo do observador.

Extremizando o funcional fracional de acdo (4.50)

1

S = gy [ (6= 5(Latr).dtr). )i @s1)

onde variacdo da Lagragiana em relag@o as coordenadas generalizadas € obtida por

. oL oL
OL(4(7),4(r),7) = F 04+ 5o

3 0q, (4.52)

"Espaco de Configuragio do Sistema: E o espaco de cada coordenada generalizada em certo instante de
tempo num plano de eixos coordenados.[16]
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c portantO,
1 t[oL . oL B
o — _ —0da —_ @ 4.
55" = Fay /a [8(] 4+ 5z (5q] (t — 1) tor (4.53)
com
55% =0, (4.54)

fazendo uma integracao por partes no termo 8—?5(}
q

a 9L d
t %%(5@ (t —7)* tdr (4.55)

. d .
Onde a variacdo de ¢ é expressa por g = g (0q). Dando entdo sequéncia na conta

T

encontramos
CL@L d a—1 . ¢ aL a—1 . ti 87[’ - a—1
[ Se a6 =) dr_/ad[aq(t ) 54 /adTlaq(t r) 15qd7,

(4.56)

tomando as restri¢des (condi¢cdes de contorno) na superficie para dq nos pontos aet
temos que g(a) = ¢(t) = 0, portanto temos que o primeiro termo da integral é nulo,

restando a segunda parte da integral descrita por:

9L d td |0L

a—1 _ e ey A Y2 |
t %%(M)(t —7)% T = /a . laq (t—1) ] 0qdT , (4.57)

agora iremos resolver a equagdo acima para que no final agrupar todos os resultados

numa integral completa.

0L

3d dq, (4.58)

td |0L a—1 _ial _ \a—1 _ A\«
—/adT[aq.(t—T) ]5qd¢-d78q(t 7)o 6+ (a—1)(t—7)

dando agora prosseguimento no exemplo vamos reescrevé-la mudando o sinal, e portanto

ficamos com

¢ d aL a—1 __iai _ \a-—1 . o a—287L
/a o [84 (t—1) ]éda— i o (t—7)*"0g+(a—1)(t—7) 9 dq (4.59)
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Depois que realizamos o método de integragdo podemos, reunir os resultados que obt-
vemos ao longo do desenvolvimento. Portanto temos que a Variacdao da IFRL utilizando
o FALVA ¢ dado por:

apy— L (1[9L d (OL) a—1] .
tlaf(t)—r(a)/olaq dr<aq> 75_71(75 ) Ldg (4.60)

Lembrando que estamos tomando a variagcdo da integral e € igual a zero, entdo o que
iremos fazer € reescrevé-la e com isso temos um resultado muito importante nesta secao

que € dada por:

oL d (0L —1\ (0L
oL 4 (oL _<O‘ ) %) —o. (4.61)
dq dr \ 0q t—r1 a4

A equagdo acima € conhecida como a Equacdo de Euler-Lagrange fracionaria, obtida

utilizando o método FALVA.

o
O significado do fator referente ao formalismo fracional ( ; > pode ser imediata-

-7
mente associado a uma grandeza chamada for¢a de dissipacdo de Rayleigh, formalismo
esse, idealizado com o objetivo de poder escrever as equacdes de Euler-Lagrange para
sistemas mecanicos sob acdo de uma forca dissipativa especifica do tipo F = %kijv%j
em qualquer sistema de coordenadas generalizadas, onde k;; é uma constante e v?;; é a
velocidade. Apés refazermos o principio de d’ Alambert para o caso em que tais forcas
estdo presentes [16], obtemos uma nova composi¢ao para as equagdes de Euler-Lagrange

onde:

OL d (0L OF
L) e

Onde [ € a conhecida funcdo de dissipagdo de Rayleigh. Podemos oberservar que ha
uma relacdo bem estreita entre as equagdes (4.61) e (4.62) onde o termo de dissipacao
e o termo oriundo da fracionalidade estdo desempenhando papéis similares, o que nos
conduz ao raciocinio de que o formalismo fracional € bastante conveniente para tratar tais

sistemas onde forcas dissipativas estdo presentes.
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5 Conclusdo e Perspectivas Futuras

O Calculo Fraciondrio j4 se consolidou como uma ferramenta util e poderosa, princi-
palmente para uma revisao, ou reformulagdo da descricao de fendmenos fisicos que nao
respeitam os paradigmas tradicionais ancorados no célculo diferencial integral ou apre-
sentados pelas equacdes diferenciais da Fisica. No intuito de apresentar essa idéia de
forma mais concisa, neste trabalho apresentamos um resumo histérico do CF e revisita-
mos duas definicdes consideradas talvez como as mais importantes, Riemann-Liouville
e Caputo. Apresentamos exemplos de sua aplicabilidade aplicando-as por exemplo no

calculo de derivada e integral fracionais de uma constante e da fun¢do polinomial.

Ainda fazemos uma explanacao acerca do método variacional fracional, conhecido
como FALVA, muito empregado em trabalhos recentes de Fisica, Matematica e Enge-
nharia. Esse formalismo se mostra muito ttil para reproduzir o equivalente fracional da
equacgdo de Euler - Lagrange e se mostra muito util no tratamento de sistemas turbulentos

€ ViISCOSO0S.

H4 uma extensa linha de possibilidades a serem trabalhadas, como as equagdes di-
ferenciais, transformadas de Laplace e Fourier, andlise funcional e outras extensdes no

calculo fracional que ja serviram de base para intimeros trabalhos cientificos.

Esperamos com esse trabalho, realizado por um aluno em final de graduacdo, ajude a
mostrar a viabilidade de se implementar o Célculo Fracional para um estudo mais amplo
no ciclo de graduagao de Fisica. Os métodos matematicos, e as aplicacdes além de serem
abrangentes e ricas servem para trazer mais variedade no estudo de problemas fisicos,
além dar ao curso de Fisica um cardter mais contemporaneo no que diz respeito ao que

vem sendo feito pela comunidade cientifica internacional.

Portanto, Como possiveis perspectivas nesta linha de desenvolvimento propomos o
Cdlculo fracional numa aprendizagem do ensino superior, talvez associada a disciplina

de Métodos matématicos e dar continuidade no estudos dos operadores fracionais e sua
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possiveis aplicacdes na fisica , utilizar o CF no eletromagnetismo, mecéanica do continuo,

mecanica classica, etc.
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