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RESUMO

O propésito deste trabalho € a confec¢do de uma equagdo de Euler-Lagrange utilizando a
abordagem de Riemann-Liouville para derivadas e integrais de ordem ndo-inteiras. A utilizagdo
de derivadas e integrais de ordem ndo-inteiras € chamada popularmente de calculo fracional.
Propde-se, assim, apresentar uma introdu¢do a abordagem de Riemann-Liouville para o cdlculo
fracional, assim como algumas de suas propriedades e exemplos, € uma revisao sobre cdlculo
variacional, a fim de, com ambos estes conceitos, obter-se uma equacao de Euler-Lagrange
fracional. Para uma anélise da equagdo confeccionada, fez-se uma aplica¢do para o oscila-
dor harmoénico simples, onde observou-se a alteracdo na solugdo original devido a presenca de
termos provenientes da abordagem fracional. Estes termos caracterizam um ganho ou perda
de energia e uma alteracdo na fase da solugdo original do oscilador harménico simples. Com
a andlise apresentada, torna-se evidente as alteracdes que a utilizacdo de derivadas de ordem

nao-inteiras provocam na equacao de Euler-Lagrange.

Palavras-chave: Célculo fracional, cdlculo variacional, equacdo de Euler-Lagrange.



ABSTRACT

The purpose of this work is the production of an Euler-Lagrange equation using the Riemann-
Liouville approach to non-integer order derivatives and integrals. The use of non-integer order
derivatives and integrals is popularly called fractional calculus. It is, therefore, proposed to pre-
sent an introduction about the Riemann-Liouville approach to the fractional calculus, as well as
some of their properties and examples, and a review about variational calculus, in order to get a
fractional Euler- Lagrange equation, with both these concepts. For an analysis of the produced
equation, an application was created for the simple harmonic oscillator, were it was observed
the change in the original solution due to the presence of terms deriving from the fractional
approach. These terms describe an energy gain or loss and an alteration in the original solu-
tion phase of the simple harmonic oscillator. With the presented analysis it make evident the

alterations caused by the use of non-integer order derivatives in the Euler-Lagrange equation.

Keywords: Fractional calculus, variational calculus, Euler-Lagrange equation.
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1 INTRODUCAO

Com quase a mesma idade que o cdlculo diferencial e integral, o célculo fracional representa
uma poderosa ferramenta matemadtica para diversos problemas de diferentes campos da ciéncia
e engenharia. A discussao sobre o conceito de cdlculo fracional surge de um simples questio-
namento, feito por L’Hopital, sobre a utilizacdo de um indice de valor semi inteiro na nota¢ao
de derivada apresentada por Leibniz. Este questionamento foi sendo desenvolvido através dos
séculos, resultando em diversas abordagens para a generalizacdo do célculo diferencial e inte-
gral para ordens ndo-inteiras. Na atualidade, essas abordagens tém sido aplicadas em diversos
campos de estudos. Um interessante campo de estudo desta ferramenta matematica é o estudo
de problemas fracionais no célculo variacional e suas respectivas equacdes de Euler-Lagrange.
Podemos encontrar diversos trabalhos de diversos autores trabalhando com diferentes aborda-
gens de cdlculo fracional pra o desenvolvimento dessas ‘equacdes de Euler-Lagrange fracio-
nais’. Inspirados em alguns desses trabalhos, desenvolvemos uma equacao de Euler-Lagrange
fracional utilizando as definicdes de derivada e integral fracional de Riemann-Liouville, que é
uma das abordagens mais famosas para o cdlculo fracional. Para testarmos a equacdo obtida,
decidimos realizar uma aplicacdo dessa equacdo para o oscilador harmdnico simples.

Este trabalho tem como objetivo a construgdo dessa equacao de Euler-Lagrange fracional.
Com isso em mente, dedicamos o segundo capitulo a uma introdugdo a abordagem de Riemann-
Liouville para o célculo fracional, pois esta foi a abordagem escolhida para a construcdo da
nossa equacao. Tomando como base o livro de Samko, Kilbas e Marichev (1993), partimos da
apresentacdo da equagdo integral de Abel, a fim de apresentarmos uma defini¢do de derivada
e integral de Riemann-Liouville matematicamente bem fundamentada. Assim seguimos para a
apresentacdo das defini¢des de derivada e integral fracionais e algumas propriedades basicas,
que serdo relevantes na constru¢do da nossa equagao de Euler-Lagrange fracional. A fim de
ilustrar as definicdes apresentadas, apresentamos alguns exemplos de integral fracional.

No terceiro capitulo apresentamos uma revisao sobre a equacao de Euler-Lagrange. Partindo
do célculo variacional, obtemos a equacao de Euler-Lagrange, e em seguida fundamentamos
ela utilizando os conceitos de vinculos holdonomos, coordenada generalizadas e o principio da
minima agao.

O quarto capitulo € inteiramente dedicado a nossa equagdo de Euler-Lagrange fracional.
Na primeira parte desse capitulo, utilizamos os conceitos e propriedades apresentados nos
capitulos anteriores para desenvolver a nossa equacdo. Em seguida, analisamos o resultado

obtido, comparando-o com as equacOes de Euler-Lagrange fracionais obtidas nos trabalhos de



Muslih e Baleanu (2007), David e Valentim (2015), El-Nabulsi e Torres (2007) e El-Nabulsi
(2005). Na ultima parte deste trabalho, aplicamos a nossa equagao de Euler-Lagrange fracional
para o oscilador harmonico simples e analisamos o grafico da solucdo obtida para diferentes

valores dos termos que surgem devido a abordagem fracional.



2 CALCULO FRACIONAL

O conceito de derivada e integral é familiar para os pesquisadores e estudantes que tiveram
contato com as disciplinas de cédlculo. Quando abordamos esse conceito, podemos utilizar
algumas formas de representacao. Uma das mais comuns é a apresentada por Gottfried Wilhelm
Leibniz em 1684 (FULINI, 2017),

d"f(x
dx(" ) . 2.1
Segundo Loverro (2004), muitos autores citam o dia 30 de setembro de 1695 como a data de
nascimento do célculo fracional. Nessa data, o matematico francés Guillaume Frangois Antoine
de L’Hopital escreveu uma carta para Leibniz, questionando-o qual seria o resultado de (2.1)
se n = 1/2. “Um paradoxo aparente, no qual consequéncias uteis um dia serdo tragadas” foi a
resposta de Leibniz (LOVERRO, 2004). Posteriormente esse questionamento evoluiu para um
patamar de maior abrangéncia, onde os pesquisadores comegaram a questionar se n poderia ser
qualquer nimero, seja ele fracional, irracional ou complexo. Por conta disso, o nome ‘célculo
fracional’ se tornou um termo erroneo e poderia ser substituido por ‘integracao e diferenciacdo
de ordem arbitraria’ (MILLER; ROSS, 1993).
O primeiro passo para a formalizacdo desse calculo foi tomado por Euler, em 1738 (SAMKO;
KILBAS; MARICHEYV, 1993). Ele observou que o resultado da derivada 4% da funcdo de

dx
poténcia x? possui significado para n ndo-inteiro. Em 1812, P. S. Laplace propds uma defini¢ao

para a derivada fracional em termos de uma integracao (MILLER; ROSS, 1993). S. F. Lacroix,
d/ 2P

em seu tratado de 1820, repetiu a ideia de Euler e obteve uma féormula para a derivada 7,

que coincide com os resultados atuais (SAMKO; KILBAS; MARICHEY, 1993).
A préxima figura relevante na histéria de cdlculo fracional foi J. B. J. Fourier, que em 1822

sugeriu a ideia de utilizar a igualdade

¢flx) 1 / T ) / (1) cos (A — A + pr/2) dt 2.2)

der 21 )
no intuito de definir a derivada de ordem nao-inteira. A defini¢do (2.2) foi a primeira defini¢dao
de derivada de ordem positiva arbitraria, aplicavel para qualquer funcdo suficientemente ‘boa’ ,
ndo necessariamente uma fungdo de poténcia.

Segundo Samko, Kilbas e Marichev (1993), a histéria do calculo fracional comeca propria-



mente com os trabalhos de N. H. Abel e J. Liouville. O foco do trabalho de Abel era a solug¢ao
do problema da braquistécrona, o qual resolveu sem utilizar o conceito de cédlculo fracional,
porém ele mostrou como a solug@o poderia ser escrita como uma derivada fracional (BUTZER;
WESTPHAL, 2000). Os trabalhos de Abel de 1823 e de 1826, os trabalhos de Liouville publica-
dos entre 1832 e 1837 e o trabalho de G. F. B. Riemann publicado postumamente em 1876, dao
origem ao que conhecemos hoje como célculo fracional de Riemann-Liouville. Segundo Miller
e Ross (1993), a forma da integral conhecida como integral fracional de Riemann-Liouville foi
obtida po H. Laurent em 1884.

Segundo David, Linares e Pallone (2011), desde o nascimento do cdlculo diferencial e in-
tegral, a generalizacdo para ordens ndo-inteiras t€ém sido objeto de diversas abordagens. Por
conta disso, existem vdrias defini¢des de calculo fracional que sdo comprovadamente equiva-
lentes. Algumas das defini¢des que mais se popularizaram entre os pesquisadores da area sdao
as definicoes de Riemann-Liouville, de Grunwald-Letnikov e de Caputo.

Para este trabalho, escolhemos a abordagem de Riemann-Liouville para o cdlculo fracional.
A escolha desta abordagem ndo possui nenhum motivo especifico. Nas se¢Oes que seguem,

apresentaremos as definicoes de Riemann-Liouville para a integral e a derivada fracional.

2.1 A equacao integral de Abel

Segundo Samko, Kilbas e Marichev (1993), a ideia da integragdo fracional de Riemann-
Liouville estd conectada com a equagdo integral de Abel, entdo é conveniente discutirmos sobre
esta equagdo antes de partirmos para a defini¢do da integral fracional propriamente dita.

A equagdo integral

1 Copt)dt . .
), aog I >0 &9

onde 0 < p < 1, é chamada de equacdo integral de Abel. A funcdo I'(x) é chamada funcgio
gamma. Segundo Loverro (2004) interpretacdo mais basica da fungdo gamma € simplesmente

a generaliza¢do do fatorial para todos os nlimeros reais.

Definicao 2.1. A integral de Euler de segundo tipo

['(z) = / ¥ e dr, Rez >0,
0

¢ chamada de fun¢do gamma.

Vamos supor que (2.3) é analisada em um intervalo finito [a, b], onde a > —oo. Com essas
consideracdes, vamos reescrever (2.3) como (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993)

1 Topt)dt . e
) oo I e 20




Realizando a troca de varidveis x — t et — s em (2.4), multiplicando os dois lados da

equagdo por (z — t)~* e integrando, chegamos a

voodt "op(s)ds T Of(t) dt
/a (z — t)u/a (t—s)i—n F(M)/a e (2.5)

Para prosseguir com o desenvolvimento, vamos introduzir a ‘férmula de Dirichlet’. Para

introduzir esta férmula, vamos primeiro definir o teorema de Fubini, que nos permite trocar a
ordem de integracao em integrais sucessivas (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993).

Teorema 2.1 (Teorema de Fubini). Seja 1 = [a,b], Qs = [¢,d], —00 < a < b < 00, —00 <
¢ < d < oo, eseja f(x,y) uma funcdo mensuravel definida em Q; x €. Se pelo menos uma

das integrais

/Ql dr QQf(x,y)dy, /Q dy Qlf(x,y)dx, //leng(x,y)dxdy,

¢ absolutamente convergente, entdo elas coincidem.

A férmula de Dirichlet,

/ab dx / Gy = / dy / oy 2.6)

€ um caso particular do teorema de Fubini, onde assumimos que uma das integrais de (2.6) €
absolutamente convergente.

Utilizando (2.6), podemos mudar a ordem de integracdo da parte esquerda de (2.5), obtendo

/az o(s) ds / - t)uc(i;— e () / (}i(t_) ;l)tu , (2.7)

Vamos fazer a troca de varidvel ¢ — s + 7(z — s). Assim, a equagdo (2.7) vai ser reescrita

/:<P(8)d8/olﬁzr(u) /: (J;(t_)f)tu' 2.8)

Definicao 2.2. A integral de Euler de primeiro tipo

como

1
d
B(z,w):/ - < — Rez >0, Rew>0,
o ' (l—a)t-w




¢ chamada de func¢do beta. A funcdo beta é conectada com a fun¢do gamma pela relacdo

B(z,w) = % (2.9)

Podemos ver em (2.8) que a integral em 7 é uma fungdo beta, logo, utilizando a relacao

(2.9), podemos reescrever a equagao como

f(t) dt
(z —t)

[ eordstsiut -l =i [

v v t)dt
[ easicra - =g [ LO%
v B 1 T Of(t)dt
/a o(s)ds = T /a o—1 (2.10)
Derivando os dois lados da equacao (2.10) em relacdo a z, chegamos a
B 1 d [ f(t)dt
o(x) = T =) da /a T (2.11)

Logo, se (2.3) possui solucdo, essa solucao vai ser necessariamente dada por (2.11) e, por
essa razao, esta serd unica (SAMKO; KILBAS; MARICHEYV, 1993). Lembrando que conside-
ramos 0 < p < 1. Este € um caso mais simples, porém, veremos nas proximas secoes a solu¢ao
da equacao integral de Abel para ;o > 1.

De forma quase andloga, podemos obter a soluc¢do para a equagao integral de Abel da forma

1" pt)dt . .
w9 ) o @ s 212

Seguindo os mesmos passos apresentados para a equagdo (2.4), chegamos na solucdo

plz) = - (2.13)

1 d [° f(t)at
F(l_ﬂ)%/x (t—a)m

Samko, Kilbas e Marichev (1993) também chamam a solucao da equacao de Abel de “férmula
de inversao”.

Para finalizar a discussdo dessa se¢do, precisamos elucidar sobre quais condi¢des em f(x)



a equacao de Abel € soluciondvel. Para avangarmos de (2.5) para (2.7), utilizamos a férmula de
Dirichlet, que € um caso particular do teorema de Fubini. Porém esse teorema € uma proprie-
dades dos espagos L,. Samko, Kilbas e Marichev (1993) utilizam a notagéo L, = L,({2) para

o conjunto de todas as fun¢des mensuraveis de Lebesgue f(x), para as quais

| < .

sendo 2 = [a,b], —00 < a < b < 0.

Uma fung¢do mensurdvel € uma fungdo f : X — Y onde f~!(7y) C A, ou seja, f~1(G) C
A para qualquer conjunto aberto G C Y, onde (X, .A) é um espagco mensurdvel, Y é um espaco
métrico e 7y a familia de conjuntos abertosde Y . Se X = Re A = L, entdo f é chamada de

fun¢do mensuravel de Lebesgue (PETROVAL, 2020).

Definicao 2.3. Uma funcgdo f(x) é chamada absolutamente continua em um intervalo €2, se para
todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que, para qualquer conjunto finito de intervalos ndo intersectados

em pares [ax, by] C Q, k=1,2,...,n,onde

a inequacao

3

> 1) = flaw)] <<,

k=1
¢ valida. O espago dessas fun¢des € denotado por AC(€2).

Com essas informagdes, Samko, Kilbas e Marichev (1993) escrevem os teoremas apresen-
tados a seguir. Esses teoremas apresentam sobre quais condi¢cdes em f(x) as equagdes (2.4) e

(2.12) sao solucionaveis.

Teorema 2.2. A equacdo de Abel (2.4) com 0 < p < 1 é soluciondvel em L;(a,b) se e somente
se

foe) = e [ 05 € AC(a) e fiu(a) o,

Essas condi¢des sendo satisfeitas, a equagao possui solugdo tnica dada por (2.11).

Teorema 2.3. A equagdo de Abel (2.12) com 0 < p < 1 é soluciondvel em L;(a,b) se e

somente se



b
Fiose) = g [ 3 € ACat) e i) =o.

Essas condic¢des sendo satisfeitas, a equagcao possui solugdo tnica dada por (2.13).

A discussao que foi apresentada nesta secao serd relevante na defini¢do da integral e da de-

rivada fracional de Riemann-Liouville. Essas defini¢des serdo apresentadas na proxima secao.

2.2 Integral e derivada fracional de Riemann-Liouville

O nosso ponto de partida para apresentarmos o formalismo de Riemann-Liouville para o
calculo fracional, é uma generalizacdo para integracdes repetitivas (BUTZER; WESTPHAL,
2000).

Definicao 2.4. Se f ¢ integravel localmente em (a, 00), entdo a integral iterada ‘n’ vezes é dada

/: duy /au1 dug - - - /a“"—l ) s — . i . /a:v (xf(_ui;lfbn | o1

para quase todo z com —oo < a < x <ooen € N.

por

Também podemos escrever a integral (2.14) para —oo < x < b < oo da forma

1 b f(u) du
)'/x( . (2.15)

(n—1 u—x)l=n

Como (n — 1)! = I'(n), observamos que as integrais (2.14) e (2.15) fazem sentido para
valores ndo inteiros de n. Assim, podemos generalizar as integrais para se tornarem integrais de
ordem ndo-inteira substituindo n por um numero real arbitrario y, onde ¢ > 0 (GORENFLO;
MAINARDI, 1997). Assim, segundo Samko, Kilbas e Marichev (1993), € natural definir a

integracao de ordem ndo-inteira da forma apresentada a seguir.

Definicao 2.5. Seja f(x) € Li(a,b). As integrais

D) = s [ A 216
D) = i [ R @17

onde 1 > 0, sdo chamadas de integrais fracionais de ordem .



Na defini¢do 2.5, estamos utilizando os operadores ,D,* e ,D, " para as integrais fraci-
onais, semelhantes ao apresentado em Miller e Ross (1993). Os sobrescritos representam os
limites inferior e superior da integragao.

As integrais (2.16) e (2.17) normalmente sao chamadas de integral fracional esquerda e di-
reita de Riemann-Liouville, respectivamente. Podemos observar que essas integrais sao equacoes
integrais de Abel, mostradas em (2.4) e (2.12). Segundo Samko, Kilbas e Marichev (1993), es-
sas integrais sdo definidas para fun¢des f(z) € Li(a,b), que sdo existentes em quase todo
lugar.

Para a derivada fracional, € natural a introduzirmos como a operag¢do inversa da integral fra-
cional. Como as integrais (2.16) e (2.17) consistem nas equacgdes de Abel (2.4) e (2.12), e vimos
na secao anterior que essas equacdes de Abel possuem solugdo (ou inversao) (2.11) e (2.13),
chegamos na seguinte definicao para as derivadas fracionais (SAMKO; KILBAS; MARICHEY,
1993).

Defini¢ao 2.6. Para funcdes f(x) dadas no intervalo [a, b], as expressdes

w1 d [T f()at
anf(a:)——m_u) dx/a EEnTE (2.18)
P 1 d [° ft)at

sdo chamadas de derivadas fracionais de ordem p, 0 < p < 1.

Semelhante ao caso das integrais, na defini¢do 2.6, estamos utilizando os operadores , D e
» D} para as derivadas fracionais. Os sobrescritos representam os limites inferior e superior da
integracao.

As derivadas (2.18) e (2.19) normalmente sdo chamadas de derivada fracional esquerda e
direita de Riemann-Liouville, respectivamente.

Notem que definimos as integrais fracionais para qualquer p > 0, porém as derivadas fra-
cionais foram introduzidas apenas para 0 < p < 1. Para definir derivadas fracionais de ordem
i > 1, vamos considerar um v = n — pu, onde n € o menor nimero inteiro maior que p (MIL-
LER; ROSS, 1993). Se 1 € um ntiimero inteiro, a derivada de ordem p € entendida no sentido

da diferenciacdo usual,

d\" d\"
apgz(%) : ID{)‘:(—%) . op=123,... (2.20)

Se 1 nao € um numero inteiro, Samko, Kilbas e Marichev (1993) dizem que € natural intro-

duzir as derivadas fracionais por meio das relacoes



i) = (52) oD rw) = (1) D). @21

DL = (~ ) Dt = (-5 ) D e

Assim, teremos a seguinte definicdo para derivadas fracionais de ordem x> 0.

Definicao 2.7. Para fun¢des f(x) dadas no intervalo [a, b], as expressdes

Dl f(z) = ﬁ (%)n/m %, (2.23)

sdo chamadas de derivadas fracionais de ordem p, > 0, onde n € o menor ndmero inteiro

maior que /.

Podemos observar que, para o caso em que 0 < p < 1, a defini¢cdo 2.7 nos leva para a
defini¢do 2.6. Como as derivadas (2.18) e (2.19) sao um caso particular das derivadas (2.23)
e (2.24), vamos passar a nos referir a (2.23) e (2.24) como as derivadas fracionais esquerda e
direita de Riemann-Liouville, respectivamente.

Agora que ja apresentamos as definicdes de integral e derivada do calculo fracional de

Riemann-Liouville, vamos ver algumas propriedades desse formalismo.

2.3 Algumas propriedades basicas

Assim como para as integrais e derivadas convencionais, o formalismo apresentado para as
integrais e derivadas fracionais possui diversas relacdes e propriedades, que podem ser vistas
com mais detalhes em Samko, Kilbas e Marichev (1993). Nesta secdo, vamos nos ater as
relacdes e propriedades que serdo relevantes para o desenvolvimento que serd apresentado em
capitulos futuros.

A relagdo
b b
/ (@) (D) (x) do = / b(e) (D) (x) dr., (2.25)

usualmente chamada de ‘férmula de integracdo fracional por partes’, € uma relacdo que sera

explorada neste trabalho. A equacgdo (2.25) € verdadeira se
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1 1

comp#1,q#1nocasodep~! + ¢! =1+ u (SAMKO; KILBAS; MARICHEYV, 1993).

Definicao 2.8. Seja ,D,*(L,), Reu > 0, o espago de fungdes f(z), representadas pela integral

fracional esquerda de ordem p de uma fungéo somavel: f = ,D;*p, p € Ly(a,b),1 < p < oco.

Teorema 2.4. Seja Re ;n > 0. Entdo, a igualdade

oD DM = p(x), (2.26)

¢ valida para qualquer fungéo somavel ¢(z), enquanto

oD oD f = fl2), (2.27)

€ satisfeita para

f(x) € oD (L)

A definicdo 2.8 e o teorema 2.4 usam o termo ‘funcdo somével’. Samko, Kilbas e Marichev
(1993) citam o espaco L,(p) como um espaco de fungdes somdveis, logo, elas sdo funcdes
mensuraveis de Lebesgue.

Tomando a relagdo (2.25), assumindo que f(z) € ,D,"(L,) e g(x) € D *(L,), onde
p '+ ¢! < 1+ p, podemos escrever p(z) = Dif e (x) = ,D*g, assim, podemos

reescrever (2.25) como

/ (2D} f) [«D7* (uDig)] (2) da = / (oD%g) (x) [«D," (oD )] (z)dz.  (2.28)

Como f(z) € ,D,"(L,) e g(x) € ,D,"(L,), entdo podemos utilizar (2.27) em (2.28) para

chegar na relacio
b b
| 1) (D2 @) do = [ 9(o) (DL (@) o 2.29)

Para que a relagdo (2.29) seja valida, as fungdes f(x) e g(x) devem ser continuas no inter-

valo [a, b] , assim, as derivadas ( ,D"g) (z) e (D} f) (x) existirdo em qualquer ponto z € [a, b]

11



e serdo continuas (SAMKO; KILBAS; MARICHEYV, 1993). A relagcdo (2.29) € o ponto de
maior destaque desta secdo, pois ela ira exercer um papel importante no desenvolvimento da

nossa equagao de Euler-Lagrange fracional.

2.4 Alguns exemplos de integral fracional

Nesta sec@o, vamos apresentar alguns resultados conhecidos de integrais fracionais de algu-
mas fungdes. Esses exemplos serdo apresentados a fim de ilustrar como a utilizacao do cédlculo
fracional altera na solu¢do da integral dessas funcdes. Iremos nos conter ao cdlculo das inte-
grais fracionais esquerda de Riemann-Liouville. Como nosso objetivo com essa secdo € apenas
apresentar alguns exemplos de resultado de integrais fracionais, vamos nos ater ao caso em que
a=0em (2.16).

Nas condig¢des escolhidas, Miller e Ross (1993) nos apresentam os seguintes resultados para

as integrais fracionais,

_ I'v+1)
D Fz¥ = vtu -1 2.
oD Fx F(y—l—,u+1)$ , v > , x>0, (2.30)
oD K = Lx“ KeR (2.31)
‘ Pp+1)" 7 ’
oD et = at eyt (u, Ax),  AER, (2.32)
onde
v (u, Az) = _ xf“_le_g d§ Rep >0
’ P(p)(Az)r Jo ’ ’
¢ chamada funcdo gamma incompleta.
oD # cos(Ax) / & leosAlr —€)dé, AER, (2.33)
oD " sen(Ax) / ¢ lsenA(r —€)dé, AcR. (2.34)

Miller e Ross (1993) definem as integrais (2.32), (2.33) e (2.34) como

12



oDy = By (. A),

oD " cos(Ax) = Cp(p, A)

oD #sen(Ax) = S, (u, A) .

onde essas funcdes estdo relacionadas da seguinte forma,

Cm(:ua A) = [E:E(/Lv ZA) + Em(:ua _ZA)] )

N | —

210, A) = o [Bulnid) — Ealp,—i4)]

Podemos observar que nos exemplos (2.30) e (2.31), se fizermos p = 1, vamos obter como
resposta a integral convencional dessas funcdes. No caso dos exemplos (2.32), (2.33) e (2.34),

isso também € verdade, mesmo nao sendo tdo simples de visualizar.
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3 EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

Pautado no cdlculo variacional e no principio de minima a¢do de Hamilton, o formalismo
desenvolvido por Lagrange para a Mecanica nos permite escrever as equacdes de movimento
da maioria dos sistemas fisicos relevantes a partir de uma tnica funcao escalar expressa em ter-
mos de coordenadas independentes arbitrarias (LEMOS, 2007). O principal mecanismo dessa
formulacao de Lagrange € a equacdo de Euler-Lagrange.

As defini¢des que cercam esse formalismo serdo relevantes para o desenvolvimento do nosso
trabalho, visto que este consiste no desenvolvimento de uma equacdo de Euler-Lagrange fracio-
nal. Nas proximas se¢des, vamos apresentar uma revisao sobre célculo variacional e a equagao

de Euler-Lagrange

3.1 Calculo variacional

Como ponto de partida dessa revisdo sobre cédlculo variacional, vamos examinar os seus
métodos. O principal problema em que utilizamos este calculo consiste em achar a curva para a
qual uma dada integral de linha possui um valor estacionario (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO,
2002).

Vamos considerar uma funcao F', onde a dependéncia dessa funcdo na varidvel x também é

intermediada por y(x), ¥'(z), y”(x), e assim por diante. Logo,

F = Fy(x),y'(z),y"(x),..., 7)), 3.1

A fungdo F' é definida em um caminho y = y(x), entre dois valores * = a e = b. NOs

queremos achar o caminho y(z), tal que a integral de linha [ da funcdo Fentre z = ae xz = b,
b
I= / F(y(x),y (x),y"(x),...,x)dx, (3.2)

possua um valor estaciondrio relativo a caminhos infinitesimalmente préximos da func¢ao correta
y(x) (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002).

Barcelos Neto (2013) ressalta que, em (3.2), I nao depende da varidvel de integra¢do x, mas
sim do tipo de fun¢@o y(z) que estd sendo considerada. Para cada y(z) a integral assumird um

certo valor. Devido a essa dependéncia, representamos / por
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e dizemos que / é um funcional de y.

Barcelos Neto (2013) nos diz que, procurar este valor estacionario em / € 0 mesmo que
procurar uma fungdo y(x) que passa pelos pontos A e B, localizados em x = aex = b
respectivamente, para a qual [ é extremo. No cdlculo diferencial, quando queremos obter o
extremo de uma funcao f(z), damos um acréscimo infinitesimal a varidvel e procuramos qual

x que fornece

df = f(x +dz) — f(z) =0. (3.3)

Para o funcional I = [[y], no lugar desse acréscimo infinitesimal, consideramos um ‘deslo-
camento virtual’ dy(z) no caminho y(z), e procuramos pela correspondente variagao 1 (BAR-
CELOS NETO, 2013). O deslocamento virtual dy(x) é um deslocamento infinitesimal que leva
de uma curva y(x) a uma outra curva possivel y(x) + dy(z) infinitesimalmente préxima, com
x fixo (LEMOS, 2007). Para simplificar a nossa andlise, vamos considerar que o funcional /

depende apenas de y(x), ¥'(z) e z. Assim, em analogia com (3.3), temos

61 =Ily+dy, y +0y]— Iy =0, (3.4)

onde estamos utilizando § para indicar ‘varia¢do’. Esse operador ¢ €, para o calculo variacional,
equivalente ao que o operador d € para o célculo diferencial.
Utilizando (3.2), temos

6l = / F(y(x) + dy(x),y (x) + 0y (x), x) dx — / F(y(x),y (x),z)dx. (3.5)

Como F(y(z),y'(z), z) € uma fungdo usual,

F(y(z) + dy(x),y (x) + 0 (z), 2) = F(y(x),y (), z) + aa—]; Oy + g—; oy (3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5), temos
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bToF OF _dy
51_/a {8—y6 +a—y, d—]d
b b
5I:/ a—Féy dr + a—F5dy. (3.7)
o \ 0y o Y

Como 0 é uma operacio em que x ndo varia, 0 e d sdo operadores totalmente independentes,

assim

ddy = ddy. (3.8)

Como os pontos A e B sdo comuns para todas os possiveis caminhos y(z), dy(x) = 0 para

x = aex = b. Tendo isso em mente ¢ utilizando (3.8) em (3.7), temos

b b
ol :/ a—Féy dz + 8—Fd5y
o \OY o Oy

b
ol = / <8—F _ 4 8_P:) dy(x)de . 3.9

Nos podemos entdo aplicar em (3.9) o assim chamado ‘lema fundamental’ do célculo vari-

acional.
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Lema 3.1. Seja M uma funcdo de x, definida em um caminho y = y(x), entre dois valores

rT=x1eT =Xy Se

/I2 M(z)dy(x)dz =0, (3.10)

para toda funcdo arbitrdria dy(z) continua mediante a segunda derivada, entdo M (z) deve

desaparecer identicamente no intervalo [z, z5].

Nos conseguimos imaginar uma funcéo dy que é positiva na proximidade imediata de qual-
quer ponto escolhido no intervalo, e zero em qualquer outro lugar. Nesse caso, a equacgao (3.10)
s6 € valida se M (x) desaparecer nesses pontos escolhidos, logo, M precisa ser zero em todo o
intervalo (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002). Pela equagio (3.9) e pelo lema fundamental,

podemos afirmar que [ s6 serd extremo, logo, terd valor estacionério, se

— - — — =0. (3.11)

A equacdo (3.11), quando discutida em termos da lagrangiana e do principio de minima
acdo, é conhecida como equacdo de Euler-Lagrange. Iremos discutir essa equacio sob esses

termos na proxima secao.

3.2 A equacao de Euler-Lagrange

Quando trazemos a discussdo do cdlculo variacional para os sistemas mecanicos, como
foi feito por Lagrange, devemos lembrar que esses sistemas sdo sujeitos a vinculos, que sao
limitagdes as possiveis posi¢des e velocidades das suas particulas. Essas restricdes precisam ser
levadas em conta na formulacio das equacdes de movimento do sistema, pois sdo limitacoes de
ordem cinética. Vale lembrar que restri¢cdes de natureza dinamica nao sao vinculos. Em certos
sistemas, podemos expressar os vinculos por uma relacdo funcional exclusivamente entre as

coordenadas, onde podemos envolver o tempo de modo explicito (LEMOS, 2007), ou seja

f(flana"'anat):()a (312)

onde &1, &, ..., &y sdo coordenadas arbitrarias usadas para descrever a configuracdo do sis-
tema. Vinculos que podem ser representados da forma (3.12) sao chamados de vinculos holénomos.
Em sistemas com vinculos holonomos, podemos introduzir um certo nimero n de varidveis
independentes, onde o vetor posicao de cada particula do sistema € determinado univocamente
em cada instante pelos valores dessas varidveis. Os vinculos também sdo identicamente sa-

tisfeitos se forem expressos em termos dessas varidveis. Essas varidveis sdo chamadas de
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coordenadas generalizadas e sd@o denotadas genericamente por ¢, o, . . ., q,. O nimero n de
variaveis € chamado ‘grau de liberdade do sistema’, assim, segundo Lemos (2007), um sistema
mecanico holdonomo tem tantos graus de liberdade quantas sejam as coordenadas generalizadas
necessdrias e suficientes para especificar a sua configuracio a cada instante.

Quando se descreve um sistema de particulas usando um conjunto de coordenadas gene-
ralizadas q1, g9, . . ., ¢n, a derivada em relagdo ao tempo ¢, de uma coordenada g qualquer, €
denominada velocidade generalizada associada a esta coordenada (SYMON, 1982).

Vamos agora considerar um sistema com n graus de liberdade. Sua configuragdo em um
instante ¢; € dada pelas n coordenadas e n velocidades nesse instante. Podemos caracterizar
esse sistema por certa fungdo escalar L, chamada lagrangiana, que depende das coordenadas

generalizadas e das velocidades generalizadas, podendo também depender do tempo,

L:L(q17q27-"JQHaq'hq'QW"aq.nat)? (313)

ou, de forma mais compacta,

L=L(gq.1). (3.14)

Seja .S um funcional, definido como a integral de linha da lagrangiana entre dois instantes

quaisquer da evolucdo do sistema, ou seja,

to
S:/ L(q,q,t)dt. (3.15)
t

1

Esse funcional S é chamado de acdo. O formalismo desenvolvido por Lagrange para a
Mecanica tem como sua peca fundamental o principio de Hamilton, ou principio da minima

acao, que € definido por Goldstein, Poole e Safko (2002), da forma mostrada na defini¢ao 3.1.

Definicao 3.1. O movimento de um sistema, de um instante ¢; até um instante ¢,, € tal que a

acdo possui valor estaciondrio para o caminho atual do movimento.

Assim como foi feito na se¢io anterior, queremos achar o caminho ¢(t), tal que (3.15)
possua um valor estaciondrio relativo a caminhos infinitesimalmente préximos da func¢ao correta
q(t). Procurar esse valor estaciondrio em .S, é o mesmo que procurar uma funcao ¢(t), que leva
do instante ¢; até o instante ¢9, para a qual S € extremo. Assim como em (3.4), a acdo vai ser

um extremo quando

ondet=1,2,...,n.
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Realizando todo o processo apresentado na secdo anterior, vamos chegar na relacio (3.9)
para .S,

(9L d OL
59 = /t (aqi - 8%) Sq;(t) dt . (3.17)

Pela equacdo (3.17) e pelo lema fundamental do cédlculo variacional, podemos afirmar que

S s6 serd extremo, logo, terd valor estaciondrio, se

oL doL_,
dq;  dt 04

i=1,2,...,n. (3.18)

A equacido (3.18) é a equagdo de Euler-Lagrange e ela nos da a evolug¢ao temporal do sis-
tema.

Agora que ja estabelecemos as bases deste trabalho, no préximo capitulo, apresentaremos
o desenvolvimento de uma equacdo de Euler-Lagrange fracional, utilizando as definicdes de

derivada e integral fracional de Riemann-Liouville.
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4 EQUACAO DE EULER-LAGRANGE FRACIONAL

Segundo El-Nabulsi e Torres (2008), o calculo fracional representa uma poderosa ferra-
menta em matemadtica aplicada para o estudo de diversos problemas de diferentes campos da
ciéncia e engenharia. Varios campos de aplicacdo de derivadas e integrais fracionais ja estdao
bem estabelecidos, mas existem alguns que ainda estao nos seus primérdios. El-Nabulsi e Tor-
res (2008) citaram o estudo de problemas fracionais no cdlculo variacional, e suas respectivas
equagoes de Euler-Lagrange, como um exemplo de campo de estudo do célculo fracional que
apenas comecou. Mais de uma década depois desse comentdrio, hoje encontramos diversos
trabalhos nessa drea do calculo fracional, mas ainda continua sendo um objeto interessante de
estudo.

Segundo Agrawal (2002), muitos sistemas fisicos podem ser representados com maior pre-
cisdo utilizando formulacdes com derivadas fracionais. Uma forma de obter essas formulagdes
€ por meio da minimizacao de certos funcionais, e isso pode ser feito por meio de um ‘célculo
variacional fracional’.

Inspirados nos trabalhos de El-Nabulsi e Torres (2008), Muslih e Baleanu (2007) e Agrawal
(2002), desenvolvemos uma equacdo de Euler-Lagrange fracional utilizando as defini¢cdes de
derivada e integral fracional de Riemann-Liouville apresentadas anteriormente. Nas secoes que
seguem, apresentaremos a equacdo de Euler-Lagrange fracional desenvolvida e aplicaremos ela

para o oscilador harmonico simples.

4.1 Desenvolvimento

Como vimos no capitulo anterior, para chegarmos na equacdo de Euler-Lagrange, partimos

do principio de minima a¢do. Para isso, vamos considerar uma a¢do da forma

1

b
=— | r(q D% D} t—7)td 4.1
S F(/l) /a <q7 t4q,t bq7 T) ( 7-) T, ( )

onde aDtB e +D; sdo as derivadas fracionais esquerda e direita de Riemann-Liouville, respecti-
vamente, dadas por (2.18) e (2.19).

Como o nosso intuito é obter uma equagao de Euler-Lagrange partindo da acdo (4.1), vamos
fazer todo o procedimento apresentado no capitulo anterior. Estamos procurando uma funcao ¢,
que leva do instante a até o instante b, para a qual S € extremo. Assim como em (3.4) e (3.16),

a acdo (4.1) vai ser um extremo quando
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S =25 [q+5q, oD)q+0,D/q, thQ‘i‘(sthQ} -8 [q, oD/}q, D]q| =0, 4.2)

0 que nos leva a

1 b
05 ==— / <q +08q, «D{'q + 04D/, D)q+6,D]q, T) (t—r)tdr -

L) (4.3)

-8 [q, Dlq, D)q| =0.

Semelhante ao que foi feito em (3.6), vamos escrever

(q+5q, D} q+3,D/q, thQ+6thQaT> =

oL oL
L <Q7 aDBqa D,YQa T) + _5(] 5aD6q + 3
t tHp a aaDtﬁq t Othq

“4.4)

Substituindo (4.4) em (4.3), temos

68 =-S [q, «Dq, thQ} + {S [q, D, tDZq] +

1 b oL OL oL
- DB DY w1
+F(u)/a (8q5Q+aath5 tq+0tDZq5t "q) (t=7) dT}

1 [hroL oL 5 oL - 1
5= ra (Gt gt Pie gt oPin) ot w9

Como a derivada fracional é uma operagdo que estd sendo realizada em cima da varidvel
temporal, e a operagdo o € uma operacdo onde essa variavel € mantida fixa, os operadores an

e 0 sdo totalmente independentes, assim como tDZ e J, ou seja,

(5aDtﬁq :aDt/86Q>
d+D)q =D} oq.

(4.6)

Assim, podemos reescrever (4.5) como
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1 [b/oL oL
55:—/ (—5q+—ﬁan(5q+

D)og | (t—r)*"tdr. (4.7
Jdq 0.Dy q 8tDZC]t ’ q) ( ) )

A equacdo (4.7) consiste em trés integrais. Podemos utilizar a relacdo (2.29) para reescrever

a segunda e a terceira integral como

b oL b oL
t—T“*laD’Bé de/é D’B{—t—T‘ul]dT,
a 8anq< ) 004 a e &qu( )
(4.8)
b oL b oL
_ A\#=1 Y — v — Y g
i 3tDZq(t T D) dqdr /a 0q o D; [&ng(t ) 1 T
Assim, substituindo (4.8) em (4.7), temos
b
55 _ 1 / {%(t _ 7—)“_1 + th |: 8L/B (t . 7_)“—1:| _|_
I'(p) Ja | 9q 9.D2q 49)
Y 8L pn—1
+.D; 8tD7q(t —7) dqdr .
b

Pela equacdo (4.9) e pelo lema fundamental do calculo variacional, podemos afirmar que S

sO serd extremo se

oL oL oL
-7+ D | ——(t — 1) ! D] — ) =0. 4.1

A equacdo (4.10) € a nossa equacao de Euler-Lagrange fracional, o produto principal deste
trabalho. Esta equacdo foi obtida partindo de uma ac¢do fracional e utilizando os operadores
derivada fracional de Riemann-Liouville na lagrangiana. Outros autores obtiveram resultados
semelhantes partindo da mesma lagrangiana fracional, mas utilizando operadores derivada di-

ferentes na lagrangiana.

4.2 Discussao

Tomando a equacgdo (4.10), assumindo que a lagrangiana s6 depende de ¢ e an , € assu-

mindo 3 = 1, obtemos
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@—i(%):(“_l>%, @.11)
dq dt \ 9¢ (t—7) 9q
onde utilizamos (2.20) para § = 1.

El-Nabulsi e Torres (2007) chamam o termo a direita da igualdade, na equagado (4.11), de
“forca de friccdo decadente fracional”. Este termo possui significado em sistemas classicos,
quanticos ou até mesmo relativisticos, sendo responsdvel por adicionar um coeficiente de amor-
tecimento na equagdo dinamica, dependente do tempo.

Todo o desenvolvimento feito nessa se¢ao foi baseado no desenvolvimento de Muslih e Ba-
leanu (2007) e de David e Valentim (2015). El-Nabulsi e Torres (2007) desenvolvem a sua
equacdo de Euler-Lagrange fracional partindo da agdo (4.1), porém utilizando outro operador
derivada fracional na lagrangiana. Outra abordagem, partindo da mesma acdo e considerando
derivadas convencionais na lagrangiana, foi a de El-Nabulsi (2005). Todas as abordagens cita-

das chegam em equagdes parecidas, porém todas elas possuem um termo em comum,

(0h—1)0L
(t—r7) 0q’

(4.12)

que, aparentemente, provém da escolha da agdo (4.1).

El-Nabulsi e Torres (2007) descrevem e toda a sua abordagem de equacgdo de Euler-Lagrange
fracional em termos de duas varidveis temporais, o tempo intrinseco 7 e o tempo do observador
t. Em nossa abordagem, vamos tratar 7 como um coeficiente, assim como foi feito por David e
Valentim (2015).

O termo u representa a parte fracional da equacao (4.11). Muslih e Baleanu (2007) interpre-
tam esse termo como a dimensao fracional do espaco, por isso eles chamam a sua equagdo de
Euler-Lagrange de “equacdo de Euler-Lagrange fracional em um espaco fracional”. Conforme
mudamos o valor de 1 na equacdo, vamos obter solugdes que destoam da solugdo cldssica, que
¢ obtida quando ;. = 1.

Na préxima se¢do, vamos analisar a aplicacdo da equagdo (4.10) para um oscilador harmonico
simples, e observar como os termos que surgem da parte fracional da equacgdo alteram o com-

portamento da solugdo original.
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4.3 Aplicac¢ao no oscilador harmoénico simples

Para aplicarmos a equacgao (4.10) no caso escolhido, vamos fazer uma altera¢dao na lagran-

giana

L= §mj:2 — §lm2, (4.13)

do oscilador harmodnico simples.
Vamos considerar que, no lugar da derivada temporal, temos uma derivada do tipo (2.18).
Assim, temos a ‘lagrangiana fracional do oscilador harmonico simples’,
1

2 1
L=gm (anx) — Ska®. (4.14)

No caso do oscilador harmoénico simples, as coordenadas generalizadas dao lugar a varidvel
x. Assim, calculamos as derivadas que iremos utilizar na equacdo de Euler-Lagrange conside-

rando ¢ = x,

o= |3 (wDle)" = | =

dx Oz |2
(4.15)
L 1 2 1
0 5 = 8ﬂ {—m(anx) ——ka] :manx.
0oD/x  O.Diw |2 2

Substituindo as derivadas (4.15) na nossa equacao de Euler-Lagrange fracional (4.10), temos

—ka(t — 7y 4 Df [manx (t— T)#*l} ~0. (4.16)

A equacdo (4.16) € a equagdo de Euler-Lagrange fracional do oscilador harmonico simples.
Ao obtermos uma solugdo para essa equagao, estaremos obtendo uma ‘equagdo de movimento
fracional” para o oscilador harmonico simples.

Equacgdes diferenciais que possuem derivadas fracionais precisam de métodos mais comple-
xos para serem resolvidas. A fim de facilitar a andlise da solucao (4.16), vamos considerar que
suas derivadas sdo de ordem inteira, mais especificamente, de ordem $ = 1. Assim, utilizando

(2.20), vamos reescrever a equagao (4.16) como

—kx(t — )"+ (—%) [ma(t —7)"1] =0
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—kx(t -7t —m <%x> (t — 1) —ma [%(t — 7)“‘1} =0

kx(t— 1)+ mit — )" 4 mi (-1t —7)"*] =0

1 k
j5+(“ )9b+—x:0.
t—T1 m

Utilizando recursos computacionais, obtivemos

z(t) = Co(t = 7)2" Ju,(t = 7) + Colt — 7)2" Vi, (t = 7),

1
2

como solucdo para a equagdo diferencial (4.17).

(4.17)

(4.18)

As fungdes J e Y sdo as fungdes de Bessel de primeiro e segundo tipo, respectivamente. Es-

sas funcdes sao definidas por Arfken, Weber e Harris (2017), conforme mostrado nas defini¢des

4.1e4.2.

Definicao 4.1. A funcio

LSy
J”(x)_zs!r(wsﬂ) (5) VER v —1,—1,...,

€ uma solucao para a EDO de Bessel, e é chamada de fun¢ao de Bessel de primeiro tipo.

Definicao 4.2. A funcao

Yy (z) = ST Julw) = T (@)

sen(v) ’

€ uma solucao para a EDO de Bessel, e ¢ chamada de funcdo de Bessel de segundo tipo.

Para observarmos com maior clareza o comportamento da solucao (4.18), decidimos anali-

sar o seu grafico para diferentes valores de y e 7. Para essa analise, vamos considerar C; = 1 e

C5 = 1. Nessas condi¢des, quando fazemos = 1 e 7 = 1, temos como resposta o grafico 4.1,

que € o gréfico do oscilador harmonico simples. Vamos utilizar este grafico como uma base,

para observarmos como os termos j € 7 alteram a solu¢ao original do oscilador harmonico.

Mantendo 7 = 1 e tomando p = 0.9 na equacdo (4.18), obtemos o gréifico 4.2 para a solucdo.

Podemos observar que o grifico comeca a apresentar diferencas pequenas, se comparado com
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Grificod.l: p=1ler =1

]

AR EEE

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

o grafico 4.1.

Para obter um resultado mais significativo, tomamos p = 0.5 na equacao (4.18), ainda man-
tendo 7 = 1. Nessas condicdes, obtemos o grafico 4.3. Aqui ja podemos observar que, quando
estamos considerando valores de . menores que um, a nossa solu¢@o passa a se comportar como

uma oscilacao amortecida. Vale lembrar que ;o adota apenas valores positivos.

Grafico4.2: p=09e7=1 Grafico4.3: p=05e7=1

T
AL

-0.34

IRARAR

Fonte: Elaborado pelo autor (2021). Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Agora que vimos o comportamento da solugdo (4.18) para ¢ < 1, vamos observar como ela
se comporta para valores de ;4 maiores que um. Mantendo 7 = 1 e tomando p = 1.1, obtemos
o gréfico 4.4, onde comegamos a observar o comportamento da solucdo para jo > 1.

Semelhante ao que fizemos para ¢ < 1, tomamos ¢ = 1.5, mantendo 7 = 1, para obter um

resultado mais significativo. Nessas condi¢des, obtemos o grafico 4.5. Comparando o gréfico
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obtido com o grafico 4.1, vemos que, para valores de x maiores que um, a nossa solu¢do comeca
a se comportar como se a amplitude da oscilacdo estivesse aumentando, que é o comportamento

oposto ao observado para valores de p entre zero e um.

Grafico44: p=1l1ler=1 Grafico4.5: p=15e7=1

IAWWW ﬂ /\

SHTEY

Fonte: Elaborado pelo autor (2021). Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Agora que vimos o comportamento da solucdo (4.18) para diferentes valores de y, vamos
observar como os valores de 7 alteram a solu¢do. Para isso, vamos fixar 4 = 1. Para7 = 1
obtemos o grafico 4.1, para 7 = 2 obtemos o grafico 4.6 e para 7 = 3 obtemos o grafico
4.7. Analisando esses trés grafico, vemos que a amplitude da oscilagdo ndo € alterada, porém ¢é
possivel perceber que a oscilacdo sofre um ‘deslocamento’ no eixo horizontal. A escolha dos

valores de 7 foi feita para que esse ‘deslocamento’ fosse mais evidente.

Grafico4.6: p=1er=2 Grafico4.7: p=1e7=3
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021). Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
Observando todos os gréificos apresentados, vemos que o termo j, quando possui valor
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menor que um, acrescenta a solucdo do oscilador harmonico uma caracteristica dissipativa.
Fisicamente, essa caracteristica dissipativa surge de uma perda de energia por parte do sistema.
Considerando a discussdo apresentada por Muslih e Baleanu (2007), onde eles tratam o termo x
como a dimensao fracional do espaco, podemos considerar que espacos de dimensao fracional
entre zero e um, retiram energia do sistema. Da mesma forma, para valores de ;¢ maiores que
um, podemos considerar que espacos de dimensao fracional maiores que um, oferecem energia
ao sistema.

Fazendo uma andlise para 7, vemos que esse termo trabalha na solu¢do como uma ‘constante

de fase’.

28



5 CONCLUSAO

Este trabalho pretendeu elaborar uma equacdo de Euler-Lagrange fracional utilizando as
defini¢des de derivada e integral fracional de Riemann-Liouville. Como foi observado no
capitulo quatro, a utilizacao da abordagem de Riemann-Liouville para o cilculo de ordem ndo-
inteira, e o célculo variacional, produziram uma equacao de Euler-Lagrange que, quando abor-
dada em termos das derivadas convencionais, produz uma equagao de Euler-Lagrange com um
termo dissipativo. A equacgdo obtida se assemelha a obtida por outros autores, que construiram
suas equagoes utilizando outras abordagens.

A partir da andlise feita para o oscilador harmdnico simples, vimos que o termo de dissipacao
que surge da equacao de Euler-Lagrange elaborada possui comportamento dissipativo, para va-
lores de y entre zero e um. Para ;. > 1 pudemos observar que a solug¢do obtida passa a ‘ganhar’
energia. Além disso, vimos que a utilizacdo da nossa equacao de Euler-Lagrange fracional no
oscilador harmodnico simples também resulta no surgimento de um termo 7 na solugdo, que se
comporta como uma ‘constante de fase’.

Em pesquisas futuras, pode-se estudar de forma mais profunda esse ganho e perda de ener-
gia, que surge do termo u, e também uma descri¢do fisica para o termo 7. Também pode-se
refazer todo o processo de constru¢do da equacdo de Euler-Lagrange fracional, apresentado
neste trabalho, para outras abordagens de célculo fracional, como a abordagem de Grunwald-

Letnikov, ou Caputo.
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